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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos uma desmonstracao do teorema da desigualdade isoperimé-
trica (ou problema isoperimétrico). Este teorema relaciona o comprimento L de uma curva plana
simples e fechada C com a area A da regido delimitada por C, a saber, ele afirma que a &area
A & sempre menor ou igual & L? /47 e, além disso, este valor ¢ alcancado se, e somente se, C
¢ um circulo de raio L/2mw. A demonstracao apresentada ¢ devida ao mateméatico alemao Adolf
Hurwitz e faz uso das famosas séries de Fourier, bem como do Teorema de Green e de alguns
dos resultados fundamentais da Geometria Diferencial. Deste modo, introduzimos a teoria das
séries de Fourier fazendo o estudo dos principais topicos relacionados, tais como convergéncia,
derivabilidade e integrabilidade das séries de Fourier. Além disso, apresentamos os conceitos da

Geometria Diferencial que sdo necessérios para a demonstragao.

Palavras-chave: Desigualdade Isoperimétrica. Séries de Fourier. Geometria Diferencial.



ABSTRACT

In the present work, we present a demonstration of the isoperimetric inequality theorem (or iso-
permetric problem). This theorem relates the length L of a simple closed curve C in the plane
with area A of the region delimited by C, namely, it states that the area A is always less than or
equal to L? /47 and, moreover, this value is achieved if, and only if, C is a circle of radius L /2.
The demonstration presented is due to the german mathematician Adolf Hurwitz and makes use
of the famous Fourier series, as well as the Green Theorem and some of the fundamental results
of Differential Geometry. In this way, we introduced the theory of Fourier Series by studying
the main related topics such as convergence, derivability and integrability of the Fourier series.

In addition, we present the concepts of Differential Geometry that are required for demonstration.

Keywords: Isoperimetric Inequality. Fourier Series. Differential Geometry.
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Introducao

O Problema Isoperimétrico Cldssico teve sua origem na Grécia antiga, por volta do
século IX a.C. e esta relacionado com a seguinte situagao: Qual, dentre todas as curvas planas
simples e fechadas, com um comprimento fixo, delimita a regidGo com maior drea? Durante muito
tempo nao existiu uma prova matematica para este problema, até que em 1870, K. Weierstrass
forneceu uma demonstragao da existéncia de uma solugao. Apoés isso, surgiram outras demons-
tragoes mais diretas como, por exemplo, a demonstragao feita por E. Schimdt em 1939, que pode
ser encontrada na referéncia [2]. Neste trabalho, apresentamos uma demonstra¢do puramente
analitica feita por A. Hurwitz em 1901, que é baseada no Teorema de Green e nas Séries de
Fourier. Estas, por sua vez, surgiram em 1807 com o matemético e fisico francés J. Fourier,
durante seus estudos sobre a propagacao do calor em corpos soélidos, e teve contribuicoes de

extrema relevincia de grandes matematicos, como os alemaes P. G. Dirichlet e F. B. Riemann.

Deste modo, apresentamos no primeiro capitulo uma breve revisao de alguns dos

conceitos fundamentais da analise linear, calculo e algebra.

No capitulo dois, iniciamos nossos estudos sobre Séries de Fourier introduzindo re-
sultados importantes sobre espacos euclidianos de dimensao infinita e, além disso, descrevemos
o espaco eucldiano das fungoes continuas por partes. Em seguida, apresentamos as séries tri-
gonométricas em questdo descrevendo os coeficientes, chamados coeficientes de Fourier, que

multiplicam cada termo de seno e cosseno.

No terceiro capitulo, chegamos a um ponto crucial dessa teoria. Nesse capitulo,
apresentamos os resultados relacionados a convergéncia, diferenciabilidade e integrabilidade das

séries de Fourier.

No ultimo capitulo, relembramos conceitos fundamentais da Geometria Diferencial
de curva planas e, por fim, a demonstracao do Teorema da Desigualdade Isoperimétrica, segundo

Hurwitz.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Té6picos de Espacgos Euclidianos

Nesta segao, denotaremos por V um espaco vetorial real. Definiremos em V' os conceitos de
distancia, comprimento e medida de dngulo. Para tal, usaremos o que se conhece por produto

interno, um funcional bilinear simétrico e positivo em V. Mais precisamente:

Definicao 1. Um produto interno sobre V € uma aplica¢do que associa a cada par de vetores
(u,v) € V. x V um nimero real (u,v), satisfazendo
i) (u~+v,w) = (u,w) + (v,w), v,v,w € V;
i) (Au,v) = ANu,v), u eV e eR;
i) (u,v) = (v,u), u,v € V;
(

i) (u,u) >0 seu #0.

Um espago vetorial com produto interno é chamado de espaco euclidiano e o nimero

real (u,v), onde lé-se “u interno v”, denomina-se produto interno de u e v.

Exemplo 1. Sejam z = (x1,22,...,2Zn) €y = (Y1,Y2, ..., Yn) vetores de R™. Definindo o produto
interno de x e y por

(z,y) = 151 + T2Y2 + ... + TnYn,

R"™ torna-se um espaco euclidiano. FEste espaco € comumente chamado de Espaco Euclidiano

n-dimensional.

Exemplo 2. Seja Cla,b] o conjunto das fungoes continuas no intervalo [a,b]. Cla,b] é um espago

euclidiano com produto interno dado por

b
(f.9) = / f(@)g(x)dz, (1.1)

onde f,g € Cla,b).
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Definigao 2. Sejam V' um espago euclidiano e u € V. A norma (comprimento) de u € definida

como sendo o numero real nao-negativo

[ull = v/ {u, u).

Disto, resulta que dado u = (uq,ug, ..., u,) em R™ tem-se que

lull = Vww) = \Jud + 3 + . 4.

E ainda, se f € Cla, b], entao

In=vun=([ b[f(w)]QdfCY

Além disso, dados u € V e A € R, valem as seguintes propriedades:
) [ Aull = [Alllll,
i) [ul] >0e|lu|=0<u=0.

Essas propriedades resultam imediatamente das definicoes [1] e

Teorema 1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam u,v € V. Entdao
[(w, 0] < full[|v]]

Demonstracao. Com efeito, sejam V um espago euclidiano e u,v € V. Supondo u = 0, tem-se
que
(0, v)[ = 0 = [[Of}f|v]-

De outra forma, se u # 0, entdao dado A € R, tem-se ||u + Av||?> > 0. Logo,
0<|lu+ > = (u+Iv,u+\v)
= (u,u) + 2Mu,v) + A\*(v,v)
=l + 2x{u, v) + A?|v]%.
Assim,
[2(u, 0))* = 4llull*[[v]* < 0,

donde segue que
(u,0)2 < JJuf?[l0]?,

e portanto,
[z, 9)| < [lz[[[ly]l.
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Corolario 1. (Desigualdade tridngular) Se u,v € V, entdo
[Ju+ ol < Jull + o]l

Demonstracao. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

lutol? = ful® + 2w, v) + Jv]*
< lul® +2fulloll + [Jo]?
= [llull + lloll]*.
Donde segue imediatamente o resultado. O

Consideremos agora um espago euclidiano V' e a aplicagao d : V x V — R dada por
d(u,v) = |lu—vl|, Yu,v € V.
Entao, as seguintes propriedades sao validas:
i) d(u,v) >0ed(u,v) =0 u=u,

i) d(u,v) =d(v,u),
iil) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Dito isto, definimos a distancia entre u e v da seguinte forma.
Definigao 3. Sejam u,v € V. O nimero d(u,v) € denominado distancia entre u e v.

Por fim, sejam novamente u,v € V. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

[{w, 0)| < [Jull[]o]]

= —llulllloll < (u,v) < ullllv]
Il

Logo, existe um tnico 6 € [0, 7] tal que

cos(f) = {u, v)

llllloll”

Definigao 4. Sejam u,v € V wvetores nao nulos. O dngulo entre u e v é o numero 6 € [0, 7]
satisfaz
_ (wv)

[Jullllv]|

cos(6)
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1.2 Ortogonalidade

Dados dois vetores de um espaco euclidiano, dizemos que eles sao ortogonais, ou perpendiculares,
se o cosseno do angulo entre eles é nulo. Assim, de acordo com os resultados anteriores, dois
vetores u e v sdo ortogonais se, e somente se, (u,v) = 0. Isto, por sua vez, sugere a seguinte

definicao:

Definigao 5. Diz-se que um conjunto {x1, 2, ..., x;,...} em um espago euclidiano é um conjunto
ortogonal se para todo i,j € N vale

<wi7 xj> =0,

sempre que i # j. Além disso, se para todo i vale
(ziyzi) = 1,

entdo diz-se que o conjunto € ortonormal.

Exemplo 3. Seja C[—m, 7] o espago das fungdes continuas no intervalo [—m,m]. As fungoes
fyg: [—m, 7] — [-1,1] dadas por f(z) = sen(x) e g(z) = cos(z) sdo ortogonais em C|—m,7].

De fato, qualquer que seja x € [—m, |, tem-se que

(sen(z),cos(z)) = /7r sen(x) cos(z)dx = 0.

—T

Teorema 2. (Processo de Ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt) Seja {uy,us,us,...} um con-
Junto de vetores linearmente independentes num espago euclidiano V' e S(ui,ug, ..., up) o subes-
pago gerado por {uy,us, ..., un}. Entao existe um conjunto ortogonal {e1,ea,es3,...} emV tal que,
para cada n € N, S(uy,ug,...,u,) = S(ey, ea,...,e,). Além disso, os vetores e, k € N, podem

ser escolhidos de acordo com as sequintes regras

n

€1 =U1, € €Enyl = Unt+1 — g QLCE,
k=1

onde
<un+1, 6k>

. —
(e, ex)

Geometricamente, o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt consiste em to-
mar cada vetor eg, k > 1, como a diferenca entre o vetor ug e sua projegdo ortogonal sob o

subespaco gerado pelos vetores w1, usg, ..., up_1, como ilustrado na figura

Muitas vezes é mais comodo trabalhar com conjuntos ortonormais ao invés de orto-

gonais. Assim, em vez de utilizar o conjunto ortogonal {ej, ea, €3, ...}, pode-se utilizar o conjunto

{ €1 €9 €3 }
lleall” lleall ™ [lesll” ™ J

que é ortonormal.
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Corolario 2. Todo espago euclidiano de dimensao finita possui uma base ortonormal.

Assim, se {e1, eg, ...e, } € uma base ortonormal de um espago euclidiano V', dim(V') =
n, dado u € V, com

U= Q€1 + ages + ... + aney,

entao, como
1, se k=y;

(ek, ej) =
0, se k#j,

tem-se que (u,er) = i, para cada k = 1,2,...,n. Portanto, cada vetor u € V' pode ser escrito

univocamente sob a forma

u=(u,er)e; + (u,ea)es + ... + (u, e, )ey,.

Finalmente, se u e v sdo vetores de V', com

U= aie] + ages + ... + apen,

v = Bie1 + Baex + ... + Bpen,

entao
(u,v) = o1 B1 + aafa + ... + .

Ou seja, o produto interno de dois vetores de um espaco euclidiano de dimensao finita é dado
pela soma dos produtos de suas componentes correspondentes quando calculadas com relacao a

uma base ortonormal.
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1.3 Continuidade

Definicao 6. Seja I C R intervalo. Diz-se que uma funcao f : I — R € continua num ponto

xg € I, se para todo € > 0, existe § > 0 tal que
x€l, |x—x9| <d=|f(x)— flzo)| <e.

Definigao 7. Seja I C R intervalo. Uma funcao f: I — R diz-se uniformemente continua em

1, se para todo € > 0 existe § > 0, dependente de € mas nao de x, tal que
|21 — 22| <6 = [f(z1) — f(z2)| <€
quaisquer que sejam i, Ts € 1.

E claro que se uma funcao f : I — R é uniformemente continua em I, entdo ela é
continua em I, entretanto, a reciproca nao é verdadeira. Verifiquemos esta afimacdo a partir de

um exemplo.

Exemplo 4. Considere a fungao f : (0,1] — R tal que f(x) = 1/x. Dado € > 0, sejam 6 >0 e
zo € (0,+00) tais que 0 < z9 < 0 e 0 < xg < 1/3e. Assim, para x = x9+06/2, temos |z — x| < 9,

no entanto,

1 1

T i)

I N S ST B S
20+ 0/2 x  x0(2w0 +6) 36x0 3o “

Portanto, f nao é uniformemente continua em (0,1], pois dado € > 0, qualquer que seja § > 0,

¢ possivel encontrar x,xo € (0,1] tais que |x — xo| < 0 e |f(x) — f(zo)| > €.

Teorema 3. Se f : [a,b] — R € continua no intervalo fechado [a,b], entao ela € uniformemente

continua neste intervalo.

1.4 Sequéncias e Séries de Funcgoes

Definicao 8. Seja I subconjunto de R. Uma sequéncia de fungées fr, : I — R é uma corres-

pondéncia que associa a cada k € N uma funcao fi, definida em I e tomando valores reais.

Notagao: {fx} denotara uma sequéncia de fungoes.

Exemplo 5. A ﬁgum mostra os trés primeiros elementos da sequéncia {fx} definida por

=l

fulz) = k'’
0, se x| > k.

se |z <k,

Diferente das sequéncias de niumeros reais, exite mais de uma forma de convergéncia de sequén-

cta de funcoes. Nesta secao estudamos os sequintes casos: convergéncia pontual e convergéncia
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uniforme.

fi f2 E

Figura 1.2

Definigao 9. Diz-se que uma sequéncia {fi} de funcées fr : I — R, definidas num intervalo
1, converge pontualmente para uma funcdao f : I — R quando, para cada xg € I, a sequéncia de
nidmeors reais (fi(xo), f2(zo), .., fx(x0), ...) converge para o nimero f(xg). Ou seja, para cada
x € I fizado, tem-se que

lim_fi.(x) = f(2).

k—o0
Exemplo 6. Seja {fr} a sequéncia de fungées definida por fr(x) = x/k. {fx} converge pontu-
almente, em toda a reta, para a fun¢ao identicamente nula (figura , pois qualquer que seja

xg € R fizo, tem-se que

Exemplo 7. Seja {gx} a sequéncia das poténcias inteiras de x, isto €, gp(x) = 2%, k = 1,2, ...

(figura . Esta sequéncia converge pontualmente para a funcao

0, se 0Lz <1,
g(x) =
1, se x=1.

De fato, para todo x € [0,1), tem-se limg_, zF =0, enquanto que limy_,oo 1% = 1.

Zjé
e A

Figura 1.3 Figura 1.4

g

No exemplo |§| cada fungao g, k = 1,2,... é€ continua em [0, 1], no entanto a funcao
limite g ndo é continua neste intervalo, enquanto que, no exemplo [7] tanto as fungoes fi, k =

1,2, ..., quanto a funcdo limite f sdo continuas. A seguir, apresentamos um caso de convergéncia
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em que este comportamento nao acontece, a saber, a convergéncia uniforme.

Definigao 10. Diz-se que uma sequéncia {f} de fungées fr : I — R converge uniformemente
para o funcdo f mo intervalo I, se para todo € > 0, existe K € N, dependente de € mas ndao de

x, que satisfaz

kE>K = |fu(lx)— f(z)| <e Vxel.

Em outras palavras, dizer que uma sequéncia { fx} converge uniformemente para f
equivale a dizer que, para todo € > 0, existe K € N tal que todas as funcoes fi, onde k > K,

tém seus graficos contidos numa “faiza” de raio € em torno do grafico de f, como ilustrado na

figura [T.5]

Figura 1.5

Observagao 1. Se uma sequéncia { fr} converge unifomemente para f em um intervalo I, entao

ela converge pontualmente para f neste intervalo.

Como afirmamos anteriormente, se uma sequéncia de fungdes continuas num dado
intervalo converge uniformemente para f, entdo f também é continua. A verificagao desta afir-

magcao ¢é feita a partir do seguite teorema.

Teorema 4. Seja {fr} uma sequéncia de fungoes continuas definindas num intervalo I. Se { fr.}

converge uniformemente para a funcao f, entdo f € uma funcgao continua em I.

Demonstracdo. Sejam x,xg € I. Da desigualdade triangular, obtem-se que

|f(@) = f(wo)l = [f(z) = fu(z) + fu(z) — fr(zo) + fe(zo) — f(20)]
If(z) = fr(@)| + | fr(x) = fe(wo)| + [fr(z0) — f(0)]-

IN

Ora, como a convergéncia é uniforme, entao existe K € N tal que

€

k>K = |fl@) - fil@)l < 5

e |filwo) = flao)| < 5.

Fixando k, como fj, é continua, entao é possivel determinar § > 0 tal que

w0l <8 = |fula) = filwo)| < 5.
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Donde segue que

[f(x) = fzo)l < [f(2) = fu(@)| + [fa(2) = fr(zo)l + [ fr(20) — f (o)l

O

Por fim, relembremos alguns resultados referentes & integracao e derivacao das sequén-

cias de fungoes.

Teorema 5. Seja {fr} uma sequéncia de fungoes integrdveis em [a,b] que converge uniforme-

mente para o funcio f. Entdo f € integrdvel e

b b b
lim/ fk(:n)dx:/ [klirgofk($)]dx:/ f(x)dx, V x € [a,b].

k—o0

Demonstracao. Com efeito, desde que a convergéncia é uniforme, existe K € N tal que

k> K = |fu(z) — f(2)| <La, Yz € [ab].

Assim, , , ,
[ Ao~ [ @iz = | [15) - )iz
b
< [ lf@) - r)ds
bo¢
< /ab—a
€
- (b_a)b—a
= e
Como queriamos demonstrar. O

Teorema 6. Seja {fr} uma sequéncia de fungoes continuamente diferencidveis, que converge
pontualmente para [ relativamente a a < x < b. Se a sequéncia {f,/g} converge uniformemente

em [a,bl], entdo existe f’ para todo z € [a,b] e

lim fi(x) = f'(x).

k—o00

Demonstragao. Seja g o limite de {f,}, entao

Jim fi(z) = g(), Va € [a,b].
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Assim, pelo teorema
g(t)ydt = lim/ fr.(t)dt

k—o0

= klinolo[fk(x) — fr(a)]
= [f(z) — f(a)].

Logo, pelo teorema fundamental do célculo, segue que
fl(@) = g(z) = lim fi(z).
k—o0
O

Os resultados obtidos até aqui sao facilmente transferidos as séries de fungoes através

da sequéncia das somas parciais. Assim, dada uma sequéncia { fx}, dizemos que a série

> filx)
k=1

converge pontualmente (uniformemente) para a funcao f, quando a sua sequéncia associada das
somas parciais converge pontualmente (uniformemente) para a fungdo f. No caso em que a
convergéncia ¢ uniforme, se cada fun¢do fi ¢ continua, segue dos teoremas [4 e [ que a fungao

limite f é continua e que
o0 b

b
> [ o= [ flayda.

k=17¢

Por outro lado, se cada funcao fi é continuamente diferenciavel e a série
o0
/
Ji(@)
k=1
é uniformemente convergente, entao

> @) = ().
k=1

Por fim, enunciamos o seguinte teorema sobre critério de convergéncia uniforme de

séries de funcoes.

Teorema 7. (Teste M de Weierstrass) Sejam
[e.e]
> M
k=1

uma série convergente de numeros reais positivos, e
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> fulx) (1.2)
=1

uma série de fungoes. Se para todo k € N e todo x € [a,b], tem-se que |fr(x)| < My, entdo a

série (1.2)) converge uniforme e absolutamente em [a, b].

1.5 Funcoes Pares e Funcoes Impares

Definicao 11. Uma fungao real f: I — R, onde I € intervalo simétrico em relagdo a origem,

diz-se par se
e impar se

para todo x € 1.

Observe que uma fungao é par e impar ao mesmo tempo se, e somente se, ela é identicamente nula.

2

Exemplo 8. As fungées f,g: I — R dadas por f(z) = 22 e g(x) = 23

sao fungoes par e impar,

respectivamente, pois

: s _ 2
Figura 1.6: Grifico de f(z) = 2~ Figura 1.7: Gréfico de g(z) = 3.

Duas propriedades importantes das funcoes pares e impares, e que sdo evidenciadas
nas figuras e vém das igualdades

_2 f(w)dz = 2/0a f(@)dz e / o)z = 0,

—a

em que f é uma fungdo par e g é uma fungdo impar. De fato, desde que f(—z) = f(z) e
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g(—z) = —g(z), tem-se que

/af(:c)dm _ _[:f(x)der/Oaf(x)d:x

—a

0 a
= _af(—x)dx+/of(x)dx

= —/aof(a:)dx—i-/oaf(x)dx

_ /Oaf(:v)dx + /Oaf(x)dx

= 2( f(x)dz.
0

/_Zg(x)d:v = /_ig(x)dx + /Oag(x)d”r
- _/_ig(—a:)dwr/oag(x)dx
- Log(x)dz+/[)ag(x)d$

_ —/Oag(x)dx—i—/oag(x)dx

= 0.

Além disso, o produto entre fungoes pares e imapares obedece as seguintes igualdades:

(par)(par) = (impar)(impar) = (par),

(par)(impar) = (impar)(par) = (impar).

Lema 1. Toda funcao definida num intervalo [—a,a] pode ser escrita de forma tnica como a

soma de uma fungdo par com uma fungdo impar.

Demonstragao. Seja h uma fungao qualquer em [—a, al, e sejam

hp(z) = M@ FRED) -y =

h(z) — h(—x).
2

2

A fungdo hp acima definida é par, enquanto que a fungao hy é impar. Com efeito, qualquer que

seja x € [—a, al, tem-se que

hp(—fL‘) _ h(_x) —|—;L(—(—(L‘)) — h(—(lﬁ);— h(x> _ hp(l‘),
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Assim, como

hp (@) + halz) = h(z) —|—2h(—x) n h(z) —Qh(—x) ~ h(a),

entao existe pelo menos uma forma de escrever h como soma de uma func¢ao par e uma fmpar.

Suponha agora que existem gp e g7, tal que h = gp + g7, com gp par e gr impar, entdo
hp+hr = gp+gr
= hp—gp = gr—hr

Assim, como a soma (diferenga) de fungdes pares é par e a soma (diferenga) de fungdes impares
é fmpar, segue que as funcoées hp — gp e gr — hy sdo par e impar, respectivamente. Ora, mas a
igualdade acima afirma que elas sao fungoes pares e impares ao mesmo tempo, isto por sua vez,

implica que elas sao identicamente nulas, ou seja
hp —gp =91 —hr =0,

donde segue que hp = gp e g = hy. O



Capitulo 2

Séries de Fourier

2.1 Espacgos Euclidianos de Dimensao Infinita

Um subconjunto 5 de um espago euclidiano V', é uma base de V quando é um conjunto linear-
mente independente (LI) e qualquer vetor z de V' pode ser escrito como combingao linear dos
vetores de . Além disso, através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, qualquer
conjunto linearmente independente pode ser ortogonalizado, assim podemos supor, sem perda de
generalidade, que 8 é um conjunto ortogonal. No caso em que § é um conjunto infinito, sendo

g ={e1,es,es,...}, a combinagao linear de x € V' em relagao aos vetores de 3 é

[e.e]
xek

pet el "

(z,e

. . . o0 s > L7 .
Neste caso, diremos que a série )~ Tex][F €k converge em média para x. Os coeficientes i

sao denominados coeficientes de Fourier de x com relagao ao conjunto 3.

Vale observar que em um espaco euclidiano de dimenséo infinita V' é possivel que um
subconjunto com infinitos elementos seja LI mas nao seja base de V. Com efeito, seja C[—m, 7]

o espago euclidiano das fungoes continuas no intervalo [—7, 7] com produto interno dado por
™
(fr9)= [ [f(z)g(x)dz, Vf, g€ Cl-m, mnl.
—Tr

Sejam ainda a fungao f € C[—m, ] dada por f(z) =z, e o conjunto ortonormal

5= { 1 cos(z) cos(2z) cos(3z) } (2.2)
e o vE .
Verifiquemos que f nao pode ser escrita como combinagao do vetores de 8. De fato, desde que
f é impar e cos(kz) é par para todo k € N, entao

™

(x,cos(kx)) = / x cos(kz)dr = 0,

—T

24
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<3lr,1)—/7r xdx = 0.

-7

Assim,
[e.e]

(x,1) (x, cos(kx))
+ 5,
V2r ; e

no entanto, claramente f nao é identicamente nula. Por outro lado, os coeficientes de Fourier de

f com relagao ao conjunto ortonormal

3= {Sejg), Sel:/(?), Ser\l/(;x) , } (2.3)

sao tais que

2v/7 _
sen(kx) 1 ™ % k=1,3,5,...
r,——=— ) =—=[ wxsen(kx)dr =
ﬁ \/77' —m 27 k=246, ..

k

Assim, o segundo membro da equacao (2.1]) torna-se

QZ i lsen x)

Mais adiante veremos que esta série realmente converge em média para f, e podemos escrever

x—QZ 1)k 1sen sen(kz) (2.4)

Entretanto, 3 também ndo é uma base de C[—, 7r]. Ora, seja g uma fungdo par nio

identicamente nula de C[—m, 7], como sen(kx) é impar para todo k € N, entao

<97 sen(\/?c)> = \/1E : g(x)sen(x)dx = 0.

Assim,

Ou seja, a série Y oo (g, sen(kz)/m) ndo converge em média para g.

2.2 Desigualdade de Bessel e Identidade de Parseval

Os dois resultados apresentados nesta secao tém particular importancia no decorrer deste tra-
balho e sdo extremamente importantes no estudo dos espacos euclidianos de dimensao infinita.
Eles podem ser vistos como generalizagoes de proposicoes em espacos euclidianos de dimensao
finita, em partcular, a identidade de Parseval pode ser considerada como uma generalizagao do

teorema de Pitagoras para dimensao infinita.
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Teorema 8. Seja {e1, ez, e3,...} um conjunto ortogonal de vetores de um espago euclidiano de

dimensao infinita V. Entdo, se x € V', vale

[e.e]

Z L, e|k|2 < ||z||>.  (Desigualdade de Bessel)
le

k=1

Além disso, {e1,ea,€3,...} é uma base de V' se, e somente se,

o0

Z ) eﬁQ = ||z|>. (Identidade de Parseval)
6

k=1

Demonstragao. Com efeito, como {eq, e2,e3,...} € um conjunto ortogonal de vetores, entao

HeiH27 se i =7,

(ei,e5) = o
0, se i #j.

(z,ex)
llexl?>

Assim, sendo ay =

n 2
T — g apeg
k=1

n n
<x = one, 7 Zakek>
k=1 k=1
n n n
_ 2 5. .o
= |z —2<x,Zakek> + <Zazel, Za363>'
k=1 i=1 j=1

Dessa forma, como

2<x,zn:akek> = Qiak<$,€k> = QZH: (. ek> (x,ex) = QZak||ek||2

2
=1 =1 k=1 lex]
€ n n n n n
(Sasen Ses ) = oD aslenes) = Yl
i1 = P =1
Entao,

n
xTr — E QAL€E
k=1

2 n
= [|lz[* = Y o llexl?
k=1

Logo, como

n 2
T — E QLEL
k=1

segue que
n
=] > > o llex]*.
k=1

Para concluir a demonstragao da desigualdade de Bessel, observamos que, como a sequéncia

associada das somas parciais de Y ;o oZ|lex||* € limitada superiormente e monotamente nao-
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decrescente, entao esta série converge e
o0
)1 > > aillexl)?
k=1

(z,er)
lexl?”

ou, fazendo ay =
o0 2
ol 2 Sk

2 e

Suponhamos agora que {e1, e, €3, ...} ¢ uma base de V. Entao, pela equagao ({2.1)),

o0
-y
€k
el

k=1
assim,
n 2
lim ||z — <x’ek2>ek =0
B 2 el
n 2
& tim [l - S <o
A el = 2 e
n 2
o dm ST e
L2 ey
Portanto,

S <$,€k>2 _ 2
2 ez el

k=1

2.3 Subespagos fechados

O conceito de subespago fechado esta relacionado com a convergéncia de qualquer sequéncia
de vetores deste subespaco. Mais precisamente, dizemos que um subespaco W de um espaco

euclidiano V' é fechado em V', se para toda sequéncia convergente de vetores {z,,} de W, tem-se

limz, € W.

E natural analisar primeiro os casos em dimensao finita e ver exemplos de subespa-
¢os que sao ou nao fechados, no entanto, todos os subespacos euclidianos de dimensao finita sao

fechados. A prova desta afimacao é feita no seguinte lema.

Lema 2. Todo subespaco W de um espago euclidiano de dimensao finita V € fechado.

Demonstracao. E claro que se W é vazio, entao ele é fechado. Se, porém, W nao é vazio,
suponha que dim(V) = n e dim(WW) = m, entdo é possivel encontrar conjuntos ortonor-

mais de vetores {ei,ea,...,em} € {€mi1,...,en} tais que {er, ea,...,e,} ¢ uma base de W e
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{e1,€2,...,em, €m+1, .-, €} € uma base de V. Dessa forma, um vetor x de V pertence a W
se, e somente se, suas ultimas n — m componentes, com relagdo a base de V, forem nulas.
Sejam

T =aaie1 + e+ -+ aply + upt1lmae1 0+ Qpén,
e {x}} uma sequéncia convergente de vetores de W tal que {zy} — x. Assim, se para cada k € N
tém-se,

Tp = oqper + agpex + -+ unk + A1)k T+ Qs
entao,

H Tp—T sz (alk—a1)2+(a2k—a2)2+- : -+(amk—am)Q—l—(a(mH)k—am+1)2—|—~ . -—i—(ank—an)Q.

Dessa forma,
.
{qu} — 01
{agk} — a2

lim |2 —2||=0< ' : (2.5)
k—o0 {amk} — am

{ank} — an

Logo, desde que {z}} é uma sequéncia convergente de vetores de W, entao

Logo, de acordo com (|2.5|)
Omy1 =-=a,=0. VkeN

E portanto x € W. O

Dito isto, vemos que apenas em espacos euclidianos de dimensao infinita é possivel
encontrar subespacos que nao sao fechados. Um exemplo disto é visto a seguir, no espago £o das

sequéncias de quadrado somaével.

Exemplo 9. Seja £ o conjunto de todas as sequéncias infinitas de nimeros reais
T = (1‘17 T2, X3, )7
tais que,
o0
D 2} < 0.
k=1
Sejam A € R ey = (y1, 92,93, -..), definimos:

i) Ax = (Ax1, Az, Axs, ...)

ii) Tr+y= (1171 + y1, T2 + Y2, 23 + Y3, )
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iii) (z,y) = (T1y1, T2Y2, T3Y3, ...)

Assim o se torna um espago euclidiano. Verifiquemos inicialmente que i), it) e iii) estao bem
definidos. Dado A € R, tem-se que

[e o] o0
Z)\Qxi = /\Qin < 00.
k=1 k=1

Por outro lado,
n n

S @y’ = D (xh +yp + 2zeur)

k=1 k=1
n n n
= DTk D v+ 2> mk
k=1 k=1 k=1
Ora, da desigualdade de Cauchy — Schwarz, sabe-se que
1 1
n n 2 n 2
Son< (32) ()
k=1 k=1 k=1

Assim,

n n n
Z(in +yr)? = in + Zyi + QZJBkyk
k=1 k=1 k=1

>
Il
—

IN

: (éxi)i(éyﬁ)é

Logo, como x,y € s, fazendo n — oo, seque que

()&

o0
Z TE + yk < 0.
k=1

€ finito, e portanto

Por fim, € sabido que para quaisquer a,b € R, vale
1 2 2 32
abzi[(a—kb) —a® = b7].

Assim, supondo que u = (uj,ug,...) e v = (v1,vs,...) pertencem a 2, entao

Zukvk—Z; [(ug + vi)? —u%—vg]: (Zuk—i—vk Zuk Z >
k=1

k=1 k=1 k=1

N =
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Pelo resultado anterior, fazendo n — 0o,

o o0 o
Z(uk + )2 — Zu% - Zv,% < o0.
k=1 k=1 k=1

Donde seque que,

0o
Zukvk < 0.
k=1

Assim, fazendo u = v = xy, obtem-se que

[e.9] o [e.9]
D @i =D (@) (@ryr) = D ugvy < oo,
k=1 k=1 k=1

Portanto, i), ii) e iii) estao bem definidos.

Além disso, £y contém o conjunto ortonormal

e = (1,0,0,0,...)
es = (0,1,0,0,..)

€3 = (0, 0, 1, 0, )

e portanto € de dimensao infinita. Seja agora o conjunto W de todos os vetores de lo que possuem

um numero finito de componentes nao-nulas.
Afirmagao: W € subespago de £o.

De fato, se x e y sao vetores de W com m e n coordenadas nao-nulas, respectivamente, em que
m,n € N, entao o vetor x + y possut, no mdximo, m + n conponentes nao-nulas. Por outro
lado, sendo x como acima e dado A € R, entdo o vetor Ax possui m componentes nao-nulas, e

portanto, W € subespago de 2. Tomemos agora a sequéncia {xy} onde

1

xry = 57070707
11 0.0

Ty = —,-

2 2747 s Yy
11 1

r3 = —,-,—,0,...

s 24716

Tal sequéncia pertence a W, mas converge para (%, i, 1—16,. ,2%, ..), k € N, que nao pertence a

W, e portanto W nao € fechado.
Definigao 12. Seja W subespaco qualquer de um espago euclidiano V. O fecho de W em V,
denotado por W, é a intersecdo de todos os subespacos fechados de V que contém W.

Em outras palavras, o fecho de W é o prorpio subespaco W acrescentado dos limites

das sequéncias de W, que nao pertencem a ele. Observe que tal conceito esta bem definido, pois
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se W & um espago euclidiano entdao W, tomado como subespaco de si mesmo, é fechado, assim,
todo subespaco de W esta contido em pelo menos um subespaco fechado. Por outro lado, se

Wi, Wa, Wi, ..., W, sao subespagos fechados de um espago euclidiano V', entao o subespago
n
ALL
k=1

n
é fechado. De fato, qualquer que seja a sequéncia {y,} de ﬂWk, tem-se que {y,} € Wy, para

k=1
todo k = 1,2...,n e, consequentemente,

lim y, € Wi, Vk=1,2,...,n.

Logo,

n
lim yp € (W, k=1,2,...,n.
k=1

De forma mais geral, se X é um subconjunto de um espago euclidiano V', entao existe

um subespago gerado por X, denotado por S(X), e assim, S(X) é o fecho de S(X) em V gerado
por X.

2.4 Espacgo das Fungoes Continuas por Partes

O conjunto das func¢odes continuas por partes é um ambiente de fundamental importéncia no
estudo das séries de Fourier. Nesta se¢ao, mostramos que tal conjunto é um espaco euclidiano

com as operagoes usuais de soma e produto por escalar, e produto interno dado pela equagao
[} isto é, \
()= [ f@lgla)de. (2.6
Definigao 13. Dizemos que uma fungao real f € continua por partes num intervalo [a,b] se:
i) f € definida e continua em [a,b], exceto numa quantidade finita de pontos;

it) para todo xq € [a,b], existem os limites

hlif&f(fvo +h)=f(zg), e hli%gf(l’o —h) = f(zy).

Observagao 2. As notagées f(z§) e f(xg ) representam os limites laterais a direita e a esquerda

de f em xg, respectivamente. Se xg é um dos extremos de [a,b], apenas um dos limites € cabivel.
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Exemplo 10. A funcao real f definida por:

x, 0<a <,
fz) =

l—z, 1<z<2,

é uma fungao continua por partes no intervalo [0,2], enquanto que a fungdo:

Figura 2.1: Grafico de f(z) Figura 2.2: Grafico de g(x)

A seguir, explicitamos alguns fatos relacionados as fungoes continuas por partes que

serao utilizados daqui por diante com frequéncia sem maiores comentarios.

1) Se f é continua por partes em [a, b], entao a integral

/a ' flayde,

existe e nao depende dos valores de f nos pontos de descontinuidade. Ora, se xg, x1, ..., Tp €

(a,b) sdo os pontos de descontinuidade de f, entdo f é integravel nos intervalos

la, o), (o, x1), ..., (xp, ]

(aqui assumimos que f € continua nos extremos a,b), e podemos escrever,

b zo 1 b
/f(:n)dx = / f(x)dm—|—/ f(x)dx—l—...—i—/ f(x)dx
= F(zq) = Fla) + Fay) = Flag) + ... + F(b) = F(z7})

em que F’'(r) = f(z). Note que se f é continua em [a,b], entdo F(z;) = F(z}), i =

0,1,...,p, e obtemos

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
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2) Se f e g sao fungdes continuas por partes em [a, b], entdo o produto fg também o é. Com

efeito, desde que f e g sdo continuas por partes, entao os limites

li +h) = f(zF li + h) = g(zF),
Jm f(zo £ h) = flag) e lim g(zo % h) = g(a5)
existem em cada ponto zg de [a,b]. Assim, sendo h = fg, temos

lim h(xg£h) = lim (fg)(zo+h)

h—0+ h—0+

= lim [f(xo £ h)g(xo+ *h)]

h—0+
= i +h) li +h
S (o= 1) Jisg oo 1)
= flag)g(ay)
= (f9)(zp)
= h(zg).
Além disso, fg tera uma quantidade de descontinuidades menor ou igual & soma da quan-

tidade de descontinuidades de f e g. Portanto o produto de fung¢des continuas por partes

é também uma fungao continua por partes.

Estas duas propriedades combinadas, implicam que a integral do produto de fung¢oes con-

tinuas por partes sempre existe.
3) Toda funcdo continua em [a,b] é continua por partes em [a, b].

4) Se f e g sao fungoes continuas por partes em [a,b] e diferem apenas em uma quantidade

/: f(z)dz = /abg(:c)d:z.

Dai surge a seguinte relacao de equivaléncia entre as fungoes continuas por partes

finita de pontos, entao

sobre [a, b]:

f ~g< fe g diferem em uma quantidade finita de pontos.

Denotaremos por f o conjunto das funcdes g tais que g ~ f. Observamos que f é a
classe de equivaléncia de f em relacdo a ~. Assim, se g € f, diremos que g = f. Finalmente, se
CP|a,b] denota o conjunto das classes de equivaléncia das fungoes continuas por partes em [a, b],
¢ possivel mostrar que CP[a,b] é um espaco vetorial, munido das operagdes de soma e produto

por escalar usuais.
Observagao 3. A notagao f € CPla,b] significard que f é uma fungao continua por partes em
[a,b] e que “representa” f.

Observagao 4. Se f € CPla,b] € tal que f' € CPla,b], f € dita continuamente diferencidvel por

partes sobre [a, b].
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Agora podemos verificar que a equagao (2.6) define um produto interno em CPla, b].
De fato, sejam f,g,h € CP|a,b] e A € R, entao

b
(f; ) =/ [f(x))%dz > 0.

A igualdade ocorrera acima se, e somente se, f = 0. Além disso,

(f,g+Ah) = /f z) + Ah(z)]

b
= /f d:n—i—)\/ f(z)h(x)dx
= (frg) £ A, h).

E, por fim:
b
0= [ 1@ = [ o= .0,
Portanto, a verificagdo esta concluida.

Para fins futuros, observamos que dado o conjunto
{1, cos(z),sen(x), cos(2z),sen(2z), ...},

em CP[—m, |, tem-se que:

i) / sen(mz)sen(nzx)dxr = / cos(mx) cos(nx)dr =0, Ym,n € N e m # n.

—T —T

ii) / sen(kx)dx = / cos(kx)dr =0, Vk € N

—T —T

iii) / cos(nz)sen(max)dx = 0, Vn,m € N.

Ou seja, B é um conjunto ortogonal em CP[—m, 7.

2.5 Séries de Fourier

Nesta se¢ao, admitiremos que o conjunto ortogonal 5 = {1, cos(x), sen(x), ..., cos(nz), sen(nz), ...}
¢ uma base de CP[—m,|. Tal fato serd demonstrado na segao

Deste modo, dada uma fungao f € CP[—m, 7|, entdo, de acordo com a equagao ,

a série

+ Z { f, cos(kz)) cos(kx) + Msen(lm} (2.7)

|1H2 | cos(ka)|? [[sen (k)|

converge em média para f. Assim, como

| cos(kz)||* = / cos?(kz)dr = = / sen?(kx)dx = ||sen(kz)||?

—Tr —T
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s
T —/ dz — 2,
—T

podemos escrever ([2.7]) como

% + ; [ay cos(kx) + bgsen(kx)], (2.8)
onde,
ap = l f(x) cos(kx)dzx,
T™J—x
1 7'l'
b = — f(z)sen(kx)dx.
TJ-m

A série (2.8) é chamada desenvolvimento em série de Fourier de f em [—m, 7], e ay

e by, sao os coeficinetes de Fourier de f.

Exemplo 11. Seja ¢ € CP[—mn,w| dada por

-1, —7m<xz<0,
p(z) =

1, O0<ax<m.

Observe que ¢ € uma impar e cos(kx) € par, para todo k € Z. Assim, ¢(x)cos(kx) é impar, e

ay = 1/7T o(x) cos(kz)dz = 0.

7T—7T

Por outro lado,

b = l/ﬂcp(:c)sen(kx)d:v

7r—7'l'

0 ™
= 1/ cp(x)sen(kx)dx+71T/0 o(x)sen(kz)dx

7r—7T

1[0 1 (7
= —/ sen(kat)dx+/ sen(kz)dz
0

) _r qs

2
= E[l — cos(km)]

4

— . k=1,35,..
_ k’n” M M )

0, k=24,6,..
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Logo, o desenvolvimento em série de Fourier de ¢ é dado por

s
k=1

4 sen(3x)  sen(Hx) 4 Ssen[(2k — 1)x]
= sen(z) + 3 + 3 —I—} = ZT

A figura [2.3] abaizo mostra o grdfico de ¢ e o grifico do seu desenvolvimento em série de Fourier
com k =4, e a figura2.4, com k = 6.

-1 A\ ~ | —1
Figura 2.3: Desenvolvimento em série de Figura 2.4: Desenvolvimento em série de
Fourier de ¢ com k = 4. Fourier de ¢ com k = 6.

A seguir, enunciamos um dos teoremas mais importantes relacionados & convergéncia

das séries de Fourier. Sua demonstragao sera feita apenas na segao

Teorema 9. Seja f continuamente diferencidvel por partes sobre [—m,w|. Entao o desenvolvi-

mento em série de Fourier de f converge pontualmente em [—m, 7], e tem valor

flag) + flzq)
2 )
para todo xg € (—m,7), e

f=m) + f(77)
2

em +7. Além disso, se F' € a extensao periddica de f, entao a série tem valor F(xg) se xy €

ponto de continuidade de F, e
F(xg) + F(zp)
2

quando xog € um ponto de descontinuidade de F'.

Em outras palavras, este teorema afirma que se f é uma func¢do continua por partes,
entao seu desenvolvimento em série de Fourier converge para f(x() se f é continua em g e, caso
contrario, converge para a média aritmética dos limites laterias. Assim, no exemplo a série

4 Ssen[(2k — 1) sen[(2k — 1)z]

L 2k —1



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

converge pontualmente, em [—m, 7], para a fungao

-1, se —w<ax<0,
h(z) = 0, se z=-m0,m,

1, se O<ax<m.

Isto nos diz, por exemplo, que se x = 7/2, entao

1_41 1+1 1+
o7 3 5 7 7

i (_1)k+1 B I
2k —1 4~
k=1

e, consequentemente,

37

Ainda sobre o exemplo vemos que o desenvolvimento em série de Fourier de ¢

possui apenas termos em seno. Isto se da pelo fato de ser a; = 0, para todo k € Z, pois funcao

@(x) cos(kz) é impar. De forma geral, dada uma fungao f € CP[—m,n], se f é par, entdo para

todo k tem-se que f(z)sen(kz) é impar e f(x)cos(kx) é par, assim
K

f(x) cos(kx)dx = 2 /07r f(x) cos(kx)dx

—T

" f(@)sen(kz)dz = 0.

—Tr

Dessa forma, se S(x) designa o desenvolvimento em série de Fourier de f, entdo

S(x) = % + Zak cos(kzx),
k=1

onde

ap =2 /07r f(x) cos(kx)dx.

De forma anéloga, se f é impar, entao
o
S(z) = Zbksen(kw)
k=1

onde,
by, = 2/ f(z)sen(kx)dx.
0

Estes resultados, em conjunto com o fato de que

1, cos(zx),sen(z), cos(2x), sen(2x), ...
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formam uma base de CP[—m, 7], implicam que os conjuntos
{1,cos(z),cos(2x),...} e {sen(x),sen(2z),sen(3z),...}
sao, respectivamente, bases dos espacos euclidianos das fungdes continuas por partes pares e

impares.

Para concluir esta secao, facamos uma breve analise do desenvolvimento em série de
Fourier de f apenas no intervalo [0, 7]. Uma forma de fazer isto é desenvolver uma funcdo F' em
séries de Fourier, em que F' é uma extensao de f ao intervalo [—7, 7], de maneira que F' = f em
[0, 7]. Esta extensao pode ser feita de varias formas desde que F' ainda pertenga a CP[—m, 7.

Aqui explicitamos as seguintes extensoes:

f(z),se0<z<m
Ii(z) =
—f(=z), se —m<x<0

A primeira extensao, Py, ¢ chamada extensao par de f, e a segunda, Iy, ¢ chamada extensao

impar de f. Com efeito, para a extesao par de f, temos que

zel0,nr] = —a€l-m0)
= Pr(—z) = f(=(=x)) = f(x) = Ps(x),
z€[-m0) = —z€[0,7]
= Ps(x) = f(—x) = Pr(—x).

Portanto, Py é par. Para a extensao impar de f, temos que

ze0,r] = -—z€[-m0)

Ii(=z) = = f(=(=2)) = = f(x) = —Is(2),

4

x €[-m0) = —z€][0,7]
= Iy(z) = —f(—2) = —If(x).

E portanto, Iy é impar.

2.6 Mudanga de Intervalo

Até aqui tratamos apenas de fungoes nos intervalos [—m, 7] e [0, 7], casos estes que sdo muito
restritivos. Os resultados obtidos nestes casos, entretanto, podem ser generalizados para um
intervalo qualquer [a,b]. Consideremos inicialmente um intervalo da forma [—p,p] e o espago

euclidiano CP[—p, p]. Entéo o conjunto
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é ortogonal em CP[—p, p|. Além disso, assim como no caso em que p = 7, pode-se mostrar que este
conjunto é uma base de CP[—p, p| e que, portanto, as séries de Fourier correspondentes convergem
em média. Os resultados sobre convergéncia pontual continuam sendo validos, fazendo, é claro,

as devidas modificacoes referentes ao comprimento do intervalo.

Deste modo, como

P P P
/ cos? (lm) dx = / sen? (lm) dr=p e / dx = 2p,
—p p —p p —p

entao os coeficientes de Fourier de uma funcao f € CP[—p,p|, sao dados por

ay = ]19/_]; f(x)cos (T) dzx,
by, = 11)/_1; f(x)sen (T) dzx.

> k k
a0 + Z [ak cos (M> + bsen (M>] ,
2 = P P

converge em média para f, onde escrevemos

f(z) = % + ; [ak Ccos (T) + bgsen (k;x)} .

Logo, a série

Finalmente, consideremos um intervalo arbitrario [a, b] e o espago euclidiano CP|a, b].
Tomando o resultado anterior e fazendo b — a = 2p, obtemos CP[a,b] = CP|a,a + 2p]. Dessa
forma o conjunto (2.9) é uma base de CPla,a + 2p| e, por conseguinte, se f € CPla, b, entdo a

ag > 2kmx 2kmx
5 + ; [akcos <b—a> + bisen (b - a)]

converge em média para f, onde

1 b 2kmx
ay = b—a/a f(zx) cos (b—a) dz,

I 2kra
by, = b—a/a f(x)sen(b_a) dx.

série
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2.7 Teorema Basico

Muitos dos resultados obtidos até aqui se baseiam fortemente no fato de que o conjunto
{1, cos(z),sen(z), cos(2x), sen(2z), ..., cos(kx), sen(kz), ...}

¢ uma base de CP[—m, w]. Para demonstrar tal afirmagao sera feito uso de trés importantes teo-

remas, o primeiro deles é o Teorema de Aproximacao de Weierstrass, que é enunciado a seguir.

Teorema 10. (Teorema de Aprozimac¢do de Weierstrass.) Seja f uma funcdo continua no
intervalo [—m, ], e seja f tal que f(—m) = f(7). Entao, dado qualquer nimero real € > 0, existe

um polinémio trigonométrico

N(e)
T(x) = Ag + Z(Ak cos(kx) + Bysen(kx))
k=1
tal que
T(z) = f(z)] <e

para todo x no intervalo [—m, m|.

Geometricamente, este teorema diz que o grafico do polindémio T'(z) esta “dentro
da faiza" delimitada pelos graficos das fungdes f(x) — e e f(z) + € no intervalo [—7, 7] (figura
. O naimero N(e) determina a largura da faixa, isto é, quanto maior a quantidade de ter-
mos do polindmio trigonométrico T'(x), menor é o valor de € e, consequentemente, melhor é a

aproximacao.

1
1
1
1
l
-7 2 T
Figura 2.5: Ideia geométrica do teorema da Aproximagao de Weierstrass.

Os dois préximos resultados fazem mencao ao subespago das fungbes continuas em

[—7, 7] tais que f(—m) = f(r). Tal subespaco sera denotado por P|—m, .
Teorema 11. Seja B o conjunto formado por
1,cos(x),sen(x), ..., cos(kx), sen(kzx), ...

Entao toda funcao f de P|—m,w| pertence ao fecho do subespago gerado por  em CPm, .
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Demonstra¢ao. Devemos mostrar que toda fungao f € P[—m, 7] pode ser aproximada, em média,
por um polindmio trigonométrico. Com efeito, pelo teorema de Aproximacao de Weierstrass, é

possivel encontrar um polinémio trigonométrico Ty, tal que

1

|Th(2) — f(2)] < PWors

para todo x € [—7, w]. Assim,

1

1Tk — fIl = |:/_7;[Tk($) - f(ﬂc)]QdOC]é < [/_7; [k\}ﬂrdw] L %

Logo,
1
li T, — fl|= lim — =0.
A i = Al = o
E portanto, a sequéncia {T}}, k € N, converge em média para f. O

Teorema 12. Seja f uma fungao continua por partes em |—m,m|. Entdao, para todo € > 0 existe

uma fungao g continua em [—m, 7, tal que

If =gl <e.

Demonstragao. Consideremos inicialmente que f possua apenas uma descontinuidade em [—m, 7],
e seja xg este ponto em que f é descontinua. Obtemos a func¢ao g redefinindo f nas proximidades
de z¢ e dos extremos do intervalo [—m, 7|, como indicado nas figuras e abaixo.

7r75\:

i
- xo—3d To mo+9I T

PSR S N

-7 0

Figura 2.6: Exemplo do gréfico de f. Figura 2.7: Exemplo do gréfico de g.

Isto é, g = f nos intervalos [—7+0d, xo—§] e [xo+J, mT—0], enquanto que nos intervalos [—m, —7+4],
[0 — 8,20+ 6] e [ — 8,7, g é definida por retas, como na figura2.7, e além disso, g(—m) = g(r).

Dessa forma,
I =al” = [ (@)~ gla)Pda

— 48 z0+0 m
= / () — g(x)]2de + / () — g()]2d + / [F(@) — g(x)da

—T To—0 T—0
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Seja M € R tal que |f(z)| < M, para todo = € [—m, 7|. Assim,
|[f(z) = g(2)* < (2M)?,

donde segue que

— 48 0+ ™
I —gl? = / () - g()Pda + / () - g(o)Pda + / f(@) - g(a)Pde

—7 z0—09 T—0
—+0 xo+0 T
< / 4M?dx + / AM?dx + / 4M?dzx
-7 To—0 T—0
= 4M?*(5 425+ 0)
= 16M?.
Logo, escolhendo § < T]EW’ tem-se que

—glI2 < 16M25 < 16M2—S— — .
Hf g” —6 <16 16M2 €

Para concluir a demonstragao para uma fungao f qualquer de CP[—m, 7], basta repetir o mesmo

processo para todos os pontos de descontinuidade de f. O

Em posse destes resultados, podemos agora monstrar que o conjunto
{1, cos(z),sen(z), ..., cos(kx),sen(kz), ...}

¢ uma base de CP[—m, 7]. Isto sera feito a partir do seguinte teorema.

Teorema 13. (Teorema bdsico) O conjunto
B = {1,cos(z),sen(z), ..., cos(kz),sen(kx), ...}
€ uma base de CP|—m, 7).

Demonstracao. Devemos mostrar que qualquer funcao f continua por partes é o limite de uma
sequéncia de polinémios trigonométricos. Ora, pelo teorema existem fungoes fi, € P[—m, 7]
tais que
1
— < —, keN.
17 = fell < o

Por outro lado, pelo teorema existem polinémios trigonométricos Ty, tais que

1
-1 —, kel
Ife =Tl < 5 ke
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Assim, pela desigualdade triangular,

1f=Tell = [I(f— fe) + (fe — Te)ll
< Cf =Sl + 11 = Tl
1,1
- 2k 2k
1
L

Donde concluimos que
lim ||f —Ty|| = 0.
k—> o0

O

Corolario 3. (Igualdade de Parseval) Seja f uma fun¢ao continua por partes em [—m, |,

entao

L e =Sy o)
T 2 pt k

—T

onde ay, e by sdo os coeficientes de Fourier de f.

Demonstragao. Com efeito, desde que {1, cos(z),sen(x), ..., cos(kx),sen(kx), ...} é uma base de

CP[—m, ], entao a Identidade de Parseval é satisfeita (Teorema[8). Assim,

COS .’IJ Ssen(kx 2
Hf”Q a _|_Z |: f7 k _|_ <fa (k )> (2.10)

||1H2 = Ll cos?(kx ||2 [sen? (k)|

Ora, mas

9 - 2 - ™ Ta
o] 31 ]

o eootha? 11"

) o2 (k)| flx )cos(ka:)dxr = [i/ ) cos(kz)dx } = ma2,

iii) m = 71r { f(x )sen(k:c)dxr = [i/ Ysen(kx)dx } = b3.

E como,

segue que



Capitulo 3

Convergéncia das Séries de Fourier

Nesta secao, estudaremos alguns dos problemas relacionados & convergéncia das séries de Fourier.
Mais especificamente, a convergéncia pontual, enunciada na secao 3, e a convergéncia uniforme,
que é um pouco mais delicada. Além disso, estudaremos ainda a questao da diferenciabilidade e

da integrabilidade das séries de Fourier.

3.1 Convergéncia Pontual das Séries de Fourier

Dos pontos citados acima, iniciamos com a demonstragao do teorema da convergéncia pontual.

Para auxiliar nesta tarefa, utilizaremos o seguinte lema.

Lema 3. (Lema de Riemann-Lebesgue) Se g € continua por partes em |[a,b], entdo

b b
lim g(z)sen(Az)dr = lim g(x) cos(Ax)dx = 0.

A—r0 Jq A—rc0 Jq

Demonstragao. Faremos a demonstragao apenas para g(z)sin(Az), e o caso g(z)cos(Az) é ané-

logo. Seja I(A) a sequéncia dada por

b
I()\):/ g(z)sen(Az)dx. (3.1)

Consideremos inicialmente que g ¢ continua em [a, b]. Assim, fazendo z =t + §, obtemos

) = /al:; g (t + %) sen (A (t + ;)) dt. (3.2)

Ora, mas como

sen ()\ (t + E)) = sen(m + At)
= sen(m) cos(At) + cos(m)sen(At)

= —sen(A\t)

44
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entao,

45

I(\) =— /ab—’; g (t + g) sen(At)dt.

(3.3)
Voltando (3.3)) para a variével z e somando com (3.2), membro a membro, obtemos que

2I(\) = — /ab_gg (a: + ;) sen(Ax)dx + /abg(x)sen()\;r)dx

= —/aa_wg <x+§) Sen()\m)daz—/ab_;rg <x+z

)\> sen(A\z)dx
—|—/ab§g(a:)sen()\a:)dx + /bbﬁg(a:)sen()\a:)d:z:

A
/
a—

Eg (:1: + ;) sen(Az)dx + /ab_i [g(x) —g (x + ;)] sen(Ax)dx
g(z)sen(Azx)dx.

Assim, se M ¢é o valor maximo de |g| em [a, b], entdo

21I(N)] < /aa_WM|sen()\x)|dx + /ab—;f [g(a:) —g (:L‘ + %)} sen(Azx)dz + /:ﬂM|Sen()\x)]dx,

e como [sen(Azx)| < 1, segue que

a b7 b
2lI(N)] < M/CL§d$+/G [g(:z) -9 (93+ ;)} dx—i—M/bde
Mm

2T + /ab;r [g(x) -9 (a: + E)} dr.

A
Logo,

Mn 1 X
I\ < —+=
o< )

T
g(x) — g (33 + X) dx.
Como admitimos ¢ continua em [a,b] entdo, de acordo com o Teorema |3, ¢ ¢ uniformemente

continua neste intevalo. Assim, para todo € > 0, é possivel determinar um ntmero real Ag,
dependente apenas de €, tal que, para todo z € [a, b],

T €
)\>)\0:>‘g(a;)—g(x+)\)’<b_a,
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2M
com 3 T < €, sempre que A > \g. Dessa forma,
b—% - -I
/(z g($)fg(x+x) dr < /a b—adx
€ T
- b—a (b_ A a)
< €
Logo,
Mr 1 (%
[I(N)] < )\+2/a g(x) g(az—i—/\) dx
c oL
2 2

= €.

Portanto, limy_,o I(A) = 0, no caso em que g é continua. Para completar a demonstracao para
uma fungao qualquer de CP[a, b], basta aplicar o mesmo argumento para cada intervalo em que

tal funcéo é continua. O

Antes de fazer a demonstracao do teorema da convergéncia pontual, convém deduzir
uma expressao para a sequéncia das somas parciais da série de Fourier de uma funcao f €

CP[—m, 7. Seja

a oo
?0 + Z (ay cos(kx) + bgsen(kx)), (3.4)
k=1
onde,
1 7T
a = — f(x) cos(kx)dx
™ —T
1 s
by = — f(z)sen(kx)dx,
™ —Tr
a série de Fourier de f. Assim,
Sp(z) = % + Y (agcos(kzx) + bisen(kzx)),

k=1

é a sequécia das somas parciais de (3.4). Mas, para k = 1,2, ...,n, temos que

ay cos(kz) + bgsen(kx) = % [cos(kx) _ﬂ f(t) cos(kt)dt + sen(kx) _ﬂ f(t)sen(k‘t)dt]
= % _W f(t)[cos(kx) cos(kt) + sen(kx)sen(kt)]dt
= 71r f( ) cos(k(t — x))dt.

Assim,
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Sp() ::2;/1ﬂ0ﬁ+i?;_iﬂﬂam@@—xnﬁ

(3.5)
= L | sttt - |
= 2 5 2 oS x .
Tomando a identidade trigonométrica dada por
2sen (f) cos(ks) =sen | | k + ! s| —sen ||k — 1 s
2 2 2
e somando, fazendo k variar de 1 até n, obtemos que
2 > Y ks) = ; k L k L
Sen(i)ZCOS( s) = Z sen —1—5 s| —sen —5)s
k=1 k=1
= zn:cos(ks) = — ! p . [sen[(k%—é) s] — sen [(k—;) s”
P 2sen (5) Py
Mas como,
Z {sen Kk + ;) s] — sen [(k - ;) SH = sen (%s) — sen (%3) + sen (%s) — sen (%s)
k=1
—l-‘--—i-sen[(n—i—%) s] —Sen[(n—%) s]
= —sen (3) +sen[(n+3)s],
segue que,
icos(ks) _ —sen (%) + sens[(n + %) s] _ _1 n sen [(n —|—S%) s] (3.6)
Py 2sen (5) 2 2sen (5)

Assim, combinando (3.5)) e (3.6]), podemos escrever S, (z) da seguinte forma

510 — 1 /7r f(t)sen [(n+ %t) (t—a)] "

Ou, fazendo t — xz = s,

T sen[(n+1)s
Sp(z) = 1/ flx+ S)Md&

T s 2sen (%)
Para concluir a dedugéo, observamos que, como f é periddica de periodo 27, entdo a funcao

sen [(n + %) s]

Jw+s) 2sen (i) '
2

também o é, e podemos escrever
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sen [(n + %) 3]

ds. 3.7
2sen (%) (37)

suw)=— [ sla+s)

Este resultado é conhecido como Formula de Dirichlet de S,. Uma tltima observagao é o fato

de que

/“ sen[(nt35)s], (3.8)

_x  2sen (%)

Em posse destes resultados, podemos agora fazer a demonstracdo do teorema da

convergéncia pontual, que aqui é enunciado de forma equivalente ao visto na segao 3.

Teorema 14. (Teorema da Convergéncia Pontual) Seja f uma funcdo continua por partes

em (—o00,00), pediddica de periodo 27, e tal que

fl#) = LA + F)L

para todo x. Entdo a série de Fourier de f converge para f(xo) em cada ponto xo em que f tem
derivadas & esquerda e a direita. Em particular, se f € continuamente diferencidvel por partes,

sua série de Fourier converge para f(x) com relagdo a todo x.

Demonstracao. Faremos a demonstragao em duas partes, a primeira para os pontos em que f é
continua, e a segunda para os pontos em que f é descontinua. Sejam f uma fung¢ao continua em
[—m, 7] e xg € [—7, 7], entdo devemos mostrar que Sy (o) — f(zo) tende a zero quando n cresce.
Com efeito, de acordo com , podemos escrever

i sen[(n+31)s
i-/ (0) [( +2) ]ds.

- * 2sen (%)

Assim,

T sen[(n+1)s ™ sen[(n+1)s
Sulao) ~ flao) = © f(l’o+8)[(+82))]ds—1 [ sl el

) . 2sen (%)

sen [(n + %) s]

= == ey e
[t )

Ora, como f tem derivadas laterais em zg, entao a fungao

flzo+3s) = flzo) s

s 2sen (%) ’

g(s) =
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é continua por partes. De fato, como

hgng 2sen (%)  h—0- 2sen (%)

e como os limites

1 1
hi>r(r)1+ h ¢ h—f(r)lf h
existem, entao
lim flwo+h)— f(zo) s ~ m f(zo+h) — f(w0) lim
h—0+ h 2sen (%) h—0+ h h—0+ 2sen (%)
~ lim f(zo+ h) — f(zo)
h—07t h
e’
limf($0+h)—f($o) Sh _ hmf(l’oJrh)—f( )lim hh
h—0— h 2sen (5) h—0~ h h—0— 2sen (5)
~ lim f(xo+ h) — f(xo)
h—0— h

Portanto, g possui limites laterais em xg, e como possui também uma quantidade finita de
descontinuidades, concluimos que g € continua por partes. Assim, pelo Lema de Reimann-

Lebesgue, segue que

lim S, (o) — f(20)] = lim ~ [ g(s)sen Kn + ;) s] ds = 0,

n—o0 n—oom J_.

como queriamos. Suponhamos agora que xg seja um ponto de descotinuidade de f, entdo devemos
mostrar que a série
oo
ao
3 + E a, cos(kxo) + brsen(kxz)]
k=1

converge para f(zo) = 5[f(zd) + f(zy)]- No entanto, isto equivale a mostrar que a série de

Fourier da funcao
G(z) = f(z + z0) — f(x0)

converge para zero em z = (. De fato, seja

A o0
20 + kzzl [Aj, cos(kxg) 4+ Bysen(kxo)]
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a série de Fourier de G. Entao, desde que f é periodica, tem-se que

Ay = 1 G(z)dx

TJ—n

= 2 [ i a0) — faoids

1 m 1 s
- - dz — = d
- 7ﬂf(x+x0) x - 77rf(xo) x

= % Wf($+1}0)d13 —2f(xo)

— =tz —25(a0)
= ap — Qf(ibo).
E, para k > 1,
A = % 7rG(m) cos(kx)dx
= [ UG ) = )] o) d
= 1 7rf(ac + xg) cos(kzx)dx — 1 ﬂf(aco) cos(kx)dx
Como,

™

f(zo) cos(kz)dx = f(:co)/ cos(kx)dx =0

—T

™

—T

para todo k inteiro, entao
1 s
A =— [ f(z+ xp)cos(kzx)dz.

—T

Agora, fazendo x =t — xg, obtem-se

A, = 1/ﬂ+x0 f(#) cos(t — z)]dt

TJ —m+ao

= /7r f(t)[cos(kt) cos(kxo) + sen(kt)sen(kxzg)]dt

TJ —rm+ao

T+

= 1/ﬂ+x° f(t) cos(kt) cos(kxzo)dt + 1/ f(t)sen(kt)sen(kxo)]dt

T —m4x0 —7m+x0

_ [1 / ) cos(kt)dt] cos(kao) + [1 / T b t)sen(kt)dt | sen (o)

TJ —m+ao —m+x0
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Ou, voltando a variavel z, e como f é periédica de periodo 27, entao

A = [1 / BT cos(k:v)dx] cos(kao) + [1 / e f(x)sen(k:x)dx] sen (ko)

T J —m+x0 TJ —mtao

_ [1 :f(x)cos(kx)dx] cos(kxo)+LlT :rf(a:)sen(km)dx] sen (ko)

™) _

= apcos(kxg) + brsen(kxo)

De forma analoga, obtem-se que
By, = by cos(kxzg) — agsen(kxo).

Assim, a série de Fourier de G é:

%_22]0(%) + Z [(ax, cos(kxzo) + bsen(kxo)) cos(kx)
k=1

+(by, cos(kxo) — agsen(kxg))sen(kx)].

Seja Sg(x) a série de Fourier de G. Entao, em z = 0 tem-se que
oo
Sa(0) = 50 + ; ay, cos(kxo) + brsen(kxo)].

Donde segue que Si(0) converge para zero se, e somente se, a série de Fourier de f converge
para f(zo).

Seja GG escrita como
G =Gp+ Gy,

onde

G(z) + G(—x) _ G(z) - G(—=z)
e —

ou seja, Gp e Gy sdo as partes par e impar de G, respectivamente. Assim, desde que G é impar,

Gp(z) = (3.9)

sua série de Fourier converge para zero em x = 0. Por outro lado, Gp é continua em x = 0, pois

de acordo com ([3.9),

Gplz) — G(z) —|—2G(—:L‘)
_ f@+x0) — f(=0) n f(=2 +x0) — f(20)
2 2
= (e +20) + F(= +20) — 2f @),

e assim,

lim Gp(z) = lim Gp(z) = Gp(0) = 0.

z—0t z—0~



CAPITULO 3. CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER 52

Além disso, de acordo com ({3.9),

Gp(h) —Gp(0) _ 1TG(h)+G(=h) G(0)+G(0)
h T oh| 2 B 2 ]
_ 1 G(h)—G(O)JrG(—h)—G(O)}
2 | h h
_ 1 [f(@o+h) = fxo) +f($0—h)—f($o)}
2| h h

Por hipétese, os limites

lim f(@o + h) — f(z0) e lim f(xo — h) — f(z0)
h—0+ h h—0+ h
existem em cada ponto zg de [—m, w]. Assim, as derivadas laterais de Gp em z = 0 existem e

sao tais que

Gp(h) —Gp(0) L[ f(zo+h)— f(zo) | flwo—h)— f(zo)
B, h = mg [ h * h

_ Ly St = fleo) (1 fzo = h) = (o)

 2h50+ h 2h—0+ h

_ 1 f(ﬂTO—h)—f(ﬂUo)Jr}l f(xo+h) — f(z0)
2h—0t h 2h—0t h

_ hml[f(xo—h)—f(wo)+f(9€0+h)—f(9€0)]

T 0+ 2 h h

L Ge(h) —Ge(0)
h—0— h

Portanto, G p esté nas condigoes do caso anterior desta demonstragdo, e assim a série de Fourier

de Gp converge para
1
§[Gp(0+) +Gp(07)] =Gp(0) =0.

3.2 Convergéncia Uniforme das Séries de Fourier

Teorema 15. Seja f uma fungao continua em (—oo, ), periddica de periodo 2w e com derivada
primeira continua por partes. Entao a série de Fourier de f converge uniforme e absolutamente

em todo intervalo fechado do eixo x.

Demonstragio. Sejam f uma fung¢ao continua em (—oo,00), e f” a derivada primeira de f. Sejam

ainda
a S a >
0 0
> + ; ay, cos(kx) + bgsen(kz)] e 5 + ; ay, cos(kx) + bysen(kz)],

as séries de Fourier de f e f’, respectivamente. Observe que podemos escrever ay e by em termos
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de by e ag, respectivamente, pois

a = i/ﬂ f'(z) cos(kx)dz

—T
™

= 1| f(2)cos(kx) " f(a)sen(ka)dz| |
| ; |

—
como f(x) e cos(kx) sdo periodicas de periodo 27, entao
f(m) cos(km) — f(—m) cos(—km) =0
para todo k inteiro. E assim,
ap = k: f( )sen(kx)dx = kby,.
Note que se k = 0, entao a; = 0. Por outro lado,

by = = ! 7rf'(alc)sen(k:c)dm

™)

™

= I f@)sen(ha) " f() cos(ka)dz
= ) |

—Tr

1 s

—k— [ f(x)cos(kx)dz
™ —T

= —kak.

Pela desigualdade de Bessel,

—T

S+ ) < 1@ = [ (@)
k=1

Desde que f’ é continua por partes, entao

[ et <o,
TJ—n
e como, )
a; + by = k*(b; +a3) = [k,/bz‘ +ak] ,
segue que,
3 [/m/bi +azr < oo,
k=1

Logo, a sequéncia {k:,/bi + a%}, k € N, pertence ao espaco f2 (exemplo El) Assim, como a

sequéncia {1 também pertence a fo, entiao
q T )

/ 1 /
bz—}—ai:Ek bz—f—aiéfz,
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consequentemente, a série
oo
/12 2
Z bi + ai,
k=1

converge. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, se a,b € R e {e1,es} é a base canénica de R?,

sendo u = aey + beg e v = cos(kx)ey + sen(kx)es, entao
Jacos (k) + bsen(k)| = ()] < [lullel] = V/a® + 1.

Logo,
ao

2

Y VTR

k=1

0 oo
5|t ;ak cos(kz) + bgsen(kx)| <

Assim, pelo Teste M de Weierstrass (Teorema [7)), concluimos que a série

ag >
5 + ; ay, cos(kx) + bysen(kz)]

converge uniforme e absolutamente em qualquer intervalo fechado do eixo . O

Lema 4. Seja v uma fungao continuamente diferencidvel por partes e periddica em (—oo, 00) tal

que, para x € [—m, 7|, v € definida da sequinte forma:

1
_,(14_{)’ - < x <0
2 T
¥y=19 0, z = 0;
1 x
7<1—f>, 0<z<m.
2 T

Entao a série de Fourier de v converge pontualmente com relacio a todo x, e converge unifor-

memente em qualquer intervalo fechado que nao contenha pontos da forma 2mn, n € N.
Demonstracao. Seja

ap
5 + ; apsen(kx) + by cos(kx)]

a série de Fourier de v. Como « é impar, entao by = 0 para todo k € N, e

a = 1/ ~v(x)sen(kx)dx
™ —T
1 [ 1 ("
= / 'y(m)sen(k:a:)d:c+/ ~v(x)sen(kx)dx
L —— m™Jo
I 1 (7
= —— [1 + E} sen(kz)dxr + / [1 - f} sen(kz)dx
2 J_, 7r 2 Jo 0

10 1 [
= —— sen(kx)dx—Q—

o |_ w2

1 ™
xsen(kx)dx + / sen(kz)dz.
2 0

—T
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Utilizando o método de integragdo por partes, tem-se que

T 1 x T 1 [™
5.2 7ﬂmsen(kx)dx = 53 [_k cos(kx) - + k/n Cos(k:x)da:}
1
= 52 [% cos(km) + %cos(—lm)}
_ cos(km)
B kr -
E como,
1Y _ cos(km)
an ) Sk / sen(f)d 2k7r %km
segue que,
by = 1 cos(k) N cos (k) n 1 cos(km) _ i

2k 2k km 2k 2k km

Portanto, a série de Fourier de ~y é

lisen(kx). (3.10)

Assim, devemos mostrar que (3.10) converge uniformemente em qualquer intervalo fechado de

[—7, 7] que ndo contenha a origem. Seja

sen(2z) o sen(2n) 7
2 n

Sp(z) = sen(x) +
a n-ésima soma parcial da série de Fourier da fungao 7. Definindo a sequéncia T}, por
T,(x) = sen(x) + sen(2z) + - - - + sen(nz),

tem-se que
sin(kz) = Ti(z) — T—1(x).

Dessa forma, S,, pode ser escrita como

S (x) = Ty(x) + Ty(x) ;Tl(x) P 1)) nTn 1 )7
ou, equivalentemente,

Além disso, da identidade trigonométrica

2sin (g) sen(kz) = cos [m (k: - ;)] — cos [9& (k: + ;)] 7

obtem-se que

9sen (%) [sen(z) + sen(2z) + - - - + sen(nz)] = cos (g) — cos [;v <n + )] :
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donde,
1
CoS <£> — COS {x (n + )]
2 2
Sen (5)
Como,
1
cos (—) — Cos [x <n—|— 2)} ’ <2,
segue que,

1

para todo n € N e todo = € [—m,7]. Assim, dados m,n € N, com n > m, para todo = € [—, 7]

T (2)] <

tem-se que:
|Sn(z) = Sm(x)] = ‘m_|_...+ (i”:ll(;izl 4 TnTix) B Tn;ga:)
L [t o et
sen(z/2) | (m+1)m n—Dn 0 m|

Seja agora z € [—m, 7| tal que 0 < ¢ < |z| < 7. Logo,
(5)] 25 (5
sen ( — sen (= |,
2 - 2

1 [ 1 1 1 1

e assim,

< e —
~ sen(0/2) (m—{—l)er (n—l)n+n+m
Ora, mas como a série
o0
> T
— k(k+1)
é convergente, pode-se tomar m,n € N de tal forma que

RN SRS S
(m+1)m (n—1)n n m

torna-se arbitrariamente pequeno. Dessa forma, qualquer que seja € > 0, existe N € N tal que
[Sn(z) = Sm(z)| <€

sempre que m,n > N, onde § < |z| < 7. Donde conclui-se que a série de Fourier de 7y converge
uniformemente sempre que 0 < ¢ < |z| < 7 e, consequentemente, o mesmo vale para a série de
5. O

Teorema 16. Seja f uma fungao continuamente diferencidvel por partes e periddia em (—o0, 00)
de periodo 2w. A série de Fourier de f converge unifomemente em qualquer intervalo fechado do

eixo T que nao possua pontos de descontinuidade.
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Demonstrag¢ao. Sejam x1, 2, ..., Ty, 0s pontos de descontinuidade de f em [—7, 7] e seja w; =
f(acj) — f(z7), i =1,2,...,m, o comprimento do salto de descontinuidade de f em x;. Entao,
como y(2rnt) — y(27rn~) = 1 para todo n € N, o comprimento dos saltos de descontinuidade

da fungao w;y(x — x;) nos pontos da forma x; + 27n é igual a w;. Assim, a fungao
f(x) —wiy(z — ;)

é continua nos pontos em que f é continua, e nos pontos da forma z; + 27n. Repetindo este

processo para cada i, obtemos que a fungao

m
- Zwﬂ(x
i=1

é continuamente diferenciavel por partes em (—oo,00), periddica de periodo 2w, e ainda que
tera pontos de descontinuidade apenas quando f(—m) # f(7), isto é, em £7, £3m7,.... De forma

analoga ao feito acima, seja w, = f(7") — f(77), e seja F a fungao dada por
F(z) = f(z) = Y wiy(z — ;) — wey(a — 7).

Logo, F' & continua em (—oo,+00), periddica de periodo 27 e possui derivada continua por
partes, e portanto, satisfaz as hipoteses do Teorema Assim, a série de Fourier de F' converge
uniformemente para F' em qualquer intervalo fechado do eixo . Além disto, pelo Lema[d] a série

de Fourier da funcao

sz’}/ + wﬂ’}’(aj - 7T)

converge unifomemente para ¢ em qualquer intervalo fechado que nao contenha pontos de des-
continuidade de f. Consequentemente, como f = F + ¢, a série de Fourier de f é a série de
Fourier de F' + ¢, que converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que nao contenha

pontos de descontinuidade de f, como queriamos demonstrar. O

3.3 Derivagao e Integragao das Séries de Fourier

Teorema 17. (Teorema de derivagdo) Seja f uma funcao continua em (—o0,00), periddica
de periodo 2w e com derivada primeira continua por partes. Entdo a série de Fourier de f’ pode
ser obtida derivando a série de f termo a termo, e a série derivada converge pontualmente para

1! se [ existe.

Demonstracao. Sejam

+ Z ay, cos(kx) + brsen(kx)] U Z ay, cos(kx) + bysen(kx)],
k=1

20
2 2
k=1
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as séries de Fourier de f e f’, respectivamente. Como f tem periodo 27, entao

ap=— [ f(t)dt=0.

™

Como visto na demonstragao do Teorema para k > 0 vale
ar = kb, e Ek = —kay,

donde segue que a série de Fourier de f’ pode ser escrita da seguinte forma:

oo

Zk:[bk cos(kx) — agsen(kz)].
k=1

Este é justamente o resultado obtido derivando a série de Fourier de f termo a termo. Por fim,
se existe f”, pelo Teorema a série derivada converge pontualmente para f’. Isto encerra a

demonstracao. O
Teorema 18. Seja f uma fungio continua por partes em (—oo,00) com periodo 2w, e seja
00
%0 + ;[ak cos(kx) + bysen(kz)]

a série de Fourier de f. Entdo

b a e ar|sen —sen(ka)| — CcOS — COoS(ra
/a f(z)dz = ?O(b_ a) + é k[sen(kb) (ka)] . b [cos(kb) (ka)]

Ou seja, a integral definida de f, de a a b, pode ser calculada integrando sua série de Fourier

termo a termo.

Demonstracdao. Seja
T ao
F(x —/ ft) — —| dt.
= [so-7]

Entao F' é continua, periédica de periodo 27 e tem derivada primeira continua por partes. De

fato, desde que f é periodica de periodo 27, entao dado n € N, para todo x tem-se que

421N 2mn 2 s
/ F(t)dt = fhdt=n | fOydt=n [ f(t)dt.

0 0

e como,
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entao,

w+27rn
F(zx+2mn) = / - @} dt

o
[\]

:L/yWZfﬁff“mUm?

_ / :f(t)—ao:dt+/02m[f(t)—a20}dt

_ / ) - 2 de+ /Omf(t)dt — mnag

[e=]

o
[\)

o
[N}

= [t [ rwa

[Ty 0]
_ /0 70— ] an

o

|
_—

8
S—

99

Portanto F' esté nas condi¢oes do teorema da convergéncia uniforme e do teorema de derivacao.

Assim, se Ay e By sdo os coeficientes da série de Fourier de F', ou seja,

A o
Fz) =224 Z [Ay, cos(kx) + Bysen(kx)],
k=1

entao,

Fl(z) = Zk[Bk cos(kx) — Agsen(kx)].
k=1

Por outro lado,

Fl(z) = Z ay, cos(kx) + bisen(kx)].
k

=1
Assim, comparando (3.11)) e (3.12)), obtemos que

ag ag
Ap = —— B.=—, k=1,2,3,....
k A € k kv y 4y Jy
E portanto,
A (o]

= — Z [agsen(kx) — by, cos(kx)).

F(:c):/o [f dt /f dt——x

Logo, como

segue que,

/Ow f(t)dt = 904 + 204 Zk‘ [agsen(kx) — by cos(kx)].

2

(3.11)

(3.12)
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Para concluir a demonstracao, observamos que, como

/abf(:c)dx = /Obf(ac)dx - /Oa f(x)dx

entao,

b 00
/a flz)dz = ?b + ? + kz_:]t[aksen(kb) — by, cos(kb)]

Ay =1
a0 z;k: agsen(ka) — by cos(ka))

2“2

_ @(b o)+ iak[sen(k:b) — sen(ka)] ; bi[cos(kb) — cos(k:a)].
k=1

O

Teorema 19. (Teorema de integracdo) Seja f uma funcao arbitrdria de CP[—m, 7| cuja série

de Fourier é

a >
5 + kzl ay, cos(kx) + bysen(kx)].

Entao, a série de Fourier da funcdo

/ f)dt, —m<z<m,
0

converge pontualmente com relagao a todo x € (—m,m), e

* > . —by, cos(kx a —1)Ftgg)sen(kx
[ st =350 4 57 bweothn) o+ (O et
k=1 k=1

Demonstragio. Do Teorema [I8] temos

T A 0o B
/ f(t)dt = @a} + 204 apsen(kx) — by, Cos(k:):).

2 k
k=1
Fazendo z = 0, obtemos que
Ay _ by
2 L~k
k=1

Da equagao (2.4), temos

Portanto,

o0

v > > kx) — by cos(kx)
Nt — _pypsentke) sen( i? agsen(
| o DI} g& > . ,

k=1
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ou, equivalentemente,

k

/ " Ftydt = f:l;: i f: —bg cos(kz) + [ax + (=1)*"agJsen(kz)
0 k=1

k=1
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Capitulo 4
O Problema Isoperimétrico

Obtidos todos os resultados, relacionados as séries de Fourier, necessarios para a resolugao do
problema isoperimétrico, podemos agora tratar deste. No entanto, como ja foi dito anteriormente,
este é um problema da geometria diferencial e, portanto, sao necessarios alguns conceitos sobre
curvas. Nesse sentido, apresentamos, antes do problema isoperimétrico, alguns dos resultados

fundamentais da geometria diferencial.

4.1 Curvas Parametrizadas

Definicao 14. Seja I um intervalo aberto de R. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano
¢ uma aplicagdo diferencidvel o : I — R?, que a cada t € I associa o vetor a(t) = (x(t),y(t)).
A waridvel t € dita parametro da curva, e o subconjunto {a(t),t € I'} de R? ¢ chamado trago da

curva .

Lembramos que a aplicagao a(t) = (z(t),y(t)) ¢ diferenciavel se, e somente se, as
fungoes reais x(t) e y(t) sdo diferenciaveis.
Diremos que uma curva parametrizada diferenciavel a : I — R? é regular se

|a/(t)] # 0, para todo ¢t € I, onde o'(t) = (2/(t),y'(t)). Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 12. Sejam « : (0,27) — R e 8: (0,7) — R as curvas parametrizadas diferencidveis
dadas por

a(t) = (cos(t) + a,sen(t) +b), a,b,t e R e [(t) = (cos(2t) + a,sen(2t) + b).

FEstas curvas possuem o mesmo trago, a saber, a circunferéncia de raio 1 centrada em (a,b).
Além disso, o/(t) = (—sen(t),cos(t)) e 5'(t) = (—2sen(2t), 2 cos(2t)), e

1o/ (1) = /[-sen(t)]2 + [cos(D)]2 =1 e |8 ()| = /[-2sen(t)]2 + [2cos(t)]2 = 2.

Entao « e B sao curvas requlares e |B'(t)| = 2|d/(¢)].

62
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Considere agora a curva parametrizada v(t) = (t3 — 4t,t> — 4). O trago de v estd

representado na figura [£.1] abaizo.

Figura 4.1

Observe que v(2) = v(—2) = (0,0), ou seja, v nao € uma aplicagdo biunivoca.

Com isto, diremos que uma curva parametrizada o : I — R? é simples se é injetiva.
Além disso, a curva « : [a,b] — R? & dita simples e fechada, se a(a) = a(b) e a(x) # aly) para
todo x # y € [a,b).

4.2 Mudanca de Parametro; Comprimento de Arco

Sejam I e J intervalos abertos de R, o : I — R? uma curva regular e h : J — I uma funcio
diferenciavel tal que h/(s) # 0 para todo s € J, e h(J) = I. A aplicacdo 3 = aoh :J — R?
é uma curva regular e possui 0 mesmo traco de a. 3 é dita reparametrizacdo de o por h, e a

fungao h é dita mudanca de parametro.
Seja a : I — R uma curva parametrizada diferencidvel. A funcao

s(t) = [ Jo/(w)du,

to
é denominada fung¢do comprimento de arco de « a partir de ty. Note que se « é regular, entao

s € uma fungao diferenciavel de ¢t com s'(t) = |&/(t)| > 0, o que implica s injetiva e, portanto,

bijetiva sobre sua imagem.

Definicao 15. Uma curva reqular o : I — R? € dita parametrizada pelo comprimento de arco
(PCA) se
t
|/ (u)|du =t — .
to

Assim, uma curva regular o é PCA se, e somente se, |o/(t)| = 1 para todo ¢t. De
fato, se |&/(t)| = 1, entédo
t
|/ (u)|du = t — to.
to
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Reciprocamente, se « ¢ PC' A, entéo
¢
s(t)= [ | (u)|du =t —tg.

to

Assim, supondo t > tg, tem-se s'(t) = |a/(t)| = 1. De outra forma, se t < ty, entao

to
s(t) = / |/ (u)|du = —(tg — t).
t
Logo, §'(t) = |&/(t)| = 1. De qualquer forma temos |o/(t)] = 1.

Teorema 20. Sejam o : I — R? uma curva reqular, s : I — J a fun¢io comprimento de
arco de o a partir de to fivado, onde J = s(I) C R e h = s~ a fungdo inversa de s, definida
em J. Entdo a aplicagdo = ao h é uma reparametriza¢do de «, onde 5 € PCA. B € dita uma

reparametriza¢ao de a(I) pelo comprimento de arco.

Demonstrag¢ao. Com efeito, derivando a igualdade h(s(t)) =t em relagao a ¢, obtemos que

dhds _ . dh_ 1

——=1= — = 0.
ds dt ds |d/(t)] ”
Assim,
d d da dh a/(t)
ds (8) ds (oo h) dt ds |/ (t)| ’
Logo, B = awo h(s), s € J , ¢ uma reparamatrizacdo de o por h e § é PCA. O

4.3 Teorema da Desigualdade Isoperimétrica

Finalmente, apresentamos nesta se¢ao o Teorema da Desigualdade Isoperimétrica. Como afirma-
mos anteriormente, faremos a demonstracao que é devida a Hurwitz, fazendo uso das séries de
Fourier. Deste modo, demonstraremos o teorema no caso em que a curva C, citada no enunci-
ado, é continuamente diferenciével por partes. Além disso, fazemos uso do Teorema de Green e

assumimos que o leitor esteja familiarizado com este.

Teorema 21. (Desigualdade Isoperimétrica) Seja C' uma curva plana simples e fechada com

comprimento L, e seja A a drea da regido limitada por C'. Entao,
L? —4wA >0,
e verifica-se a igualdade se, e somente se, C € um circulo.

Demonstragao. Seja a(s) = (x(s),y(s)), s € [0, L], uma parametrizagdo pelo comprimento de
arco de C. Como C ¢é fechada, entdao a(0) = a(L) e a®)(0) = o® (L), VE > 1.
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Consideremos as extensoes L-periddicas de x(s) e y(s):

z:R—->R; z(s+L)=u=xz(s) VseR,
y:R—=>R; y(s+L)==x(s) VseR.

Entao, z,y : R — R s@o fung¢oes continuamente diferencidveis por partes e periédicas de periodo
L. Fazendo L = 2l, como x e y sao fungdes continuas e possuem derivadas continuas por
partes, entao é possivel fazer seus desenvolvimentos em série de Fourier uniforme e absolutamente

convergentes. Sejam

agp > kms kms kms
2+kzl[akcos <l)+bksen <l>] e +Z[ckcos< >+dksen( i ﬂ,

as séries de Fourier de x e y, respectivamente. Os coeficientes ag, bg, ¢ € dj sao tais que:

1 k
ap = l/ x(s) cos <7ZTS> ds,
1

1 l
b = l/ x(s)sen
-l

(
o = % /_l (s) cos <"“;5
(

l
dp, = / y(s)sen
L)

: é(’? e

E a identidade de Parseval nos permite escrever
2 (kb ks
) e\

=S =(7)
B[ () (59 ()

2
] , (4.1)

2
] . (4.2)
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Mas, como

l
/12 = o'af) = [ () s

l
1P = =7 [ 69)" s

2 l
sen @ = 1/ sen’ @ ds=1
l lJ_ l
2 l
cos @ = 1/ cos? @ ds =1,
l lJ {

entao podemos escrever (4.1)) e (4.2]) da seguinte forma:

e ainda, como

[ weras =ki :(‘7)2@%%@: ,
[ weras =§ (’“f) (@ + di): ,

respectivamente. E, consequentemente,

P Gy = [(7) (ah+ 8+ o+ )

k=1

Ora, como « é P.C.A, entao |&/(s)| =1, Vs € R. Assim,

Logo,

00
>
k=1

= 71'22 [k*(aj + b}, +cp +dp)] = 202

Fazendo L = 2[, obtemos que

:\1[\.’)
NE

L 2
(a2 + 0+ &4 d2)] = 2% = 2 (2> _ L

i

1
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Agora, pelo Teorema de Green, a area A é tal que,

A /C wdy = /_ llx(s)y'(s)ds

= 7 [k(akdy — ckby)].
k=1

Logo,
L2 —4rA = 202y [K*(a} + b + ¢+ d})] — 47 [k(awdy — cxby)]

k=1 k=1

= 272) " [Kaj + K°b} + K2}, + K*dy — 2kagdy + 2kegby]
k=1

o0
= 27r22 [(kag — di)? — di + (kb + c)* — cf + k*cj, + k*dy ]
k=1

— 27r2i [(kay — di)? + (kbg + cx)? + (* — 1)(c} + d2)]
k=1

Assim, como todos os termos desta ultima série sdo maiores ou iguais a zero, obtemos que
oo
L? —4mA =27) " [(kay, — dy) + (kby, + cx)® + (K* = 1)(c; + d})] > 0,
k=1

ou simplesmente,
L? —47A > 0.

Finalmente, vale a igualdade acima se, e somente se,

ay :d17
bl = —C1, (46)
ar =bp, =c =dp =0, Vk > 1.

Logo,
x(s) = % + aj cos (7175> + bisen (?)

y(s) = 2 by cos (WTS) + ajsen <7r75> .
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Assim,

ocon () e ()
o [oen () e ()]
= alcos ( ) + b3sen? (WS) + 2a1b1 cos < ) sen (

+ b2 cos ( ) + a?sen (WT) 2bia; cos <TS) sen (

o (52 (52 o (22 ()

= a? -+

N
—~
[Va)

N—
|
| &
N———

no
+
VR
Ned

—~
S—
|
|8
N———

no
I

7)
7)

Mas por (4.5)) e (4.6)), podemos escrever
ap)? 0?2 2 2 1 = 2/ 2 2 2 2 1

Portanto, a curva a(s) = (z(s), y(s)) é uma parametrizagao do circulo centrado em (%, %0) de

raio —. O
T



Consideracoes Finais

Ressaltamos a importéancia deste trabalho no fato que utilizamos, seguindo o trabalho
de Hurwitz, ferramentas da anélise linear para fazer a demonstracao do problema isoperimétrico,

que é essencialmente um problema da Geometria Diferencial.

Apresentamos os principais resultados relacionados e vimos que a convergéncia das
séries de Fourier, sob algumas condicoes, é uniforme. Fato este que foi crucial para solugao da

desigualdade isoperimética.

Além do mais, vale ressaltar que muitos dos conceitos estudados foram, e ainda s&o,

de extrema importancia para a evolugao da mateméatica que se conhece hoje.
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