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RESUMO

A Mecanica Quantica e a Termodinamica sdo dreas de grande importancia para a Fisica. Nas
tradicionais abordagens em sala de aula destas duas dreas, nota-se uma minima ou até nula
conexdo entre ambas, o que leva o discente a se perguntar se sdo dreas independentes entre
si e, ndo sendo, aonde podem se encontrar. Partiremos da mais famosa equagcao da mecanica
quantica, a equacao de Schrodinger, e deduziremos a partir dela a lei do gases ideais, equacao
classica da termodinadmica. Desta forma, partindo de uma anélise inicialmente microscopica para
velocidades ndo relativisticas obteremos uma equacao em termos de grandezas macroscépicas.
Desta forma, este trabalho de conclusdo de curso tem como objetivo mostrar, a nivel de graduagao,
um exemplo simples que pode ser abordado em sala de aula para ilustrar uma conexao entre

estas duas areas da fisica.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Termodinadmica. gés ideal. demonstragdo. Lei



ABSTRACT

Quantum Mechanics and Thermodynamics are areas of great importance in physics. In the
traditional classroom approaches of these two areas, there is a minimal or even no connection
between the two, which leads the student to ask themselves if these areas are independent one
each other and, if not, where they can merge. We will start from the most famous equation
of quantum mechanics, Schrodinger’s equation, and deduce from it the law of ideal gases,
classical equation of thermodynamics. Thus, starting from an initially microscopic analysis for
non-relativistic velocities we will obtain an equation in terms of macroscopic quantities. In this
way, this monography aims to show, at undergraduate level, a simple example that can be shown

in classroom to illustrate a connection between these two areas of physics.

Keywords: Quantum Mechanics. Thermodynamics. gas ideal. demonstration. Law
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento do pensamento cientifico comecou na Grécia antiga. Um dos
primeiros filésofos pré-socraticos foi Tales de Mileto (624 - 546 a.C), que considerava a dgua o
elemento primordial para a formacdo de todas as coisas e assim explicagdes misticas comecam a
ser substituidas por modelos fisicos, Aristotéles (384 - 322 a.C), Anaximenes (588-524 a.C.),
Empédocles (490 - 430 a.C) e tantos outros que podemos citar também contribuiram nesta mesma
linha de abordagem da natureza, isto é, utilizaram elementos naturais para explicar o mundo que
os cercavam (PIRES, 2008).

Os atomistas Leucipo e Demdcrito imaginaram a matéria como sendo constituida
por dtomos que sdo particulas indivisiveis. Apds quase dois milénios sem grandes avancos neste
assunto, no século XX a idéia apresentada pelos gregos foi dada continuidade, podemos citar
como exemplos os seguintes pesquisadores, Dalton que propds um modelo de &tomo assim como
0s gregos imaginaram, esse modelo ficou conhecido como o "modelo das bolas de bilhar" e
explicava perfeitamente a lei das propor¢des das massas de Proust, porém o mesmo foi sofrendo
modificagdes para satisfazer as observagdes experimentais e consequentemente surgiu um novo
modelo que foi o de Thomson que ficou conhecido como "modelo do pudim de passas". Poucos
anos depois chegamos a um dos modelos atdmicos mais conhecido o modelo de Rutherford-
Bohr que ¢ constituido por elétrons que orbitam um niicleo composto de prétons e néutrons e
consolidando a teoria atomistica da matéria Einstein torna puiblico seu trabalho de 1905 sobre o
movimento Browniano (PIRES, 2008).

Todos eles contribuiram para a descri¢ao da natureza imaginando um conjunto de
atomos. No entanto, certos problemas sao muito complexos quando abordados pelo formalismo
atomistico e desta forma uma nova mecanica surgiu para conseguir abordar problemas com um
alto niumero de particulas: a mecénica estatistica.

Assim imagine um corpo macroscopico com uma certa temperatura, quando fazemos
essa medicdo da temperatura na verdade estamos medindo o grau de agitacdo térmico de varias
particulas que constituem o corpo, entdo chegamos a conclusdo que essa medi¢do € em uma
linguagem simples uma medida média da temperatura.

As ferramentas necessdrias para o desenvolvimento dessa ideia foram ao longo do
tempo sendo expostas para solucionar problemas como esse que acabamos de analisar, com o
desenvolvimento da Fisica Estatistica e da Mecanica Analitica foi possivel compreender essa

questdo mais a fundo.
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A mecéanica analitica tem como vantagem resolver problemas que a mecanica newto-
niana demonstra grande dificuldade para solucionar. Com a imposi¢ao de vinculos que podem
depender da posi¢do, da velocidade e a utilizacdo de coordenadas generalizadas pela mesma, foi
possivel desenvolver uma abordagem diferente da mecéinica newtoniana que chegava as mesmas
solugdes com maior simplicidade em muitos casos.

J4 a Mecanica Estatistica, foi originada pelo Fisico Ludwig Boltzmann (1844 - 1906)
para resolver problemas que envolviam uma grande quantidade de particulas da ordem do niimero
de Avogadro.

O nosso objetivo € com essas ferramentas estudar um conjunto N de particulas ndo

interagentes em uma caixa, entao partir da equacao de Schrodinger e deduzir a lei do gas ideal.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Introducio a Fisica Estatistica

No zero absoluto, um sistema fisico ocupa sua configuracdo de energia permitida
mais baixa. Conforme aumentamos a temperatura, a atividade térmica comecard a preencher os
estados excitados, e isso levanta a seguinte questdo: se temos um amplo nimero de particulas N
em equilibrio térmico a temperatura T, qual € a probabilidade de que uma particula, selecionada
ao acaso, tenha energia especifica E;? (GRIFFITHS, 2011)

Primeiro como N € da ordem do nimero de Avogadro fica fisicamente inviavel
determinar a energia de cada particula do sistema, embora pela 6tica da mecanica cldssica estes
niveis de energia estejam muito préximos e aparentem ser iguais. Além isso, em um gés real
as particulas estdo constantemente mudando sua energia o que torna o ato de medir ainda mais
complicado.

Para uma gés perfeito, ou seja, que respeita a equagdo do gés ideal, existe um nimero
discreto de energia possiveis para esse gas, mesmo eles sendo muito préximos. O problema
fundamental da mecénica estatistica no equilibrio! é determinar unicamente as populagdes desses
niveis de energia, ou seja, das populacdes N que tem energia €1, das populagdes N, que tem
energia & e assim sucessivamente.

Considere o exemplo de um gds em uma caixa de aresta L onde a energia é dada por,

1 5 2 2
e utilizando a relacao,
px-2L=ny-h (2.2)

Substituindo a eq. (2.41) na eq. (2.40) e generalizando para mais dimensdes, temos

h2
E=¢o 3 (n? + n§ +n?) (2.3)

Desta forma um estado quéntico é caracterizado totalmente pelos niimeros 12 -+ n§ +

. . 667>
nf, um exemplo dado por Guggenheim? com energia £ = 2’ podemos entender pela figura 1:
m
O equilibrio é caracterizado pela temperatura uniformemente distribuida no sistema.
E.A. Guggenheim, Boltzmann’s Distribuition Law, Interscience Publishers, Inc. Nova York, 1955.

2
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ne ] 1 1 7 1 4 7 4 1 5 5 4

1y 1 8 1 4 7 1 1 7 4 5 4 5

n: 1 1 8 1 4 7 4 1 7 4 5 5

Figura 1 — Exemplo de estados com o mesmo valor de energia para n2 -+ n§ + nf = 66. Figura
extraida da referéncia (ZEMANSKY; DITTMAN, 1978).

Portanto este nivel de energia possui degenerecéncia igual a 12, isso significa dizer
que existem 12 estados quanticos diferentes com a mesma energia. Denominaremos g; o nimero
de estados quanticos com a mesma energia e algo interessante de analisar € que g; € muito maior

que o numero de particulas ; que ocupam o referido nivel.

g&i>N; (2.4)

Portanto, € muito improvével encontrar duas particulas em um mesmo estado quan-
tico. A hipétese fundamental da mecanica estatistica, é que no equilibrio todos os estados
quanticos possuem a mesma probabilidade de serem acessados. (ZEMANSKY; DITTMAN,
1978; SALINAS, 1997)

Considere N; particulas distribuidas em qualquer g; estados quanticos associados a
energia €. Uma determinada particula teria g; opcdes de estados; uma segunda também teria os
mesmos g;. Desta forma o nimero total de modos segundos os quais V; particulas distinguiveis
poderiam ser distribuidas seria giv’ Por exemplo a figura 2 mostra 6 modos segundo os quais

podemos agrupar as particulas:

1 2 3 4 5 8 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16
A B C
A C B
B A C
B C A
c A B
c | B A

Figura 2 — Total de modos segundos' 0s quais particulas distinguiveis podem ser agrupadas.
Figura extraida da referéncia (ZEMANSKY; DITTMAN, 1978).
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3, entao

No entanto se as particulas fossem todas iguais, ou seja, indistinguiveis
haveria apenas um modo de esses estados quanticos serem ocupados, logo divindiriamos por 6
ou 3!. Concluimos que para particulas indistinguiveis os modos segundo os quais as particulas

podem ser colocadas é:
=L (2.5)

Foi suposto que as particulas estavam no interior de uma caixa.
2.1.1 Distribuicdo de equilibrio

Para um g4s ideal existem muitos estados quanticos para um mesmo valor de energia.

Entdo a especificagcdo em um instante de que existe:
N particulas no nivel de energia £ com degeneréncia g

N, particulas no nivel de energia & com degeneréncia g;

N; particulas no nivel de energia € com degeneréncia g;

Em uma caixa de aresta L e volume V, com um niimero de particulas N fixo e energia
U. Essas infomagdes descrevem o macroestado do gas. A quantidade de modos, Q, que pode ser

acessado este macroestado € definido da seguinte forma:
Ny N
- T-7

Q=
N1 Ny!

(2.6)

Essa grandeza recebe o nome de nimero de microestados do sistema. Se admitirmos

que V,N e U sao constantes, entdo o estado de equilibrio do sistema corresponde a um valor

3 No sentido que possuem carga, massa e spin iguais.
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de méximo para Q. Para encontrarmos um méximo para €, utilizamos a aproximacao de

Stirling(ZEMANSKY; DITTMAN, 1978) dado por:
In (x!) =~ xlnx —x (2.7)

Calculemos o logaritmo de €,

Ny N
Qg_zz>

mgzm( "
A

(2.8)
Utilizando a aproximacao de Stirling, temos:

;Niln 2i— ;Niln Ni+ ;Ni - ;Niln f]— N

tal que N =Y ; N;. Como o ntiimero de particulas N e a energia U sdo fixos, entdo:

ZN,- = N = constante (2.9)

ZN,-S,- = U = constante (2.10)
i

Como o problema é encontrar um maximo de uma func¢ao sujeita as restri¢des,

devemos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Fazendo a diferencial de In Q;

8i 8i N (i
din :d<zi:Nl~ln ) =X ﬁdz\/i+2g—li(— S5)an,

i i i
8i
din Q=) In —dN; 2.11
L in e
Lembrando que d) ; N; = dN = 0. Igualando a zero a eq. (2.50) e diferenciando as

equagoes (2.48) e (2.49), temos;

81 82 8i
In —dN; +In —=dN>+...+In —dN;+... =0
an 1+nN2 2+ +nNi i+
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dNi +dN> +...+dN;+...=0
E1dN +&dN> +...+€dN;+...=0
Multiplicando por [n A a segunda equag@o e a terceira por —f3, temos;

81 82 8i
In =—=dN;+In=dN>+...+In =dN;+...=0
an 1+nN2 h + +nNi i+

InAdN1 +InAdN>+ ... +InAdN;+...=0
—ﬁ81dN1 —ﬁSszz—...—BEidNi—...:O

Somando as trés equacdes e igualando a zero,

(ln}%+lnAﬁ£1)dN1 ot (ln]%—l-lnA—ﬁgi)dNi—f—--- =0
1

i
Como dN; ndo sdo zero separadamente, entdo o argumento que multiplica dN; deve

ser zero, logo;

ln}%+lnA—B8,- 2.12)

1

N; = Agje Péi (2.13)

Desta forma o nimero de particulas N; depende da degeneracao do nivel e decai

exponencialmente com a energia &;.
2.1.2 Significado fisico de A e 3

A populacao N; é dado por

N; = Age P& (2.14)



onde

Somando todos os niveis temos

Y Ni=Y Agie e
i i

N
Z=YgePs — A=_— "
Zi: l Y, Agie Péi

18

(2.15)

Z é conhecido como o somatoério dos estados quanticos ou a forma como ficou

mais conhecida a fung¢io de particdo. Qual a intepretacéo fisica de f? Veremos que podemos

relacionar B com a temperatura do sistema. Para isso considere um sistema fechado formado

por dois subsistemas tal que existe uma parede diatérmica separando os mesmos, como ilustra a

figura 3.

\\\\

Z ////////7////////////////////%/////
€1, €0 o« . ., € e, 2.. Qj,...

/ NuNp ..o No-.. Ny Np... Ny .

é SN, = N N = N

L s s s s s e ////

Figura 3 — Sistema isolado composto por dois subsistemas. Figura extraida da referéncia (ZE-

MANSKY:; DITTMAN, 1978).

O ndmero de microestados do sistema é:

A

InQ= ZNan +N+ZN in & Nj +N

Como cada amostra é constante o nimero de moléculas;

ZN,- = N = constante

A

ZN i =N = constante
J

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Mas a energia dos subsistemas ndo € constante. No entanto a energia total do sistema

isolado € uma constante.
ZS,-Ni + Z@ij = U = constante (2.19)
i J
Procedendo como anteriormente, encontramos que:

gi gj o
Y in ]videL;ln N—dej =0

1

InAY dN; =0
i
InAY dN;=0
j
—BZeidNi—ﬁZédej =0
i j

Somando todas as equagdes acima e igualando a zero, temos;

Y (1§ +inA—Be)dNi+ Y (In S+ n A~ pé)df =0
j i

i 1

Entao chegamos ao resultado,

znl%JrlnA—ﬁei:o (2.20)
&i PO
n & A —Be =0 2.21)
N;
Ni = Agl'e_ﬁei (222)

Ny =Ag;e P& (2.23)
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Percebemos que todas as grandezas sdo diferentes exceto . Como o sistema tem
um fluxo de calor concluimos que 3 esta intimamente relacionado com a temperatura. Sabemos
que a entropia de um sistema isolado fechado aumenta quando o mesmo sofre um processo
irreversivel. Tanto a entropia como o nimero de microestados tendem a um méaximo quando
o sistema alcanca o equilibrio. Entdo deve existir uma relagdo da entropia com o nimero de
microestados.

Considere dois sistemas termodinamicos A e B em contato térmico, tal que a entropia

e o nimero de microestados sdo Su, Q4 e Sp, Qp. Como a entropia € aditiva, temos;

S=84+Sp (2.24)

No entanto o nimero de microestados resultante € o resultados da multiplicacao dos

mesmos,

Q=0Q,-Qp (2.25)

Como a entropia e a probabilidade termodinamica estao relacionados, entao deve

existir uma fungdo tal que,

f(Q4-Qp) = f(Q4) + f(Qp) (2.26)

Uma fungdo que satisfaz a eq. (2.65) € a funcdo logaritmo, logo;

S=kinQ (2.27)

Onde k € a constante de Boltzmann. Se utilizarmos a primeira lei da termodinamica

para um processo infinitesimal

dQ =dU+PdV (2.28)



21

Sendo um processo estatico a relagdo é verdadeira dQ = TdS, tal que o volume é

constante, entao:

(@),

Desta forma introduzimos na mecanica estatistica o conceito macroscopico de tem-

peratura. Lembrando que,

din Q=Y In $an, (2.30)

1

ln%zﬁei—lnA 2.31)

1

Portanto,
dinQ =Y BedN;—InA) dN;
i i

=Bd) &N;i—InAY dN; = BdU
i i

U € a energia total do sistema, entao:

dinQ 1 d 1,08
= =——kinQ=-(=—
b= ~xag™" k(&U)v
Concluimos que,
Bt (2.32)
kT '

Desta forma nossa suspeita que 3 dependia da temperatura é confirmada.
2.1.3 Funcao de particdo

Vimos que as populagdes sdo dadas,

N; = Agie Pe



Como encontramos quem é A e 3, entdo;

N .
Ni =~ sie a/kt
tal que
7 — Zgie—si/kT
i
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(2.33)

(2.34)

Como a fung¢do de particdo contém o essencial de informacao estatistica sobre o

sistema, torna-se de grande importancia colocar U, S e P em funcdo da mesma. Derivando Z em

relagdo a T, temos;

(3= Eelie)e o

1 —&/kT
=5 2 &8e
T

Z

EN;
NkT &=

_zu
- NkT?

Desta forma,

8an)V

U :NkT2<
oT

Também sabemos que a entropia é dada por:
S =kin Q
de acordo com a equagdo, temos;

InQ— ZN,-ln ]%—l—N
i

i

(2.35)
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Logo,
N.
S =—k) Niln —kN
i 8i
Chegamos a conclusio que,
zZ U
S = Nkln — + — + Nk 2.36
n N + T + ( )

Nossa tltima varidvel € a pressdo, utilizando a primeira lei da termodindmica, temos;

TdS =dU + PdV

dU dS

p—_9Y  pa>
av lav

Utilizando a relacao dada acima da entropia encontramos que a pressao em termos

da func¢do de particao.

dinz )T (2.37)

P:NkT( e
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3 EQUACAO DE SCHRODINGER E A LEI DO GAS IDEAL

No limite de baixa densidade de particulas e alta temperatura, o modelo do gas ideal
descreve com sucesso o comportamento termodindmico, em particular a equacao de estado é

védlida. (WASSERMAN, 2012)

PV = NkT, (3.1)

onde P € a press@o, N € um nimero fixo de particulas, V é o volume e T a temperatura e k € a

constante de Boltzmann.

3.1 Modelo semi-classico

Resolvendo a equagdo de Schrodinger para uma particula:

2%y Py Py
—%( = ay2+az2>+Vl//—€ll/, (3.2)

onde o potencial é zero no interior de uma caixa de lados (Iy,/y e [;).

0, se0<x<[,0<y<lel<z<l,
V(x,3,2) = '
oo, Caso contrdrio

Utilizando separagdo de varidveis em coordenadas cartesianas: y(x,y,z) =A(x)B(y)C(z),

com

h2d2A_8 . thZB_EB_ hdeC_SC
2md® Y amayr TP dma2 ¢

tal que € = &4 + €p + €. Chamando,

Encontramos que as solugdes separdveis podem ser escrita da seguinte forma;

A(x) = Lysen(kyx) + Gycos(kyx) (3.3)
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B(y) = Lysen(kyy) + Gycos(kyy) (3.4)

C(z) = Lsen(k;z) + G cos(k;z) (3.5)

Aplicando as condigdes de contorno A(0) = B(0) = C(0) = 0, entdo G, = G, =
G, =0,eA(l,) = B(ly) = C(l;) = 0, conclui-se

kyly = nx7, kyly = nym, k,l, = n,m
onde 0s n sd0 numeros inteiros positivos:
n=123,...,n=123,...,n,=1,2,3,...
Desta forma a solug@o geral normalizada é:

8
v(x,y,z) = \/ T sen(kyx)sen(kyy)sen(k;z) (3.6)
xlylz

e as energias permitidas sdo

a2 n? 2
Rcdu Ty o1
am \2 22

onde (ky,ky,k;) sdo conhecidos.

Considere agora um sistema com baixa densidade de particulas consistindo de N
particulas independentes cada uma com massa m confinada em um volume V. Cada particula pode
ocupar qualquer dos valores microscépicos de energia €;, &, €3, ..., cCOm a energia macroscopica

dada por,

U=Ng +Nrgp+N3&3+... (3.8)
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onde N; € a quantidade de particulas com energia € e assim sucessivamente, tal que N € a

quantidade de particulas total, ou seja,
Ni+No+N3;+...=N 3.9)

3.1.1 Funcgdo de particdo de um gds ideal

Para aplicarmos a um gés ideal, calculemos primeiro a funcdo de parti¢ao,

z=Y gie &/ (3.10)
niveis
se somarmos a expressao sobre todos os estados teremos a mesma informacao contida na equagdo

acima, ou seja, escrevendo;

zZ= Y @ (3.11)

estados
Levando em conta somente a energia cinética de translagdo do sistema dentro de
uma caixa fechada de lados [,,/, e I;. A energia de um determinado estado quantico j € dado
pelaeq. (3.7);

2 2,2
c he (ny ny n
7 2

2
Xy > 2
S+ @) (3.12)

8m\lz

Entao a func¢ao de particao transforma-se;
(3.13)
y,nyny=1

Separando os somatorios, temos;

h? <n§> n (”5 ) Won
) D) )

ny=1 ny=1 n;=1
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Podemos substituir a somatdria por uma integral, pois uma variacdo nos valores de ny,ny e ng,

porduz uma variacao no valor da energia que pode ser desprezado, entdo:

2 2 2 2
Z= [/Oooe_&zw<%>dnx] [/OweW(l%

Cada uma das integrais € do tipo:

W /n
>dny} [/Ow e SmKT (E) an]  (315)

- 1
/0 e—wfzczx:5 g (3.16)

Logo a fun¢do de parti¢cdo torna-se,

Ly |8wmkTrl, |8wmkTqrl, |8mmkT
2=V IV 1Y e 17
2 h? 2 h? 2 h? G.17)

onde V = [;[yl,. Aplicando o logaritmo na fungio de parti¢io, temos;

(3.18)

27rmk>

InZ=InV+lin T+ln< 2

Sabemos que a pressdo pode ser escrita segundo a eq. (2.76);

PszT(aan>T

Vv

Fazendo a derivada do logaritmo natural da funcdo de particdo chegamos ao seguinte

resultado.

P = NKT (%)
PV = NKT (3.19)

Que ¢é a equacgdo geral dos gases ideais.
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4 CONCLUSAO

A termodinamica € uma teoria empirica, foi construida a base de experimentacao
descrevendo as leis para corpos macroscopicos. O grande objetivo da fisica estatistica € explicar
as leis da termodinamica a partir de consideragdes do comportamento do imenso nimero de
particulas, bem como a troca de energia entre sistemas. O mundo microscépico € governado pelas
leis da mecénica quantica, porém quando tratamos de um nimero muito grande de particulas da
ordem do niimero de Avogadro o formalismo torna-se inaplicdvel. Desta forma a fisica estatistica
€ a chave para sair de uma explicacao microscdpica de um sistema e chegar aos resultados
observados macroscopicamente.

Utilizamos a equacdo de Schrodinger para encontrar os valores permitidos de energia
para um sistema de particulas ndo interagentes confinadas em uma caixa. Depois precisamos da
funcao de parti¢cao, pois ela contém toda a informacao estatistica do sistema e muitas propriedades
do sistema podem estar em fun¢do da mesma, como a pressdo, energia e a entropia. Assim, foi
possivel chegar a equacao do gés ideal.

Em um curso de graduacdo essas duas areas da fisica parecem esta totalmente
desconexas, sem a menor relacdo de uma com a outra. No entanto, como acabamos de demonstrar
existe um caminho possivel de sair da mecanica quintica e chegar na termodinamica. Essa é
uma demonstracio que pode ser utilizada em um curso de graduacdo para mostrar que essas duas

areas estao conectadas.
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APENDICE A - MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
A.1 Introducao

Suponha uma fung@o f das trés varidveis x, y e z, sujeitas ao vinculo g(x,y,z) = 0.
Introduzimos uma nova variavel A, chamada de multiplicador de Lagrange e formamos a

funcdo auxiliar F para a qual. (LEITHOLD, 1994)

F(x,y,z) = f(x,y,2) + Ag(x,y,2) (A.1)

O problema torna-se em encontrar os pontos criticos da fun¢@o F de quatro varidveis
X, y, z e A. Os nimeros x, y, z que possibilitam a xisténcia dos extremos relativos de f estdo entre
esses pontos criticos. Os pontos criticos de F sdo os nimeros de x, y, z e A 0s quais fazem se

anulam as quatro derivadas parciais primeiras de F:
Fr=0F=0F=0F,=0

O método dos multiplicadores de Lagrange mostra-se se considerarmos o problema
geral de extremo vinculado. Suponha que queiramos encontrar os extremos relativos de uma

funcdo f de trés varidveis X, y e z, sujeitos ao vinculo
8(x,y,2) =0 (A.2)
Suponha que (A.2) possa ser resolvida para z, para obtermos
z=h(x,y)

onde h estd definida em um disco aberto B((xp,y0);7) e f(x,y,A(x,y)) tem um
extremo relativo em (xo, yo, 2 (xo,y0). Suponha também que as derivadas parciais primeiras de f,
g e h existam em B e g3(x,y,h(x,y)), as derivadas parciais primeiras f tem um extremo relativo
em (xo, Yo, (x0,Y0), as derivadas parciais primeiras de f se anulam nesse ponto. Calculamos

essas derivadas parciais pela regra da cadeia (LEITHOLD, 1994),
dh dh
em (x0,y0,4(x0,50)) fi+f35 =0 e fo +f38_y =0
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Se em (A.2) derivarmos implicitamente em relagdo a x e depois em relacdo ay e
considerarmos z como a fung¢ao derivavel h de x e y, entdo no ponto (X, y), no disco aberto B
dh dh
g1+85-=0 ¢ g+g5-=0
dx dy
ou, equivalentemente, pois g3 # 0 no disco aberto B,

dh dh
em(x,y)deB—:—& e —_&

Jx g3 Iy g
oh

onde os valores funcionais de g1, g> € g3 estdo em (X, y, h(x, y)). Se os valores — e

ox

—— forem substituidos nas relagdes apresentadas acima, entdo, no ponto (xg, yo, 2 (xo, o)

dy
fitfs(=2) =0e (=) =0
83 83
Além disso,
r—83 <é> =0
83
em qualquer ponto onde g30. Assim, em (xg, yo, 2(x0,0)),

f1+gl<—§—z> =0 f2+gz(—£—z> =0 f3+g3(—£—z) =0

Se A = _g_Z’ entdo essas equacdes podem ser escritas como

fit1=0/f+2=0f3+3=0

Além disso, como f tem um extremo relativo em (xo, yo,2(x0,Y0)) € esse extremo
estd sujeito ao vinculo g(x,y,z) = 0, entdo

8(x0,0,/(x0,y0))

Se

F(x,y,z) = f(x,y,2) + Ag(x,y,2) (A.3)

e se zo = h(xop,yo), entdo as equagdes acima retorna equivalentemente

Fr=0 F,=0 F,=0 F; =0

Podemos concluir que um ponto (xo,yo,z0) no qual a fungdo f tem um extremo
relativo estd entre os pontos criticos da funcio F, definida pela equac¢do de F anterior.(LEITHOLD,

1994)



APENDICE B - INTEGRAIS GAUSSIANAS
B.1 Calculando a integral gaussiana

Suponha a seguinte integral;

I:/ e_axzdx

A integral em y € igual a integral em x, logo;

I:/ e_ayzdy

Fazendo a multiplicagio, ou seja, I

I’ = /oo e_owga'x/o<> e_ay2dy
/ / o (@ +y%) )dxdy
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(B.1)

(B.2)

(B.3)

Agora temos uma integracdo sobre todo o plano Oxy, desta forma podemos fazer

uma mudanca de coordenadas. Assim saindo da coordenada cartesiana para coordenadas polares

obtemos a seguinte relacao (JAILSON, 2016);
x = rcos0; y = rsen; r* = x> +y°
Fazendo essas substitui¢des na eq. (B.3), temos;

2T oo 5
= / / e rdrd®
0 0

Resolvendo a integral
e 2
/ e " rdr.
0

(B.4)

Fazendo uma mudanca de variavel, ou seja, u = r* tal que a diferencial de u é du = 2rdr, logo;



1o 1
- dy — —
2/0 ¢ YT

Desta forma,

JE /Mde—
= [ Ta0=

SYE!

Concluimos que I é;
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(B.5)

(B.6)

B.7)



	Dedução da lei dos gases ideais partindo da equação de Schrödinger
	Folha de rosto

	df17530ae02d402ed90e956e6d9c4fa84ae890d3f2df4124d9dda3a767dca0a1.pdf
	Dedução da lei dos gases ideais partindo da equação de Schrödinger
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Fundamentação teórica
	Introdução a Física Estatística
	Distribuição de equilíbrio
	Significado físico de A e  
	Função de partição


	Equação de Schrödinger e a lei do gás ideal
	Modelo semi-clássico
	Função de partição de um gás ideal


	Conclusão
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICES
	Multiplicadores de Lagrange
	Introdução

	Integrais Gaussianas
	Calculando a integral gaussiana



