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RESUMO

Nesse trabalho, temos como finalidade realizar um estudo relacionado as solugoes com
coordenadas naturais de equacoes do tipo 2? = y? + 22 — 2ryz com r racional pertencente
ao intervalo (—1, 1), designadas por ternos quase pitagoricos. Essa equagao aparece, por
exemplo, aplicando a lei dos cossenos a um triangulo que possui x,y e z como medidas
de seus lados e r como cosseno do angulo interno oposto ao lado de comprimento .
Faremos a apresentacao de expressoes que fornecem nimeros naturais que satisfazem tal
equacao, mostrando assim, que a partir de um angulo convexo com cosseno racional,
podemos sempre construir triangulos, cujos lados possuem medidas inteiras. Por fim,
faremos uma analise sobre o estudo dos ternos quase pitagéricos, conforme as orientagoes
da Base Nacional Comum Curricular, buscando identificar de que forma este assunto

poderd contribuir com o estudo da Matematica no ensino basico.

Palavras-chave: Matematica - Estudo e ensino - Pesquisa. Lei dos cossenos. Teorema

de Pitagoras. Ternos pitagéricos.



ABSTRACT

In this work, we aim to conduct a study related to solutions with natural coordinates
of equations of the type 2% = 3% + 22 — 2ryz, where r denotes a rational number that
belong to the interval (—1,1), called almost Pythagorean triples. This equation appear,
for example, applying the law of cosines to a triangle that has the values x,y and z as
measures of their sides and r as cosine of the internal angle opposite to the side of length
equal to z. We will present expressions that provide natural number that satisfy such an
equation, showing that from an convex angle with rational cosine, we can always build
triangles whose sides have whole measures. Finally, we will make an analysis on the
study of the almost Pythagorean triples according to the guidelines of the Common Base
National Curriculum, seeking to identify how this subject can contribute to the study of

mathematics in basic education.

Key words: Mathematics - Study and teaching - Research. Law of Cosines. Pythagorean

theorem. Pythagorean triples.
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1 INTRODUCAO

Natural da ilha de Samos, Pitdgoras foi um matemaético grego que viveu entre
580 e 500 a.C.. Alguns autores acreditam que Pitagoras tenha sido discipulo de Tales de
Mileto, devido a proximidade de Samos e Mileto, seus respectivos lugares de nascimento e
a algumas semelhangas nos seus interesses de estudos. Segundo Boyer (2010) essa crenga
se torna improvavel devido a diferenca de aproximadamente 50 anos entre suas idades, ja
a explicagao para a semelhanga nos seus interesses esta no fato de terem viajados pelos
mesmos centros em busca de conhecimentos.

Apos ter viajado pelo Egito e Babilonia - possivelmente indo até a India -
Pitédgoras retornou a Grécia e estabeleceu-se em Crotona, onde fundou uma sociedade
secreta, a escola pitagorica. Pitagoras tem sua historia cercada de lendas e mitos, isso
esta associado a inexisténcia de documentos daquela época e ao fato de sua ordem ter
sido comunitaria além de secreta, onde o conhecimento e propriedade eram comuns, assim
as descobertas nao eram atribuidas a Pitdgoras nem a nenhum outro membro especifico,
mas sim aos pitagoéricos. Embora naquela época fosse um habito dar-se todo o credito ao
mestre.

O teorema ligado ao nome de Pitdgoras, ja era conhecido pelos babilonios,
a cerca de aproximadamente 1000 anos antes de seu nascimento, é o que sugere a ta-
bleta Plimpton 322 na Universidade de Colimbia, datada do periodo babilonico antigo
(1900 a 1600 a.C. aproximadamente). A Plimpton 322 é parte de uma tableta maior,
essa parte que resta apresenta uma tabela, com quatro colunas e 15 (quinze) linhas, os
pesquisadores descobriram que em cada linha as 03 (trés) primeiras colunas continham
ternos pitagoricos, ou seja, nimeros inteiros que correspondem as medidas dos lados de
um triangulo retangulo.

O nome Teorema de Pitagoras foi atribuido a proposicao que relaciona os lados
de um triangulo retangulo, devido a possibilidade dos pitagéricos terem sido os primeiros a
apresentarem uma demonstragao para o mesmo, mas vale lembrar que nao ha registros ou
documentos que comprovem a veracidade dessa suposicao. Esse teorema é de fundamental
importancia para o presente trabalho, pois a busca por valores naturais que satisfazem
a relacao fornecida pelo referido resultado, culminou com a obtencao de expressoes que
fornecem medidas inteiras dos lados de triangulos retangulos, tais como as expressoes de
Pitagoras e Euclides. Essas expressoes motivaram nossa busca e obtencao de expressoes
mais gerais, que fornecem medidas inteiras dos lados de triangulos que possuem um dos
angulos internos com cosseno racional.

Nessa perspectiva, faremos um estudo sobre as solugoes com coordenadas na-

turais da equacao

v? =y + 22— 2ryz, (1)
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onde r € (—1,1) é uma constante racional, mostrando que tal equacao sempre admite
solugdes com coordenadas naturais. Concluindo assim que a partir de um angulo o € (0, )
com cosseno racional é sempre possivel construir triangulos cujos lados possuem medidas
inteiras.

No segundo capitulo, iniciaremos abordando alguns resultados basicos sobre
geometria de triangulos, servindo de base para as demonstragoes do Teorema de Pitagoras.
Posteriormente, faremos um breve estudo da equacao pitagorica, apresentando relagoes
que fornecem suas solugoes com coordenadas naturais, conhecidas como ternos pitagoricos.
Concluiremos o capitulo com uma breve revisao de trigonometria, identificando o surgi-
mento dos conceitos de seno, cosseno e tangente de um angulo, definindo essas trés razoes
no triangulo retangulo e na circunferéncia trigonométrica, obtendo como aplicacao as
relacoes conhecidas como lei dos senos e lei dos cossenos.

Ainda no terceiro capitulo, apresentaremos as relagoes que fornecem ternos
de numeros naturais que satisfazem , que serao chamados ternos quase pitagoricos,
enfatizando a relagao existente com a lei dos cossenos e a interpretacao geométrica dos
referidos ternos. No quarto capitulo faremos uma apresentacao da nova Base Nacional
Comum Curricular - BNCC, ressaltando suas principais orientagoes e identificando as dez
competéncias gerais consideradas essenciais para o desenvolvimento pessoal e intelectual

dos alunos, além disso iremos relacionar os ternos quase pitagoricos com as orientagoes

da nova BNCC.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo apresentaremos duas demonstragoes do Teorema de
Pitagoras, sendo a primeira do tipo geométrica que utiliza-se comparagao de areas e
a segunda do tipo algébrica que dispoem-se das relacoes métricas no triangulo retangulo.
Em seguida faremos um estudo relacionado aos ternos pitagoricos que representam me-
didas inteiras dos lados de um triangulo retangulo, apresentando ainda as relacoes que
fornecem tais ternos, finalizando com um breve resumo sobre trigonometria e as principais

razoes trigonométrica (seno, cosseno e tangente).

2.1 TEOREMA DE PITAGORAS
A seguir apresentaremos alguns resultados que irao nos auxiliar na demons-
tracao do Teorema de Pitagoras.

Lema 2.1. Dado um triangulo qualquer, que tem «, 8 e 0 como medidas de seus angulos
internos, temos que

a+ [+ 60 =180°.

Demonstracao. Seja AABC um triangulo qualquer, com medidas dos angulos internos

representadas por «, 5 e 6, como mostra a Figura

Figura 1: Triangulo ABC
A

«

6 )

Fonte: Autor, 2020

Se tracarmos um reta W passando pelo vértice A, tal que W seja paralela
a reta que contém o lado BC', teremos entao a Figura 2]
Aplicando o teorema dos angulos alternos internos, de acordo com Dolce
(1993), segue que
ACB = CAY =0

ABC = BAX = 8,

logo a uniao dos trés angulos postos de forma adjacentes corresponde a um angulo raso,
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Figura 2: Triangulo/soma dos angulos internos

Fonte: Autor, 2020

implicando que

a+ B+ 6 = 180°. 0

Definicao 2.1. Dois triangulos NABC e AA'B'C" sio semelhantes quando existir uma
correspondéncia entre seus vértices, de modo que os lados correspondentes sejam propor-

cionais e 0os angulos correspondentes sejam congruentes entre si.

Lema 2.2. Se uma reta € paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros
dois lados em pontos distintos, entao o triangulo que ela determina é semelhante ao

PTIMELro.

Demonstrag¢ao. De acordo com a Definicao [2.1], para provarmos que dois triangulos sao
semelhantes, precisamos demonstrar que eles tém angulos correspondentes congruentes
e lados correspondentes proporcionais. Portanto nossa demonstracao sera composta de

duas partes.

12 Parte (Angulos correspondentes congruentes) Considere um triangulo AABC
e uma reta r, paralela ao lado BC', que corta os outros dois lados nos pontos D e F,

determinando assim um novo triangulo AADE, como mostra a Figura [3]

Figura 3: Demonstracao/ 1* parte

A

B C

Fonte: Autor, 2020
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Sabendo que DFE || BC, temos que

ADE = ABC

AED = ACB,

pois sao pares de angulos correspondentes, ja o angulo A é comum aos dois triangulos.

Portanto os dois triangulos possuem angulos correspondentes congruentes.

Observagao 2.1. Dados os pontos A e B no plano usaremos as sequintes notagoes: AB
para representar o segmento que tem tais pontos como suas extremidades e AB para o

comprimento do mesmo.

22 Parte (Lados correspondentes proporcionais) Partindo da Figura [3| tracamos
uma reta s paralela ao lado AB passando pelo ponto E, marcamos F' que é o ponto de

intersecao da reta s com o lado BC', como mostra a Figura

Figura 4: Demonstracao/ 2* parte

A

Fonte: Autor, 2020

Sendo DE || BC, pelo Teorema de Tales temos
AD AF
AB  AC

Por outro lado temos EF' || AB, dai segue que
AE BF
AC  BC

Podemos também observar que o quadrilatero BDEF é um paralelogramo,

pois EF || BD e DE || BF. De acordo com a Proposi¢ao 2.30 de Muniz Neto (2013),

concluimos que
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DFE = BF (4)
De e , obtemos

AE DE

AC  BC

Das equivaléncias e , dispomos

AD AE DE
AB AC BC’

Portanto, como mostramos que os triangulos AABC' e AADFE possuem angulos
correspondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais, podemos entao con-

cluir que eles sao semelhantes. O]

Algumas proposicoes estabelecem as condigoes suficientes para a determinacao
de semelhanca entre dois triangulos, tais proposigoes sao conhecidas como critérios de se-

melhanca de triangulos. A seguir iremos abordar e demonstrar apenas um desses critérios.

Proposicao 2.1 (Caso de semelhanca AA). Se dois triangulos possuem dois angulos

correspondentes congruentes, entao eles sao semelhantes.

Demonstrac¢ao. Sejam os triangulos AABC e AA'B'C’, com A=AeDB= @, como

mostra a Figura [5]

Figura 5: Triangulos ABC e A'B'C’

A Al

B C

Fonte: Autor, 2020

Sabendo que A=AeB = E\’, entao o Lema implica diretamente na
congruéncia C =0C". Sem perda de generalidade, podemos supor que os triangulos acima
nao sao congruentes e que A’B’ < AB, portanto marcamos um ponto D sobre o lado AB,
tal que AD = A’B’. Em seguida, tracamos uma reta r passando por D e paralela a BC,

para marcarmos o ponto E de interse¢ao com o lado AC, como mostra a Figura [6]
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Figura 6: Caso de semelhanca (AA)

A A/

Fonte: Autor, 2020

~

Sendo DE || BC temos que B = D, pois sao angulos correspondentes, como
B = 13\’, podemos afirmar que D = B'. De acordo com o Axioma 2.5 de Muniz Neto
(2013), os triangulos AADE e AA’B'C’ sao congruentes pelo caso de congruéncia ALA,
pois A= A\’,E —AB eD=TH. Finalmente, temos pelo Lema que ANABC e
AADE sao semelhantes, pois DE || BC, dai concluimos que AABC e AA’B'C’ também
sao semelhantes, visto que AADE = ANA'B'C". O

Apresentaremos a partir de entao, o Teorema de Pitagoras usado na dedugao
de diversos resultados em geometria tedrica e solugoes de problemas praticos. Segundo
Barbosa (1993), o professor de matematica Elisha Scott Loomis do estado de Ohio, nos
Estados Unidos, reuniu na segunda edicao de seu livro “The Pythagorean Proposition”de

1940 um total de 370 demonstracoes para tal teorema.

A seguir apresentaremos duas dessas demonstracoes, sendo a primeira basea-
da em comparacoes de areas, que trata-se do tipo de prova geométrica, ja a segunda
demonstracao é um tipo de prova algébrica, a qual se baseia nas relacoes métricas de um

triangulo retangulo.

Teorema 2.1 (Teorema de Pitagoras). Dado um triangulo retangulo, que tem a como

medida da hipotenusa, b e ¢ como medidas dos catetos, entao vale a sequinte relacao
a® = b+ .

Demonstracao 1. Partiremos de um quadrado ABC' D com lados medindo b+ ¢, o qual
sera nosso quadrado base, sobre cada lado marcamos um ponto dividindo-os assim em dois
segmentos, um de comprimento igual a b e outro de comprimento igual a c. Em seguida
tracamos segmentos de reta ligando tais pontos e assim construimos um quadrilatero
EFGH inscrito em ABCD, como mostra a Figura[7]
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Figura 7: Quadrado base - Configuragao 1
Ac E b B

D b Gc C

Fonte: Autor, 2020

Podemos observar na Figura [7| que os quatros triangulos sao congruentes, pelo

caso de congruéncia LAL, pois ambos apresentam um lado de comprimento b, um angulo

reto e outro lado de comprimento c¢. Segue entao que FF = FG = GH = HE = a,
assim o quadrilatero EF'GH possui quatro lados com a mesma medida de comprimento,
por outro lado, o mesmo apresenta quatro angulos retos, pois ambos correspondem ao
suplemento da soma de dois complementares. Assim chegamos a conclusao que FFGH é
um quadrado de lado com comprimento igual a a.

Portanto a area do nosso quadrado base é composto pela uniao da &area do
quadrado EFGH com as areas dos quatros triangulos retangulos congruentes, que tém a
como medida da hipotenusa e como catetos os segmentos de comprimentos b e ¢, podendo

ser calculada pela expressao
Ve 1
Area(ABCD) = a* + 4 - §bc = a* + 2bc. (6)

Agora apresentaremos uma nova configuracao para o nosso quadrado base
ABCD, em que iremos tragar uma reta paralela ao lado AB, para marcarmos os pontos
H e F de intersecao com os lados AD e BC respectivamente e outra paralela ao lado AD
para marcarmos os pontos E e GG de intersecao com AB e CD, respectivamente. O ponto
I serd a intersecao entre as duas retas tracadas, os pontos marcados sobre cada lado do
quadrado base divide ambos em dois segmentos de comprimentos b e ¢ (cf. Figura .

Podemos notar que na Figura [8 temos o mesmo quadrado base ABC'D apre-
sentado na Figura [7] pois seus lados tém como comprimento a soma de dois segmentos
de medidas b e ¢. Nesta ultima configuragao a area do quadrado ABC'D é composta pela
uniao da area do quadrado AETH, cujo lado mede ¢, com a area do quadrado C'FIG,
com lado de comprimento igual a b e duas vezes a area do retangulo de dimensoes b e c,

podendo ser encontrada pela expressao

Area(ABCD) = b? 4 ¢* + 2bc. (7)
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Figura 8: Quadrado base - Configuracao 2

Ac E b B
C C
H T [
b b
D c @G b C

Fonte: Autor, 2020

Portanto, como as expressoes @ e representam ambas a area do nosso

quadrado base ABC D, temos que

a® + 2bc = b* + ¢ + 20,

consequentemente obtemos
a? = b+ 2,

onde a é a medida da hipotenusa do triangulo retangulo, cujos catetos possuem medidas
b e ¢, provando assim o Teorema de Pitagoras. O

Demonstracao 2. Seja o triangulo AABC retangulo em A, tracamos a altura h relativa

ao lado BC' e marcamos o ponto D, o qual divide BC' em dois segmentos de comprimentos

m e n, como mostra a Figura [9]

Figura 9: Relagoes métricas no triangulo retangulo

A
b
¢ h
B n l_j_;I m —C

a

Fonte: Autor, 2020

Podemos entao observar a existéncia de trés triangulos, o primeiro é o nosso
triangulo AABC' e os outros dois surgiram ao tracarmos a altura relativa ao lado BC,
que sao os triangulos AABD e AACD ambos retangulos em D. Além disso concluimos

que os triangulos AABC e AACD sao semelhantes, pelo critério de semelhanca (AA),
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pois ambos sao retangulos e tém o angulo C' em comum, logo

a_b
b m’
dai conclui-se

am = b*. (8)

Por outro lado temos, pelo mesmo critério, que os triangulo AABC e AABD
também sao semelhantes, pois ambos sao retangulos e tém o angulo B em comum, assim
dispomos

a
- )
C

c
n
consequentemente

an = c*. (9)

Agora somando as equivaléncias e @ membro a membro, como segue
am + an = b* + 2,
colocando a em evidéncia no primeiro membro, obtemos
a(m+n) = b*+ 2.

Como podemos ver na Figura[J] a soma das medidas dos segmentos m e n equivalem a a,
fazendo a substituicao temos

a-a="b+c
concluimos entao que
a =b+ .
Assim mostramos mais uma vez a veracidade do Teorema de Pitagoras. O

Apresentaremos a seguir o enunciado da proposicao reciproca ao Teorema de

Pitdgoras, segundo Barbosa (1993, p. 23).

Proposicao 2.2. Se em um triangulo o quadrado da medida de um lado € igual a soma

dos quadrados das medidas dos outros dois lados, entao o angulo oposto € reto.

Demonstrag¢ao. Considere um triangulo AABC para o qual temos, por hipétese,
a’ =b+ .

Consideremos também um outro triangulo AA’B'C” retangulo em A’, de catetos b e c e

hipotenusa x, como mostra a Figura [10]
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Figura 10: Reciproca do Teorema de Pitdgoras

A A

B a C 5 T 18
Fonte: Autor, 2020
Pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo AA’B’C’, colhemos
2?2 =0+,

e comparando com a hipdétese temos

ou

Segue que AABC = NA'B'C’, portanto temos que A= A\’, ou que o angulo A é reto.
Logo o triangulo AABC' é retangulo. O

2.2 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO

A trigonometria consiste essencialmente em associar a um angulo qualquer
certos valores, como por exemplo seno, cosseno (que serao as fungoes trigonométricas que
iremos destacar neste tpico) e tangente, de modo que cada um desses valores representa
uma espécie de medida do angulo. Esse ramo da Matematica teve sua fundamentagao
baseada na semelhanca de triangulos. A seguir iremos definir seno, cosseno e tangente no

triangulo retangulo.

Definicao 2.2. Dado um triangulo retangulo, que tem o como medida de um dos seus
angulos agudos, entao a razao entre a medida do cateto oposto ao angulo de medida o e

a medida da hipotenusa € chamada de seno de «, denotado por sen .

Definicao 2.3. Dado um triangulo retangulo, que tem o como medida de um dos seus
angulos agudos, entao a razao entre a medida do cateto adjacente ao angulo de medida o

e a medida da hipotenusa é chamada de cosseno de «, denotada por cos .
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Definicao 2.4. Dado um triangulo retangulo, que tem o como medida de um dos seus
angulos agudos, entao a razao entre a medida do cateto oposto ao angulo de medida @ e o

cateto adjacente ao angulo de medida o é chamada de tangente de o, denotado por tg a.

Figura 11: Triangulo retangulo

C

o
A B

Fonte: Autor, 2020

No triangulo retangulo da Figura|l1] se aplicarmos as definicoes citadas acima,

temos

BC AB BC
sena = =—, cosa=— e tga=—. (10)
AC AC AB

Agora se pensarmos em um triangulo retangulo A’B’C’ com angulo reto em
B’ e com A’ = A = o, como mostra a Figura

Figura 12: Triangulos retangulos

Cl

(87 (8

A By B’

Fonte: Autor, 2020

Temos pelo caso de semelhanca AA que o AA’B'C’ é semelhante ao AABC,
logo

B'C" BC AB  AB . BC"
ACT ACT ACT AC AL

assim podemos concluir que para A’ = A = a temos

S

sen A’ = sen g, cosA’=cosA e tg A= tg A.
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Portanto, podemos concluir a partir dessas relacoes que o seno, o cosseno e
a tangente dependem somente do angulo, e nao do triangulo que o contém. As relagoes
constantes em definem seno, cosseno e tangente de um angulo agudo qualquer, ja
que todo angulo agudo é um dos angulos de um triangulo retangulo.

Para as demonstragoes das préximas relacoes, serao necessarias as defini¢oes de
seno e cosseno para angulos obtusos. Como um triangulo retangulo nao apresenta angulo
obtuso, usaremos a circunferéncia trigonométrica, encontrada em lezzi et al. (2016) e

apresentada na Figura , para definirmos seno e cosseno de um angulo « € [0, 27].

Figura 13: Circunferéncia trigonométrica

AY

SEeNnQe------> P

Fonte: Autor, 2020

Como o raio da circunferéncia trigonométrica é unitario, entao para o arco
—— ——
(AP) no sentido anti-horario, temos que a med(AP) = « rad. A seguir enunciaremos as

seguintes definigoes.

Definicao 2.5. Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem de wm nimero

real a com 0 < o < 27, definimos o seno de o como a ordenada do ponto P.

Definicao 2.6. Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem de um nimero

real o« com 0 < a < 27, definimos o cosseno de o como a abscissa do ponto P.

Dado P imagem de um ntmero real o na circunferéncia trigonométrica, tal
T . . N . .
que — < a < 7. Seja P um ponto da circunferéncia, simétrico de P com relagao ao eixo

vertical, como mostra a Figura[14] temos que

(AP) + (PA)) =,

logo
(PAY) = 7 — (AP).



Figura 14: Circunferéncia trigonométrica/ Angulos obtusos

Al

AY

S P

consequentemente

sena =sen(m—a) e cosa = —cos(m— )

Fonte: Autor, 2020

Como (J/D;P) = (@), segue entao que

(AP) =7 - (AP),

(AP) =1 — a.

. T
Portanto, para um angulo «, com 5 < o < 7, temos
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Dispondo de algumas das relagoes ja apresentadas anteriormente, como Teo-

mostra a Figura [I5]

Figura 15: Trigonometria num triangulo qualquer

Fonte: Autor, 2020

rema de Pitdgoras, seno e cosseno no triangulo retangulo, vamos agora apresentar duas
relacoes importantes da trigonometria. Essas relagoes sao conhecidas como lei dos senos

e lei dos cossenos e para demonstra-las, devemos considerar duas possibilidades como
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Proposicao 2.3. Seja ABC um tridngulo qualquer com AB = ¢, AC =b e BC = a

temos
a b c

senA  senB  senC

Demonstragcao. No primeiro caso aplicando a relagao do seno no triangulo retangulo
ABD temos

sen B = —,
c

segue que

h = csen B. (11)
Agora aplicando a relagao do seno no triangulo retangulo ADC', alcangamos
~ h
C=—-
sen o
logo
h=bsenC. (12)

Comparando entao as relacoes e (12), temos
csen B = bsena7

consequentemente, temos

b c

senB  senC

No segundo caso em que o ponto D nao pertence ao lado BC, mas sim ao seu

prolongamento, aplicando relagado do seno no triangulo retangulo ADC', ganhamos
~ h
senC' = —,
b

multiplicando os dois lados da igualdade por b, obtemos

o~

h=bsenC. (13)

Ainda no segundo caso, aplicando a relacao do seno no triangulo retangulo

ADB adquirimos
consequentemente

portanto
h = csen B. (14)
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Comparando (|13 e (14) chegamos na mesma relacao que obtivemos no pri-
meiro caso, como segue

csen B = bsen C,

logo
b c

sen B senC

Se nos dois casos tomarmos a altura relativa ao lado AC', com o uso do mesmo

argumento chegamos a relagao
a c

o~ T /\7
senA  senC

assim concluimos que

b
a — f— — p— C — . D
senA senB senC

A expressao acima nos diz que em todo triangulo, a razao entre um lado e o

seno do angulo oposto é constante, esta relacao é conhecida como a lei dos senos.

Proposicao 2.4. Seja ABC um triangulo qualquer com AB = ¢, AC = b e BC = a,

entao vale as sequintes relagoes
a> =0+ — 2bccosg, b =a’>+c®—2accosB e =a2+b®—2abcosC.

Demonstrag¢ao. Continuando com os triangulos da Figura [15] aplicando a definicao do

cosseno no triangulo retangulo ABD, no primeiro caso, temos
~ T
cos B = —,
c

dai segue que

T = ccos B.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao mesmo triangulo dispomos
& = h?+ 22,
agora isolando o termo h?, adquirimos
h? = — 22 (15)

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo ADC,
nos leva a expressao
b =h*+ (a — x)?,
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decorre da aplicacao dos produtos notaveis que

b* = h* +a® + 2% — 2ax,
substituindo x por ccos B , colhemos

b> = h? + a® + 22 — 2accos E,
agora substituindo h? de acordo com a relacao , obtemos
V= —2>+ad%+22— 2(1LC(:05§7

logo

v = a4 — 2accos B.

No segundo caso, aplicando a relacao do cosseno no triangulo ABD retangulo

em D, adquirimos

~

cos(m — B) = f,

C

multiplicando os dois lados da igualdade acima por ¢, temos

~

x = ccos(m — B),

segue entao que
x = —ccos B. (16)

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo ABD, ganhamos
= h? + 2% (17)
Aplicando também o Teorema de Pitagoras no triangulo ADC, colhemos
b* =R’ + (z +a)?,

consequentemente
b’ = h* + 2% + a® + 2ax.

Substituindo x de acordo com ({16]) no dltimo termo do lado direito da expressao
acima, segue que
V¥ =h+22+a®— 2accos§,

substituindo h? + 2% de acordo com , obtemos novamente

¥ =a?+c*— 2ac cos B.
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Logo, a igualdade acima é valida para qualquer triangulo. Tracando a altura
relativa ao lado AC e aplicando a relagao do cosseno no triangulo retangulo para os

angulos Ae 5, obtemos também que

a’? =0+ - 9%bc cos A

A =a*+b - 2abcosa,

concluindo a demonstracao. O

2.3 TERNOS PITACORICOS

Inicialmente falaremos sobre a condi¢ao necessaria para que trés niimeros reais
positivos z,y e z correspondam aos comprimentos dos lados de um triangulo. Segundo
Frezza (2017), pela desigualdade triangular, se os valores z, y e z correspondem as medidas

dos lados de um triangulo qualquer, entao serao verificadas as seguintes desigualdades:
r<y+z (I),

y<z+z (1),
z<z+y (III).

Porém, se = representar a medida do lado de maior comprimento, basta ve-
rificarmos a primeira desigualdade, pois as outras serao consequéncias dela. Portanto,
podemos definir como terno triangular o conjunto de trés niimeros reais positivos e indi-
caremos por (z,y, z) que satisfagam (1), com z sendo o maior entre eles.

Sendo (z,y, z) um terno de niimeros reais positivos que satisfazem a equagao
a? =y + 27 (18)

daf conclufmos que y?> < 22 ou y < z e de modo andlogo chegamos a conclusido de que
z < x, logo x é o maior elemento do terno. Agora somando 2yz aos dois membros da
equacao, obtemos

22+ 2yz = P + 22+ 2z,

consequentemente,

2?2+ 2yz = (y + 2)%
Da expressao obtida acima concluimos que

22 < (y+2)?
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ou ainda,
rT<y+2z,

implicando que o terno (x,y, z) é triangular. Portanto, se um terno de nimeros reais
positivos (z,y, z) satisfaz a equagdo (|18, entao o terno é triangular. Por outro lado,
observe que a Proposicao garante que se um terno triangular satisfaz a equacao (18)),

entao este corresponde as medidas dos lados de um triangulo retangulo.

Agora pensando apenas em ternos de numeros naturais, apresentaremos a

seguinte defini¢ao.

Definigao 2.7. Se um terno de nimeros naturais (x,y, z) satisfaz a equagao
2’ =y’ + 27

entao este serd denominado terno pitagorico.

Lema 2.3. Se um terno (x,y, z) € pitagdrico e k € N, entao o terno (kx, ky, kz) também
¢ pitagorico.

Demonstragdo. Seja o terno de naturais (z,y, z) tal que
2 = y2 + 22,
Multiplicando os dois lados da igualdade por k2, temos
Ba? =k (y* + 2%) = (ky)® + (k2)*.
Logo, o terno (kz, ky, kz) é também pitagdrico. ]

Definicao 2.8. Um terno pitagorico cujas coordenadas sao naturais primos entre si, serd

denominado terno pitagorico primitivo.

A equagao ((18]) provocou o interesse de matematicos em buscar suas solugoes
naturais, pois as relacoes que determinam tais solugoes sao féormulas que fornecem as me-
didas dos lados de um triangulo retangulo. Devido a relacao com o Teorema de Pitagoras,

a igualdade
2’ =y’ + 20

recebe o nome de equacao pitagérica e o proprio Pitdgoras teria sido um dos primeiros a

apresentar um conjunto de solucoes para essa equacao.
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Observacao 2.2. As solucoes dadas por Pitdgoras sao expressas por

n?+1 n?—1
2

onde n € um natural impar diferente da unidade. Porém essas relacoes nao obtém todas
as solugoes, por exemplo, o terno (17,15,8) satisfaz a equagao pitagdrica, mas nao pode

ser obtido pelas relagoes acima.

O resultado que iremos apresentar agora, nos dara suporte para chegarmos as

relacoes que fornecem todos os ternos pitagéricos primitivos.

Lema 2.4. Sendo a e b € N com mdc(a,b) = 1, tais que o produto ab € uma poténcia

n-ésima, entao tanto a como b sao poténcias n-ésimas.

Demonstracao. Para demonstrarmos tal resultado, usaremos o Teorema Fundamental
da Aritmética, que pode ser encontrado em Hefez (2016). Sem perda de generalidade,

vamos supor que o produto ab seja uma poténcia n-ésima de ¢ > 1, ou seja

ab=c",

entao existem numeros primos tq, ta, ..., t,,, tais que

c=1" 2 Lt

dai substituimos ¢ na igualdade anterior pela sua decomposicao em fatores primos, obtendo
ab= (" . 85> .. thm)".

Sabendo que mdc(a,b) = 1, temos que os fatores primos de a diferem dos
fatores primos de b. Dessa forma, podemos afirmar que se ¢; (com i = 1,2,...,m) é um

fator primo de a, entdo t™ é um fator de a, como isso vale para qualquer fator primo
) 1 Y
de a, entao a é uma poténcia n-ésima. Analogamente, conclui-se que b também é uma

poténcia n-ésima. O

A partir de agora vamos concentrar nossa atencao em obter relacoes que
fornecam todos os ternos pitagoricos primitivos, pois eles dao origem a todos os outros
ternos pitagoricos.

Observagao 2.3. Se (z,y,2) € um terno pitagérico e d é o maior divisor comum de x,y

e z, entao

¢ um terno pitagorico primitivo.
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Sendo z,y e z inteiros primos entre si e que satisfazem a relacao
v =y? + 22 (19)

entdo do Lema [2.3] e da Observagao podemos concluir que eles sao dois a dois primos
entre si. Dessa forma, nao podemos ter dois nimeros pares entre eles, pois teriam o
nimero 2 como fator comum, nem podemos ter os trés impares, pois um numero inteiro
elevado ao quadrado apresenta um resultado de mesma paridade e o resultado da soma de
dois impares é par. Logo, se os nimeros z,y, e z formam um terno pitagérico primitivo,

dois desses niimeros sao impares e o outro é par.

Lema 2.5. Dado um terno pitagérico primitivo (z,y,z), entdo y e z tém paridade dis-

tintas, além disso x € impar.

Demonstracao. Se x é um inteiro par ou impar, entao ele sera respectivamente da forma
r=2q ou xr=2q¢+1,

com ¢ € 7, dai segue que
v® = (29)* = 4¢*

ou

:E2:(2q+1)2:4q2—|—4q—|—1:4(q2+q)—|—1,

logo, o quadrado de um nimero inteiro quando dividido por 4, deixa resto igual a 0 ou 1.
Agora supondo que y e z sao ambos nimeros inteiros impares, temos entao que y = 2r+1

e z=2s+1, assim

v+ 22 =2r+1)>%+ (254 1)
=4 +4dr 4+ 144 +4s+1
=4(r’+ s +r+s)+2

Portanto, 3% 4 22 quando dividido por 4 deixa resto igual a 2, logo pelo que foi
visto anteriormente essa soma nao corresponde a um quadrado de um inteiro. Desta forma
concluimos entao que y e z tém paridades distintas e consequentemente x tera que ser

impar, pois o resultado da soma de um inteiro par com outro impar é sempre impar. []

Proposicao 2.5. Um terno pitagorico (x,y,z) € primitivo se, e somente se, assume a
forma

r=m>+n% y=2mn, z=m?-n?

onde m e n sao naturais primos entre si e de paridades distintas.
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Demonstragao. (=) Supondo, sem perda de generalidade, que y é par e z impar segue
da equacao que

Aplicando os produtos notaveis na expressao acima, dispomos
(z+2)(z — 2) = y*

Como x e z sdo ambos fmpares, entao a soma (x + z) assim como a diferenga
(x — 2) ambas corresponderao a um inteiro par, e sendo y par temos que y? é divisivel por

4. Assim, dividindo os dois membros da equacao acima por 4, obtemos

(x+2)(x—2) ¥?
4 4’

segue entao que

_ 2
g0 @
Os inteiros que correspondem ao valor de cada fator do primeiro membro da
equacao (20) sdo primos entre si, pois seu mdc deve dividir a sua soma x e sua diferenca
z, que sao primos entre si. Portanto, pelo lema [2.4] existem ntimeros m e n, com m > n
e mdc(m,n) =1 e de paridades distintas, tais que
(z +2) 2 (x —2) 2

= = n? 21
5 m° e 5 n (21)

Substituindo em ([20), os fatores do primeiro membro de acordo com as ex-

pressoes de , obtemos uma relacao que fornece y em funcao de m e n, veja

2
o=y
2
segue entao que
_Y

mn =g,
logo

Yy = 2mn.

Agora somando membro a membro, as relagoes de (21)) obteremos a relagao

que fornece x, como segue

(x+2) (z—2)
2 + 2

:m2+n2,
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efetuando a soma no primeiro membro, obtemos

2x

U
2

dai lucramos

m:m2+n2.

Por outro lado, subtraindo membro a membro as relacoes de , obtemos a

relacao que fornece z, como segue

(z+2) (z-2) 2 2
2 2

Portanto para m e n € N e de paridade distintas, com m > n e mde(m,n) = 1,
temos que o conjunto dos elementos (m?+n?, 2mn, m?—n?), representam solucoes da
equacao pitagdrica

2 =12 + 22,
(<=) Primeiramente vamos verificar que (m?+n?, 2mn, m? —n?) é um terno

pitagérico, pois

yQ + 22 — (an)Q + (m2 . n2)2
= 4m*n? + m* — 2m*n? + n*
=m* +2m*n? + n?
= (m* +n?)* = 2°.

Agora vamos mostrar que esses numeros sao dois a dois primos entre si,
comegamos com os valores de z e z. Como o mdc(m,n) = 1, temos mdc(m? m*+n?) =1,
logo

mdc(z, ) = mde(m* — n*, m? + n?)
= mdc(2m?*, m* + n?)

= mdc(2,m* + n?)

que é igual a 1, pois m? +n? = x é um nimero impar. Sendo y = 2mn temos que os
divisores de y sao 2, os divisores de m e os divisores de n, que nao dividem x = m? + n?
e z = m? — n?, pois sio ambos fmpares e o mdc(m,n) = 1. Portanto z, y e z sdo primos

entre si. n
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Assim, para mdc(m,n) = 1, com m > n e de paridades distintas, temos que os
ternos do tipo (m?+n?, 2mn, m?—n?) representam todos os ternos pitagéricos primitivos
e multiplicando os elementos destes por uma constante natural, adquirimos todos os
demais ternos pitagéricos. Por fim, convém fazer uma tultima observagao cmparativa

entre as expressoes de Pitagoras e Euclides.

Observacao 2.4. Note que o terno pitagdrico (17,8,15) pode ser obtido através das ex-
pressoes de FEuclides, fazendo m = 4 e n = 1, porém nao pode ser obtido através das

expressoes de Pitdgoras.
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3 0OS TERNOS QUASE PITAGORICOS

No presente capitulo, apresentaremos um estudo relacionado as solugoes com

coordenadas naturais de equacoes do tipo
v? =y + 22— 2ryz, (22)

onde r € (—1,1) é um numero racional. Mais precisamente, apresentaremos expressoes
que fornecem ternos de nimeros naturais (z,y, z) que satisfazem a equacao (22]) e uma
caracterizagao de todas as solugoes. Deve-se ressaltar que os resultados aqui apresentados

podem ser encontrados em Assis e Silva Filho (2020)

3.1 DEFINICOES E LEMAS CHAVE

Primeiramente, vamos introduzir um novo conceito de ternos quase pitagoricos,
estendendo a nocao de ternos pitagdricos, que foram previamente descritos na ultima se¢ao
do Capitulo 2.

Defini¢ao 3.1. Se um terno de nimeros naturais (x,y, z) satisfaz a equagao
22 =y? + 2% — 2ryz,

para algum r € (—1,1) racional, entao este serd denominado terno r-quase pitagdrico.

Na sequéncia, apresentamos alguns lemas a serem usados na demonstracao dos

resultados principais do trabalho.

Lema 3.1. Sejam r € (—1,1) um nimero racional e (x,y,z) um terno de nimeros reais
positivos satisfazendo

v =y* 4+ 22 — 2ryz,
entao existe um triangulo cujos lados medem x,y e z.

Demonstragdo. Sabendo que (z,y, z) satisfaz a relagao
vt =y*+ 22— 2ryz
para uma constante racional r € (—1,1), temos que
—2yz < 2ryz < 2yz,
segue entao que

v 22— 2y <yt 22— 2ryz < P 4 27 4 22
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Da tultima desigualdade, obtemos
(y—2)* <2® < (y+2)

ou ainda

y—2l <z <y+=

implicando pela Proposi¢ao 5.12 de Barbosa (2011) que x, y e z correspondem as medidas

dos lados de um triangulo. O]

Lema 3.2. Se um terno de nimeros reais (xo, Yo, 20) € solu¢do da equagdo
22 =y? + 2% — 2ryz,

entao para todo k € R, temos que o terno (kxo, kyo, kzo) também € solugao.

Demonstracao. Sendo (g, 3o, 20) € R? solugao da equacao z? = y* + 2% — 2ryz, entio
x% = yS + 2(2) — 2ryp2o,
multiplicando ambos os membros da igualdade acima por k2, temos
/{;2953 = k? (yg + Zg - QT?JOZO) )
aplicando a distributividade, obtemos
K ad = kg + k25 — 2rk*yozo,

Segue entao que

(kxo)® = (kyo)* + (k20)* — 2r(kyo) (ko).
Portanto (kxzg, kyo, kzo) também é solugao da equacao x* = y* + 2% — 2ryz. O
Observagao 3.1. Decorre dos Lemas [3.7] e [3.2] que:

a) Ternos quase pitagdricos correspondem as medidas dos lados de um triangulo;

b) Multiplos de ternos r-quase pitagéricos por naturais sao ternos r-quase pitagoricos.

Encerramos a secao com o nosso tultimo lema, que serd fundamental na de-

monstracao do Teorema 3.1
Lema 3.3. Sejam r € Q e a,b € Z, entao as expressoes
T, = a* +b* +2rab, vy, =a*—b*, t,=r(a*+0b*)+ 2ab,

fornecem solugdes com coordenadas racionais para equacio x> = (1 — r?)y* + 2.
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Demonstracao. Sendo x, = a? + b + 2rab, segue que
(z,.)? = [(a® + b%) + 2rab]?,
aplicando os produtos notaveis no segundo membro da igualdade acima, obtemos

(z,)> = (a®+ V%) + (2rab)® + 2(a* + b*)2rab
= a* 4+ b* 4 2a%0* + 4r2a*b? + 4drab(a® + b?)
= a* +b* + 2% + 4r%a®b® + 4ra’b + 4rab®. (23)

Sendo y, = a® — b?, temos
(1 =) (y)? = (1 —7r*)(a® = b°)?,

aplicando os produtos notaveis e a distributividade no segundo membro da igualdade

acima, lucramos

(1—7)(y)* = (1—rH)(a*+0b* — 2a%?)
= a'+ b —24%* — r¥a’ — 20t 4 21262 (24)

Sendo t, = r(a? + b?) + 2ab, entao
()% = [r(a® +0°) + 2ab]?,
aplicando os produtos notaveis e a distributividade, adquirimos

(t)? = [r(a®+ bH))* + (2ab)* + 2r(a® + b*)2ab
= r?(a* + b* + 2a%0?) + 4a*b* + 4ra’b + drab®
= r2a* + 72" + 2r%a®V? + 4a*V? + 4ra®b + drab®. (25)

Agora somando as expressoes ([24]) e (25) membro a membro, obtemos

(1 =7 (y)? + () = a* +b* +2a*0* + 4r%a*b* + 4ra®b + 4rab®. (26)
Por fim, comparando as expressoes e , podemos concluir que
r, =a* +b* +2rab, vy, =a* b, t,=r(a®+b*)+ 2ab,

satisfazem a equacao 22 = (1 — r?)y? + 2. O
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3.2 CARACTERIZANDO OS TERNOS QUASE PITAGORICOS

Nesta secao, apresentamos os resultados principais do trabalho, que consistem
em apresentar expressoes que fornecem e caracterizam os ternos quase pitagéricos, ou seja,

os ternos de niimeros naturais que satisfazem a equagao
2 =y + 2* — 2ryz, (27)

para algum r € (—1,1) racional. Esse tipo de equacdo aparece, por exemplo, quando
aplicamos a lei dos cossenos a um triangulo e nesse contexto, os valores x, y e z corres-
pondem as medidas dos seus lados e r corresponde ao cosseno do angulo oposto ao lado
de medida z (cf. Lema [3.1]), conforme ilustra a Figura [16]

Figura 16: Lei dos Cossenos

z

Fonte: Autor, 2020

Nesse momento, apresentamos nosso primeiro teorema, que garante a existencia

de ternos r-quase pitagoricos e estende as expressoes obtidas por Euclides.

Teorema 3.1. Dado um mimero racional r = ™ € (=1,1) comm € Z en € N, tem-se

para quaisquer a € N e b € Z que
z, =n(a® +b*) + 2mab,  y, =n(a®>—=b%), 2z =2a(ma+nb),
sdo inteiros que satisfazem a equacdo x? = y* + 2% — 2ryz. Supondo que
a > |b| e b>-—ra, (28)
entao (z,,y,, z.) € um terno r-quase pitagorico.

Demonstracao. Partindo da equacao 22 = y? + 22 — 2ryz, somando e subtraindo o

termo (ry)? no segundo membro, temos

? =y — (ry)® +2* — 2ryz + (ry)*,

consequentemente, alcancamos

22 = (1 -1y + (2 — ry)*.
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Fazendo z — ry = t, obtemos
2? = (1—rHy? + 12, (29)
implicando pelo Lema que as expressoes
T, =a®+ b +2rab, G =a®>—b* t.=r(a®+b*)+ 2ab,
fornecem solugoes racionais para a equagao .
Decorre da substituicao z — ry =t que

Z =1 + 1,
=r(a® +b*) + 2ab + r(a* — b?)
= 2a(ra+0b),

dai temos que as expressoes
~ 2 32 -2 39 s
T, =a"+b"+2rab, §,=a"—-b°, Z. =2a(ra+Db)

2

fornecem solucoes racionais para a equacao 2 = y? + 2% — 2ryz.

Pelo Lema conclui-se ainda que
z, = n(a® +b*) + 2mab, y. = n(a* —b?), z. = 2a(ma + nb),

fornecem solugoes inteiras para a referida equacao.

Desde que a? + b* > 2|ab| e n > |m|, segue que
n(a® + b*) > 2|mab| > —2mab,

logo
z, = n(a® + b*) + 2mab > 0,

portanto z, é natural.

Observe que a hipdtese a > |b| implica que
Yy = n(a2 —b%) >0,
entao y, também é natural. Por fim, temos que a hipétese b > —ra implica que
z, = 2a(ma + nb) = 2an(ra +b) > 0,

donde obtemos que z, também ¢é natural e a demonstracao esta concluida. O]
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Como consequéncia do Teorema [3.1], deduzimos o seguinte coroldrio:

Corolario 3.1. Todo angulo convexo com cosseno racional € angulo interno de um triangulo

com lados de medidas inteiras.
Demonstracao: Dado um angulo convexo BAC' com cosseno racional r, temos pelo
Teorema [3.1] que
v? =y + 22— 2ryz
admite solugoes com coordenadas naturais dadas por

z, =n(a® +b*) + 2mab, y, =n(a® =), z =2a(ma+nb),

onde a,b € Z satisfazem a > |b| e b > —ra.

Decorre do Lema que x,, Yy, € z,. correspondem as medidas dos lados de
um triangulo, onde o angulo interno oposto ao lado de medida z, é congruente a BAC.
Por fim, basta marcar sobre as semi-retas zﬁ e 1@ pontos B’ e (', respectivamente, de
modo que

AB'=y, e AC' =z,

implicando que B'C" = x,., consequentemente o triangulo AB'C’ cumprird as condigoes

enunciadas. O

Nosso segundo teorema mostra que as expressoes enunciadas no Teorema |3.1

caracterizam os ternos quase pitagéricos. Mais precisamente, temos que:

Teorema 3.2. Dados um nimero racional r = = € (=1,1) comm € Z en € N e um

terno (o, Yo, 20) € N3, que satisfaz a equagdo
22 =y? + 2% — 2ryz,
entao existe k € N, tal que
kx, = n(a® +b*) + 2mab,  kyo = n(a® —b*),  kzo = 2a(ma + nb),
ondea € N eb e Z.
Demonstragao. Sabendo que (g, Yo, 20) satisfaz 3 = y2 + 25 — 2rypzo, tem-se que
o = (1 =r*)ys + (20 — 130)°,
ou ainda,
zo = (1 =)y + &, (30)

onde ty = 2o — rYo.
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Tomando k = 2n[m(nty + myo) + n*(zo — yo)] e notando que nty = nzy — myo

¢ inteiro, segue que k é um inteiro. Por outro lado, temos que
ko = 2n[m(nto + myo) + n”(x0 — yo))2o,
consequentemente,
kxo = 2mn’tozo + 2m2n:c0y0 + 2n3:c§ — 2n3x0y0,
escrevendo o termo 2n3z3 como soma de duas parcelas iguais, temos
kxo = 2mn*toxy + 2m*naoyo + n3x3 + n?’xg — 200y,
Substituindo (30| na igualdade anterior, como segue
kxg = 2mn’toxo + 2m nxoyo + 1’ [(1 — r?)yg + 5] + n’ad — 2n’zeyo,
obtemos
kxo = 2mn’tyze + 2m*nxoye + n’ys — m nyg + nte + nPxg — 2nroyo.
Observe que a expressao anterior pode ser reescrita na forma

kro = n’t]+2mntoyo + m nys + nlxd — 20wy + nys + 2mn tem,

+ 2m2nxoy0 — 2m2ny§ — 2mn2t0yo,
colocando n e 2m em evidéncia, chegamos na expressao

kxg =n [(n’tg + 2mntoyo + m*y3) + (nzf — 2n’zoyo + n°yp) |

+ 2m (n2t0x0 + mnzoyy — mnyg — thoyo) .
Aplicando os produtos notaveis a igualdade anterior, obtemos
krg = n [(nto + my0)2 + (nxo — nyo)ﬂ + 2m (ntg + myo) (nxe — nyp)

= n [(nzo)2 + (nxo — nyo)ﬂ + 2mnzy (nxo — nyo) ,

ou ainda,
kxo = n(a® + b*) + 2mab, (31)

onde a =nzy € Neb=n(xg—1y) € Z.
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Desde que a® + b? > 2|ab| e n > |m|, segue que
n(a® + b*) > 2|mab| > —2mab,

logo
kxo = n(a® + b?) + 2mab > 0,

portanto k£ é natural.

Dando continuidade, temos que

kyo = 2n[m(nto + myo) + n*(zo — y0)]vo,
pode ser escrito na forma
kyo = 2mn’tyyo + 2m2ny8 + 2nzoyy — n3yg — n3yg,
Da igualdade , obtemos
Yo = T + 175 — 15, (32)

que substituida na igualdade anterior torna-se

kyo = 2mn*tyyo + 2m2ny(2) + 2nzoyo — nd (x% + r2y(2) — t%) — n?’yg,

ou ainda,
kyo = 2mn*toyo + m*nyg + 2n’zoyo — n’xg + n’ts — n’yg.

Colocando n em evidéncia e organizando os termos de forma conveniente,
temos
kyo =n [(thg + 2mntoyo + m2yg) — (n%% - ZanOyO + ngyg)} )

que pode ser reescrito na forma
2 2
kyo =n [(”to +myo)” — (nzo — nyo) } ;

ou simplesmente,
kyo = n(a® — b%).

Por um célculo direto, obtemos ainda

kzo = 2n[m (nty+myo) + n*(zo — v0)]20

= 2nzm (nz) + n’(zo — yo)| = 2a(ma + nb),

onde a =nzy € Neb=n(zrg— 1) € Z, concluindo a demonstracao. O
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Observacao 3.2. No trabalho de Blez e Silva Filho (2019) encontra-se uma maneira
alternativa de obter ternos quase pitagéricos, porém os autores nao fornecem nenhuma

caracterizacao dos referidos ternos.

3.3 ANALISE DOS RESULTADOS A PARTIR DE EXEMPLOS

A seguir apresentaremos alguns exemplos, tendo como objetivo mostrar a
aplicabilidade das relacoes que fornecem os ternos quase pitagéricos e a partir dai identi-

ficarmos as principais diferencas, com relagao aos ternos pitagoricos .

Exemplo 3.1. Determine um triangulo que possui lados com medidas inteiras e um

angulo interno cujo valor do cosseno € igual a —3

- . . 1
Solugao: Sabendo que r corresponde ao cosseno do angulo dado, temos entao que r = —3
dai segue que m = —1 e n = 3. Agora utilizando as relagoes que fornecem os ternos quase

pitagéricos, obtemos
z, = 3(a®> + V%) — 2ab;  y,=3(a*—-b*) e 2z =2a(—a+3b).
Fazendo a =2 e b =1, temos

r, =322 +1%)-221=35-4=15-4=11
Yy, =3(2°—1°)=33=9
2, =22(—2+31)=41=4

1
Temos assim que 112 = 92 4 42 — 2, (—§> 9.4, o que implica, pela lei dos
cossenos, que esses valores correspondem as medidas dos lados de um triangulo cujo

angulo interno oposto ao lado z, = 11 tem valor do cosseno igual a -3

Exemplo 3.2. Determine um triangulo que possui lados com medidas inteiras e um

. . , T
angulo interno medindo o = 3

Solucao:

m 1
Sendo r = cos <§) =35 assim temos m = 1 e n = 2 substituindo nas relagoes,

obtemos

z, = 2(a® +b*) + 2ab, y. =2(a*—b?), e 2z =2a(a+2b).
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Agora fazendo a = 3 e b = 2, temos

z, =2(3%4+2%) +232=213+12 =38
y, = 2(3% — 2%) = 2.5 =10
z, = 2.3(3+22) = 6.7 = 42.

1
Assim temos que 382 = 10% + 422 — 2. (5) .10.42, isso implica, pela lei dos
cossenos, que tais numeros correspondem as medidas dos lados de um triangulo que tem

T
3 como medida do angulo interno oposto ao lado x, = 38.

Observacgao 3.3. Os elementos do terno (38, 10, 42) sao todos pares. Se dividirmos cada
elemento por 2 obtemos o terno (19,5,21) cujos elementos sdo primos entre si e que

satisfazem a mesma relagao, pois
2 2 2 1
197 =5"+21 —2.5.5.21,

, : n T
logo, esses valores também representam as medidas de um triangulo que tem — como
medida do angulo interno oposto ao lado z, = 19.
3

Exemplo 3.3. A partir de um dngulo com wvalor do cosseno igual a % construa um

triangulo com lados de medidas inteiras.

Solugao: Sendo r = Z% temos m = 3 e n = 4, substituindo nas relagoes, obtemos
r, = 4(a® +b*) +6ab, y. =4(a*—b?), e 2 =2a(3a+4b).
Agora fazendo a =4 e b = —2, temos

T, = 4(4% + (=2)?) + 6.4.(—2) = 4.20 — 48 = 32
Yy, = 4(4* — (=2)?) = 4.12 = 48
zp = 2.4(3.4 + 4(—2)) = 8.4 = 32

3
Assim temos que 322 = 48% + 322 — 2. (4_1> 48.32, isso implica, pela lei dos

cossenos, que tais numeros correspondem as medidas dos lados de um triangulo que tem
3

4 como cosseno do angulo interno oposto ao lado x, = 32.

Exemplo 3.4. Determine um triangulo que possui lados com medidas inteiras e um

. . , T
angulo interno medindo o = 3

Solucgao:

s 1
Sendo r = cos <§) =35 assim temos m = 1 e n = 2 substituindo nas relagoes,
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obtemos
z, = 2(a®> + V%) +2ab, y,=2(a*-b>), e 2z =2ala+2b).
Agora fazendo a = 3 e b = 0, temos

T, =2(3%)+23.0=29=18
y = 2(3%) =2.9 =18
2 =2.3(1.3) = 6.3 = 18

1
Assim temos que 182 = 18% + 182 — 2. (5) .18.18, isso implica, pela lei dos
cossenos, que tais numeros correspondem as medidas dos lados de um triangulo que tem

T
3 como medida do angulo interno oposto ao lado x, =y, = 2, = 18.

Exemplo 3.5. A partir de um angulo com wvalor do cosseno igual a % construa um

triangulo com lados de medidas inteiras.

Solugao: Sendo r = % temos m = 3 e n = 4, substituindo nas relagoes, obtemos
r, = 4(a® +b*) +6ab, y. =4(a* —b?), e =z =2a(3a+4b).
Agora fazendo a =4 e b= —1, temos

z, =44+ (—=1)*) +6.4.(—1) = 4.17 — 24 = 44
Yy, = 4(4% — (=1)%) = 4.15 = 60
z = 2.4(3.4+ 4(—1)) =88 =64

3
Assim temos que 44% = 60% + 642 — 2. (é_l) .60.64, isso implica, pela lei dos
cossenos, que tais numeros correspondem as medidas dos lados de um triangulo que tem

% como cosseno do angulo interno oposto ao lado x, = 44.

Observacao 3.4. Sendo mdc(44,60,64) = 4, se dividirmos cada coordenada desse terno
por 4 obtemos o terno (11,15, 16) cujos elementos sao primos entre si e que satisfazem a

mesma relacao, pois

3
112 =152+ 16% — 2.1.15.16,

logo, esses valores também representam as medidas de um triangulo que tem angulo

interno oposto ao lado x,, = 11 com valor do cosseno igual a —.
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Nesse momento, faremos uma analise baseada nos ternos quase pitagdricos
obtidos nos exemplos e observagoes apresentados nesta secao, comentando algumas dife-
rencgas quando relacionados com os ternos pitagoricos, buscando assim identificar o que

os resultados principais, apresentados neste trabalho, vém acrescentar.

Podemos observar que os ternos quase pitagéricos possibilitam construirmos
diversos tipos de triangulos com lados de medidas inteiras, os quais apresentam carac-
teristicas nao encontradas em ternos pitagoricos. Nos ternos pitagoricos, por exemplo,
tomando x como medida do lado oposto ao angulo reto, este sempre correspondera a
coordenada de maior valor do terno, o que nao necessariamente ocorre nos ternos quase
pitagéricos em geral, conforme pode ser observado nos ternos (11,9,4) do Exemplo ,
(38,10,42) do Exemplo ou (44,60,64) do Exemplo

Uma outra diferenca é que podemos obter ternos quase pitagéricos de ntimeros
primos entre si com as trés coordenadas impares, por exemplo, o terno (19,5,21) da
Observacao (3.3}, enquanto que um terno pitagorico de niimeros primos entre si tera sempre
dois impares e um par. Classificando os triangulos com relacao as medidas dos lados,
notamos que os ternos quase pitagéricos possibilitam a construcao de triangulo escaleno
(11,9,4) do Exemplo , isdsceles (32,48, 32) do Exemplo e equilatero (18,18, 18) do
Exemplo [3.4] ja& nos ternos pitagéricos teremos sempre trés coordenadas distintas, nesse
caso obtemos somente triangulo escaleno.

Convém ressaltar que no caso do triangulo equilatero, sua construgao através
das expressoes que fornecem os ternos quase pitagdricos, ocorrera sempre que tivermos

r= %, a € Neb=0, Como veremos a seguir

Figura 17: Triangulo Equilatero

X

Fonte: Autor, 2020

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo equildtero acima, temos

22 =22+ 22 — 22% cos «

= 22%cosa = 2

1
= = —.
COS & 2
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Sendo r = % temos m = 1 e n = 2, substituindo m e n nas expressoes que

fornecem os ternos quase pitagdricos, temos
r, = 2(a* +b*) +2ab, y.=2(a*—0?), e 2z =2a(a+2b),

dai podemos verificar que para a € N e b = 0 obtemos nas expressoes acima

Ty =Y = 2 = 2a°,
portanto representam medidas dos lados de um triangulo equilatero.
Uma outra diferenca interessante é que nos ternos pitagoricos, para um valor
fixado da coordenada x, obtemos um unico par de naturais para os valores de y e z,
enquanto nos ternos quase pitagéricos podemos ter de uma a trés combinagoes distintas
para as coordenadas y e z, fixado o valor da coordenada z e da constante r. Por exemplo,
observe que os ternos (44,60, 64), (44,36,64) e (44,60, 26) satisfazem a equagao

22 =y? + 2% — 2ryz,

para r = 3/4, ou seja, mantendo a coordenada z e a constante r, conseguimos 3 (trés)

combinagoes distintas para as coordenadas y e z.
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4 ANALISE CRITICA

Neste capitulo falaremos sobre a Base Nacional Comum Curricular - BNCC,
fazendo uma apresentacao e reflexao sobre as orientagoes dispostas no capitulo intro-
dutorio da nova base, que se refere ao ensino bésico de um modo geral. Apresentaremos
as dez competéncias gerais que a BNCC propoe para serem desenvolvidas no decorrer de
todas as etapas (Educagao Infantil, Ensinos Fundamental e Médio), além disso, faremos
uma reflexao acerca dos principais objetivos da base, que trata-se de garantir o acesso e
permaneéncia na escola e também um patamar comum de aprendizagens aos estudantes.

Faremos ainda um estudo voltado as orientagbes da BNCC para a area de
Matematica no ensino basico. Daremos maior destaque as orientacoes referentes a area
de Matematica e suas tecnologias do Ensino Médio, estabelecendo relagoes entre tais
orientacoes e os ternos quase pitagoricos, que é o assunto principal dos estudos desse
trabalho.

4.1 BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR - BNCC

A partir de agora, discorreremos sobre a nova BNCC, que trata-se de um do-
cumento de carater normativo que serve de base para toda a educacao basica brasileira,
definindo as aprendizagens essenciais que devem ser desenvolvidas pelos alunos durante
todas as etapas da educagao basica, seja qual for a modalidade, garantindo assim, de
acordo com o que recomenda o Plano Nacional de Educacao (PNE), o direito de aprendi-
zagens e desenvolvimento dos alunos. A nova BNCC que comecou a ser construida desde
2015, teve a primeira parte, que se refere ao Ensino Fundamental, homologada em 20 de
dezembro de 2017, sendo o documento finalizado um ano mais tarde, em dezembro de
2018, com a aprovagao e homologagao das normas referentes ao Ensino Médio.

A estrutura da BNCC traz de forma bem organizada, os conhecimentos e
habilidades essenciais para serem desenvolvidos no decorrer de toda educacgao basica,
dividindo e especificando as aprendizagens de acordo com o nivel (Educagdo Infantil,
Ensino Fundamental e Ensino Médio), série e componente curricular, ficando assim muito
facil a sua compreensao. Desta forma qualquer pessoa que se proponha a estudar a nova
base, nao encontrard nenhuma dificuldade em identificar aquilo que deve ser comum a
todos os estudantes em cada etapa da educacao béasica, devendo assim ser o minimo que
os curriculos, tanto de escolas ptublicas como privadas, devem apresentar.

A nova base foi elaborada por especialistas de todas as areas do conhecimento,
em seguida foi apresentada e discutida pela sociedade por meio do portal Base Nacional
Comum e das audiéncias publicas, que aconteceram em todas as regioes do pais, permi-
tindo assim que diversas representacoes dessem suas contribuigoes, possibilitando entao a

elaboragao de um documento que estabeleca conhecimentos, habilidades e competéncias
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comuns a todos os estudantes do ensino bésico, respeitando as particularidades do meio
em que vivem. Portanto, a nova BNCC nao vem para substituir o curriculo, mas para
ser referéncia na sua construcao ou na sua reformulagao, em casos de ja existentes, além
de contribuir para outras politicas e acoes nas trés esferas de governo. Serd também um
instrumento fundamental para se alcancar os principais objetivos das politicas educacio-
nais, que é a garantia de acesso e permanéncia na escola, além de um patamar comum de

aprendizagens a todos os estudantes.

Referéncia nacional para a formulacao dos curriculos dos sistemas e
das redes escolares dos Estados, do Distrito Federal e dos Municipios
e das propostas pedagdgicas das instituicoes escolares, a BNCC integra
a politica nacional da Educacao Basica e vai contribuir para o alinha-
mento de outras politicas e agoes, em ambito federal, estadual e mu-
nicipal, referentes & formagao de professores, a avaliagdo, a elaboracao
de contetidos educacionais e aos critérios para a oferta de infraestrutura
adequada para o pleno desenvolvimento da educacao.

Nesse sentido, espera-se que a BNCC ajude a superar a fragmentacao
das politicas educacionais, enseje o fortalecimento do regime de cola-
boracgao entre as trés esferas de governo e seja balizadora da qualidade
da educagao. Assim, para além da garantia de acesso e permanéncia na
escola, é necessario que sistemas, redes e escolas garantam um patamar
comum de aprendizagens a todos os estudantes, tarefa para a qual a
BNCC ¢ instrumento fundamental.(BRASIL, 2018, p.8)

A Base Nacional Comum Curricular indica dez competéncias gerais que os
alunos devem desenvolver ao longo das trés etapas da educacgao basica, o desenvolvimento
dessas competéncias busca a concretizacao de uma educagao integral, que nao pode ser
confundida com educacao em tempo integral, pois estamos falando de uma educagao que
contemple todas as dimensoes do desenvolvimento humano, ou seja, a parte cognitiva, o
desenvolvimento fisico, social, emocional e cultural. Portanto, elas deverao apontar para
a compreensao das escolhas curriculares e foram definidas a partir dos direitos éticos,
estéticos e politicos assegurados pelas Diretrizes Curriculares Nacionais e de conhecimen-
tos, habilidades, atitudes e valores considerados essenciais para a vida no século X X 1.

As competéncias gerais que reinem o conjunto de fatores essenciais para re-
solver demandas complexas do cotidiano, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do
trabalho foram divididas, de acordo com Brasil (2018, p.9), da seguinte forma:

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar apren-
dendo e colaborar para a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias,
incluindo a investigagao, a reflexao, a andlise critica, a imaginacao e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas
e criar solugoes (inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas.
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3. Valorizar e fruir as diversas manifestagoes artisticas e culturais, das locais as mun-
diais, e também participar de praticas diversificadas da producao artistico-cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e es-
crita), corporal, visual, sonora e digital -, bem como conhecimentos das linguagens
artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacgoes, ex-
periéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que
levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunicacgao de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préaticas sociais (incluindo
as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produzir conhe-
cimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e
coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de conheci-
mentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagoes proprias do mundo
do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de
vida, com liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacoes confidveis, para formular, ne-
gociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que respeitem e promo-
vam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo responsavel em
ambito local, regional e global, com posicionamento ético em relagao ao cuidado de
si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compreendendo- se
na diversidade humana e reconhecendo suas emocgoes e as dos outros, com autocritica
e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de conflitos e a cooperacgao, fazendo-se
respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com acolhi-
mento e valorizacao da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes,
identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, re-
siliéncia e determinagao, tomando decisoes com base em principios éticos, inclusivos,
democraticos, sustentaveis e solidarios.

O desenvolvimento dessas dez competéncias ao longo de todas as etapas da
educagao basica, busca como resultado final desse processo garantir que os alunos alcan-
cem ao final da tltima etapa (Ensino Médio), uma formagao humana integral que vise
a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva. As competéncias gerais
da BNCC nao devem ser trabalhadas de forma particular como uma disciplina, pois seus
objetivos s6 serao alcangados com éxito, se houver uma interacao entre os componen-
tes curriculares, ou seja, a interdisciplinaridade sera essencial no decorrer de toda essa

caminhada.
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E verdade que nos ultimos anos grande parte dos estados e municipios brasilei-
ros, além de outros paises, tiveram a construcao de seus curriculos focados no desenvolvi-
mento de competéncias, isso se deve ao fato de que as principais avaliagoes sao elaboradas
nessa perspectiva. Assim, ao explicitar as competéncias, a BNCC indica referéncias para
o fortalecimento de acoes que garantam as aprendizagens essenciais que possibilitem os
alunos, através desses conhecimentos, resolverem problemas complexos do cotidiano, do
pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.

Como falamos anteriormente a nova base contou com a contribuicao da socie-
dade, através das audiéncias ptublicas e por meio do portal Base Nacional Comum, onde
qualquer membro podia dar sua contribuigao de forma individual, por meio da rede (fruto
das discussoes entre comunidade, professores e demais profissionais), e por organizagoes
como instituicao de ensino ou grupos da sociedade civil. Para que a sua implementacao
seja bem sucedida, se faz necessario que esse regime de colaboragao permaneca, pois so
assim os seus objetivos serao alcancados.

Dessa forma, a implementacao da nova base trata de uma tarefa que ird exigir a
colaboragao entre uniao, estados, distrito federal e municipios. Sendo que as responsabili-
dades dos entes federados serao diferentes e complementares, ficando a uniao responsavel
por coordenar o processo e elaborar agoes para corrigir as desigualdades. Por exem-
plo, serao de responsabilidade da uniao, a revisao da formagao inicial e continuada do
professor, assim como coordenar e promover acoes referentes a avaliacao, elaboracao de
materiais pedagdgicos e oferta de infraestrutura adequada para o pleno desenvolvimento
da educacao. J4a os estados e municipios terao como uma de suas atribuigoes, apoiar as
institui¢oes escolares orientando-as e dando suportes para que estas elaborem ou refor-
mulem seus curriculos e projeto politico pedagégico (PPP) de acordo com as orientagoes
da nova base, buscando assim o desenvolvimento das competéncias gerais nela explicitas.

O desenvolvimento de cada competéncia esta relacionado a aquisicao de quatro
fatores, que s@o: o conhecimentos (que corresponde a contetido, conceito e procedimento),
a habilidades (que trata-se das praticas, cognitiva e socioemocionais, ou seja, usar um
determinado conhecimento para resolver uma situagao problema do cotidiano), atitudes
(ter a atitude de resolver um problema, seja para si préprio ou para a comunidade em
que vive) e valores (que é ser capaz de resolver problemas do seu cotidiano com base em

valores éticos, sociais, culturais sem ofender nem desrespeitar alguém).

Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizagao de conhecimen-
tos (conceitos e procedimentos), habilidades (préticas, cognitivas e so-
ciloemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da
vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.
(BRASIL, 2018, p.8)

Portanto, para que o aluno desenvolva uma determinada competéncia, tera

como ponto de partida a obtencao de conhecimentos que o leve a desenvolvé-la, e isso
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esta diretamente ligado ao planejamento de aula, cabendo ao professor identificar qual
competéncia aquele conteido que serda trabalhado em sala estda associado, e a partir
dessa identificagao tragar metodologias e praticas pedagdgicas que venham contribuir
para desenvolvimento da mesma. Assim percebemos que é necessario muitas mudancas
na educacao basica, para que aquilo que a BNCC propoe chegue efetivamente até cada
aluno, possibilitando melhorias em sua vida e consequentemente na comunidade em que
vive.

Essas mudancas nao se restringem somente a escola e sala de aula, elas devem
contemplar todo o sistema educacional em todas as esferas. O fato de uma instituigao
ter seu curriculo elaborado ou reformulado seguindo as orientagoes da base, assim como o
professor de uma disciplina planejar sua aula adotando metodologia e praticas que contri-
buam para o desenvolvimento das aprendizagens consideradas essenciais, nao garante que
todos alcancem um patamar comum de aprendizagem, que trata-se do objetivo principal
da nova base, por conta da diversidade presente em cada turma, escola ou comunidade,
como salienta Alessio Costa Lima, presidente da Undime, “A escola brasileira é um reflexo
da sociedade brasileira. Ela é marcada por profundas desigualdades. (...) A gente tem
que ter clareza de que a base por si s6 nao vem resolver todos os problemas da educacao,
ela é apenas um elemento que regulamenta o que tem que ser aprendido.” (MORENO,
2017).

Assim, a construcgao e implementacao da BNCC sao apenas os passos iniciais de
um percurso circular, que tem como principal objetivo alcancar uma formacao integral dos
alunos no ensino basico. Nessa caminhada, sempre encontraremos um ponto de recomego,
na busca por uma educagao de qualidade para todos, tendo em vista a diversidade presente
em uma nacao, comunidade ou escola, e as mudangas que acontecem constantemente nos
dias atuais, impulsionadas pelas novas descobertas tecnolégicas. Desta forma, o sistema
educacional deve ficar atento as mudancas, a comecar pelo professor que precisa contar
com uma formacao continuada buscando sempre aprimorar suas metologias, para que suas

praticas pedagdgicas estejam sempre de acordo com a contemporaneidade de seus alunos.

4.2 MATEMATICA E BNCC

Nesta se¢ao, falaremos sobre as principais orientagoes da BNCC para a drea de
Matemaética no ensino basico. Tal documento define o conhecimento matematico como

necessario para a formacao de cidadaos criticos e responsaveis.

O conhecimento matematico é necessério para todos os alunos da Educa-
¢ao basica, seja por sua grande aplicacao na sociedade contemporanea,
seja pelas suas potencialidades na formagao de cidadaos criticos, cientes
de suas responsabilidades sociais. (BRASIL, 2018, p.265)



53

De acordo com a nova Base o Ensino Fundamental deve ter o compromisso
com o desenvolvimento do letramento matematico, que trata-se da capacidade individual
do aluno em raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente, facili-
tando assim, através da utilizacao de procedimentos, fatos e ferramentas matemaéticas, a
formulagao e resolucao de problemas em diversos contextos. As aprendizagens conside-
radas essenciais para a Matematica do Ensino Fundamental, estao distribuidas entre as
habilidades a serem desenvolvidas em cada série dessa etapa de escolaridade, essas habi-
lidades estao divididas e agrupadas em unidades tematicas (nimeros, dlgebra, geometria,
grandezas e medidas, probabilidade e estatistica). A aquisi¢ao dessas habilidades contri-
buem para o desenvolvimento das competéncias especificas da area de Matematica que se
inter-relacionam com as competéncias gerais da BNCC.

A organizacao dos conhecimentos matematicos, indicados para as séries do
Ensino Fundamental, por unidade tematica acaba delimitando os objetos de conhecimen-
tos e habilidades, isso possibilita que as nocoes Matematicas sejam retomadas, ampliadas
e aprofundadas ano a ano. Desta forma, ao retomar uma habilidade em anos posterio-
res, o uso de novas ferramentas e a apresentacao de situagoes problemas mais complexas
contribui para uma progressao a cada ano, atingindo assim uma melhor compreensao e
consequentemente potencializando os conhecimentos basicos necessarios para as etapas
seguintes.

Com o objetivo de estimular o desenvolvimento do pensamento computacio-
nal, nos anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC propoée o uso das tecnologias, como
calculadora e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais. Vale ressaltar que este uso
deve ser de forma consciente, ou seja, nao apenas para obter resultados de determinados
problemas, mas sim para possibilitar ao aluno a oportunidade de investigar, interpretar e
elaborar algoritmos, a partir dos resultados obtidos. A utilizacao das tecnologias digitais
e aplicativos estard mais presente no Ensino Médio, pois esta etapa tem como finali-
dade, além de consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos nas etapas anteriores,
preparar o jovem para o pleno exercicio da cidadania e para sua inser¢cao no mundo do
trabalho.

Iremos a partir de agora concentrar nossos estudos nas orientagoes da nova
Base para a area de Matematica e suas tecnologias do Ensino Médio. Nesta fase, o
curriculo deve ser mais diversificado e flexivel, a sugestao é que ele seja composto pela
Base Nacional Comum Curricular e por itinerarios formativos, o que possibilita diversos
arranjos curriculares, dando relevancia ao contexto em que a escola estd situada.

Os itinerarios formativos podem ser estruturados dando foco a uma area de
conhecimento, possibilitando assim uma melhor compreensao e aprofundamento, pode
também focar na formacao técnica e profissional, contribuindo assim para o direciona-
mento dos jovens ao mercado de trabalho, ou ainda, focar na mobilizacao de competéncias

e habilidades de diferentes areas. Portanto, os itinerarios formativos trazem a possibili-
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dade de diversificar os curriculos do Ensino Médio, cabendo a escola conhecer a realidade
e os anseios da juventude que acolhe, para dessa forma escolher e estruturar itinerarios
que venham atender as necessidades de seus alunos e consequente da comunidade a qual
ela esta inserida.

A drea de Matematica e suas tecnologias, tem como finalidade aproveitar todo o
potencial construido no Ensino Fundamental, e a partir desses conhecimentos ja adquiridos
ampliar o letramento matematico, buscando desta forma o desenvolvimento, por parte
dos alunos, de habilidades que os levem a um modo préprio de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar. A seguir apresentaremos as competéncias especificas para a area
de matematica e suas tecnologias, de acordo com a BNCC.

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemdticos para interpretar si-
tuacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias
da Natureza e Humanas, das questoes socioeconomicas ou tecnoldgicas, divulgados
por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na andlise de problemas
sociais, como os voltados a situacoes de satude, sustentabilidade, das implicacoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matemaética.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a
construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de repre-
sentagdo matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na
busca de solucao e comunicagao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, ex-
perimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma
demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

O desenvolvimento de cada competéncia apresentada acima, esta relacionado a
obtencao de um conjunto de habilidades. No Ensino Médio a BNCC nao define uma série
para se trabalhar o desenvolvimento de determinadas habilidades e competéncias, assim
as possibilidades de organizacao curricular para as aprendizagens que a nova base propoe
para a Matematica nesta etapa sao varias, podendo o sistema de ensino ou a propria
escola utilizar tanto as habilidades definidas na BNCC como outras que contemplem as
suas demandas e especificidades. No entanto, é fundamental que se preserve a articulagao
entre os varios campos da Matematica e de outras areas, buscando assim conduzir o aluno

a construcao de uma visao integrada de Matemaética, aplicada a realidade.
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4.3 TERNOS QUASE PITAGORICOS E A BNCC

Discorreremos agora sobre os ternos quase pitagoricos, fazendo uma relagao
com o que orienta a nova Base Nacional Comum Curricular, buscando assim identificar
qual unidade de conhecimento e habilidade de Matematica este assunto esta ligado e assim
concluirmos que o mesmo contribui para desenvolvimento das competéncias gerais da

BNCC. Nesse sentido destacaremos a seguir algumas habilidades da drea de Matematica.

(EM13MAT308) - Aplicar as rela¢oes métricas, incluindo as leis do seno e
do cosseno ou as nogoes de congruéencia e semelhancga, para resolver e elaborar problemas

que envolvem triangulos, em variados contextos.

No c6digo (EM13MAT308), o primeiro par de letras indica que tal habilidade
deve ser trabalhada no Ensino Médio, o primeiro par de nimeros aponta que a mesma
pode ser desenvolvida em qualquer série dessa etapa, a segunda sequéncia de letras diz
que é uma habilidade de Matematica, na ultima sequéncia de ntimeros, o primeiro revela
que esta relacionada com a competéncia especifica 3 e os dois tltimos indicam que trata-se
da oitava habilidade relativa a esta competéncia.

O estudo dos ternos quase pitagoéricos darda suporte ao desenvolvimento da
habilidade mencionada acima, pois estes possibilitam mais que resolver problemas a partir
de um triangulo conhecidos alguns de seus elementos usando, por exemplo, a lei dos
cossenos, eles facilitam nossos trabalhos na elaboracgao de problemas envolvendo triangulos
em diversos contextos. Portanto o conhecimento das expressoes que fornecem tais ternos
se torna relevante tanto para o professor, que pode fazer uso das mesmas na elaboracao de
questoes a serem utilizadas como exemplos ou atividades, quanto para o aluno que também
se depara com situacoes em que precisa elaborar problemas envolvendo triangulos.

Por outro lado, o uso das expressoes que fornecem os ternos quase pitagoricos,
possibilita a determinagao de diversos triangulos com lados de medidas inteiras, como por
exemplo, triangulos isésceles, equilateros, acutangulos e obtusangulo, os quais apresentam
caracteristicas que nao podem ser encontradas em triangulos determinados a partir dos
ternos pitagoricos, pois estes sao sempre retangulos e escalenos. Desta forma, ao construir-
mos triangulos a partir dos ternos quase pitagéricos, podemos paralelamente trabalhar a
classificacao dos mesmos quanto aos lados e quanto aos angulos.

Um outro ponto que podemos destacar é que ao determinarmos um terno
quase pitagérico (z,y,z), para uma constante racional r € (—1,1), podemos ao final
verificar que o triangulo cujos lados correspondem as coordenadas desse terno, satisfaz a
lei dos cossenos para o angulo que tem valor do cosseno igual a r que é oposto ao lado
de comprimento igual a z. Logo, o estudo dos ternos quase pitagoricos podera ser uma

ferramenta pedagogica no ensino da lei dos cossenos.
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Podemos também enfatizar a importancia dos ternos quase pitagéricos para
algebra, j4 que estes representam solucoes de equacoes do tipo 22 = 3% + 22 — 2ryz, com
r € (—1,1) racional. Além disso, os mesmos sao obtidos pelo célculo do valor numérico de

expressoes algébricas, contemplando assim uma habilidade de dlgebra apresentada abaixo.

(EFO8MAO06) - Resolver e elaborar problemas que envolvam célculo do valor

numérico de expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacoes.

O cédigo quer dizer que trata-se da sexta habilidade de Matematica que deve
ser desenvolvida no oitavo ano do Ensino Fundamental II, mas vale ressaltar que de acordo
com as orientagoes da BNCC o Ensino Médio deve consolidar e dar continuidade ao que foi
trabalhado nas etapas anteriores. Nesse sentido os ternos quase pitagoéricos contemplam
também a unidade de conhecimento de ntimeros e algebra.

Portanto, as relagoes que nos propomos a apresentar neste trabalho, contri-
buem de forma direta para o desenvolvimento das competéncias especificas da area de
Matematica, colaborando assim para o desenvolvimento integral dos estudantes do ensino

basico, que é o objetivo principal da BNCC.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, introduzimos uma nova generalizacao dos ternos pitagéricos,
designados por ternos r-quase pitagdricos (ou simplesmente, ternos quase pitagdricos), ou

seja, ternos de nimeros naturais que satisfazem a equacao
v =9+ 22— 2ryz, (33)

para algum r € (—1,1) racional. Mais precisamente, mostramos a existéncia de ternos
quase pitagoricos, através de expressoes que nos permitem obter exemplos e caracterizar
os referidos ternos.

Devemos ressaltar que a equacao mencionada pode ser obtida através da lei
dos cossenos, aplicada a um triangulo que possui z,y e z como medidas de seus lados e r
como o valor do cosseno do angulo interno oposto ao lado de medida x. Nesse contexto,

podemos reescrever a referida equacao na forma
22 = y? + 2% — 2yz cos b,

onde 6 denota a medida do angulo que opoe-se ao lado de medida z. Diante do exposto,
concluimos que a partir de qualquer angulo convexo com cosseno racional, podemos cons-
truir triangulos com lados de medidas inteiras.

No ultimo capitulo fizemos uma analise critica relacionada aos ternos quase
pitagoricos, conforme orientacoes constantes na BNCC. Neste sentido direcionamos nossos
estudos para orientacoes relacionadas a area de Matematica no ensino bésico, buscando
identificar de que forma esse assunto poderia contribuir para o desenvolvimento integral
dos jovens estudantes, .

Observamos que, de acordo com a Base Nacional Comum Curricular, os ternos
quase pitagéricos contempla o estudo da algebra, possibilitando a obtencao de solugoes
para equagoes quadraticas do tipo (33). Por outro lado, observa-se que o calculo dos
valores numéricos fornecidos pelas expressoes algébricas ird também auxiliar os alunos
a desenvolverem habilidades em resolver e elaborar problemas, em diversos contextos
envolvendo triangulos.

Por fim, constata-se que o estudo dos ternos quase pitagéricos ira contribuir
diretamente para o desenvolvimento das competéncias especificas da area de Matematica
e suas tecnologias, que complementadas com as competéncias especificas das outras areas

promovem o desenvolvimento integral dos alunos.
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