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RESUMO

Ao longo do desenvolvimento do processo histérico da humanidade, em muitas situagdes o
homem tem sido atraido por problemas de otimiza¢do sempre com o objetivo de encontrar um
resultado 6timo, ou seja, o melhor resultado empregando recursos minimos. De acordo com
certos critérios pré-estabelecidos, os problemas de maximos e minimos sdo modelados com
ferramentas pertencentes ao campo da Matematica. Elaborado a partir de revisdao
sistemdtica e aprofundada da literatura e com énfase em Matemadtica, o presente trabalho, de
pesquisa bibliogréfica, pretende mostrar, de forma suscinta, o desenvolvimento de algumas
ideias matemadticas sobre problemas de maximos e minimos. Comeg¢ando pelos fundamentos
conceituais da funcdo quadratica, passando pelas derivadas com as técnicas de obtengdo de
maximos e minimos, finalizamos a parte tedrica expondo principios de Cdlculo Variacional,
com destaque para equagdo de Euler, com e sem restrigcdes ou vinculos, que generalizam os
problemas de otimizagdo. Como forma de aplicacdio das ideias de mdaximos e
minimos, apresentamos problemas e propostas de solucdes. Iniciamos com situagdes-
problemas inerentes ao ensino médio sobre fun¢do quadratica presentes em livros didaticos,
bem como em exames externos como vestibulares regionais e ENEM. Na sequéncia,
apresentamos problemas utilizando como técnicas as derivadas, especialmente recorrendo as
técnicas para obtencdes de mdximos e minimos. Finalmente, utilizamos a equacio de Euler,
com e sem vinculos, para resolu¢do de problemas cldssicos do Cdlculo Variacional, dentre eles
o caminho minimo entre dois pontos, o problema histérico da braquistécrona e o problema
isoperimétrico da lenda de Dido.

Palavras-chave: Funcdo Quadratica; Calculo Diferencial; Calculo Variacional.



ABSTRACT

Throughout the development of humanity's historical process, in many situations man has been
attracted by optimization problems always with the objective of finding an optimal result, that
is, the best result using minimal resources. According to certain pre-established criteria, the
maximum and minimum problems are modeled with tools belonging to the field of
Mathematics. Prepared from a systematic and in-depth review of the literature and with an
emphasis on Mathematics, the present work, of bibliographic research, intends to show, in a
succinct way, the development of some mathematical ideas about maxima and minima
problems. Starting with the conceptual foundations of the quadratic function, passing through
the derivatives with the techniques of obtaining maximums and minimums, we conclude the
theoretical part by exposing Variational Calculation principles, with emphasis on Euler
equation, with and without restrictions or bonds, which generalize the problems of optimization.
As a way of applying the ideas of maximums and minimums, we will present problems and
proposals for solutions. We will start with problem situations inherent in high school about
quadratic function present in textbooks, as well as in external exams such as regional entrance
exams and ENEM. In the sequence, we present problems using derivatives as techniques,
especially using the techniques for obtaining maximum and minimum values. Finally, we use
the Euler equation, with and without links, to solve classic problems of Variational Calculus,
among them the minimum path between two points, the historical problem of brachistochronous
and the isoperimetric problem of the legend of Dido.

Key-words: Quadratic function; Differential Calculus; Variational Calculus.
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CAPITULO I - INTRODUCAO

Ao longo do desenvolvimento do processo histérico da humanidade, em muitas
situagdes o homem tem sido atraido por problemas de otimizacdo sempre com o objetivo de
encontrar um resultado 6timo (melhor resultado empregando recursos minimos). De acordo
com certos critérios pré-estabelecidos, os problemas de méximos e minimos sdo modelados
com ferramentas pertencentes ao campo da Matematica. Em particular, esse trabalho pretende
abordar situagdes dessa natureza utilizando tépicos dos conceitos de fung¢ao quadrética, célculo
diferencial e cdlculo variacional.

De acordo com [1], esse trabalho foi elaborado a partir de “revisdo
sistemdtica e aprofundada da literatura” e tem énfase em Matematica. O objetivo aqui €
estabelecer conexdes com a literatura matematica a fim de contribuir com a comunidade de
pesquisadores, professores e simpatizantes dessa tdo estimada e acertadamente denominada A
Rainha das Ciéncias.

Segundo o diciondrio [2], otimizar significa “tirar o melhor rendimento de (algo),
criando as condi¢des mais favordveis possiveis”. Conforme [3], o homem sempre teve fascinio
por problemas de otimizacdo (buscar resultados maximos ou minimos) em determinadas
situagdes da vida em sociedade. Para tanto, surgiu a necessidade do desenvolvimento de
técnicas que possibilitassem a modelagem de situacdes na busca de determinar tais valores.

A técnica mais elementar que apresentamos aqui e que possibilita a resolucao de
alguns problemas elementares de médximos e minimos € a fun¢do quadrética, especificamente
quando calculamos o seu vértice, visto que, dependendo do sinal de "a" na fung¢éo

fiR-R,f(x) = ax? + bx +c,(a,b,c € Rea # 0),
podemos encontrar um valor maximo ou minimo.

De acordo com [4], o conceito de fun¢do quadratica teve sua origem na resolugdo
de equagdes do 2° grau. Problemas que recaem nesse tipo de equacgoes figuram entre os mais
antigos da histéria da Matematica. Em textos babilonicos de escrita cuneiforme, esta registrado
a questdo de encontrar dois numeros sendo conhecidos sua soma s e seu produto p.
Geometricamente, este problema se resume a determinar os lados de um retdngulo de
semiperimetro s e drea p. Tais ndmeros sdo as raizes da equacao

x2—sx+p=0.

Em seguida abordamos alguns conceitos do Célculo Diferencial relacionados as

derivadas de determinadas funcdes (continuas). Conforme [5], algumas ideias do Célculo

Diferencial podem ser encontradas nos trabalhos dos matematicos gregos da Antiguidade da
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época de Arquimedes (287-212 a.C.) e em trabalhos do inicio do século dezessete por René
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), Jonh Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow
(1630-1677). Todavia, a inven¢do do Célculo Diferencial é frequentemente atribuida a Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pois foram eles que iniciaram
o processo de generalizacdo e unificacdo do assunto. Também haviam outros notdveis
matematicos do século dezessete e dezoito que contribuiram para o desenvolvimento desse
importante ramo da Matemitica; tais como Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange (1736-1818). Entretanto, ndao
foi antes do século dezenove que os processos do Célculo Diferencial receberam
fundamentacgdo sélida por parte de ilustres mateméticos como Bernhard Bolzano (1781-1848),
Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1857) e Richard Dedekind (1831-
1916).

Nesse trabalho, por uma questdo de delimitacio da temadtica em estudo, nos
limitamos a abordar o tépico do Calculo Diferencial referente as derivadas.

Considerando-se uma funcio f(x), definida na reta real, sabe-se que, se sua a
primeira derivada num ponto de abscissa x; for zero (f'(x;) = 0), entdo x; serd um ponto
critico. Portanto, candidato a maximo, minimo ou ponto de inflexdo. A técnica que empregamos
para tirarmos conclusdes acertadas acerca de x; € o célculo da segunda derivada da funcdo em
estudo. Vemos que, se f"(x;) < 0, x; serd um ponto de maximo. Caso contrério, se f"(x;) >
0, x; serd um ponto de minimo.

De acordo com [3] devemos focar nossa atenc@o nos objetos a serem maximizados
ou minimizados, pois enquanto o Cilculo Diferencial procura ndmeros reais que sejam
maximos ou minimos, o Cdlculo Variacional nos auxilia a encontrar funcdes que tenham
propriedades (ou atributos) otimizadores.

Intuitivamente podemos afirmar que o Célculo Variacional estuda funcgdes
continuas cujas varidveis também sdo fungdes e ndo nimeros reais. Tais conjuntos de funcdes
denominamos funcionais. Em particular, abordamos a parte tedrica relacionada a equacao de
Euler, com e sem restricdes ou vinculos.

Ap6s a abordagem da fundamentacio tedrico-matemaética dos conceitos referentes
a funcdo quadrética, derivadas e cdlculo variacional abordamos problemas e apresentamos as
suas solucdes utilizando as técnicas desenvolvidas.

Relativamente ao ensino basico, mais precisamente o ensino médio, apresentamos
problemas (e suas respectivas solucdes) contidos em livros didaticos utilizados nesse nivel de

ensino, bem como itens comtemplados no ENEM e vestibulares locais. Dentre os problemas,
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podemos citar a questdao isoperimétrica de se determinar o retangulo de drea maxima, dentre
um conjunto de retangulos de perimetro fixo.

Quanto ao ensino superior, primeiramente abordamos problemas a serem resolvidos
com os recursos das derivadas, em especial usamos as técnicas fornecidas pelas proposicoes,
teoremas, lemas e coroldrios relacionados a obtencao de maximos e minimos. Podemos citar,
dentre os problemas, a questdo de se encontrar, dentre um conjunto de todos os cilindros de
volume fixo, qual deles tem drea minima.

No fechamento do trabalho, utilizando a equagdo de Euler, com e sem vinculos ou
restri¢des, apresentamos o enunciado e o contexto histérico de trés problemas cldssicos da
histéria da Ciéncia: o caminho minimo entre dois pontos, a braquistécrona proposta por Johann
Bernoulli e o problema isoperimétrico da Lenda de Dido.

E oportuno destacar que, ao realizarmos uma busca no banco de dissertagdes do
PROFMAT [6] pelas principais expressdes ou termos utilizados nesse trabalho, encontramos
16 (dezesseis) registros relacionados com a expressao “maximos ¢ minimos” com defesas de
12/03/2013 a 29/08/2019; 24 (vinte e quatro) trabalhos relacionados ao conceito de “func¢do
quadratica” com defesas de 30/06/2014 a 13/11/2019; 41 (quarenta e um) registros relacionados
a expressao “calculo diferencial” com defesas de 15/01/2016 a 28/09/2019; 5 (cinco)
ocorréncias relacionadas a expressdo “calculo variacional” com defesas desde 01/04/2013 a
07/10/2019; 3 (trés) registros sobre o termo “braquistocrona” com defesas de 12/08/2015 a
18/03/2020 e 2 (duas) ocorréncias sobre a “lenda de Dido” com defesas em 01/08/2014 e
08/04/2016.

Na referéncia [7], a autora explora o conceito de maximos e minimos apresentando
uma proposta de resolucao de problemas modelados por funcdes cibicas. Em [8] sdo propostas
quatro atividades préticas, utilizando o Geogebra e os conceitos de funcdo afim e quadratica,
aplicadas a alunos do 1° ano do ensino médio, além de um levantamento de opinides de docentes
sobre a utilizac¢do de tecnologias no ensino de Matematica. Em [9], o autor explora os conceitos
de célculo de vdrias varidveis, funcio quadratica e desigualdade das médias como métodos para
resolugcdo de problemas de otimizacdo do nosso cotidiano. Ja em [10], o autor propde uma
abordagem do conceito de mdximos e minimos utilizando os conteidos do ensino bédsico do
curriculo oficial do Estado de Sao Paulo, tais como multiplos e divisores, perimetros, dreas de
poligonos, funcdo quadratica, fun¢des trigonométricas e inequacdes na forma grafica.

Encontramos em [11] um estudo sobre maximos e minimos de fungdes reais
utilizando os conceitos de desigualdades, cdlculo diferencial e geometria com o objetivo de

resolver problemas cldssicos da Matemdtica tais como a lenda de Dido e desigualdades

15



isoperimétrica para poligonos, além da exploragdo do Geogebra como sugestdo para a pratica
docente. A proposta apresentada em [12] consiste em aplicagdes das ferramentas matematicas
funcdo quadrética e cdlculo diferencial de fun¢des (polinomiais e racionais), na resolucao de
problemas sobre miximos e minimos nos seguintes campos: Indistria, Fisica, Economia,
Geometria e Medicina. Enquanto em [13], a autora faz uso dos conceitos de derivadas parciais,
teorema de Weierstrass e multiplicadores de Lagrange para aplicacdo em problemas de
maximos e minimos envolvendo a otimizacdo de embalagens. A proposta da referéncia [14] é
demonstrar as desigualdades das médias e utiliz-las na resoluc@o de problemas de maximos e
minimos (isoperimétricos e isorradianos) na geometria Euclidiana. Em [15], o autor propde um
trabalho voltado para professores do ensino médio explorando os conceitos de fungdo
quadratica, derivadas e féormula de Taylor na resolucdo de problemas sobre fun¢des de uma
varidvel real. Finalmente, em [16] o autor propde a constru¢do de um modelo matematico da
Mecanica Classica usando o principio variacional que leva ao formalismo lagrangeano e
hamiltoneano. Nesse trabalho ele explora o teorema de Liouville sobre o volume invariante de
regides do espaco de fase sob algumas restri¢des.

Enquanto cada uma das dissertacdes pesquisadas aborda aspectos especificos sobre
as principais expressoes € termos que utilizamos, nesse trabalho apresentamos uma visdao
panoramica, partindo de conceitos mais elementares como a fun¢do quadrética, passando pelo
célculo diferencial até a generalizacdo dos problemas de otimiza¢do com a utilizacdo de

ferramentas mais avancadas pertencentes ao calculo variacional.
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CAPITULO II - FUNDAMENTOS TEORICOS SOBRE MAXIMOS E MINIMOS

2.1  Funcao Quadratica

De acordo com [4], o conceito de func¢do quadratica tem sua origem na resolucao
de equagdes do 2° grau e estdo entre os mais antigos da Matematica. H4 cerca de quatro mil
anos foram encontrados, em textos cuneiformes escritos pelos babildnios, a questdao de achar
dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p.

Geometricamente, o mesmo problema refere-se a questao de se determinar os lados
de um retangulo de semiperimetro s e area igual a p. Tais ndmeros sdo as raizes da equacao do
2° grau

X —sx+p=0. 2.1)

Encontrar as raizes da equagdo (2.1) € um conhecimento milenar. Estima-se que,
até o fim do século XVI, ndo era utilizada uma férmula para os valores das raizes, pois os
coeficientes de uma equacgdo ainda ndo eram representados por letras, ja que tal recurso s6
passou a ser utilizado a partir do matemaético francés Frangois Viete (1540-1603).

Antes de Viete, a técnica utilizada era uma receita com uma sequéncia de passos
em casos concretos.

Em sua grande maioria, as ideias apresentadas nessa secao estdo embasadas em [4].

2.1.1 Definicoes introdutorias

Conforme [4], dados nimeros reais a, b, ¢, com a # 0, uma fun¢do f>R - R, chama-

se quadrdtica quando, para cada x € R, associa o nimero real
f(x) = ax’ + bx + c. (2.2)

Para cada terna de coeficientes a, b e ¢ definimos uma funcao quadrética. Ou seja,
seax’> +bx+c=ax>+b'x + ¢’ paratodox € R,entdioa =a’,b=b’ec=c’.

Seja ax’ + bx + ¢ = a’x’ + b’x + ¢’ para todo x € R. Se fizermos x = 0, entdo
obtemos ¢ = ¢’. Assim, temos ax’> + bx =a’x> + b'x, para todo x € R. Essa igualdade € valida
para todo x # (. Escrevendo essa mesma igualdade na forma abaixo e, em seguida, cancelando
X, obtemos:

X(ax +b) =x(a’x +b’)

ax+b=ax+b’
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Fazendo x = I e depois x = — I, encontramosa + b=a’+b’e—a+b=—-a’+b’.
Resolvendo esse sistema
a+b=ad+0b
{— a+b
concluimosquea =a’eb =>".
Todas as ideias que desenvolvemos até aqui nos permitem identificar uma func¢do

quadrética com um trindmio do 2° grau. Entretanto, de acordo com [4]

Ha uma diferenca sutil entre esses dois conceitos. Um trindmio do 2° grau é uma
expressio formal do tipo aX? + bX + ¢, coma, b, ¢ € R, sendo a # 0. A palavra formal
af significa que a letra X é apenas um simbolo, sendo X? um outro modo de escrever
XX. Por defini¢do, dois trindbmios aX? + bX + c e a’X? + b’X + ¢ so iguais quando a
=a’,b=>b"ec=c’ [Em dltima andlise, um trindmio é o mesmo que um terno
ordenado de nimeros reais (a, b, c¢)]. (LIMA, 2013, p. 118)

2.1.2. O trinomio do 2° grau na forma candnica

Seja o trindmio do 2° grau
ax? + bx + ¢ = 0 (a, b, ¢ sdo nimeros reais e a # 0).

Podemos escrever
ax2+bx+c=a[x2+2x+£]. (2.3)
a a
Sabemos que
(x +t)? = x% + 2tx + t2. (2.4)
Se “x% + Zx" da expressdo entre colchetes de (2.3) forem os dois primeiros termos

de um quadrado perfeito do tipo (2.4), temos que

a 2a
Desse modo, podemos escrever
2 2
ax?+bx+c = a[x2 +2x+(£) —b—2+£].
a 2a 4a a
Obtemos a expressao
2 2
2 _ b\* _(b"-4ac (2.6)
ax +bx+c-a[(x+2a) (4a2 )],

que € a forma canédnica do trindbmio do segundo grau.

Se fizermos ax? + bx + ¢ = 0, sendo a # 0, obtemos as seguintes equivaléncias

ax’+bx+c=0a [(x + %)2 - (b2_4ac)] -0 (2.7)

4a?
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Dividindo a equivaléncia (2.7) por a # 0, obtemos

ax’+bx+c=0s (x + Zb—a)z — (bz_‘“”) =0 (2.8)

4a?

_ b%2-4ac (2.9)

4a?

Vb2-4ac (2.10)

2a

2
ax2+bx+c=0<:)(x+%)

ax2+bx+c=0@x+%=i

—b+Vb2—4ac (2.11)

2a

ax’+bx+c=0x=

A passagem de (2.9) para (2.10) s6 € possivel se o discriminante (o qual

designaremos por A) for maior do que ou igual a zero

A= b? — 4ac > 0. (2.12)
C trério, se A < 0, entd do ( +3)2—b2_4ac ¢ equivalent
aso contrario, S€ , €ntao a equagao | x 2a = Taaz que € equivalente a
ax?+bx +c=0, (2.13)

2
~ . ~ . , . . b . . L, .
nao possui solugao no universo dos ndmeros reaits, pois (X + Z) jamais sera negatlvo.

Temos as seguintes possibilidades para as raizes da equagao (2.7):

e Se A= b? — 4ac > 0, a equacdo tem duas raizes reais distintas

o = —b+Vb2%-4ac
2 —bivb2—4ac 1= 2a
ax‘+bx+c=0ox=—7"& .
2a -b—VbZ-4ac
Xy = ———
2a
Nesse caso, € facil verificar que a soma das raizes € igual a
-b+Vb2-4ac | —b—Vb2—4ac _ -b (2.14)
X1 + Xy = + =
2a 2a a
Ja o produto entre as raizes € dado por
—b+VA\ (-b—VA (-=b)>-A  4ac ¢ (2.15)
X1Xy = = = —_—= -
2a 2a 4q2 4a2 a
. . L g el . —b+Vb2%-4ac —-b—Vb2-4ac
Além disso, observe que a média aritmética entre as raizes x; = — e X = ——
¢ dada por
Xitx, _ b (2.16)
2 2a’
e SeA=0,temos
—-b+Vb2-4ac -b 2.17
ax2+bx+c=0@x=T®x=z, (2.17)

uma unica raiz real, denominada raiz dupla.

19



Retomando a forma canénica (2.6), supondo a > 0, vamos analisar a soma de

2
. . b .
parcelas no interior dos colchetes. Temos que a parcela (x + Z) depende de x e € sempre

maior do que ou igual a zero,

(2.18)

para qualquer x € R.

b%—4ac
4a?

A segunda expressdo de (2.6), — ( ), ¢é constante. Assim, o menor valor dessa

soma € obtido quando

(x+%)2:0@x:‘_b (2.19)

2a’
. -b - . .
E importante observar que, nesse ponto x = Pk fun¢do quadratica (2.2) também

assume valor minimo. Logo, para a > 0, esse valor minimo € dado por

F2)=a(@) +h(D)4e=loty it 2 (2.20)

2a 2a 4a 2a 4a 4a

Caso contrério, se a < 0, entdo f (;—2) = ;—2 ¢ o maior dos numeros f(x), para
qualquer x € R.

Continuando a nossa andlise, se a > 0, a fun¢do (2.2) ndo possui valor mdximo. Ou
seja, nao existe um limitante superior, e assim (2.2) € ilimitada superiormente.

De maneira andloga, caso a < 0, (2.2) ndo tem um valor minimo. Nesse caso, ela é
ilimitada inferiormente.

Vamos responder a pergunta: “Dada a fungdo quadratica f(x) = ax?+ bx +c¢

(a, b, c sdo numeros reais e a # 0), para quais valores x; # x,, temos que f(x1) = f(x3)?”

Uma solugdo:

F) = f0) & a(x + 2y ()| = a[(ra + by &)

4q? 2a 4a?
Temos que
2 2 2 2 2 2
b b“—4ac b b“—4ac b b
r 2) = () = (4 2 - () o (4 2) = (2
(1+2a) (4a2) (2+2a) (4(12) 1-|-2a 2+2a
Temos que
2 2 2 2
b b b b b b
(+5) =(n+) e+ =|e+a| opu+ra|=|e+a]|
2a 2a 2a 2a 2a 2a
Temos dois casos,
b b b b
X1+—=x,+—oux; +—= —(xz +—).
2a 2a 2a 2a

Conforme vimos, se estamos supondo x; # X,, entdo temos que
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2a 2a 2 2a

Concluimos que a fungio quadritica f(x) = ax? + bx + ¢ (a, b, c sdo nimeros

reais e a # 0) assume valores iguais f(x;) = f(x;) para x; # X, se, € somente se, 0S nimeros

~ . . -b
X1 € X, sdo equidistantes do nimero real e

2.1.3. Grafico da func¢io quadratica

Conforme [4], o grafico de uma funcao quadrética é uma pardbola.

De acordo com lezzi [17],

Dados um ponto F e uma reta ¢, pertencentes a um plano a, com F € ¥, seja p a
distncia entre F e £. Pardbola é conjunto dos pontos de a que estdo a mesma distancia
de Fede?.
pardbola={P € a|d(P,F) = d(P,¥)}.
Para nio correr o risco de perder o foco do tema desse trabalho ou de ser muito
exaustivo, consideraremos apenas o caso em que a reta diretriz d € paralela ao eixo Okx,

conforme ilustrado na figura 1.

Figura 1: Pardbola com reta diretriz paralela ao

eixo das abscissas.

Eixo de simetria

A P’ Direniz

Fonte: [18]

1° caso: Vamos analisar a pardbola f: R - R, com f(x) = x2.

Conforme vimos, o grafico [G(f)] da fung¢do quadratica é uma parabola. Assim,
sejam F o foco, V o vértice e A o ponto de intersec¢do da reta diretriz (¢£) com o eixo de simetria.
(no caso em andlise, o proprio eixo 0y).

Da defini¢do de pardbola, temos que
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d(F,V) =d(4,V) = g (2.22)

onde p € o parametro da pardbola.

De acordo com os conceitos desenvolvidos no tépico anterior, a funcdo em estudo
possui valor minimo y = 0. Substituindo esse valor na funcao, encontramos o seu vértice

V = (0,0). (2.23)

Os pontos F, V e A pertence ao eixo de simetria da pardbola (também chamada reta
focal) que, nesse caso em particular, € o proprio eixo das ordenadas Oy. Assim, as coordenadas
do foco sdo F = (0, g) e areta diretriz é ¢:y = %p.

Se P € G(f), suas coordenadas sdo P = (x, x2). Note que P’ = (x, —729) ¢ a projecao
ortogonal do ponto P sobre a reta diretriz ¢£: y = _7”.

Recorrendo a definicao de pardbola, temos que
d(P,F) = d(P,P") = [d(P,F)]* = [d(P, P)]*. (2.24)

Temos que

e = [Jeo]

O que equivale a
x? + (x? — 2)2 = (2 + 2)2_ (2.26)
2 2

Desenvolvendo a expressdo acima, obtemos

2 2
x% +x* —px?® + p: =x* +px? + p:. (2.27)

O que resulta na expressao
x2(1-2p) =0, (2.28)
‘ . 1
que é possivel se x =0 oup = >
Logo, o gréfico da fun¢io quadritica f: R = R, com f(x) = x? é a parabola com

1 . VI f A Cf A
foco no ponto F = (O, Z) e cujaretadiretrizé £: y = — %. Além disso, a distancia entre um ponto

qualquer (x, x?) do gréfico da fungio ao ponto F = (0,%) € igual a

2 (2.29)
2 2_1
Je+ (-5
J4 a distancia desse mesmo ponto (x,x2) areta £:y = —% ¢ dada por
X2 + i (2.30)

Graficamente, temos:
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Figura 2: Tlustracdo gréfica da parabola relacionada a

funcdo f:R - R,y = x2.

Fonte: Arquivo proprio

Como as distdncias sdo nimeros positivos, a fim de verificarmos que d(P,F) e
d(P,P") sdo iguais, basta percebermos que seus quadrados sdo iguais, o que pode ser

comprovado facilmente. L.ogo,

x? + (xz - i)z = (x2 + i)z, para todo x € R. (2.31)

2° caso: Vamos analisar a pardbola f: R = R, com f(x) = ax?, com a # 0.
E facil constatar que alguns elementos do 1° caso serdo preservados. Os pontos F,
I e A pertence ao eixo de simetria da pardbola. As coordenadas do foco sdao F = (0, g) e areta
—p

diretriz € £:y = —-.

Se P € G(f), suas coordenadas sio P = (x,ax?). Note que P’ = (x,_Tp) ¢ a
projecdo ortogonal do ponto P sobre a reta diretriz ¢: y = %p.

Recorrendo a definicao de pardbola, temos que

d(P,F)=d(P,P") = [d(P,F)]* = [d(P, P"]>. (2.32)
Temos que
x% + (ax2 - 2)2 = (ax2 + 2)2. (2.33)
Desenvolvendo a expressdo acima, obtemos
x? + a’x* — apx? + % = a’x* + apx? + p;. (2.34)
O que resulta na expressao
x2(1 - 2ap) =0, (2.35)
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‘ ) 1
que € possivel se x = 0 oup = a
Logo, o gréfico da fun¢do quadritica f: R —» R, com f(x) = ax? é a pardbola com
1 ) e . A
foco no ponto F = (0, E) e cuja reta diretriz € £: y = —4—2. Além disso, a distancia entre um

ponto qualquer (x, ax?) do gréfico da fungdo ao ponto F = (0, i) ¢ igual a

2 (2.36)
2 2 _ 1L
\/ X<+ (ax 4a) .
J4 a distancia desse mesmo ponto (x, ax?) areta £:y = — 4—2 ¢ dada por
axz + i. (2.37)
4a

Como as distdncias sdo nimeros positivos, a fim de verificarmos que d(P,F) e
d(P,P") sdo iguais, basta percebermos que seus quadrados sdo iguais, o que pode ser
comprovado facilmente,

2 2
x2 + (axz _ i) = (axz + i) , para todox €E Rea = 0. (238)
4a 4a

1 ) ) .
Sea > 0,0foco F = (O, E) localiza-se acima da reta diretriz #: y = —ﬁ. Logo, a

pardbola y = ax? tem concavidade voltada para cima. Caso a < 0, o foco F = (O, i) localiza-

se abaixo da reta diretriz ¢: y = — ﬁ. Logo, a pardbola y = ax? tem concavidade voltada para

baixo.
3° caso: Vamos analisar a pardbola f: R — R, com f(x) = a(x — m)?, com a # 0.
Nesse caso, € facil perceber que a pardbola sofre a seguinte translacdo horizontal
(x,y) = (x +my), (2.39)
que leva o eixo de simetria x = 0 (da pardbola do 2° caso, y = ax?) para o eixo x = m (novo
eixo de simetria). Assim, o gréfico de f(x) = a(x — m)? é resultante do grafico de y = ax?

pela translacdo mencionada logo acima.

Assim, o foco da pardbola em andlise € o ponto F = (m, E) e a reta diretriz

permanece sendo ¢: y = —4—1{1.
4° caso: Vamos analisar a pardbola f: R — R, com f(x) = a(x —m)? + k,com a,m, k € R
ea+ 0.

Esse caso € resultante da situacdo analisada no 3° caso, pois o grifico da fung¢do
quadrética f(x) = a(x — m)? + k é obtido a partir do grifico de g(x) = a(x — m)? por meio
da translagdo vertical

(x,y)~ (x,y + k), (2.40)
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. o 1 1
a qual leva o eixo Ox nareta y = k e a nova reta diretrizy = — 2 paraasery = k — v

. 1 S 1
Temos que o foco serd o ponto F = (m, k + E) e reta diretrizéy = k — "

Para finalizarmos, comparando a funcio f: R = R, com f(x) = a(x — m)? + k,

coma,m,k € Re a # 0 com a forma candnica da fun¢do quadritica,

_ b \? b%-4ac\ _ 2 (2.41)
f(x) —a(x+z) —( y” )—a(x—m) + k,
- 2_ -
obtemos m = —ek = — (b 4ac) =2
2a 4a 4a
Desse modo, a diretriz de qualquer func¢do quadratica € a reta horizontal
yzk_iz‘_A_iz‘A‘l_ (2.42)
4a 4a 4a 4a
e o foco € o ponto
— Ao (2 AL (212 (2.43)
F= (m'k +4a) - (Za'4a +4a) - (Za' 4a )

Ja sabemos que essa pardbola tem concavidade voltada para cima se a > 0 ou para
baixo se a < 0.
Temos ainda que o ponto mais proximo da diretriz € aquele cuja abscissa é dada

-b - . ..
por x = —. Nesse ponto, a fungdo f(x) atinge o seu valor minimo, se a > 0. Caso a < 0, essa

~ . L. . -b -b -A\ , L.
funcdo atinge seu valor miximo. Assim, quando x = 7o © ponto (Z’E) é o vértice da
parabola (que € o grafico da funcio quadratica).

Vimos, na secdo anterior, que a funcdo quadrética (2.2) assume valores iguais

L ~ L —b
f(x1) = f(x,) se, e s se, os pontos x; € X, sdo equidistantes de P De outro modo, a reta

. b, . . . . ~
vertical x = >, € oeixo de simetria do grafico dessa funcdo.

—b+\/Z, O) . (—b—\/Z

Quando A = b? — 4ac > 0, os pontos ( —

, 0) sdo as interseccoes
do gréfico de f(x) = ax? + bx + ¢ com o eixo das abscissas. Se A = b2 — 4ac = 0, a funcdo
. . —b 1o ~

intersecta esse €iXxo no ponto (Z’ O) e, por tltimo, caso A = b%? — 4ac < 0, a funcdo nio

intersecta o eixo das abscissas.
Para finalizarmos, temos que a intersec¢do do gréfico da fun¢@o quadratica com o

eixo das ordenadas, se d4 no ponto cuja abscissa é x = 0, que € o ponto (0, ¢).
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2.2 Calculo Diferencial e Integral: A Derivada

De acordo com [19], quem primeiro formulou de forma explicita as ideias de limites
e derivadas foi Sir Isaac Newton, em 1600. Entretanto, conforme a seguinte frase atribuida a
esse génio, “Se vejo mais longe do que outros homens, ¢ porque estou sobre os ombros de
gigantes”, Newton era reconhecedor das contribui¢des dos gigantes Fermat (1601-1665) e do
seu mentor em Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). O fato de estar familiarizado com os
métodos de Fermat e Isaac Barrrow para a determinacdo de retas tangentes, foi fundamental
para a formulacao do Célculo Diferencial por Newton.

As principais ideias tratadas nesta se¢do foram embasadas em [5], [19] e [20] e nos

limitaremos a funcdes definidas de R em R.

2.2.1 A reta tangente e a razao incremental

Suponhamos que uma curva € o grafico de uma dada funcdo f. Sejam x e f(x) as
coordenadas de um ponto P (da curva) por onde desejamos tracar uma reta tangente. Vamos
considerar um outro ponto Q do grafico dessa fungdo, cuja abscissa € representada por x + Ax.

Consequentemente, a ordenada de Q é f(x + Ax).

Figura 3: Reta tangente a uma curva

Ay

S (x+Ax) S

4
4
-
.~

%nte

S ()

\

» x+Ax
Fonte: [18]
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E ficil verificar que o declive da reta secante PQ pode ser encontrado facilmente

pelo quociente

f(x+Ax)—f(x) (2.44)
Ax ’

chamado de razdo incremental. Ora Ax é um incremento que damos a abscissa de P para
obtermos a abscissa de Q, x + Ax. Entdo, a ordenada de Q, f(x + Ax), € obtida a partir de f(x)
por meio do incremento f(x + Ax) — f(x).

Fixando-se o ponto P, imaginemos que o ponto Q se aproxima de P, assumindo as
sucessivas posicoes Q1, Q2, Q3, .... Assim, a secante PQ assumird as posicoes PQi, PQ>, PQj3,
... conforme ilustrado na figura 3.

Como consequéncia, a razdo incremental, que € o declive da reta secante PQ, se
aproxima de um determinado valor m, a medida que o ponto Q se aproxima de P. Logo,
podemos definir a reta tangente a curva dada no ponto P como aquela que passa por P e cujo o
declive ou coeficiente angular € igual a m.

Usando a ideia de limite, quando Ax — 0 (Ax tende a zero) e a razdo incremental

se aproxima de um valor finito m, escrevemos

m = lim [0 1@ (2.45)
Ax—0 Ax

E importante destacar que h4 situacdes em que a reta tangente nio existe, como por
exemplo o caso da fung¢do f:R — R, definida por f(x) = |x|, mais precisamente no ponto

(0,0), no qual é impossivel construir uma reta tangente.
2.2.2. Funcgoes continuas e 0 Teorema do Valor Intermediario

As ideias desenvolvidas aqui, consideram o caso das fung¢des continuas.

Defini¢ao: Diz-se que uma funcio f(definida na reta) é continua em um ponto xo
quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

i) f estd definida em xo;
it) f(x) tem limite em x — X, e esse limite € igual a f(x,), ou seja, lim,_,, f(x) = f(xo).

A defini¢do acima para continuidade de uma fungdo estd intrinsecamente
relacionada a ideia geométrica, de acordo com a qual concebemos como continua uma fungdo
cujo gréafico ndo apresenta “quebra’ ou “ruptura’.

Analiticamente, uma fun¢do continua num intervalo € definida em todo e qualquer

valor compreendido entre dois outros valores assumidos pela funcdo. Especificamente, seja a
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funcgdo f continua no intervalo (fechado) de extremos a € b. Se f(a) < d < f(b), entdo existe

um nimero real centre ae b (a < ¢ < b) tal que f(c) = d.

Figura 4: Teorema do Valor Intermediario (a)

Fonte: Arquivo proprio

(Defini¢do) Teorema do Valor Intermedidrio: Seja f uma fun¢do continua num
intervalo, do qual a e b sdo pontos quaisquer. Entdo, dado um ndmero real qualquer r, entre
f(a) e f(b), existe pelo menos um nimero c entre a e b, tal que r = f(c).

O seguinte coroldrio € uma consequéncia imediata desse teorema:

(Corolario) Seja f uma fun¢do continua num intervalo, do qual a e b sdo pontos onde a fungao
assume valores de sinais contrarios (f(a) > f(b) ou f(a) < f(b)). Entdo, existe pelo menos

um ponto entre a e b onde f se anula.

Figura 5: Teorema do Valor Intermediario (b)

f®)

Fonte: Arquivo proprio
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2.2.3. A derivada

Na sec¢do 2.2.1 definimos o declive de uma curva f num ponto P de coordenadas
(x, f(x)), como o limite da razao incremental com Ax — O:

m = lim L&H0-S (2.46)
Ax—0 Ax

Essa razdo incremental, declive ou coeficiente angular da reta tangente a curva no
ponto P = (x, f(x)) é a derivada da fungéo f e indicamos com o simbolo f".

1N = i FEHAD-F() (2.47)
f160 = fim P

Antes da apresenta¢do do proximo teorema € importante definir que uma fungdo é
derivédvel quando sua derivada existe em cada ponto do seu dominio.

Teorema: Toda fun¢do derivdvel num ponto xp € continua nesse ponto.

Demonstracdo: Consideremos a funcido f derivdvel no ponto xo, de modo que a
diferenca € entre a razdo incremental e a derivada (no ponto xo),

€= f(x) —f(xo) _ f’(xo), (248)

X—Xo
tende a zero quando x — x,. Temos que

f) = fxo) + (x = xo)f'(x0) + (x —xp)e = xlg;lo f(x) = f(x0). (2.49)

2.2.4. Regras basicas de derivacio

Nessa secdo apresentaremos algumas regras gerais de derivacdo que valem para as
fung¢des continuas.
Ja vimos que a derivada de uma curva f num ponto de abscissa x é dada por (2.47).

A seguir, mostraremos as derivadas de algumas fungdes.
2.2.4.1. Derivada da funcio constante

Iniciaremos pelo caso de uma fun¢do constante f(x) = C. Temos que

f(x+Ax)_f(x) — llm c-C — O (250)

, g
f (x) B Aly—rjf) Ax Ax—0 Ax

2.2.4.2. Derivada da funcao x"
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Utilizando o Bindmio de Newton, sabemos que
(x+a)" =x"+nx""ta+ Cppx™2a® + Cpzx™3a® + - + a”, (2.51)
onde C,,,, Cp3, ... sdo chamados de coeficientes binomiais.
Vamos calcular a derivada da fungao f(x) = x™. Temos que

Gny =t LG .52)
Ax—0 Ax

Desenvolvendo o bindmio, colocando Ax em evidéncia e fazendo as devidas

simplificacdes, obtemos

(") = lim XM HAX (M 4+ Cpox T2 Ax+Cpgx T3 AxZ 4+ AX ) —x — -1 (2.53)
Ax—0 Ax

2.2.4.3. Derivada de uma soma

Consideremos as func¢des derivdveis f e g. Temos que

[f(x) + g(x)] = 0 [f(x+Ax)+g(x+AA;)] [f(x)+g(x)]. (2.54)
Manipulando adequadamente a expressao acima, obtemos
[FG) +g(O) = fim LT oy i SEHEID)  f1(3) 4 g (). 259

E ficil perceber que essa regra se generaliza para um nimero qualquer de funcdes

fio far oo J

hth++R)=fA+f++/ (2.56)
Para n = 3, temos
hth+fR) =L+ +HE=A+L+f (2.57)

Seguindo esse raciocinio, n = 4 reduz-se ao caso n = 3, o caso n = 5 reduz-se ao
caso n = 4. Portanto, assim procedendo, estabeleceremos a regra para um nimero n qualquer

de funcdes.

2.2.4.4. Derivada de um produto

Aqui vamos calcular a derivada de um produto de fungdes. Consideremos as

funcdes f(x) e g(x). Temos que

[f () g(x)] = 0 f(x+Ax)g(x+Ax) f(x)g(x)A-;f(x)g(x+Ax) f(x)g(x+Ax) (2.58)

Fazendo as mampulagﬁes matematicas devidas, obtemos:
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1 g TOOlgGe+AX)—g ()] +9g (x4+AX) [f (x+Ax)— F ()] (2.59)
[f()g()]" = lim " :

Realizando as devidas manipula¢des no 2° membro do resultado (1.25), obtemos:

f) tim SO0 4t g (x + Ax) tim TR0 = £ g7 (o) + £ (09 ().

Logo,
[fFg)] = f)g' () + f (g (). (2.60)
Caso uma das fungdes seja constante, suponhamos g(x) = C, como a derivada da

constante € zero, a regra do produto que acabamos de desenvolver nos d4 o seguinte resultado

[CF O] = Cf'(x). (2.61)

2.2.4.4. Derivada de um quociente

Considere a fungdo h = g, obtida por meio do quociente entre as funcdes f e g,

derivdveis num ponto x, desde que g(x) # 0.

Utilizando a regra do produto (1.26), podemos derivar a fun¢ao h, a partir da
expressdo f = gh. Temos:

-1yl (2.62)
=

f'=gh+gh =0 =00
Logo, obtemos

(5) _ gfg;fg (2.63)

2.3. Calculo Diferencial: Maximos e minimos

Conforme [20] parte das aplicacOes mais importantes do Célculo Diferencial sdo os
problemas de otimizagdo, nos quais devemos nos empenhar em encontrar a maneira dtima
(melhor maneira possivel) de realizar um determinado feito. Nessa perspectiva, muitas
situagdes praticas necessitam de uma modelagem que nos permita encontrar o valor maximo ou
minimo de uma funcdo f num certo intervalo. Para tanto, € interessante conhecermos as

técnicas de como determinar tais valores.

Diz-se que x, é ponto de mdximo de uma fungao f, se f(x) < f(x,) para todo x no

dominio de f. De outro modo, caso ocorra f(x) = f(x,), entdo x, € ponto de minimo.
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Definicao: Diz-se que x, € ponto de maximo local de uma fun¢do f quando existe
um intervalo aberto tal que x, seja ponto de maximo de f nesse intervalo. Analogamente,

podemos definir minimo local.

Com frequéncia os termos mdximo € minimo sdo empregados para significar
maximo e minimo locais. A fim de se evitar confusdo de conceitos, usaremos as expressoes
mdximo absoluto e minimo absoluto para designar o mdximo e o minimo de uma fung¢do em

todo o seu dominio. Tais valores também recebem a denominacao de extremos da funcao.
2.3.1. Caracterizacao

Algumas funcdes tém valores extremos enquanto outras ndo t€ém. Conforme [19] o
teorema que segue nos dd as condi¢cOes que garante a existéncia de tais valores numa

determinada funcao.

Teorema do Valor Extremo: Se f for continua em um intervalo fechado [a, b],
entdo f assume um valor maximo absoluto f(c¢) e um valor minimo absoluto f(d) em certos

numeros c e d em [a, b].

Embora esse teorema afirme que uma funcao continua tem um valor maximo e um
minimo em um intervalo fechado, ele ndo especifica de que maneira podemos encontrar tais

valores. Tal problema pode ser resolvido pelo seguinte teorema.

Teorema (de Fermat): Se f: R — R é uma fungdo com médximo (ou minimo) local

num ponto x,, onde ela é derivavel, entdo f'(x,) = 0.

Para demonstrar esse teorema, suponhamos (sem perca de generalidade) que x, é

ponto de méximo da referida funcdo. Temos

flxg+h) — f(x9) <0, (2.64)
onde h é o incremento (Ax) muito pequeno, positivo ou negativo. Temos que
f(xo+h) = £(xo) {2 0,seh < 0 (2.65)
h < 0,seh >0
De fato, se h < 0, sendo f(x, + h) — f(x,) negativo ou nulo (por hipétese), entdo o resultado
da divisdo acima serd um nimero ndo negativo. De outro modo (se h < 0) a divisdo fornecera

um resultado ndo positivo.
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Como a fungio € derivavel no ponto x, (f'(x,) existe), por hipétese, entdo podemos

obté-la de duas maneiras, tomando o limite da fung¢ao w comh — 0:
1) por valores estritamente negativos, h — 0. ou
ii) por valores estritamente positivos, h — Ox.
Temos
f’(xo) = lim f(xot+h) — f(xo) >0 (2.66)
h— 0— h
ou
oo N i FGroth) = £(xo) (2.67)
= SR R S\ VA
Fex) = i Lotttk <0
Dessas duas desigualdades, podemos concluir que
f'(x9) = 0. (2.68)

Analogamente, suponhamos que X, € ponto de minimo da referida fung¢ao. Temos

f(xo+h) — f(x9) =0, (2.69)
onde h é suficientemente pequeno, positivo ou negativo. Segue-se que
f(xo+h) — f(x0) {S 0,seh < 0 (2.70)
h = 0,seh >0
De fato, se h < 0, sendo f(xo + h) — f(xq) positivo ou nulo (por hipétese), entdo
o resultado da divisdo acima serd um nimero ndo positivo. De outro modo (se h > 0) a divisao

fornecerd um resultado ndo negativo.

Sendo a fun¢do derivédvel no ponto x, (f'(x,) existe), por hipdtese, entdo podemos

obté-la de duas maneiras, tomando o limite da funcao w com h - 0:
i) por valores estritamente negativos, h — 0. ou
ii) por valores estritamente positivos, h — Ox.
Temos
fl(xo) — hm f(x0+h) — f(x0) S 0 (2.71)
h— 0— h
ou
/ _ i S (Xo+h) — f(x0) 2.72)
= |jm 12X I 5 (2.
fx) = lim . 2

33



Assim, dessas duas desigualdades, podemos concluir que

£ (%) = 0. (2.73)

Finalizamos essa parte com a seguinte defini¢ao de nimero critico.

Definicao: Um nimero critico de uma funcdo f € um nimero ¢ pertencente ao

dominio de f tal que f'(¢) = 0 ou f’(¢) ndo existe.

2.3.2. O Teorema do Valor Médio

Nessa subsecdo vamos apresentar um dos principais teoremas do Calculo
Diferencial: o Teorema do Valor Médio. Seu conteido geométrico € bastante didético e

sugestivo.

Consideremos uma funcdo f e dois pontos A e B pertencentes ao seu grafico:

A=(a,f(a))eB= (b, f(D)). (2.74)

Figura 6: Teorema do Valor Médio (a)

()

a C b X

Fonte: Arquivo proprio

Da Geometria Analitica sabemos que o coeficiente angular da reta secante ao

grafico de f e que passa pelos pontos A e B é dado por

HORIO) (2.75)

b-a
De acordo com a figura 6, existe um ponto C = (¢, f (c)) pertencente ao gréfico de
f, onde a reta tangente a curva é paralela a secante AB. Ora, da Geometria Analitica sabemos
que ambas as retas t€tm a mesma inclinagdo (portanto, os mesmos coeficientes angulares).

Também ja vimos que o declive da reta tangente ao grafico em C € dado por f'(c). Assim,
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f)-fa) _ o 2.76
2 = (o). (2.76)

De modo equivalente, podemos escrever também dessa forma

f) = f(@)=f()® - a). (2.77)
E oportuno ressaltar que o valor de ¢ € (a, b), satisfazendo as ideias expostas

acima, pode ndo ser Unico (figura 7) ou ndo existe (figura 8).

Figura 7: Teorema do Valor Médio (b)

ylk

\ 4

a ¢ [0 b x

Fonte: Arquivo proprio

Figura 8: Gréfico da funcdo f: R - R, f(x) = /||

Fonte: Arquivo proprio

A condicdo necessaria para a ocorréncia da relagdo (2.77) é que devemos supor f

derivavel no intervalo (a, b).

Teorema de Rolle: Seja f uma funcido continua num intervalo fechado [a, b],

derivével nos pontos interiores, tal que f(a) = f(b). Entdo existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Temos dois casos satisfazendo a condicdo f(a) = f(b): f € uma funcio constante,

f(x) = f(a) = f(b), ou f ndo é constante. No caso em que f € uma funcdo constante, nao ha
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o que demonstrar, pois f'(c) = 0, para quaisquer ¢ € (a,b), pois a derivada da func¢io

constante € nula.

No caso em que f ndo € constante, ela terd que assumir valores maiores ou menores
do que f(a) = f(b). Sendo continua num intervalo fechado, recorremos ao Teorema do Valor
Extremo. Assim, f assume um valor maximo e um valor minimo no referido intervalo. Ora, se
f assumir valores maiores do que f(a), ela terd um ponto de mdximo no intervalo ¢ € (a, b).

Sendo f derivavel nesse ponto, conforme o teorema exposto na subsecdo 2.3.1., temos que
f'e)=0.

No caso em que f assume valores menores do que f(a) = f(b), o raciocinio é

andlogo ao exposto acima.

Finalmente, temos os pré-requisitos para a demonstracdo do Teorema do Valor

Médio.

Inicialmente, consideremos a reta (secante) que passa pelos pontos (a, f(a)) e

(b, f(b)). Da Geometria Analitica, recorremos ao conceito de equacido fundamental da reta.

Note que a reta passa pelo ponto (a, f(a)) e tem coeficiente angular igual a w. Temos,

y—f@="T0x - a). @.78)

Essa reta € o gréfico da fun¢do

F(x) = %(x — a) + f(a). (2.79)
Consideremos também g(x), a fun¢do obtida a partir da diferenca entre as fungdes

f e F(x). Ouseja, g(x) = f(x) — F(x). Temos

9@ =100 - [2L2x - a) +f(0)] (2.80)
Para x = a, temos

9@ =f@- L2 - 9+ f@]= 9@ =

No caso em que x = b, obtemos

g =)~ |[F2LL b - a)+ (@) = g@) = Fb) - FB) + f(@) - f(@) = 0.

Conforme ja vimos, a fung¢do g € obtida a partir da diferenca entre as funcdes f e

F(x), ambas continuas no intervalo [a, b] e derivaveis em Ja, b[. Assim, como a propria funcdo
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g também ¢ continua no intervalo [a, b] e é derivavel em Ja, b/, podemos aplicar o Teorema

de Rolle na referida fun¢do e concluirmos que existe ¢ € (a, b), tal que

g'(c)=0. (2.81)
Derivando a fungao (2.80), obtemos,
! A b b - ! ! 282
9@ =0 {[22Y @ - )+ (2L x—ay + f@)
Calculando as derivadas, obtemos
b
g'(x) = f'(x) - [f( @) (2.83)
Finalmente, fazendo x = ¢, obtemos
b
g'e)=f"(c) - [f() T@) — o, (2.84)
Portanto,
b
o) = L€ ) f(a{ (2.85)

2.3.3. As derivadas e a forma do grafico de uma funcao

Dada uma funcéo f, continua e derivdvel num intervalo [a, b], como f’ representa
a inclinagdo da curva f no ponto (x, f(x)), ela nos informa para qual dire¢do a curva seguira
em cada ponto. Desse modo, f’ pode fornecer informagdes importantes sobre a curva f.

Teorema: Seja f uma funcdo continua num intervalo fechado [a, b] e derivdvel em
(a, b). Entdo f é crescente se f'(x) > 0 ou decrescente se f'(x) < 0, para todo x € (a, b).

Demonstracao: Considere x; e x, pontos arbitrarios de [a, b], com x; < x,. De
acordo com o Teorema do Valor Médio aplicado ao intervalo [x4, x;], existe um ponto ¢ no

intervalo (x4, x,) tal que

fx2) = f(x1) = f1(©)(xz = x1). (2.86)
Se f' for positiva em (a, b), entdo
fOR) = f(x1) > 0= f(x1) < f(x2) (2.87)
e a fungdo f serd crescente. De modo andlogo, se f' for negativa em (a, b), concluimos que
f(x) > f(x2) (2.88)

e a funcdo serd decrescente.
O teorema que acabamos de demonstrar pode nos ajudar a saber se um determinado

ponto critico é de maximo ou de minimo. Vamos convencionar que a expressio “f’(x) positiva
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a esquerda de x,” signifique que existe algum intervalo (x, — &, x), com & > 0, tal que f'(x)
€ positiva. Usaremos também a frase “f’(x) positiva a direita de x,” quando f'(x) > 0 para
x em algum intervalo (xy, X, + §), com § > 0. As ideias sdo andlogas no caso em que f'(x) é
negativa.

Considere a fung¢@o f com ponto critico em x,. Sendo f'(x) = 0, a reta tangente ao
grifico de f no ponto (xg, f(x,)) € horizontal. Caso f'(x) seja positiva a esquerda de x, €
negativa a direita, entdo f(x) passara de crescente (a esquerda de x,) a decrescente (2 direita
de x,), consequentemente, X, serd um ponto de maximo.

A seguir enunciaremos alguns conceitos e definicdes sem demonstra-los por fugir
ao escopo desse trabalho.

Definicao: Se o grifico de f estiver acima de todas as suas tangentes num intervalo
I = (a,b), entdo f é chamada cdncava para cima em I. Se o grafico de f estiver abaixo de

todas as tangentes em I, entdo f é chamada concava para baixo em I.

Figura 9: A 2* derivada e a concavidade de uma curva

VA =0 Vv A f"<o0

v
v

Fonte: Arquivo proprio

Teste da Concavidade:
(1) Se f"(x) > 0 para todo x em I, entdo o grafico de f é cOncavo para cima em /.
(i)  Se f"(x) < 0 para todo x em I, entdo o grafico de f € concavo para baixo em /.
Definicao: Um ponto P é chamado ponto de inflexdo se f é continua no ponto e a
curva mudar de cOncava para cima para concava para baixo (ou vice-versa) em P.
Teste da Segunda Derivada: Suponha que f seja uma funcdo continua na
vizinhanca de ¢
(i) Se f'(c) =0e f"(c) > 0, entdo f tem um minimo local em c.

(i) Sef'(c)=0¢€f"(c) <0,entdo f tem um méximo local em c.
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2.4. Nocoes de Calculo Variacional

Conforme [21], o Calculo Variacional tem sido uma ferramenta basica na resolucao
de vérios problemas matemdticos e de outras dreas do conhecimento tais como Fisica-
Matematica, Engenharia, Fisica Moderna, entre outras.

Embora as ideias precursoras do cdlculo variacional sejam antigas, atualmente, com
o uso de formulacdes variacionais para as leis da Fisica, por exemplo, torna-se possivel
concentrar em um unico funcional todos os aspectos relacionados ao problema em estudo.

As formulagdes variacionais nao se limitam apenas na unificacdo de diversos
campos, mas também servem para sugerir novas teorias e proporcionar formas poderosas de
estudar a existéncia e solu¢do de equagdes diferenciais parciais diversas.

De acordo com [22], o desenvolvimento do Calculo Variacional teve inicio nos
estudos de Newton e as ideias foram ampliadas por Johann e Jakob Bernoulli e por Leonard
Euler. Legendre, Lagrange, Hamilton e Jacobi também deram valiosas contribuigdes. Peter
Dirichlet (1805-1859) e Karl Weierstrass (1815-1879) contribuiram com o estabelecimento da

fundamenta¢do matematica rigorosa do assunto.
2.4.1. O problema a ser formulado

O principal problema do Célculo Variacional, conforme [21] e [22] € encontrar uma
funcdo y(x) que possui valores fixos nos pontos de abscissas x = x; € x = x5, de tal forma que
a integral de linha (ver [23] para mais detalhes) ou ““ de caminho” (que € a integral calculada
sob a trajetéria da particula ao longo da curva) de uma determinada fungdo f[y(x),y'(x); x] é

tal que
J =0 fly ),y (x); x]dx (2.89)
seja um extremo (maximo ou minimo).

Na expressdo (2.89), y(x) é a varidvel dependente e y'(x) = % ¢ sua primeira
derivada. Ja o termo x € a varidvel independente. A integral /, denominada funcional, depende
da funcdo y(x), que é variada até que se encontre um valor extremo de J.

Se uma funcdo y = y(x) der ao funcional / um valor minimo, entdo qualquer
funcdo vizinha deve fazer J ndao diminuir, independentemente da proximidade com y(x).

Podemos definir fungdo vizinha ou trajetoria perturbada, conforme definem os fisicos, dando

a todas as possiveis y uma representacao paramétrica y = y(a, x). Fazendo a = 0, obtemos
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y=(00,x)=yx)
que € uma solu¢ao (ou uma extrema) para o funcional J.
Assim, podemos formular
y(a,x) =y(0,x) + an(x) (2.90)
onde 7 (x) representa alguma fungio de x cuja primeira derivada continua se anula em x;e x,,

visto que a fung@o paramétrica y(«, x) torna-se idéntica a y(x) nos pontos finais do caminho:

n(x1) =n(xz) = 0. (2.91)

Figura 10: A fun¢do y(x): o caminho que faz do

funcional / um extremo

y I 3
y(x) + an(x) n(x;) =0

A 4

Fonte: Arquivo préprio

Na figura 10, a fungdo y(x) € o caminho que torna o funcional / um extremo. As
funcdes vizinhas ou caminhos variados ou trajetdrias perturbadas y(x) + an(x) se anulam nos
pontos finais e podem estar préximas ao caminho extremo y(x), mas ndo coincidem.

Caso fungdes do tipo (2.90) sejam consideradas, entdo a integral / se torna um
funcional de parametro a. Temos:

J = 1,7 fly(a,x),y' (@ x); x]dx (2.92)

A integral | terd um valor estaciondrio se for independente do pardmetro a na
primeira ordem ao longo do caminho que resulta no extremo (a = 0). De modo equivalente,

temos

aJ (2.93)
_ =0,
oa a=0

para todas as func¢des do tipo n(x). Entretanto, essa € apenas uma condi¢c@o necessaria, mas nao

é suficiente.
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2.4.2. A Equacao de Euler

O resultado da condicdo expressa pela equacdo (2.93) serd obtido quando
executamos a diferenciagﬁo indicada na equacdo (2.92).
T2 f Fly(),y' (x); eldx 220
Fixando os limites da integracao ou pontos de “partida” e “chegada”, a operacao
diferencial afeta somente a integracdo. Aplicando a regra da cadeia para funcdes de vdrias
variaveis, temos

a [ afay c')fc')y c')fax dx = sz 6f6y+6f6y p (2.95)
da E)yaa 0y da | 9xda X= dyda 0y da x

X1 X1

Da equacdo (2.90), obtemos

63/ y' _dn (2.96)
=n(x ) =
Substituindo (2.96) em (2.95), obtemos
d] 2raf daf dn (2.97)
—= —n(x ——] dx
da  J,,
Sabemos que
fu dv = uv — f vdu. (2.98)
Fazendou = 2L = du =% (a—f) dx, v = n(x) e aplicando a integracdo por partes
Iy ax \ayr ) U] p gragao por p

no segundo termo da integracao (2.97), obtemos

*2 2L 2 1 [z 4 o _aof (2.99)
fxlz oy’ dx aJ/’ n(x)] x12 dx (6)’/) n(x)dx = f X1 (63’ dx ay/) n(x)dx

Como n(xq1) = r](xz) = 0, o termo de integracao se anula. Dessa forma, a equacdo

(2.95) fica assim

dJ _ L"Z [Of d J’CZ of d of (2.100)

= - | neax

da ay”( dx (E)y ) (x)] dx = oy dxady'

Note que a integral da equacdo (1.100) parece ndo depender do parametro «, mas

X1

as funcoes y e y' dependendo de como tomamos as derivadas de f ainda sdo funcdes de a.

d - o
Como é] deve desaparecer para o valor extremo, sendo n(x) uma funcdo arbitraria, a
a=0

integracdo da equacao (2.100) deve se anular caso facamos «@ = 0. Temos a Equagdo de Euler

of _dOf _g (2.101)

2
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Aquiem (2.101) y e y' sdo as fungdes originais e ndo dependem de a. Esse resultado

(Equacao de Euler) € uma condi¢ao necessaria para o funcional J ter um valor extremo.

2.4.3. Outra forma da Equacio de Euler

< ~ . a -
Para funcdes que ndao dependem de x, ou seja, no caso em que é = 0, a equacdo de

Euler pode ser expressa de uma segunda forma. Em primeiro lugar, para uma funcao qualquer

f{y,y’; x}, sabemos, pela regra da cadeia, que a derivada é uma soma de termos

a _ 4 oy = 0fdy | Of dyr | Of
dx_dxf{y'y'x}_aydx dyr dx = 0x
o _ g of i 9f | OF (2.102)
dx 6y+ 6yl+6x'

Por outro lado, pela derivada do produto, podemos escrever

a(\yory_ mof sy a 9f
dx (y 3y/) o dyr + dx oyr’
que, substituindo da equagdo (2.102) para y"’ :—;,, temos
<4 fa_f)_ﬂ_f’_f_ 19f 4 A Of (2.103)
dx( ayr) — dx ox y dy + dx oyr

Note que os ultimos dois termos da equacdo (2.103) podem ser assim expressos

(L2r oy
dx dyr 0dy

e esse termo desaparece, devido a equacao de Euler (2.101). Assim,

of d (. ,Of\ _ 2.104
ox dx (f Y ayr) =0. ( )

Logo, nos casos em que f ndo depende de x e g—i = 0, podemos usé-la designando-
a de segunda forma da equagdo de Euler. Temos
_ o _ of _ (2.105)
f—vy y constante (para Pyl 0).

2.4.4. Funcoes com varias variaveis dependentes

O caso mais comum de aplica¢des da equagao de Euler é aquele em que a fungao

f¢é expressa como um funcional de vérias varidveis dependentes, tal como

f =00, y1(%), y2 (%), y2 (%), ...; 6} (2.106)
ou utilizando uma notacao mais simples
f=fyi),yi(x)x}, i=12,..,n (2.107)
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De modo andlogo a equagdo (2.90), expressamos

yi(a,x) = yi(0,x) + an;(x). (2.108)
Desenvolvendo, conforme fizemos para encontrar a equacgdo (2.100), obtemos
9 _ (r2y (L _4 0N, (2.109)
da fx1 Li (ay dx ay/) mi(x)dx.

Pelo fato das variagdes 1;(x) serem independentes, a anulacdo da equacgdo (2.109),
para @ = 0, implica na anulacdo de cada expressdo entre parénteses. Nesse caso, temos que

O _29 _p, i=1,2..,n (2.110)
dy  dx oy

2.4.5. As Equacoes de Euler com vinculos impostos

Considere o problema de encontrarmos o caminho mais curto que uma particula
devera percorrer entre dois pontos de uma superficie. Além das condi¢des discutidas até aqui,
devemos considerar as restri¢des (de natureza geométrica ou cinemdtica) impostas ao percurso
dessa particula em relag@o a superficie, cuja equacdo é g{y;; x} = 0.

De um modo geral, devemos considerar equacdes auxiliares, denominadas

equacoes de restricoes ou vinculos. Temos

f=fuwysxy=fny.22; x}=0. 2.111)
Nesse caso, analogamente ao caso da equacao (2.100), temos
O _ (*2[(2L _40f\oy  (8f _ 4 95)9z (2.112)
da fx1 [(ay dx ayl) da + (az dx 62!) aa] dx.

Entretanto, estamos considerando um vinculo expresso pela equacdo de restri¢ao
gy x} = gly,z x} =0, (2.113)
d

. ., . 0y z . . - .
assim as varidveis —= e —— deixam de ser independentes, logo as expressdes contidas nos

parénteses da equacdo (2.112) ndo se anulam para o = 0.
Realizando a diferenciacdo de g na equagdo (2.113), obtemos

_(%299y , 999z — (2.114)
dg (6y da + 0z 6a) da =0

. Ox
e nenhum termo em x aparece, pois Py 0. Temos

{y(a, x) =y(x) + ani(x) (2.115)
z(a,x) = z(x) + any(x)’

) ay @ . .
Assim, ao encontrar % e i a partir de (2.115) e substituir em (2.114), obtemos

a 5}
5y () = =52 (). (2-116)
Manipulando adequadamente a equacao (2.112), encontramos
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TG - mDme+ (G- )]

Fatorando 714 (x) e reescrevendo a equacdo (2.116)

N2(x) — _ d0g/dy
N1(x) dg/9z’
obtemos
9] _ (X2 [(0f _ 4 of\ _ (9f _ 4 9f\ (9g9/9y 2117
da fxl [(337 dx ay') (az dx 62/) (Bg/az)] m1 (x)dx. ( )

A funcdo arbitraria n;(x) ndo estd restrita pela equacdo (2.115) e conforme a

condi¢do (2.93), obtemos

G20 -E-20@) i

No primeiro membro de (2.118) temos derivadas de f e g em relagio a y e y' € no

segundo membro vemos derivadas em relagdo a z e z', assim podemos formular

a—f—if’—f+,1(x)"—g—o

9y dxoyr (2.119)
a_f d 6f+ ( )ag '

0z dx&zr

Agora a solucdo completa para o problema em andlise implica em encontrar trés
funcdes: y(x), z(x) e A(x). Como hd trés relacdes que podem ser exploradas, as duas fornecidas
pelo sistema (2.119) e a equagao (2.113), entdo temos como encontrar uma solu¢do completa.

E importar frisar que a fungio A(x), que faz parte da solucio, é conhecida nos
circulos matemdticos como multiplicador indeterminado de Lagrange, aspecto que ndo sera
detalhado por fugir ao escopo do nosso trabalho.

Finalmente, para o caso geral, considerando varias varidveis dependentes e diversos

vinculos, temos

e
e
gi{yi;x} = 0. (2.121)
Casoi = 1,2,...,mej = 1,2,...,n, entdo a equagdo (2.120) representa m equagcdes em um

total de m + n desconhecidas. Além disso, ha n equacdes de restrigdes (2.121). Finalmente, ha
m + n equacgdes em m + n desconhecidas, assim o sistema tem solugao.

Para encerrar, € importante destacar que a equagdo (2.121) equivale ao seguinte
conjunto de equagdes diferenciais

39, i=12..m (2.122)
Xj5, i=0, {j:1,2,...,n'
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CAPITULO III - PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS NO ENSINO MEDIO

Nesse capitulo abordaremos problemas de mdximos e minimos contidos em alguns
livros didaticos adotados nas escolas de ensino médio bem como em avaliagdes externas (como
o ENEM) referentes a este nivel de ensino. Para modelar e resolver tais problemas utilizaremos

os conceitos relacionados a fun¢do quadratica.

3.1. Retangulo de perimetro fixo

Uma das questdes mais comuns nos circulos matematicos do ensino bdsico sobre
maximos e minimos, conforme [24 — 28] € o problema de encontrar, dentre um conjunto de
retangulos de perimetro fixado, o retingulo que possui drea mixima.

O problema pode ser formulado, em termos gerais, da seguinte forma:

Problema 01

Dentre todos os retangulos de perimetro P, determine aquele que possui drea maxima.

Para modelar essa situagdo, inicialmente consideremos que os lados desse retangulo

sejam x e z. Como o perimetro mede P, podemos escrever
P P
X+z==- >z = -—x. (3.1)
2 2
Designando por y = xz a drea desse retangulo, temos que
P P
y = X(——X)=—X2+—x. (32)
2 2
~ ~ » P
A expressado (3.2) trata-se de uma fungdo quadratica com zerosem x = 0 e x = >
Seu vértice é

=) o

De imediato, concluimos que o retangulo procurado é um quadrado cujo lado mede
P , p? p
5 € sua drea mede e conforme queriamos mostrar.

Na mesma linha de raciocinio do problema 01, abordaremos a seguinte questao
contemplada na prova do ENEM de 2017, caderno 8 —rosa, 2° dia de aplicacdo, conforme [29].

Basicamente, a diferenga entre os problemas 01 e 02 é que o primeiro é uma

generalizacdo para todos os problemas que envolvem retangulos de perimetros fixos.

45



Problema 02

Viveiros de lagostas sdo construidos, por cooperativas locais de pescadores, em formato de
prismas reto-retangulares, fixados ao solo e com telas flexiveis de mesma altura, capazes de
suportar a corrosao marinha. Para cada viveiro a ser construido, a cooperativa utiliza
integralmente 100 metros lineares dessa tela, que € usada apenas nas laterais.

J S
_f";f / — Mivel do mar
7
J
-
/ /v
/ S/

; b i

Quais devem ser os valores de X e de Y, em metro, para que a drea da base do viveiro seja
maxima?

a)led9

b) 1e99

c)10e 10

d)25e25

e) 50e 50

Podemos modelar esse problema utilizando as ideias e generalizagdes j4
desenvolvidas no problema 01. Nesse caso, “os 100 metros lineares de tela” correspondem a
letra P do problema O1. Logo,

P = 100. (3.4)

Ja sabemos também que, de todos os retangulos de perimetro fixo aquele que possui
a drea méxima € o quadrado.

Conforme dados do problema 01, as coordenadas do ponto (3.3) fornecem o que

estamos buscando encontrar, bastando substituir o valor P = 100. Temos:

P =100V = (%%) — (25,625). 3.5

Portanto, a base do viveiro € um quadrado com lado X =Y = 25m.
3.2. Problemas envolvendo lucro
O problema a seguir envolvendo o lucro sobre o preco de custo de um determinado

produto, foi adaptado de [30] e, a exemplo do problema dos retdngulos de perimetro fixo, é

bastante comum nos circulos matematicos do ensino médio.
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Problema 03

Um fabricante pode produzir um determinado produto ao custo de p cada peca. Estima-se
que, se cada peca for vendida por x, o fabricante venderd por més K —x (0 < x < K) unidades
do produto. Assim, o lucro mensal do fabricante é uma fungdo do preco de venda.

Qual deve ser o preco de venda, de modo que o lucro mensal seja maximo?

Para modelar o problema, convencionemos que L = lucro, V = venda e C = custo.
Assim, temos que
L=V-C=>L=(K-x)x—p(K—x)=>L=—x*>+ (K +p)x — pK. (3.6)
Logo, o lucro mensal serd maximo quando x for a abscissa do vértice da funcao

(3.6). Temos que

b _ ~(K+p) _ K+p (3.7)

x = —_— .
2a 2(-1) 2

. K
Portanto, o preco de venda desse produto deve ser igual a =P

O problema a seguir, segue a mesma ideia do problema 03 e foi selecionado a partir

de [29].

Problema 04

(Cesesp-PE) Um fabricante vende mensalmente x unidades de um determinado artigo por
V(x) = 6x% — 200x, sendo o custo da produgdo dado por C(x) = 7x% — 1200x + 90000.
Quantas unidades devem ser vendidas mensalmente, de modo que se obtenha o lucro
maximo?

E imediato que o lucro mensal desse fabricando é dado por
L(x) =V(x) — C(x). (3.8)
Temos que
L(x) = —x% + 1000x — 90000. (3.9)
Ora, sendo (3.9) uma fun¢ado quadratica cOncava para baixo, o seu valor maximo €

obtido quando

x = =2 = 2199 _ 5. (3.10)
2a 2(-1)

Portanto, esse fabricante devera vender exatamente 500 pecas mensalmente para se

obter um lucro maximo.

3.3. Vestibulares da UECE e UNIFOR
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Para finalizar esse capitulo, apresentaremos dois problemas sobre maximos e
minimos contemplados nos vestibulares da Universidade Estadual do Ceard (UECE) e da
Universidade de Fortaleza (UNIFOR).

O problema a seguir fez parte da prova de Matemdtica da UECE na 2* fase do

Vestibular 2016.2, conforme [31].

Problema 05

Sejam f,g:R — R fungdes quadriticas dadas por f(x) = —x?2 +8x — 12 e g(x) = x? +
8x + 17. Se M ¢é o valor maximo de f e m o valor minimo de g, entdo, o produto M - m &
igual a

a) 8

b) 6

04

d) 10

Trata-se de uma aplicagdo direta do vértice da fungao quadrética, em especial da
sua ordenada.

v = (22,28) (3.11)

2a’ 4a
Calculando as ordenadas dos vértices de cada uma das fungdes em andlise,
encontramos, no caso da fung¢do f, que o seu valor mdximo é dado por M = 4. J4 o valor
minimo da funcdo g é dado porm = 1.
Portanto, a resposta que procuramos é M - m = 4.

O problema 06 a seguir foi adaptado a partir de [29].

Problema 06

(Unifor-CE) ABCD é um quadrado de drea 1 (um). Sdo tomados os pontos P € AB e Q € AD
tais que PA + AQ = AD.

Entao o maior valor da area do tridngulo APQ é
1
a) E
1
b) 3
1

c) -

4
1
d)E

Conforme enunciado, como a drea do quadrado ABCD ¢€ igual a 1, entdo a medida

do seu lado vale AD = 1.
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Sendo
PA+ AQ = AD =1, (3.12)
temos que
PA =1- AQ. (3.13)
Note que AQ e PA sdo os catetos do tridngulo retdngulo APQ. Fazendo AQ = x,
temos, por (3.13), que PA = 1 — x e a drea y do triangulo € igual a

_x0-0 1 1.2 (3.14)
2 2 2

. (- A L. 1
Portanto, a area (maxima) do tridngulo APQ éigualay = p
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CAPITULO IV — PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS NO ENSINO
SUPERIOR

Nesse capitulo abordaremos problemas de maximos e minimos em duas secdes. Na
primeira se¢ao, utilizaremos como recurso do Calculo Diferencial, em particular os conceitos
sobre a derivada de uma fungdo, enquanto na segunda se¢do aplicaremos as ideias relacionadas

ao Calculo Variacional.

4.1. Problemas de maximos e minimos resolvidos com recursos do Calculo Diferencial

Nessa secdo, apresentaremos problemas e as respectivas propostas de solugdes
utilizando como recurso os conceitos do Célculo Diferencial, em especial, aqueles relacionados
as derivadas com seus teoremas, lemas e propriedades.

O problema 07 a seguir envolve a ideia de perimetro e foi adaptado a partir de [5].

Problema 07

Um campo retangular 2 margem de um rio deve ser cercado, com excecdo do lado ao longo
do rio. Se o custo do material for de a por metro linear no lado paralelo ao rio e de b por
metro linear nos dois extremos, ache o campo de maior area possivel que possa ser cercado

com custo ¢ de material.

Conforme informacdes do enunciado, podemos modelar o problema da seguinte

forma. Inicialmente, consideremos que os lados do terreno sdo x e y. Temos que

2ax+by=c=>y=—%ax+§,(a,b,c>0). (4.1)
A érea do terreno € dada por
A = xy. 4.2)
Substituindo (4.1) em (4.2), obtemos
= _2a SN=_2,2, ¢ 4.3)
A = x( bx+b)— P +bx.
Realizando a primeira derivada da func¢do (4.3), encontramos
' - _4a < 4.3
Ax) = ——x+r. (4.3)
Note que, igualando (4.3) a zero, encontramos o ponto critico
X = —. (4.4)
4a
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Ora, para sabermos se (4.4) gera uma darea maxima, basta calcular a segunda

derivada da func¢do (4.3). Temos que

A"(x) = —47“. (4.5)

Como a e b sdo medida de comprimento, entdo a, b > 0, entdo A"(x) < 0. Assim,

o resultado (4.4) gera um campo retangular de drea maxima, cujo valor € igual a

_ (e ey <t (4.6)
A= b (4a) + b (4(1) " 8ab’
A relagdo (4.2) nos permite encontrar a outra dimensao do terreno. Temos
_ Lo =< (4.7)
A= V2wl Y T

. - . C c . 2
Portanto, as dimensdes do terremos procurado siao 72 € 75 € sua drea mede —.

c

8ab
A seguir, apresentaremos um problema de otimiza¢do bem comum na industria. Tal

problema, adaptado a partir de [19] mostra como obter um cilindro de volume méximo com a

menor quantidade de material possivel.

Problema 08

Encontre as dimensdes de um cilindro circular reto, de volume V dado, de maneira que a drea

da sua superficie seja a menor possivel.

A fim de modelarmos problema, sejam r e h nlmeros reais positivos,
respectivamente o raio e altura do cilindro que estamos procurando.

Conforme enunciado, devemos minimizar sua drea total, que é dada por

A =2nrh + 2nr?. (4.8)
De acordo com o problema, o volume do cilindro é constante e é dado por
V = nr®h. (4.9)
Escrevendo (4.9) em temos de h, temos que
h = # (4.10)

Substituindo (4.10) em (4.8), obtemos

A=2mr2+ % (4.11)
T
Derivando a fun¢do (4.11) em relacdo a r, obtemos
- __Amf3_V (4.12)
A" = 4mr r2 2 (T‘ Zn)'

Podemos encontrar o ponto critico de (4.12) igualando essa derivada a zero.

Obtemos que
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sy 4.13)
r= |[—
21T

Note que a derivada segunda de (4.11) que é dada por

A" = Amr + j—z (4.14)
€ positiva. Logo, o resultado (4.13) € um ponto de minimo.

Assim, a solu¢do do problema é r = 3\/% eh=—

nr2’
Note ainda que, manipulando adequadamente (4.10) e (4.13), encontramos que
h = 2r. (4.15)
O cilindro que estamos procurando tem altura igual ao didmetro da base.
Para fechar essa secao, apresentaremos o Problema 09 (e uma proposta de solugao)

adaptado a partir de [19].

Problema 09

Deseja-se construir um canal, cuja secao transversal seja um trapézio, a base e as paredes
laterais tendo largura fixada a. Calcule o angulo 6 de inclinag@o das paredes laterais para que
o canal dé a mixima vazao.

Vamos modelar esse problema escrevendo a drea A da seccdo transversal desse

canal em fun¢do do adngulo 8. A Figura 11 ilustra a situag@o.

Figura 11: Ilustracao da secg¢do transversal do canal

Fonte: Arquivo proprio

A base maior do trapézio é
a(l+ 2cos0) (4.16)
e a altura é dada por

asen®. (4.17)
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Assim, podemos encontrar facilmente a drea dessa sec¢do em fungdo de 6 ,
recorrendo a férmula para o célculo da drea do trapézio. Temos que
A(0) = a’senf(1 + cosH). (4.17)
Queremos que a vazdo da dgua que passa pelo canal seja maxima. Vamos derivar a

funcdo (4.17). Temos que

dA

— = a*[2cos*0 + cosf — 1]. (4.18)

Igualando a derivada (4.18) a zero, obtemos um ponto critico (candidato a méximo,

minimo ou ponto de inflexdo). Temos a seguinte equagdo do 2° grau

2c0s%6 + cosf —1 =0, (4.19)
cujas solucdes sdao
cosf = % = 6 = 60° (4.20)
ou
cosf = —1= 6 = 180°. 4.21)

O resultado (4.20) nos fornece o valor do dngulo para vazao méxima.

Portanto, o angulo procurado é 8 = 60°.

Aqui encerramos os problemas com aplicacdes do Calculo do Diferencial, em
particular utilizando as técnicas das derivadas.

A seguir, apresentaremos problemas a serem resolvidos com recursos do Célculo

Variacional.

4.2. Problemas de maximos e minimos resolvidos com recursos do Calculo Variacional

Nessa secdo apresentaremos problemas e as respectivas propostas de solugdes
utilizando como recurso os conceitos do Célculo Variacional, em especial, aqueles relacionados
a Equacgdo de Euler com e sem vinculos impostos.

O problema 10 a seguir faz parte da referéncia [22].

Problema 10

Mostre que a distancia mais curta entre dois pontos em um plano € uma linha reta.

Nesse problema o nosso objetivo € encontrar a funcdo y(x) que forneca o caminho

mais curto entre os pontos de abscissas x; € X,.
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Figura 12: Ilustragdo da fungdo y(x): Trajetoria entre os

pontos de abscissas x; e x,

Fonte: Arquivo préprio

Dividindo a trajetdria entre os pontos de abscissas x; € x, em segmentos ds tao

pequenos quanto queiramos, obtemos

ds = \/dx? + dyZ. (4.22)
Unindo todos esses segmentos de comprimentos (4.22), obtemos o funcional | que

nos dard o caminho minimo entre os pontos considerados

d 2
] = f:lz ds = f;lz\/dxz +dy? = f;lz 1+ (d—i) dx.
Sendo (4.23) minimo, entdo a fun¢do que fornece a trajetéria em andlise é

N (d_y)z _ (4.24)

(4.23)

fly),y'(x); x} = 1+y2

Assim, a equacdo de Euler torna-se

dx ayr [\/+—y’2] =0. (4.25)

Temos que
(4.26)
dx JTy:z
Equivalentemente,
\/%y,z = (C (constante). (4.27)
Desenvolvendo (4.27), obtemos
2 (4.28)
y' = Z=m (constante).
Logo, obtemos
y=mx+mn, (4.29)

que € a equagdo de uma reta.

Portanto, a menor distancia entre dois pontos do plano é um segmento de reta.
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O problema 11, contido em [22], é um cldssico da histéria da Fisica.

De acordo com [32], em junho de 1696, o matemético Johann Bernoulli (1667-
1748) publicou, num jornal cientifico denominado Acta Eruditorium, um problema que veio a
ser conhecido como o problema da Braquistocrona.

Conforme [33], o problema da Braquistécrona é uma questdo mecanico-geométrica
sobre a curva de descida mais rdpida de uma particula. A palavra que dd origem a esse termo
deriva das palavras gregas Brachistos, que significa menor, e Chronos, que significa tempo.

Segundo [32], em 1697 Johann Bernoulli prop6s um método de resolugdo para esse
problema fazendo uma analogia com a questao de encontrar o caminho minimo percorrido por
um raio de luz em um meio cujo indice de refracdo € varidvel. Nesse mesmo ano, seu irmao
James Bernoulli (1654-1705) apresentou outra proposta de resolucao para a questao.

Tal proposta auxiliou James Bernoulli na resolucdo, em 1701, de um problema
1soperimétrico (que trata de se determinar uma figura geométrica de drea maxima e perimetro
dado).

O aluno de Johann Bernoulli, Leonard Euler (1707-1783), tendo acesso aos
métodos dos irmdos Bernoulli, passou a trabalhar com a proposta de James Bernoulli na
tentativa de aperfeicod-la, até que em 1744 publicou um método utilizando equacdes
diferenciais que recebe o nome de Equacgdo de Euler.

Entretanto, a medida que o tempo passava, outros matemadticos sugeriram alguns
problemas e o método de Euler passou a ficar complicado. Entdo, em 1762 Lagrange (1736-
1813) tornou publico um método analitico, que permite deduzir a equacdo diferencial das curvas

(caminhos variados) que minimizam problemas mais gerais.

Problema 11

Considere uma particula que se move em um campo de for¢a constante que inicia do repouso
de algum ponto (xq,y;) a algum ponto mais inferior (x,,y,). Encontre o caminho que
permite que a particula atravesse o transito no menor tempo possivel.

Para efeitos didéticos, vamos escolher um sistema de coordenadas de modo que o
ponto (x1,y;) coincida com a origem, o campo gravitacional é constante e desprezaremos a
possibilidade de friccao. Nesse caso, pelo principio da conservacdo da energia mecanica, o
sistema € conservativo, ou seja,

E. + E, = constante. (4.30)
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Figura 13: Problema da Braquist6crona

\J

(xli yl) v

(er yZ)

Xy

Fonte: Arquivo préprio

Note que (xq,y;) = (0,0) e a energia cinética da particula nesse ponto é nula,

consequentemente, a energia total da particula serd a propria energia potencial, E, = —mgx,

onde g € a aceleracdo da gravidade (suposta constante).
Apo6s se deslocar uma altura x, temos que a energia mecanica da particula serd a

sua energia cinética, visto que a energia potencial, no ponto em andlise, é nula. Assim,

v=,2gx. (4.31)
Temos que o tempo necessdrio para a particula se deslocar no transito entre a origem

e o ponto (x,,y,) €igual a

1
_ (G2y2)ds _ (dx2+dy2)%_ X2 <1+y'2)5d (4.32)

- - 1 - —
1 =0
(x1,y1) v (2g%)2 X1 2gx
Conforme enunciado, o tempo de transito que estamos procurando deve ser minimo.

1/2

Desse modo, como (2g)~ "/ € uma constante, a fun¢do que estamos procurando é dada por

N (4.33)
F@,y @ = (2.

X

A fungio (4.33) ndo depende de y', entdo ;—;’ = 0 e aequacdo de Euler (2.101) fica

igual a
a9 _p (4.34)
dx oyr
ou equivalentemente,
;—;, = (2k)~'/2 (constante), (4.35)

onde k é uma nova constante.

Realizando a diferencia¢do ;—;, na equagao (4.33), obtemos
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1
a (1+y12)
ayr X

Resolvendo a equacio diferencial (4.36), obtemos

Q)2 X =Ly |

x(1+y12) 2k 2k—x"

y=] ka_x dx.
Executando a seguinte substitui¢do trigonométrica
x(0) = k(1 — cos0),
cuja derivada € igual a
dx = ksen6d6
e fazendo as devidas substitui¢des de (4.38) e (4.39) na equagdo (4.37), obtemos

y= ’;E;“’S") ksen8df = k [(1 — cos8)d.

Resolvendo a integral (4.40), obtemos
y(0) = k(6 — senb).
Assim, as equagdes paramétricas

x(0) = k(1 — cos0O)
{y(@) = k(6 — senf)

representam uma cicloide.

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Portanto, a solu¢do do problema da Braquistocrona é uma cicldide, que nada mais

¢ do que uma curva tragada a partir do “rastro” de um ponto do circulo que roda (sem deslizar)

em uma reta de um plano.

Figura 14: A cicldide

2at ~-

Cicloide

Fonte: [22]
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Para finalizar esse capitulo, apresentaremos o problema da Lenda de Dido. Segundo
o que lemos em [11] e [34], reza a lenda, que passou a ser conhecida devido a obra Eneida,
escrita pelo poeta romano Virgilio, que Dido (ou Elisa) era uma princesa fenicia do século IX
a.C. da cidade de Tiro, as margens do Mar Mediterraneo, localizada onde atualmente é o
Libano. O rei Pigmalido, seu irmdo, assassinou seu marido para tomar seus tesouros. Dido,
temendo ser morta, fugiu em um navio com seus seguidores com o objetivo de fundar uma
nova cidade, a qual veio a receber o nome de Cartago, conforme reza a lenda.

No lugar escolhido para a cidade de Cartago, norte da Africa e as margens do Mar
Mediterraneo, Dido negociou terras com o rei local, a fim de ali fixar moradia com os seus
seguidores. Conforme acordo, Dido teria direito ao pedaco de terra que podia ser cercada com
uma corda construida com tiras de um couro de um boi. Foi entdo que Dido e seu povo
decidiram cortar toda pele do boi em tiras tdo finas quanto fosse possivel, depois emendd-las e

englobar, no formato de semicirculo, um terreno extremando com o mar.

Figura 15: Dido e seu povo cortando o couro de um boi

Fonte: [33]

O problema 12 a seguir foi adaptado a partir de [22].

Problema 12

Encontrar a curva y(x) de comprimento L, limitada pelo eixo x na parte inferior, passa pelos

pontos (—a, 0) e (a, 0) e circunda a drea maxima.

Conforme figura 16, a drea diferencial dA = ydx e o comprimento diferencial ao
longo da curva € dL. A area deve ser maximizada para que possamos encontrar a solugcdo para

a equagao
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a
] = f ydx. (4.43)
—-a
Conforme ilustrado na figura 16, queremos encontrar a curva y(x) que possibilita
obtermos uma drea maxima acima da reta y = 0. O comprimento da referida curva deve ser
fixo e igual a L. Além disso, a curva deve passar pelos pontos de abscissas x = —aex = a. A

area diferencial € dA = ydx e o comprimento diferencial ao longo da curva é dL.

Figura 16: Ilustragd@o analitica: problema da Lenda de Dido

VA
dx
dL y(x)
y
> X
—a a
Fonte: Arquivo préprio
Nesse problema, temos as seguintes restricoes
y(x):y(=a)=0,y(a) =0 (4.44)
e
K=[dL=L (4.45)
Note que o comprimento diferencial ao longa da curva em estudo é
dL = \Jdx? + dy? = (1 + y'?)Y2dx, (4.46)
onde y' = Z—z e o funcional de restricao se torna
K=/ 1+y?Y%dx =L (4.47)
Temos que
y(x) =yegx) =1+y" (4.48)

Antes de prosseguir, € importante destacar aqui que, se uma curva y(x) satisfaz
condi¢des de contorno y(a) = A e y(a) = B e o funcional (4.43) tem um valor fixo L para o

comprimento da curva, esse segundo funcional (4.49) representa uma restri¢ao integral.

Kly] = ff g{y,y'; x}dx. (4.49)

Desse modo, ha uma constante A de tal forma que y(x) seja a solug@o extrema do

seguinte funcional
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[, +2g)dz. (4:50)
Conforme conceitos da secdo 2.4.5, a curva y(x) satisfaz a equagao diferencial

of _a9f 99 _ 4399 _ 4.51)
oy  dx oyr +4 (ay dx E)yl) =0,

sujeita as restricdes y(a) = A, y(a) = Be K[y] = L.
Retomando o problema, vamos encontrar as derivadas parciais das equacdes de
(4.48) de acordo com a equagdo (4.51). Temos

F_ 19 _g%@_g 89 __ ¥ (4.52)
dy > yr LY T dyr (1+yr2)i/2

Agora substituindo os resultados de (4.52) na equagdo (4.51), obtemos

4 (> \_ (4.53)
1-4 dx ((1+y12)1/2) =0.
Manipulando de forma adequada a equagdo (4.53), ficamos com
i( y! ) _1 (4.54)
dx \(1+yr2)1/2 A

Integrando em relagdo a x encontramos

Ayr
sz X + Gy (4.55)

em que ;€ uma constante de integracdo, que reorganizamos como

__ t(x-C1) .
Y= Ear 20
Integrando (4.56), ficamos com
Y= R 2= (x=C)2+C 2y —C=F 22— (x— ()2 (4.57)

C, é uma outra constante devida a integracao.
Finalmente, elevando os dois membros de (4.57) ao quadrado, obtemos
(x=C)*+ (=) =2 (4.58)
que € a equacdo do circulo de centro (Cy, C,) e raio A.
Portanto, a drea mdxima do problema que estamos procurando equivale a drea de
um semicirculo limitado pela reta y = 0. Além disso, o semicirculo deve passar pelos pontos

(=a,0) e (a,0). Logo, o centro do semicirculo é a origem, C; = 0 = C, e o raio mede 1 = a.

. .. 2 ~ L
O perimetro do semicirculo é L = ma, entdo a = —.
VA
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CAPITULO V — CONSIDERA COES FINAIS

O principio da economia em todos os empreendimentos € inerente a vida humana.
Nessa perspectiva, conforme vimos até aqui, historicamente, o homem sempre foi atraido por
problemas de otimizagdo na perspectiva de encontrar um resultado 6timo (melhor resultado
empregando recursos minimos).

No desenvolvimento dessa pesquisa bibliografica, elaborada a partir da revisdao
sistemdtica e aprofundada da literatura e com énfase em Matemadtica, mostramos que os
problemas de maximos e minimos sdo modelados com ferramentas pertencentes ao campo da
Matemadtica. Em particular, abordamos situagdes envolvendo otimizac¢do utilizando tépicos dos
conceitos de Func¢do Quadratica, Célculo Diferencial e Calculo Variacional.

Todo o arcabougo tedrico aqui desenvolvido, ao estabelecer conexdes entre e
conceitos da literatura matemética com algumas aplicacdes praticas por meio de situacdes-
problemas, inclusive pertencentes a histéria da Ciéncia, traz ricas contribuicdes para a
comunidade de pesquisadores, professores e simpatizantes dessa tdo estimada e acertadamente
denominada A Rainha das Ciéncias.

Mostramos que podemos aplicar ideias desde o ensino basico até o ensino superior,
usando desde técnicas basicas como o valor mdximo ou minimo da fun¢do quadratica, passando
pelas Derivadas com seus teoremas, lemas e coroldrios até o Célculo Variacional, que
generaliza e sintetiza, por meio de principios variacionais, muitos campos dentro e fora da
Matemitica.

Como perspectiva futura, uma possibilidade seria avangcar com o aperfeicoamento
das ideias aqui desenvolvidas, por meio de um maior aprofundamento no arcabouco tedrico
expandindo para o calculo de vérias varidveis, conforme [23] e [34], bem como na ampliacao
das aplicacOes em problemas interdisciplinares, possibilitando conexdes dentro e fora da
Matemadtica, como exemplo, podemos citar que os principios variacionais sintetizam toda a
Mecéanica Classica. Outra possibilidade, com base em [36], seria estabelecer conexdes entre o
calculo da 2* derivada e as desigualdades das médias tais como de Cauchy-Schwarz-
Bunyakowski, de Bernoulli, bem como a aritmética e geométrica.

Por fim, outra perspectiva seria a construcdo de um instrumento para simular o
problema da Braquistdcrona, aliando os conceitos tedricos com situagdes praticas concretas,
além de enfatizar a importancia social da Matematica registrada na histéria da Ciéncia. Também
nao descartamos a possibilidade de publicacdo desse trabalho em uma revista de divulgacdo

cientifica, como por exemplo a PMO (Professor de Matematica On Line).

61



REFERENCIAS

[1] https://www.profmat-sbm.org.br/funcionamento/regimento/ (Acessado em 15/07/2020 as
10:35).

[2] HOUAISS, Ant6nio. Minidiciondrio da Lingua Portuguesa. 4* edi¢do — Rio de Janeiro:
Objetiva, 2010.

[3] LIMA, José Alex Ferreira Silva. Introducdo ao Célculo Variacional e Problemas de
Otimizacdo Aplicados no Ensino Bésico. Universidade Federal de Goids, 2019.

[4] LIMA, Elon Lages. Nimeros e Fung¢des Reais. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

[5] LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. Vol 1. 3* edicdo — Sdo Paulo:
Editora Harbra Ltda, 1994.

[6] https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/ (Acessado em 15/07/2020 as 16:15).

[7] RAMOS, Sandra Rodrigues da Silva. Maximos e Minimos: Uma Proposta para o Célculo
em Fung¢des Cubicas sem o uso de Derivadas. Universidade Estadual de Maringa, 2019.

[8] ALVES, Erika Figueiredo. Maximos e Minimos na Perspectiva do Ensino de Matematica
na Atualidade. Universidade Estadual do Norte Fluminense, 2018.

[9] FERREIRA, Thed Freitas. Otimizacdo: Estudo de Maximos e Minimos de Fungdes que
definem Problemas Cotidianos. Universidade Federal de Sergipe, 2018.

[10] SILVA, Emidio Rodrigues. Maximos e Minimos no Ensino Bésico: Uma Abordagem
Utilizando a Otimizagdo Linear e Nao-linear. Universidade Federal de Sdo Paulo, 2018.

[11] JUNIOR, Francisco de Paula Santos de Aratjo. Maximos e Minimos Aplicados em
Geometria. Universidade Estadual do Piaui, 2018.

[12] SANTOS, Irla Silva. Maximos e Minimos com o uso de Ferramentas do Ensino Médio e
Nocoes de Calculo Diferencial. Universidade Federal do Cariri, 2017.

[13] RODRIGUES, Mariana Manfroi. Um Estudo de Maximos e Minimos para aplicacio na
Otimizacdo de Embalagens. Universidade Estadual de Mato Grosso do Sul, 2016.

[14] SILVA, Elion Souza. Problemas de Médximos e Minimos e Desigualdades Geométricas.
Universidade Estadual do Ceara, 2013.

[15] DUARTE, José Luis. Problemas de Maximos e Minimos no Ensino Médio. Universidade
Estadual Paulista, 2014.

[16] JUNIOR, Luiz Arthur Dornelles. Célculo Variacional em Mecanica Analitica e Teorema
de Liouville. Universidade Federal de Santa Catarina, 2018.

[17] IEZZI, Gelson. Fundamentos de Matemaética Elementar, 7: conjuntos, fungdes / Gelson

Iezzi, Carlos Murakami — 9 ed. — Sao Paulo: Atual, 2013.

62



[18] https://www.obaricentrodamente.com/2010/11/reta-tangente-uma-curva.html (Acessado
em 29/06/2020 as 9:47).

[19] AVILA, Geraldo. Célculo das fun¢des de uma varidvel, vol 1 — 7 ed., - [Reimpr.]. — Rio
de Janeiro: LTC, 2011.

[20] STEWART, James. Célculo: volume I; tradu¢ao Helena Maria Avila de Castro; revisao
técnica Eduardo Garibaldi. Sdo Paulo — SP: Cengage Learning, 2016

[21] CASTRO, Leonardo Miranda de. O Calculo Variacional e as Curvas Cicloidais.
Dissertacdo de Mestrado. Universidade de Brasilia, 2014.

[22] THORNTON, Stephen T. Dinamica Classica de Particulas e Sistemas / Stephen T.
Thornton, Jerry B. Marion; tradu¢do Ail Tasks; revisdo técnica Fabio Raia. — Sao Paulo:
Cengage Learning, 2012.

[23] STEWART, James. Calculo: volume II; tradu¢cao Helena Maria Avila de Castro; revisao
técnica Ricardo Miranda Martins. Sdo Paulo — SP: Cengage Learning, 2016.

[24] IEZZ1, Gelson. Fundamentos de Matematica Elementar, 1: conjuntos, funcdes / Gelson
Iezzi, Carlos Murakami — 9 ed. — Sdo Paulo: Atual, 2013.

[25] CHAVANTE, Eduardo. Quadrante Matematica, 1° ano: ensino médio / Eduardo Chavante,
Diego Prestes — 1 ed. — Sdo Paulo: Edi¢des SM, 2016.

[26] Matematica: Ciéncia e Aplicacdes 1: ensino médio / Gelson lezzi ... [ef al.] — 6 ed. — Sdo
Paulo: Saraiva, 2010.

[27]1 SOUZA, Joamir Roberto de. Novo Olhar: Matematica: 1/ Joamir Roberto de Souza — 2 ed.
Sao Paulo: FTD, 2013.

[28] Conexdes com a Matemdtica, vol 1 / Organizadora Editora Moderna; Obra coletiva
concebida, desenvolvida e produzida pela editora Moderna; Editor responsdvel Fabio Martins
de Leonardo — 3 ed. — Sdo Paulo: Moderna, 2016.

[29] http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos (Acessado em 24/10/2020 as 14:02).

[30] BUCCHI, Paulo. Curso Pratico de Matematica. Sdo Paulo: Moderna, 1998.

[31] http://www.uece.br/cev/index.php/vestibulares-anteriores/vestibular-uece/vestibular-
20162. (Acessado em 24/10/2020 as 18:39).

[32] JUNIOR, José Ribamar Alves de Sousa. O Cilculo Variacional e o Problema da
Braquistocrona. Dissertacdo de Mestrado. UNESP — Rio Claro-SP, 2010.

[33] TAGLIOLATO, Ana Luisa Sader. Braquistécrona. Dissertacao de Mestrado. Universidade
Estadual Paulista — Rio Claro-SP, 2015.

63



[34] SOUZA, Fabio Fiuza de. A Lenda de Dido como Motivagao para o Estudo de Figuras
Isoperimétricas na Educacdo Matemética: Explorando a dedugdo-légica — PROFMAT 2012.
Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada. Rio de Janeiro-RJ, 2014.

[35] LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. Vol 2. 3* edicao — Sao Paulo:
Editora Harbra Ltda, 1994.

[36] KWESSI, KERMAUSUOR e DE SOUZA. Algumas desigualdades tteis e o teste da

segunda derivada. Professor de Matemadtica On Line, v. 8, n. 3, 2020.

64



