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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMÁTICA
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“A Matemática é o alfabeto com o qual Deus

escreveu o Universo.”(Galileu Galilei)



RESUMO

Sabemos que há alguns métodos diretos para obter as ráızes de equações po-

linomiais de grau menor ou igual a quatro, como a Fórmula de Bháskara, Fórmula de

Cardano-Tartáglia e o Método de Ferrari. Além disso, existem os métodos numéricos,

que também contribuem no estudo de ráızes de equações polinomiais, como o método da

bissecção, método da posição falsa, método de Newton-Raphson, método da secante, en-

tre outros, onde a partir de um valor inicial, é posśıvel obter aproximações para ráızes de

um dado polinômio. Há ainda alguns métodos para determinar um intervalo onde estão

localizadas as ráızes de equações polinomiais, independente do grau da referida equação.

Neste trabalho, abordamos resultados que tratam de ráızes de equações polinomiais, en-

fatizando o estudo de estimativas de ráızes reais e apresentando um novo método para

obter estimativas de ráızes de equações polinomiais, que não admitem ráızes complexas

não-reais.

Palavras-chave: Polinômios. Equações Polinomiais. Ráızes. Estimativas.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



9

1 INTRODUÇÃO

No decorrer dos tempos é posśıvel notar a evolução da álgebra no que se refere

ao estudo de ráızes de equações polinomiais. De acordo com livro “Episódios da História

Antiga da Matemática”de A. Aaboe, por volta de 1700 a.C., os babilônicos já conheciam

regras para resolver equações do segundo grau, tal como encontrar dois números conhe-

cendo sua soma e seu produto. Na antiguidade, os gregos usavam construções geométricas

para resolver algumas equações de segundo e até de terceiro grau, enquanto os Hindus

usavam métodos aritméticos para resolver equações, desenvolvidos pelos Árabes.

No livro “Summa de Aritmética e Geometria”de Frei Luca Pacioli (1445−1517)

que data de 1494, contêm noções de cálculo aritmético, radicais, problemas envolvendo

equações do primeiro e segundo grau, geometria e contabilidade, acreditava que não po-

dia ter uma regra geral para a solução de polinômio de grau três. Mas Scipione Ferro

(1465 − 1526) resolveu o tal problema, embora não o tenha publicado. Mais tarde Car-

dano (1501− 1576) teve acesso a solução de Ferro, então a apresentou em seu livro “Ars

Magna”publicado em 1545. Por um tempo, ficou conhecida como as fórmulas de Cardano,

na qual hoje se conhece por fórmulas de Cardano-Tartaglia.

Ainda no livro “Ars Magna”foi publicado a solução para equação de grau

quatro, a qual foi obtida por Ludovico Ferrari (1522 − 1565), disćıpulo de Cardano, tal

solução é conhecida como Método de Ferrari que consiste na redução da equação de quarto

grau para a de terceiro grau, assim, as ráızes da equação de grau quatro são encontradas

por meio de radicais.

Em 1824, o matemático Niels Henrik Abel (1802− 1829) mostrou que para a

equação geral de grau de cinco não há solução por meio de radicais, ou seja, não é posśıvel

encontrar uma fórmula geral de modo que se resolva todas as equações de grau cinco, mas

não foi estabelecido quando uma equação polinomial de grau maior ou igual que cinco

tem ou não resolução por radicais. Mais tarde, em 1843, Liouville (1809−1882) anunciou

que os estudos feitos por Evariste Galois (1811 − 1832) respondiam de maneira precisa

quando uma equação polinomial de grau maior ou igual que cinco tem ou não resolução

por radicais.

Diante disso, como em algumas situações não é posśıvel determinar as ráızes

exatas de uma equação polinomial, foram desenvolvidos métodos para se encontrar apro-

ximações para as ráızes de polinômio, sendo eles: método da bissecção, método da posição

falsa, método do ponto fixo, método de Newton-Raphson e método da secante. São

métodos numéricos iterativos que partem de um valor inicial para encontrar aproximações

das ráızes de um polinômio.
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O presente trabalho é composto por cinco caṕıtulos sendo o primeiro deles a

“Introdução”, abordando um pouco acerca da evolução no estudo de equações polinomiais

durante os anos. No caṕıtulo dois, apresentamos algumas preliminares, onde retratamos

“Limites e Continuidade”, bem como suas definições, adiante falaremos de “Derivada

de Funções Reais”, onde teremos algumas definições, finalizando com “Polinômio sobre

um corpo”. O terceiro caṕıtulo abordaremos “Polinômios Sobre os Complexos”, no qual

trataremos noções de “Números Complexos”e resultados mais espećıficos sobre ”Ráızes

de Polinômios”que serão primordiais na elaboração de nosso objetivo principal.

No caṕıtulo quatro apresentaremos as “Estimativas para Ráızes Reais”, o qual

é composto por alguns “Lemas Chaves”que nos auxiliam na obtenção dos “Resultados

Principais”, que por sua vez, tratam de condições necessárias para que um polinômio pos-

sua apenas ráızes reais e ainda saber se determinado polinômio possui ráızes complexas

não-reais, bem como determinar um intervalo que contém todas as ráızes reais de um

polinômio com coeficientes reais, admitindo apenas ráızes reais, sendo, em vários exem-

plos, um método eficaz e de melhor precisão que as cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima.

Finalmente, no quinto caṕıtulo temos a “Conclusão”do trabalho.
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2 PRELIMINARES

No presente caṕıtulo, estaremos abordando alguns conceitos de Cálculo Di-

ferencial e Estruturas Algébricas, bem como outros assuntos que nos darão aux́ılio no

decorrer do trabalho e no desenvolvimento dos resultados, contribuindo no alcance dos

resultados principais.

2.1 Limite, Continuidade e Derivada

No presente momento, abordaremos alguns conceitos básicos do Cálculo Dife-

rencial, ressaltando funções de uma variável real, limite, continuidade, derivada e alguns

elementos relacionados.

Definição 2.1 Sejam f : X ⊂ R→ R uma função e r ∈ X um elemento tal que f(r) = 0,

então dizemos que r é uma raiz (ou zero) de f .

Ilustração: A representação geométrica de ráızes de uma função corresponde aos pontos

de interseção do gráfico com o eixo das abscissas.

Figura 1: Raiz de uma função

Fonte: Produzida pelo autor

Observação 2.1 O conjunto das ráızes (ou zeros) de uma função f : X ⊂ R → R será

denotado por Z(f).

Definição 2.2 Uma função f : I ⊂ R → R definida em um intervalo aberto é dita

cont́ınua no ponto a ∈ I, quando para todo ε > 0 arbitrário, existe δ > 0, tal que

|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Observação 2.2 Dizemos que uma função f é cont́ınua, se f é cont́ınua em todos os

pontos de seu domı́nio.
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A seguir, exibiremos as definições de limite e derivada de funções reais de uma

variável real.

Definição 2.3 Seja uma função f : I ⊂ R → R, definida em um intervalo aberto,

dizemos que f possui limite L ∈ R com x tendendo a a ∈ I, se para todo ε > 0 arbitrário,

existe δ > 0, tal que

0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε.

Observação 2.3 Nas mesmas condições da definição enunciada anteriormente, geral-

mente usa-se a notação

lim
x→a

f(x) = L,

que pode ser representado geometricamente, conforme a figura abaixo:

Figura 2: Limite de uma função

Fonte: Produzida pelo autor

Definição 2.4 Seja a função f : I ⊂ R→ R dizemos que f é derivável no ponto a ∈ R,

quando existe o limite

f ′(a) := lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

onde I ⊂ R denota um intervalo aberto.

A seguir, apresentamos a representação geométrica da derivada de uma função,

que corresponde à tangente do ângulo formado entre o eixo das abscissas e à reta tangente

ao gráfico da função.
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Figura 3: A Derivada de uma função

Fonte: Adaptada de https://www.alfaconnection.pro.br

Definição 2.5 Se uma função f : I ⊂ R → R é derivável em todos os pontos do seu

domı́nio, dizemos simplesmente que f é derivável e a função f ′ : I ⊂ R −→ R é chamada

de derivada de f .

Teorema 2.1 (Rolle) Seja f : [a, b] → R uma função cont́ınua, tal que f(a) = f(b).

Supondo que f é derivável no intervalo (a, b), então existe um ponto c ∈ (a, b), tal que

f ′(c) = 0.

Demonstração: Pode ser encontrada em Lima (2013).

�

2.2 Polinômios sobre um Corpo

Nesta seção, falaremos sobre as definições de corpo e polinômios, bem como

operações e outros elementos relacionados a estas estruturas algébricas, fechando com o

algoritmo da divisão de polinômios.

Definição 2.6 Seja K um conjunto não-vazio. Dizemos que K é corpo quando munido

das operações de soma e produto

+ : K×K→ K (soma) e · : K×K→ K (produto)

satisfazendo, para quaisquer a, b, c ∈ K, as seguintes as propriedades:

1. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (associatividade da soma);

2. Existe 0 ∈ K, tal que a+ 0 = 0 + a (existência do elemento neutro da soma);

3. Existe −a ∈ K, tal que a+ (−a) = (−a) + a = 0 (existência do inverso aditivo);

4. a+ b = b+ a (comutatividade da soma);
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5. (a · b) · c = a · (b · c) (associatividade do produto);

6. a · (b+ c) = a · b+ a · c (distributividade à esquerda) e

(a+ b) · c = a · c+ b · c (distributividade à direita);

7. Existe 1 ∈ K \ {0}, tal que a · 1 = 1 · a = a;

8. a · b = b · a (comutatividade do produto);

9. Se a · b = 0, então a = 0 ou b = 0;

10. Se a 6= 0, então existe a−1 ∈ K satisfazendo a · a−1 = a−1 · a = 1.

Observação 2.4 Neste ambiente nos deteremos em trabalhar no corpo dos números reais

e no corpo dos números complexos.

Definição 2.7 Seja K um corpo. A expressão formal

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m + · · · ,

onde ai ∈ K para todo i ∈ N e existe um número n ∈ N, tal que aj = 0 para todo j ≥ n.

Será chamado de polinômio sobre um corpo K em uma indeterminada x.

Observação 2.5 Denotaremos por K[x] o conjunto de todos os polinômios sobre um

corpo K em uma indeterminada x.

Definição 2.8 Seja K um corpo. Dados dois polinômios, sendo eles

P1(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m + · · · e P2(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bkx

k + · · · ,

sobre o corpo K, dizemos que P1(x) = P2(x) quando ai = bi para todo i ∈ N.

Observação 2.6 Dizemos que P (x) ∈ K[x] é identicamente nulo, quando ai = 0 para

todo i ∈ N.

Definição 2.9 Um polinômio sobre um corpo K, dado por

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m + · · · ,

admitindo n ∈ N, de modo que an 6= 0 e aj = 0 para todo j > n, dessa forma dizemos

que P (x) é um polinômio de grau n.

Observação 2.7 Denotamos o grau de um polinômio P (x) ∈ K[x] por ∂P (x).

Definiremos a seguir operações de soma e produto de polinômios sobre um

corpo K em uma indeterminada x.
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Definição 2.10 Seja K um corpo. Dados dois polinômios em K, sendo eles

P1(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m + · · · e P2(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bkx

k + · · · ,

definimos a soma e o produto, respectivamente por

(a) (P1 + P2)(x) := c0 + c1x+ · · ·+ cmx
m + · · · ,

(b) (P1 · P2)(x) := d0 + d1x+ · · ·+ dmx
m + · · · ,

sendo ci := ai + bi e dj := a0bj + a1bj−1 + · · ·+ ajb0 para todo i, j ∈ N com i não-nulo.

Observação 2.8 Podemos verificar que para quaisquer polinômios P1(x) e P2(x) sobre

um corpo K, obtemos:

(a) ∂(P1 + P2)(x) ≤ ∂P1(x) + ∂P2(x) com P1(x) + P2(x) 6= 0.

(b) ∂(P1 · P2)(x) = ∂P1(x) + ∂P2(x) com P1(x) · P2(x) 6= 0.

Definição 2.11 Seja K um corpo. Temos que α ∈ K é uma raiz de um polinômio P (x)

não nulo em K, se P (α) = 0.

Observação 2.9 O conjunto das ráızes de um polinômio P (x) sobre um corpo K será

denotado por Z(P ).

Fazendo uma analogia com a definição de polinômios, definimos função poli-

nomial real em uma variável (ou incógnita).

Definição 2.12 Sejam K um corpo e f : K→ K uma função, dizemos que f é polinomial

(em uma variável), quando existem constantes a0, a1, . . . , an ∈ K, satisfazendo

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0,

para todo x ∈ K.

Na sequência, apresentamos um importante resultado sobre polinômios, cha-

mado de algoritmo da divisão de polinômios.

Proposição 2.1 (Algoritmo da Divisão) Seja K um corpo. Dados P1(x) e P2(x) em

K donde P2(x) 6= 0, existem únicos polinômios Q(x) e R(x) sobre K, tais que

P1(x) = Q(x) · P2(x) +R(x),

onde R(x) é nulo ou ∂R(x) < ∂P2(x).
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Demonstração: A demonstração do resultado será feita em duas partes, como veremos

a seguir:

1a Parte: Existência.

Supondo que P1(x) é um polinômio nulo, então podemos tomar Q(x) e R(x)

nulos e desta forma, garante a existência neste caso. Mas, se tivermos

∂P1(x) < ∂P2(x),

basta tomar Q(x) nulo e R(x) = P1(x) e outra vez, para este caso particular a existência

estará garantida.

Nestas condições, basta considerar o caso em que ∂P1(x) ≥ ∂P2(x) e assim,

sejam

∂P1(x) = m e ∂P2(x) = n,

donde podemos escrever

P1(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m e P2(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n,

e definindo

P3(x) = P1(x)− amb−1n xm−nP2(x),

satisfazendo ∂P3(x) < ∂P1(x).

Neste momento iremos fazer por indução sobre o grau m de P1(x) e para tal,

consideraremos dois passos:

1o Passo: m = 0.

Para m = 0, teremos n = 0 e assim

P1(x) = a0 e P2(x) = b0,

logo

P1(x) = a0b
−1
0 P2(x),

então tomamos Q(x) = a0b0 e R(x) = 0.

2◦ Passo: m > 0.

Suponha que a existência é válida para todo polinômio de grau menor que m,

assim temos que

P3(x) = P1(x)− amb−1n xm−nP2(x) (1)

possui grau menor que m, então existem Q̃(x) e R̃(x) que satisfazem
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P3(x) = Q̃(x) · P2(x) + R̃(x), (2)

com R̃(x) nulo ou ∂R̃(x) < ∂P2(x).

Das igualdades (1) e (2), obtemos que

P1(x) = [amb
−1
n xm−n + Q̃(x)]P2(x) + R̃(x),

bastando tomar

Q(x) = amb
−1
n xm−n + Q̃(x) e R(x) = R̃(x),

que satisfazem as condições enunciadas.

2a Parte: Unicidade.

Agora suponha que existem Q1(x), R1(x), Q2(x) e R2(x), tais que

P1(x) = Q1(x) · P2(x) +R1(x) = Q2(x) · P2(x) +R2(x),

onde Ri(x) é nulo ou ∂Ri(x) < ∂Pi(x) com i = 1, 2. Assim, tem-se que

[Q1(x)−Q2(x)] · P2(x) = R2(x)−R1(x),

portanto Q1(x) = Q2(x) e R1(x) = R2(x). �
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3 POLINÔMIOS SOBRE OS COMPLEXOS

3.1 Números Complexos

Os números complexos formam um conjunto numérico, cuja notação é C, que

compreende uma expansão dos números reais. Um elemento z ∈ C é escrito na forma

z = a+ bi,

onde “i” é chamado de unidade imaginária, no qual i =
√
−1 e a, b representam as partes

real e imaginária de z, respectivamente. A parte real de z é denotada por Re z e a parte

imaginária é denotada por Im z, ou seja,

Re z = a e Im z = b,

donde podemos escrever

z = (Re z) + (Im z) i.

Adiante, podemos ver uma representação do Plano Complexo, no qual o eixo

y corresponde ao eixo imaginário de z e o eixo x correspondendo ao eixo real de z.

Figura 4: O Plano Complexo

Fonte: Produzida pelo autor

Apresentaremos agora duas definições básicas sobre os números complexos.

Definição 3.1 Dados dois números complexos z = a+ bi e w = c+ di, dizemos que são

iguais quando a = c e b = d.

Definição 3.2 Dado um número complexo z = a+bi, tem-se que seu conjugado é definido

por z = a− bi.

Assim como nos números reais temos as operações de soma e produto, nos

números complexos, podemos definir operações semelhantes.
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Definição 3.3 Define-se a soma e a multiplicação de números complexos z = a + bi e

w = c+ di, respectivamente por:

(a) z + w = (a+ c) + (b+ d)i;

(b) z · w = (ac− bd) + (ad+ cb)i.

A seguir, veremos propriedades de conjugado de número complexo.

Proposição 3.1 Dados z e w ∈ C arbitrários, vale as propriedades:

(a) z + w = z + w;

(b) z · w = z · w.

Demonstração: Decorre diretamente da definição de conjugado.

Na definição seguinte temos uma extensão da noção de módulo dos números

reais para os números complexos.

Definição 3.4 Seja z = a+ bi um número complexo, definimos seu módulo por,

|z| =
√
a2 + b2.

Vemos a seguir, a representação geométrica da definição de módulo que intro-

duzimos acima:

Figura 5: Módulo de um número complexo

Fonte: Produzida pelo autor

Observação 3.1 Diante das notações introduzidas anteriormente, podemos deduzir que:

(a) z + z = 2Re z;

(b) z · z = |z|2.
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Proposição 3.2 Sejam z, w ∈ C, são válidas as seguintes propriedades:

(a) |z + w| ≤ |z|+ |w|;

(b) |z · w| = |z||w|.

Demonstração: Pode ser encontrada em Soares (2014).

Podemos ainda, sobre o conjunto dos números complexos, estender as de-

finições de simétrico e inverso multiplicativo.

Definição 3.5 Seja z = a+ bi um número complexo, podemos definir:

(a) −z = (−a) + i(−b);

(b) z−1 =
z

|z|2
para z 6= 0.

3.2 Ráızes de Polinômios

Na presente seção, apresentaremos algumas definições complementares e resul-

tados sobre ráızes de polinômios, tais como, Fórmula de Bháskara, Fórmula de Cardano-

Tartaguia, Relações de Girard, e falaremos um pouco sobre os métodos iterativos, bem

como algumas estimativas de ráızes (Cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima) e concluindo

com um resultado acerca do número máximo de ráızes de um polinômio sobre um corpo.

Primeiramente, vamos recordar a definição de raiz aplicada a polinômios sobre

os complexos.

Definição 3.6 Um número complexo w ∈ C é raiz de um polinômio P (x) sobre C,

quando satisfaz P (w) = 0.

Agora vamos introduzir o conceito de multiplicidade para ráızes de polinômios

sobre os complexos.

Definição 3.7 Sejam P (x) um polinômio sobre os complexos e w ∈ C uma raiz de P (x),

então dizemos que w tem multiplicidade m ∈ N, quando P (x) pode ser escrito na forma

P (x) = (x− w)mQ(x),

onde Q(x) é um polinômio de grau n−m, tal que Q(w) é não-nulo.
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Observação 3.2 Dizemos que w ∈ C é uma raiz simples de um polinômio sobre os

complexos, quando possui multiplicidade m = 1.

A seguir, exibiremos um resultado sobre ráızes de polinômio de grau 2, conhe-

cido como Fórmula de Bháskara.

Proposição 3.3 (Fórmula de Bháskara) Considere um polinômio do segundo grau,

definido por

P (x) = ax2 + bx+ c,

onde ∆ := b2 − 4ac é seu discriminante, com a 6= 0 e a, b, c ∈ R, então:

(a) Quando ∆ > 0, temos que as ráızes encontradas são reais, obtidas por

r1,2 =
−b±

√
∆

2a
.

(b) Quando ∆ = 0, temos que as ráızes encontradas são reais de multiplicidade 2, sendo

da forma:

r1,2 =
−b
2a
.

(c) Quando ∆ < 0, temos que as ráızes encontradas são complexas, obtidas por

r1,2 =
−b±

√
−∆i

2a
.

Demonstração: Pode ser encontrada em Pereira (2017).

�

A seguir, enunciaremos um resultado conhecido como a fórmula de Cardano-

Tartaglia.

Proposição 3.4 (Fórmula de Cardano- Tartaglia) Seja o polinômio de grau 3,

P (x) = ax3 + bx2 + cx+ d,

com coeficientes reais, então suas ráızes são dadas por:

x = − b

3a
+

3

√
−q

2
+

√(p
3

)3
+
(q

2

)2
+

3

√
−q

2
−
√(p

3

)3
+
(q

2

)2
onde,

p = −b
2 − 3ac

3a2
e q =

2b3 + 27a2d− 9abc

27a3
.
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Demonstração: Pode ser encontrada em Lima (1987).

�

Apresentaremos agora relações entre ráızes e coeficientes de equações polino-

miais, as quais são conhecidas como Relações de Girard.

Proposição 3.5 (Relações de Girard) Seja

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

polinômio de grau n ≥ 1, com an 6= 0, cujas ráızes são w1, w2, · · · , wn ∈ C então:

w1 + w2 + . . .+ wn = −an−1
an

e w1w2 · . . . · wn = (−1)n
a0
an
.

Demonstração: Pode ser encontrado em Iezzi (2013).

�

A seguir, mostraremos um resultado sobre o número máximo de ráızes de um

polinômio de acordo com seu grau.

Proposição 3.6 Seja um polinômio não-nulo de grau n sobre os complexos, dado por

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1 + a0,

então o número de ráızes de complexas de P (x) é no máximo igual a ∂P (x) = n.

Demonstração:

Para o caso em que P (x) não possui ráızes, já temos diretamente que o resul-

tado é válido. Suponha que w ∈ C seja raiz de P (x), assim, sabemos que o polinômio

G(x) = x− w

divide P (x), utilizando desta forma o algoritmo da divisão. Dáı, existem polinômios

Q(x), R(x) ∈ C[x] tais que

P (x) = (x− w)Q(x) +R(x),

onde

R(x) = 0 ou ∂R(x) < ∂G(x) = 1.

Desta maneira, veja que R(x) = c é um polinômio constante, logo

P (x) = (x− w)Q(x) + c
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e como P (w) = 0, aplicando na expressão anterior, segue que c = 0, então

R(x) = 0 e P (x) = (x− w)Q(x),

onde ∂Q(x) = n− 1.

Observe que se v ∈ C é raiz de P (x) então

P (v) = (v − w)Q(v) = 0,

no qual podemos ter que w = v ou v é também raiz de Q(x) ∈ C[x]. Logo, as ráızes de

P (x) são w e as ráızes de Q(x).

Por indução sobre o grau ∂P (x) = n

1◦ Caso: n = 0.

Para este caso temos P (x) não tem ráızes, donde segue que a proposição é

verdadeira.

2◦ Caso: Por hipótese de indução, temos que

∂Q(x) < ∂P (x) = n,

dáı Q(x) possui no máximo ∂Q(x) = n−1 ráızes complexas, logo P (x) possui no máximo

n ráızes em C. �

Observação 3.3 Os métodos numéricos iterativos (cf. Ruggiero (2013)) já mencionados,

são métodos recorrentes de obter aproximações de ráızes, a partir de um valor inicial.

Dentre esses métodos, podemos citar: métodos da bissecção, da posição falsa, método do

ponto fixo, de Newton-Raphson e da Secante.

Para concluir a seção, apresentaremos uma proposição que traz algumas esti-

mativas (Cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima) de ráızes de polinômios com coeficientes

reais. Essas estimativas são importantes para a escolha de valores iniciais dos métodos

numéricos iterativos.

Proposição 3.7 Considere um polinômio não-nulo de grau n sobre os reais, dado por

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

bem como uma raiz w ∈ C de P (x), então valem as seguintes desigualdades:
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a) Cota de Cauchy:

|w| ≤ 1 +
1

|an|
max{|ak|}n−1k=0 .

b) Cota de Fujiwara:

|w| ≤ 2max

{∣∣∣∣an−kan

∣∣∣∣1/k
}n

k=1

.

c) Cota de Kojima:

|w| ≤ max

{∣∣∣∣an−kan

∣∣∣∣1/k
}n

k=1

+max

{{∣∣∣∣an−kan

∣∣∣∣1/k
}n

k=1

\max

{∣∣∣∣an−kan

∣∣∣∣1/k
}n

k=1

}
.

Observação 3.4 Os resultados da proposição acima podem ser encontrados em Odete e

Silva Filho (2017) e em Quadros e Bortoli (2009).

Neste momento, aplicamos o último resultado a alguns exemplos de polinômios

com coeficientes reais admitindo apenas ráızes reais.

Exemplo 3.1 Estimar a localização das ráızes do polinômio P (x) = x4−3x3−4x2+x+1

utilizando as Cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima.

Solução: Sendo w uma raiz real de P (x), da cota de Cauchy, temos que:

|w| ≤ 1 +
1

|1|
max{|1|, |1|, | − 4|, | − 3|},

dáı,

|w| ≤ 1 + 4,

ou ainda,

|w| ≤ 5.

Da cota de Fujiwara, podemos ter

|w| ≤ 2max

{∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−4

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣11
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣11

∣∣∣∣1/4
}
,

donde segue que,

|w| ≤ 2 · 3⇒ |w| ≤ 6.
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Finalmente, como já sabemos que

max

{∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−4

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣11
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣11

∣∣∣∣1/4
}

= 3

e além disso,

max

{{∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−4

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣11
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣11

∣∣∣∣1/4
}
\max

{∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−4

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣11
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣11

∣∣∣∣1/4
}}

= 2

Então da cota de Kojima, obtemos

|w| ≤ 3 + 2⇒ |w| ≤ 5.

Portanto, obtemos assim as estimativas das ráızes do polinômio P (x) em cada

cota pedida.

Exemplo 3.2 Estimar a localização das ráızes do polinômio

P (x) = x6 + 2x5 − 3x4 + 4x3 + 5x2 + 6x− 1,

utilizando as Cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima.

Solução: Seja w uma raiz complexa de P (x), da cota de Cauchy, segue que

|w| ≤ 1 +
1

|1|
max{| − 1|, |6|, |5|, |4|, | − 3|, |2|},

dáı,

|w| ≤ 1 + 6,

ou ainda,

|w| ≤ 7.

Da cota de Fujiwara, temos

|w| ≤ 2max

{∣∣∣∣21
∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣41
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣51

∣∣∣∣1/4 , ∣∣∣∣61
∣∣∣∣1/5 , ∣∣∣∣−1

1

∣∣∣∣1/6
}
,

assim,

|w| ≤ 2 · 2⇒ |w| ≤ 4.

Concluindo, já sabemos que
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max

{∣∣∣∣21
∣∣∣∣1/1 , ∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣41
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣51

∣∣∣∣1/4 , ∣∣∣∣61
∣∣∣∣1/5 , ∣∣∣∣−1

1

∣∣∣∣1/6
}

= 2

bem como,

max

{∣∣∣∣−3

1

∣∣∣∣1/2 , ∣∣∣∣41
∣∣∣∣1/3 , ∣∣∣∣51

∣∣∣∣1/4 , ∣∣∣∣61
∣∣∣∣1/5 , ∣∣∣∣−1

1

∣∣∣∣1/6
}

=
√

3

Então da cota de Kojima, temos que

|w| ≤ 2 +
√

3⇒ |w| ≤ 3, 732050808.

Portanto, obtemos as estimativas das ráızes do polinômio P (x) em cada uma

das cotas apresentadas.
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4 ESTIMATIVAS PARA RAÍZES REAIS

Esta seção é dividida em duas subseções sendo que na primeira delas, abor-

daremos alguns lemas importantes, que ajudarão nos resultados principais. Na subseção

subsequente apresentaremos os resultados obtidos, que trata na estimativas de ráızes de

polinômios com coeficientes reais admitindo apenas ráızes reais.

4.1 Lemas Chaves

De ińıcio, exibiremos um importante resultado que será usado na demons-

tração do Teorema 4.2.

Lema 4.1 Dado um polinômio P (x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 de grau n, n ≥ 1,

com coeficientes reais, então vale a igualdade

P (x) =
P (n)(r)(x− r)n

n!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−1

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′(r)(x− r) + P (r),

para todo número real r ∈ R.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução, considerando os seguintes casos:

1o Caso: Para um polinômio de grau n = 1, escrevemos

P (x) = a1x+ a0,

ao derivar o polinômio temos

P ′(x) = a1,

consequentemente,

P ′(r)(x− r) + P (r) = a1(x− r) + (a1r + b)

= a1x+ b = P (x),

que conclui o primeiro caso.

2o Caso: Suponha a igualdade enunciada seja válida para todo polinômio de grau n−1 ≥
1, então esta aplica-se ao polinômio

P ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ 2a2x+ a1x,
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que pode ser escrito na forma

P ′(x) =
P (n)(r)(x− r)n−1

(n− 1)!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−2

(n− 2)!
+ · · ·+ P ′′(r)(x− r) + P ′(r),

onde usamos a hipótese de indução.

Nestas condições, podemos deduzir que

P (x) =
P (n)(r)(x− r)n

n!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−1

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′(r)x+ c, (3)

onde c denota uma constante real. Em particular, obtemos

P (r) = P ′(r)r + c,

ou equivalentemente

c = P (r)− P ′(r)r,

dáı basta substitui o valor de c na expressão (3) para obter a igualdade desejada. �

Agora, apresentaremos um resultado sobre ráızes reais de um polinômio e da

sua derivada.

Lema 4.2 Dado um polinômio P (x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 de grau n, n ≥ 1,

com coeficientes reais, que admite apenas ráızes reais, então o polinômio P ′(x), de grau

n− 1, também admite apenas ráızes reais.

Demonstração: Desde que P (x) possui apenas ráızes reais, então podemos escrevê-lo

na forma

P (x) = an(x− r1)k1(x− r2)k2 · · · (x− rm)km ,

onde r1 < r2 < · · · < rm e k1 + k2 + · · · + km = n. Na sequência, definimos a função

f : R→ R por

f(x) = P (x),

portanto r1, r2, . . . , rm são ráızes de f .
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Usando o Teorema de Rolle, podemos afirmar que existe pelo menos uma raiz

de f ′ em cada intervalo da união

J =
m−1⋃
i=1

(ri, ri+1),

pois f(r1) = f(r2) = · · · f(rm) = 0. Como cada raiz não-simples de f será raiz de f ′, logo

(k1 − 1) + (k2 − 1) + · · ·+ (km − 1) = (k1 + k2 + · · ·+ km)−m = n−m,

corresponde ao número de ráızes de f e f ′, simultaneamente.

Nestas condições, definimos os conjuntos

S = Z(f ′) ∩ J e T = {ri ∈ Z(f) : ki > 1},

dáı observando que S ∩ T = ∅, segue-se do algoritmo da divisão de polinômios que

Z(f ′) = Z(P ′) ≥ #S + #T,

ou seja,

Z(P ′) ≥ (m− 1) + (n−m) = n− 1,

que implica pela Proposição 3.6 que todas as ráızes de P ′(x) são reais. �

4.2 Resultados Principais

Nesta última seção, apresentamos os principais resultados do nosso trabalho,

que consistem em fornecer condições necessárias para que um polinômio possua apenas

ráızes reais e critérios que permitem identificar a existência de ráızes complexas não-reais,

bem como estimativas de ráızes reais.

O primeiro teorema estabelece uma condição sobre os coeficientes de um po-

linômio, necessária para que este admita apenas ráızes reais. Devemos destacar que este

resultado foi obtido por Muniz Neto (2006) no contexto de funções polinomiais.

Teorema 4.1 Seja P (x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 um polinômio de grau n ≥ 2

com coeficientes reais e admitindo apenas ráızes reais. Nestas condições, tem-se que

a2k ≥
(n− k + 1)(k + 1)

(n− k)k
ak+1ak−1,

para todo 1 ≤ k ≤ n− 1.
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Demonstração:

Faremos a demonstração por indução finita sobre o grau do polinômio P (x),

conforme descrito a seguir:

1o Passo: Primeiro consideramos n = 2, donde obtemos a expressão

P (x) = a2x
2 + a1x+ a0,

podendo ser reescrita na forma

P (x) =
1

4a2
[(2a2x+ a1)

2 − (a21 − 4a2a0)],

portanto P (x) admite apenas ráızes reais, se e somente se,

a21 − 4a2a0 ≥ 0.

que encerra o primeiro passo.

2o Passo: Por hipótese de indução, vamos supor que a desigualdade enunciada é válida

para todo polinômio de grau n−1 admitindo apenas ráızes reais. Nestas condições, segue

do Lema 4.2 que o polinômio

P ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ 2a2x+ a1

admite apenas ráızes reais e para n > 2, deduzimos ainda que

(kak)2 ≥ (n− k + 1)k

(n− k)(k − 1)
[(k + 1)ak+1][(k − 1)ak−1],

ou simplesmente,

a2k ≥
(n− k + 1)(k + 1)

(n− k)k
ak+1ak−1,

para todo 2 ≤ k ≤ n− 1.

Falta apenas provar a desigualdade enunciada para k = 1, então para a0 = 0

não há o que provar. Caso contrário, basta tem-se que

P

(
1

x

)
=

1

xn
(a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an),
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donde conclúımos que o polinômio

Q(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

possui apenas ráızes reais.

De modo análogo, aplicamos o Lema 4.2 junto com a hipótese de indução ao

polinômio

Q′(x) = na0x
n−1 + (n− 1)a1x

n−2 + · · ·+ 2an−1x+ an,

dáı obtemos

[(n− 1)a1]
2 ≥ 2(n− 1)

n− 2
(na0)[(n− 2)a2],

ou simplesmente,

a21 ≥
2n

n− 1
a2a0,

que completa a prova do teorema. �

Observação 4.1 O resultado do Teorema 4.1 foi obtido em Pereira (2017) para po-

linômios de grau três, onde a autora usou uma técnica mais elementar na demonstração.

Adiante, temos como consequência um corolário que estabelece critérios que

garantem a existência de pelo menos duas ráızes complexas não-reais para polinômios com

coeficientes reais.

Corolário 4.1 Seja P (x) = anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 um polinômio de grau n ≥ 2

com coeficientes reais satisfazendo

a2k <
(n− k + 1)(k + 1)

(n− k)k
ak+1ak−1,

para algum 1 ≤ k ≤ n−1, então P (x) admite pelo menos duas ráızes complexas não-reais.

Demonstração:

Decorre do Teorema 4.1 que P (x) admite pelo menos uma raiz w ∈ C − R,

consequentemente,

P (w) = anw
n + an−1w

n−1 + · · ·+ a1w + a0,



32

mas como os coeficientes de P (x) são reais, tem-se ainda

P (w) = anwn + an−1wn−1 + · · ·+ a1w + a0 = 0 = 0,

portanto w também é raiz de P (x) e isso conclui a prova do corolário. �

Exemplo 4.1 Verifique se o polinômio P (x) = 3x3 − 4x2 + 2x possui ráızes complexas.

Solução: Como o P (x) é grau 3, temos que n = 3, então

a2k <
(3− k + 1)(k + 1)

(3− k)k
ak+1ak−1

para algum 1 < k < 2.

Quando k = 1, obtemos que a21 < 3a2a0. Donde não satisfaz a desigualdade.

Quando k = 2, obtemos que a22 < 3a3a1. Temos que a desigualdade é satisfeita.

Assim, P (x) possui pelos duas ráızes complexas não-reais.

No teorema a seguir, apresentamos uma desigualdade que nos permite obter

estimativas (cotas inferior e superior) de ráızes reais de polinômios que não admitem ráızes

complexas não-reais.

Teorema 4.2 Seja P (x) = anx
n + · · · + a1x + a0 um polinômio de grau n, n > 1, sobre

os reais, que admite apenas ráızes reais. Nestas condições, tem-se que cada raiz r ∈ R de

P (x) satisfaz a desigualdade∣∣∣∣r +
an−1
nan

∣∣∣∣ ≤ n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2.

Demonstração:

Faremos a demonstração dividindo-a em dois casos distintos, conforme descrito

a seguir:

1o Caso: Primeiro consideramos n = 2, dáı escrevemos

P (x) = a2x
2 + a1x+ a0,

então segue da fórmula de Bháskara que uma raiz r de P (x) satisfaz

r =
−a1 +

√
a21 − 4a2a0

2a2
ou r =

−a1 −
√
a21 − 4a2a0

2a2
,



33

em particular, ∣∣∣∣r +
a1
2a2

∣∣∣∣ =
1

2|a2|

√
a21 − 4a2a0, (4)

portanto satisfaz trivialmente a desigualdade enunciada.

2o Caso: Neste momento, vamos admitir n > 2 e aplicar o Lema 4.1 para escrever

P (x) =
P (n)(r)(x− r)n

n!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−1

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′(r)(x− r) + P (r),

mas como r é uma raiz de P (x), segue que P (r) = 0 e consequentemente

P (x) =
P (n)(r)(x− r)n

n!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−1

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′′(r)(x− r)2

2!
+ P ′(r)(x− r),

dáı colocamos x− r em evidência na expressão acima, obtendo

P (x) = (x− r)
[
P (n)(r)(x− r)n−1

n!
+
P (n−1)(r)(x− r)n−2

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′′(r)(x− r)

2!
+ P ′(r)

]
.

Desde que P (x) possui apenas ráızes reais, então podemos afirmar que

Q(x) =
P (n)(r)xn−1

n!
+
P (n−1)(r)xn−2

(n− 1)!
+ · · ·+ P ′′(r)x

2!
+ P ′(r)

possui apenas ráızes reais em virtude do Lema 4.2. Decorre do Teorema 4.1 que[
P (n−1)(r)

(n− 1)!

]2
− 2(n− 1)

n− 2

[
P (n)(r)

n!

] [
P (n−2)(r)

(n− 2)!

]
≥ 0,

ou ainda,

[
P (n−1)(r)

]2 − 2(n− 1)2

n(n− 2)
P (n)(r)P (n−2)(r) ≥ 0. (5)

Calculando diretamente P n(r), P (n−1)(r) e P (n−2)(r), obtemos

P (n)(r) = n!an,

P (n−1)(r) = n!anr + (n− 1)!an−1 e

P (n−2)(r) =
n!

2!
anr

2 + (n− 1)!an−1r + (n− 2)!an−2,
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que substitúıdas em (5) resulta em

[n!anr + (n− 1)!an−1]
2 − 2(n− 1)2

n(n− 2)
n!an

[
n!

2!
anr

2 + (n− 1)!an−1r + (n− 2)!an−2

]
≥ 0,

ou equivalentemente,

−n!(n− 1)!

n− 2
a2nr

2 − 2(n− 1)!2

n− 2
anan−1r + (n− 1)!2

[
a2n−1 −

2(n− 1)

n− 2
anan−2

]
≥ 0.

Colocando (n− 1)!2 em evidência na última desigualdade e dividindo por (n−
1)!2 toda a expressão obtida, tem-se que

− n

n− 2
a2nr

2 − 2

n− 2
anan−1r +

[
a2n−1 −

2(n− 1)

n− 2
anan−2

]
≥ 0,

ou ainda,

n

n− 2
a2nr

2 +
2

n− 2
anan−1r −

[
a2n−1 −

2(n− 1)

n− 2
anan−2

]
≤ 0.

Da última desigualdade, podemos afirmar que o polinômio

R(x) =
n

n− 2
a2nx

2 +
2

n− 2
anan−1x−

[
a2n−1 −

2(n− 1)

n− 2
anan−2

]
possui discriminante não-negativo, dado por

∆R =
4

(n− 2)2

{
a2na

2
n−1 + n(n− 2)a2n

[
a2n−1 −

2(n− 1)

n− 2
anan−2

]}
≥ 0,

visto que R(r) ≤ 0 e seu coeficiente ĺıder é positivo.

Simplificando a última desigualdade obtida, chegamos em

∆R =
4(n− 1)2a2n

(n− 2)2

[
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2

]
≥ 0, (6)

consequentemente,

−an−1
nan

− n− 2

2na2n

√
∆R ≤ r ≤ −an−1

nan
+
n− 2

2na2n

√
∆R.

Observe ainda que a última desigualdade pode ser reescrita na forma∣∣∣∣r +
an−1
nan

∣∣∣∣ ≤ n− 2

2na2n

√
∆R,
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então substituindo (6) na desigualdade anterior, obtemos∣∣∣∣r +
an−1
nan

∣∣∣∣ ≤ n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

que juntamente com (4) completam a prova do teorema. �

Observação 4.2 O resultado do Teorema 4.2 foi obtido em Pereira e Silva Filho (2017)

para polinômios de grau três, no qual a autora usou uma técnica mais elementar na

demonstração.

Como consequência do Teorema 4.2, obtemos o seguinte corolário que nos

fornece um outro tipo de estimativa levando em conta os inversos multiplicativos das

ráızes não-nulas de um polinômio.

Corolário 4.2 Seja P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 um polinômio de grau n sobre os reais,

que admite apenas ráızes reais não todas nulas, então cada raiz r ∈ R∗ satisfaz∣∣∣∣1r +
am

(n−m+ 1)am−1

∣∣∣∣ ≤ n−m
(n−m+ 1)|am−1|

√
a2m −

2(n−m+ 1)

n−m
am+1am−1,

onde m := min{k ∈ N : ak−1 6= 0}.

Demonstração: Por um cálculo direto, observe que

P

(
1

x

)
=

1

xn
(am−1x

n−m+1 + · · ·+ an−1x+ an),

portanto as ráızes de P (x) são os inversos multiplicativos das ráızes do polinômio

Q(x) = am−1x
n−m+1 + · · ·+ an−1x+ an,

dáı basta aplicar diretamente o Teorema 4.2 ao polinômio Q(x) para obter a desigualdade

desejada. �

Como aplicação do Teorema 4.2, faremos uma comparação com as estimativas

obtidas nos Exemplos 3.1 e 3.2.

Exemplo 4.2 Encontre um intervalo que contenha o subconjunto das ráızes reais do

polinômio

P (x) = x4 − 3x3 − 4x2 + x+ 1.
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Solução: Temos que P (x) é um polinômio de grau 4, assim n = 4, dessa forma a

desigualdade no Teorema 4.2 se torna∣∣∣∣r +
a3
4a4

∣∣∣∣ ≤ 3

4|a4|

√
a23 −

8

3
a4a2,

como a0 = 1, a1 = 1, a2 = −4, a3 = −3, a4 = 1 e n = 4, segue que∣∣∣∣r +

(
−3

4(1)

)∣∣∣∣ ≤ 3

4|1|

√
(−3)2 − 8

3
(1)(−4),

obtemos,

|r − 0, 75| ≤ 3, 32603367,

o que resulta em,

−2, 57603367 ≤ r ≤ 4, 07603367.

Então, todas as ráızes de P (x) estão nesse intervalo.

Exemplo 4.3 Encontre um intervalo que contenha o subconjunto das ráızes reais do

polinômio

P (x) = x6 + 2x5 − 3x4 + 4x3 + 5x2 + 6x− 1.

Solução: O polinômio P (x) é de grau 6, assim n = 6, dessa forma a desigualdade no

Teorema 4.2 se torna ∣∣∣∣r +
a5
6a6

∣∣∣∣ ≤ 5

6|a6|

√
a25 −

12

5
a6a4,

como a0 = −1, a1 = 6, a2 = 5, a3 = 4, a4 = −3, a5 = 2, a6 = 1 e n = 6, dáı,∣∣∣∣r +
2

6(1)

∣∣∣∣ ≤ 5

6|1|

√
22 − 12

5
(1)(−3),

segue que,

|r + 0, 33333333| ≤ 2, 78886675,

obtendo,

−3, 12219975 ≤ r ≤ 2, 45553342.

Portanto, todas as ráızes de P (x) estão no intervalo encontrado.

Observação 4.3 Note que os intervalos encontrados têm uma melhor aproximação da-

quelas encontras nos Exemplos 3.1 e 3.2 com as cotas de Cauchy, Fujiwara e Kojima.

No próximo corolário, temos uma condição onde podemos ter uma raiz com

multiplicidade n, dado que o polinômio esteja nas condições do teorema apresentado
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acima.

Corolário 4.3 Seja P (x) um polinômio nas condições do Teorema 4.2. Quando

a2n−1 −
2n

n− 1
anan−2 = 0,

tem-se que r = −an−1
nan

, ou seja, possui uma raiz com multiplicidade n.

Demonstração:

Suponha que

a2n−1 −
2n

n− 1
anan−2 = 0,

da desigualdade do Teorema 4.2, obtemos,∣∣∣∣r +
an−1
nan

∣∣∣∣ ≤ 0,

dáı,

−an−1
nan

≤ r ≤ −an−1
nan

,

consequentemente,

r = −an−1
nan

.

Concluindo a demonstração.

�

No corolário a seguir, apresenta condições em que se tem somente ráızes não-

negativas e não-positivas.

Corolário 4.4 Seja P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 um polinômio de grau n

sobre os reais, admitindo apenas ráızes reais, então valem as afirmações:

a) Quando

S ≥ n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

onde S é a soma de ráızes, tem-se que P (x) possui apenas ráızes não-negativas.

b) Quando

S ≤ −n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

onde S é a soma de ráızes, tem-se que P (x) possui apenas ráızes não-positivas.

Demonstração:
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a) Suponha que

S ≥ n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

dáı,

−an−1
an
≥ n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por
1

n
, obtemos,

−an−1
nan

≥ n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

segue que,

−an−1
nan

− n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2 ≥ 0,

logo, pelo Teorema 4.2, as ráızes de P (x) só podem ser não-negativas. �

b) Suponha que

S ≤ −n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

dáı,

−an−1
an
≤ −n− 1

|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2.

Da última igualdade, deduzimos que

an−1
nan

≥ n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2,

donde obtemos,

−an−1
nan

+
n− 1

n|an|

√
a2n−1 −

2n

n− 1
anan−2 ≤ 0,

pelo Teorema 4.2, as ráızes de P (x) só podem ser não-positivas. �
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5 CONCLUSÃO

Ao estudar estimativas de ráızes de polinômios com coeficientes e ráızes reais,

percebe-se claramente a importância destas para a escolha dos valores iniciais nos métodos

numéricos iterativos. Por outro lado, convém destacar que ao comparar as cotas de

Cauchy, Fujiwara e Kojima com nosso principal resultado, identificamos muitos exemplos,

principalmente em polinômios de grau menor ou igual a cinco, nos quais o nosso principal

resultado fornece uma maior precisão.
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IEZZI. G. Fundamentos da Matemática Elementar - Volume 6: Complexos, Polinômios e
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PEREIRA, O. Ráızes de Equações do Terceira Grau. 2017, 33f. Monografia (Graduação)
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putacionais, 2a Edição. São Paulo: Pearson, 1996.

SOARES, M. G. Cálculo em uma Variável Complexa, 5 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014.


	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Limite, Continuidade e Derivada
	Polinômios sobre um Corpo

	POLINÔMIOS SOBRE OS COMPLEXOS
	Números Complexos
	Raízes de Polinômios

	ESTIMATIVAS PARA RAÍZES REAIS
	Lemas Chaves
	Resultados Principais

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

