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”Ler,
entender,
escrever,
verificar,
e criar”

(Gustavo Alvarez)



RESUMO

O presente trabalho propoe estudar os campos de vetores conformes (ou sim-
plesmente campos conformes) sobre o espago Euclidiano, enfatizando o caso particular
dos campos conformes gradientes, com o objetivo principal de estabelecer uma expressao
que descreve explicitamente os referidos campos de vetores. Os resultados aqui apresen-
tados ja sao conhecidos na literatura, porém serao demonstradas usando as ferramentas
mais elementares do que as demonstracoes classicas. Dos resultados expostos, chegamos
a uma expressao que descreve a funcao potencial de qualquer campo de vetores conforme

gradiente sobre o espago Euclidiano.

Palavras-chave: Espaco Euclidiano. Campos de Vetores Conformes. Fator conforme.
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1 INTRODUCAO

Os campos de vetores conformes (ou simplesmente campos conformes) sobre
espagos Riemannianos (ou variedades Riemannianas) sdo campos de vetores suaves, cuja
derivada de Lie da métrica em sua diregao resulta em um tensor de ordem 2 (dois),
multiplo da métrica Riemanniana do referido espaco. Os campos conformes constituem
uma generalizagao dos campos de Killing e dos campos homotéticos, visto que os campos
de Killing sao campos conformes com fator de conformidade nulo, enquanto os campos
homotéticos sao campos conformes com fator conforme constante.

Os campos de vetores conformes surgem naturalmente no estudo de imersoes
sobre formas espaciais (espaco Euclidiano, esfera e espago hiperbdlico), nos produtos
diretos e warped, espagos de Einstein e em alguns fluxos geométricos (fluxo de Yamabe
e fluxo de Ricci). Estes campos de vetores estao relacionados a curvatura escalar do
espago Riemanniano no qual estao definidos, conforme encontra-se em Tashiro (1965),
Obata e Yano (1970). Nas formas espaciais, encontram-se alguns exemplos, dentre eles
destacam-se os exemplos construidos por Heintze (1988), partindo das fungoes suporte.

O presente trabalho aborda basicamente os campos de vetores conformes defi-
nidos sobre o espago Euclidiano n-dimensional, enfatizando os campos de vetores confor-
mes gradientes. Nesta perspectiva, o trabalho encontra-se organizado em quatro capitulos,
cujo primeiro corresponde a parte introdutéria, na qual apresenta-se de forma sucinta a
estrutura do trabalho que fora desenvolvido, destacando os problemas a serem tratados,
bem como um pouco do contexto historico, onde estao inseridos os campos de vetores
supracitados.

O segundo capitulo corresponde as preliminares que contemplam notagoes,
defini¢oes e resultados essenciais a demonstracao dos resultados principais obtidos no
capitulo seguinte. Mais precisamente, apresentamos uma breve revisao sobre alguns ele-
mentos de Algebra Linear no espaco Euclidiano, bem como tépicos de Célculo Diferencial
de varias variaveis e Calculo Vetorial, culminando com alguns elementos de Geometria
Riemanniana, porém numa perspectiva mais adequada ao estudo de campos de vetores
no espago Euclidiano.

O terceiro capitulo apresenta os resultados principais,bem como as notacoes
e defini¢oes mais diretamentes relacionados a esses resultados. Nesse sentido, os campos
conformes gradientes no espaco Euclidiano, verificando que estes campos de vetores devem
ser homoteticos e descrevendo-os explicitamente atravveis da fungao potencial. Poe fim
apresentamos o capitolo correspondente a conclusao, que faz a consideragoes gerais sobre

o trabalho e os resultados principais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, admitem-se algumas nocoes basicas de Calculo Diferencial de
varias variaveis e Calculo Vetorial, bem como alguns conceitos elementares de Geometria

Analitica e Algebra Linear, que serdao brevemente mencionados sem maiores detalhes.

2.1 O Espaco Euclidiano
Primeiramente, vamos considerar o espago Euclidiano n-dimensional como o
produto cartesiano
R":=R xR x --- xR (n fatores iguais a R),
que também escreve-se na forma
R™ := {(z1, 29, ..., %) : 1, %2, ..., T, € R},
cujos elementos podem ser tratados como pontos ou vetores, dependendo do contexto e
da conveniéncia.
Neste momento, trazemos duas defini¢oes que apresentam importantes operacoes
entre elementos do espago Euclidiano.

Definicao 2.1 Dados z,y € R™ arbitrarios e A € R uma constante, definimos as operacoes

soma e produto por escalar da seguinte forma:

(@) z+y:=(T1+ Y1,y Tn + Yn)-
(b) Az := (Azq,..., Axy).

Defini¢ao 2.2 Dados x,y € R" arbitrarios, dizemos que o produto interno (canénico)

destes elementos é o nimero real definido pelo somatério

(z,y) = Z Lili,
=1

onde z; e y; denotam as i-ésimas coordenadas de x e y, respectivamente.

No primeiro resultado que vamos enunciar, apresentamos trées propriedades
basicas do produto interno definido anteriormente e que serao muito tteis ao longo do
trabalho.
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Proposicao 2.1 Dados z,y, 2z € R" arbitrarios e A € R uma constante, entao valem as

propriedades:
(a) (z,z) >0e (z,2) =0 2 =0.

(b) (z,y) = (y, z).
(¢) {(x + Ny, z) = (z,2) + Ay, 2).

Demonstragao:

(a) Fazendo um calculo direto, obtém-se

n n
(x,z) = szxz = fo >0,
i=1 i=1

visto que corresponde a soma de n parcelas nao-negativas.

(b) Novamente por um célculo direto, segue-se que

=1 i=1

(c) Usando diretamente a defini¢do, tem-se que

n

(x4 Ny, z) = Z(% + Ayi) 2

1=1

= Z%Zi + )\Zyizz‘ = (z,2) + My, 2),
i=1 i=1
que encerra a prova da proposicao. U

Da definicao de produto interno, introduzimos o conceito de norma de um

elemento do espago Euclidiano.

Definicao 2.3 Dizemos que a norma de x € R" é o nimero real nao-negativo, definido

pela expressao

|z| = +/(z, z).

O proéximo resultado a ser apresentado é conhecido na literatura como a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz.



Proposicao 2.2 Dados x,y € R™ arbitrérios, temos que

[z, 9)| < [llyl,

ocorrendo a igualdade, se e somente se, um dos vetores for miltiplo escalar do outro.

Demonstragao:

12

Primeiramente, observe que se x ou y for nulo, entao a desiguladade sera

trivialmente satisfeita. Nestas condigoes, vamos admitir z nao-nulo e definir o polinémio

a seguir
P(t) = [tz — yI*,

consequentemente,

P(t) = (tw —y,tx —y) = |a[*t* — 2z, y)t + [y|”
Por outro lado, tem-se que
A =4({z,y)* = |zyl*) <0,
equivalente a desigualdade

(@, y)| < [yl

onde usamos que P(t) > 0 para todo t € R.

Por fim, convém ressaltar que se a igualdade ocorre, entao

_ (=)
C el

deverd ser raiz de P(t). Mais precisamente, obtemos
p(E0)
|2

_{ry)
|z ]2

portanto

?

enquanto isso, se um elemento for multiplo do outro, a conclusao sera imediata.

N

Na sequencia, apresentamos trés propriedades bésicas da norma, que serao

muito uteis ao longo do trabalho.
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Proposicao 2.3 Dados z € R" e A uma constante, temos que

(a) [z] >0e |z =0« 2 =0.
(b) [Az] = [Al]x].
(©) |z +y| < |z] +1yl.

Demonstragao:

Na demonstragao dos itens (a) e (b), basta usar a definigdo de norma e aplicar
as propriedades de produto interno que foram provadas anteriormente na Proposicao [2.1]

Para provar o item (c), desenvolvemos a expressao
(el +1y)* = |z +y* = (ol + [y* + 2lzlly]) = (|2 + [y* + 2(z, v)),
consequentemente,
(o] + 1y1)? =l + oI = 2(Je]ly| — (z.4)) > 0.

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Decorre da desigualdade anterior que
(Jz| +[yl)* = =+ yI* > 0,

ou simplesmente,

|z +y| < [z] + |yl

que finaliza a prova. O

Observacao 2.1 Denotaremos a base canonica de R™ por

{61,62, RN ,en}.

onde e; é o vetor que possui todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima.

2.2 Campos de Vetores

Nesta secao, introduzimos alguns conceitos elementares sobre Célculo Vetorial,
destacando campos de vetores suaves no espacgo Euclidiano e alguns elementos nao muito

usuais relacionados a estas estruturas.

A seguir, definiremos a continuidade e diferenciabilidade de uma fungao, que

é uma analise feita para saber se a funcao derivada estd definida em todos os pontos do
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seu dominio.
Definicao 2.4 Dizemos que uma fungao real f : R® — R é continua no ponto a € R,

quando para cada € > 0 arbitrario, podemos obter § > 0 tal que

lt—al <0 = |f(x)— fla)] <e

Observacao 2.2 Quando uma funcao f é continua em todos os pontos do seu dominio,

dizemos simplesmente que f é continua

Definicao 2.5 Uma funcao f : U C R" — R ¢é dita diferencidavel no ponto a € U,

quando existe o limite

para todo v € R™. Se f é diferenciavel em todos os pontos do seu dominio, dizemos

simplesmente que f é diferencidvel.

Observacao 2.3 O limite dado por df,(e;) é chamado de i-ésima derivada parcial de f

no ponto a. Usaremos ainda a expressao derivada parcial para fazer referéncia a aplicacao
g_f : R™ — R, definida por
Zs

of (x) := lim flottei) - f(ac)

ox; t—0 t

As duas proximas definigoes, facilitam o entendimento do conceito de campos

de vetores suaves.

Definigao 2.6 Uma funcao f : R® — R é dita de classe C* e escrevemos f € C1(R"),
quando f ¢ diferencidavel e suas derivadas parciais sao continuas. Diremos que f é uma
aplicagao de classe C* (ou k vezes continuamente diferencidvel) e escrevemos f € C*(R"),

quando as derivadas parciais de f sao de classe C*~1.

Observagao 2.4 Por conveniéncia, dizemos que f € CY(R") para indicar que f ¢ uma

funcao continua.

Defini¢ao 2.7 Uma funcao f : R — R é dita de classe C*° e escrevemos f € C*°(R"),

quando possui derivadas de todas as ordens em cada ponto de R™.

Observagao 2.5 Daqui em frente chamaremos aplicagao suave, toda funcao f : R® — R
tal que f € C*(R").
Agora apresentamos a definicdo de campo de vetores suave que utilizaremos

ao longo do trabalho.
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Definicao 2.8 Um campo de vetores suave sobre o espaco Euclidiano R™ é uma aplicacao
X :R"— R",

que possui funcgoes componentes suaves e associa a cada ponto p € R™ um vetor v € R™.
Denotaremos por X(R"™) o conjunto dos campos de vetores suaves sobre o espago Euclidi-

ano R™.

Vejamos um exemplo de campo de vetores no espaco Euclidiano de dimensao

dois.

Exemplo 2.1 Considere o campo X € X(R?) definida por

X =zE +ykE,

Figura 1: Ilustracao do Campo X

\ \_/,d

P /

Fonte: Oliveira(2016)

Observacgao 2.6 Denotaremos por E; : R® — R", o campo de vetores que associa todo

p € R™ ao vetor e; € R™. Mais precisamente, temos que

Ez<p) = €4,

para todo ponto p € R™.

Introduzimos agora o operador gradiente, que é um conceitos muito essencial

no desenvolvimento do trabalho.

Definigao 2.9 O gradiente de uma funcao f : R® — R é o campo de vetores definido por

onde % denota a derivada parcial de f em rela(;ao a variavel x;.
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Na definicao que se segue apresentamos o conceito de campos de vetores gra-

dientes, que é indespensavel nos proximos resultados.

Defini¢ao 2.10 Dizemos que X € X(R") é gradiente, quando existe uma fungao suave
f:R" = R, tal que
X =V},

enquanto f é chamada de funcao potencial de X.
Para melhor entendimento da defini¢ao apresenta acima vejamos seguinte exem-
plo.

Exemplo 2.2 O campo de vetores X € X(R?) definido por X = zFE; + yFE, é gradiente
com fungao potencial f : R* — R, dada por f(z,y) = 1(2? + ¢?).

O operador divergente pode ser entendido como um escalar que mede a dis-
persao ou divergéncia dos vetores do campo em um determinado ponto. Mais precisamente

temos a seguinte definicao.

Definigao 2.11 O divergente de um campo de vetores suave X € X(R") é definido por

"9
v X = X. E).
div ;&m( , Ey)

onde E; denota o campo de vetores definido na Observagao [2.6]

No espaco Euclidiano, o operador Laplaciano avaliado em uma determinada

funcao suave f é definido como a seguir.

Definigao 2.12 O laplaciano de uma fungao suave f € C*(R™) é definido por

n
82
Af = _5’x];
i=1 1
o%f : a : . 0 (0f
onde Z-5 denota a derivada de 2* ordem dada pela iteracao z-(5:-)-
i ZTq XLy
No que segue estendemos a nogao de produto interno de campos de vetores
suaves.

Defini¢ao 2.13 Dados campos de vetores X,Y € X(R") arbitrédrios, definimos a fungao
(X,Y) :R* - R por

para todo ponto p € R™.

Mais particularmente consideramos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 2.14 Dados X € X(R") e f € C*(R™) arbitrarios, definimos a seguinte fungao

X(f):R"— R por X(f) = (X, V).

A seguir definimos um outro tipo de produto entre campos de vetores suaves

sobre o espago Euclidiano.

Defini¢ao 2.15 Dados U,V € X(R"), definimos o produto

U@V’ : 2(R") x £(R") — C®(R")
pela expressao
U@ V(X,Y) := (U, X)V,Y),
para todo X,Y € X(R").

Observacao 2.7 No intuito de simplificar notagoes, daqui para frente denotaremos os

produtos £’ ® E! ¢ £ ® E]b por dx? e dx;dx;, respectivamente.

Antes de apresentar a proxima defini¢ao, presisamos considere o seguinte re-

sultado.

Proposicao 2.4 Dados X,Y € X(R") arbitrarios, entdo existe um tnico campo de ve-
tores Z € X(R™) que satisfaz a igualdade

Z(f) = XY (f) = YX(f)
para toda funcdo f € C*(R"™).

Demonstracao: Pode ser encontrada em (Carmo,2005).

Definimos agora o colchete de Lie de campos de vetores suaves sobre espaco

Euclidiano.

Defini¢ao 2.16 Dados X,Y € X(R") arbitrarios, definimos o colchete de Lie de X e Y

como sendo o unico campo de vetores Z € X(R") que satisfaz a igualdade

Z(f) = XY(f) = YX(f)
para toda funcao f € C*(R™).

Observacao 2.8 O campo de vetores Z € X(R") mencionado na definigdo anterior é
comumente denotado por [X,Y] = XY — Y X.

Para concluir a secao e o capitulo, Apresentamos a definicao do hessiano de

um funcao suave.
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Defini¢ao 2.17 Dada uma fungao suave f € C*(R") arbitraria, dizemos que o hessiano
de f é a aplicacao Hess f : X(R") x X(R") — C*(R"), definida por

Hess f .= i O'f dx;dx;
- ij=1 Ox;0x; """
2
Observagao 2.9 Note que Hess f(E;, E;) = Err vl pelo Teorema de Schwarz (cf.
L0

Lima (2006)), tem-se que
Hessf(U,V) = Hessf(V,U),

portanto o hessiano é simétrico.

3 CAMPOS DE VETORES CONFORMES

Este capitulo apresenta os principais resultados do trabalho, que consistem
em descrever explicitamente os campos de vetores conformes definidos sobre o espaco
Euclidiano. Deve-se ressaltar que os resultados aqui apresentados ja sao conhecidos na
literatura, porém serao demonstrados usando ferramentas mais elementares do que as

demonstragoes classicas.

3.1 Derivada de Lie e Campos Conformes

Afim de definirmos a derivada de Lie de um campo de vetores X basta definir

sua acao sobre fungoes componentes do referido campos de vetores:

Defini¢ao 3.1 Dado X € X(R™) arbitrdrio, dizemos que a derivada de Lie de X ¢é a
aplicacdo Lx : X(R™) x X(R") — C*(R"), dada por

ij=1
O resultado que se segue apresenta trés propriedades fundamentais da derivada
de Lei para o desenvolvimento do trabalho.

Proposicao 3.1 Dados X,Y € X(R") e f,h € C°(R"), temos que a derivada de Lie

satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ﬁ(X_;,_)\y) = EX + )\ﬁy
(b) Lixy = hLx + X" @ dh+dh @ X°
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(¢) Lysf =2Hessf
onde M\ denota uma constante.
Demonstragao:

(a) Fazendo um calculo direto e usando a definigdo de derivada de Lie, temos que

" (0 o)
Lixiy) = Z (ax,- (X + Y, E;) + 8—%<X + 1Y, Ei>) dx;dx;

1,j=1

= 0 0

ij=1

- 0 0

ij=1

ou apenas

Lixiary = Lx + ALy,

concluindo o primeiro item.

(b) Usando derivada de Lie, obtemos

B J(hX,E;) 0(hX,E;)
i,j=1
= h{X, E; h{X, E;
| 3[R | dx >>}d$idxj
3,7=1
dai aplicamos a derivada do produto, chegando em
Sl INX,E; Oh (X, E;)
L = — (X, E;))+h - X, E;)) + h—————|dx;dx;
(hX) Z [8351( ’ j> + 83:1 + 01'J< ’ >+ aiL'j ] x IL']

_ i [h<8(X,Ej N 8(X,Ei>> N @(X,Ej)

oh
8

_ 1 Z ( axz o )d:cidxj +3 <3_xi<X E;) + 5. T ix, E))d;gidxj

i,7=1 i,7=1

que corresponde a igualdade

Lox)y=hLx +X @dh+dh& X’
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(¢) Novamente por um célculo direto, segue que

ey = 3 (0<Vf,Ej>+8<Vf7Ei>> donds,

= ox; 0z
. o 0?
- Z; (&Uﬁij * 0@5@) daidz;
= QUi:l %dxidzj = 2Hessf,
concluindo a prova. O

Na sequéncia, apresentamos a partir da derivada de Lie, uma das principais
defini¢oes do trabalho.
Definigao 3.2 Dizemos que um campo de vetores X € X(R") é conforme se a sua deri-

vada de Lie satisfaz

Lx = 2gazn: dx?,
i=1

onde ¢ € C*(R™) é chamado fator conforme (ou fator de conformidade).

Observacao 3.1 Um campo de vetores conforme é chamado homotético se o seu fator
conforme é constante. Em particular, um campo de vetores homotético com fator con-

forme nulo é chamado de campo de Killing.

Neste momento, apresentamos alguns exemplos de campos de vetores confor-

mes/(nao conforme) sobre o espago Euclidiano.

Exemplo 3.1 O campo de vetores X € X(R?) definido por
X = (2% — y*)Er + 22y By

é conforme nao-homotético com fator conforme ¢ : R? — R, dado por

o(r,y) = 2.

Exemplo 3.2 Considere a funcao f : R" — R definida por
1

f(@) = Selaf

onde ¢ € R é uma constante real. Nestas condigoes, temos que X = V f é um campo de

vetores homotético com fator conforme .
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Exemplo 3.3 O campo de vetores X € X(R?) dado por

X = (2% + 2y®) By + (32%y + v*) By

nao ¢é conforme. pois,

Lx = 2(32* + 3y*)(dz* + dy?®) + 6xy(dvdy + dydz)

o que nao satisfaz a Definigao 3.2.

Exemplo 3.4 O campo de vetores E; € X(R™) é um campo de Killing.
De fato,

B oE;, E;) | O(Ej, Ey) _
Lp, = Z[ oz, + o1, dx;dr; =0

logo o fator conforme de E; é identicamente nolo. Portanto F; ¢ um campo de Killing.
O préximo resultado desta secao estabelece uma relagao entre o divergente de

um campo de vetores conforme com o seu fator conforme. Mais precisamente, temos a

seguinte proposicao:
Proposicao 3.2 Seja X € X(R™) um campo de vetores conforme, entao
1
= —divX,
n
onde ¢ dentota o fator conforme de X.

Demonstragao:

Fazendo um célculo direto, temos que

n n a a
> Lx(BiE) = > [F(X,Ej>+T(X,Ei> dz;dx;(Ey, Ey)
k=1 ij,k=1 Li L3

"0
= 2 —(X, F
;axk< ? k>

= 2divX,



mas como X é conforme, obtemos

k=1 k=1
= 2np,

dai basta comparar as duas igualdades obtidas para concluir que
I
p =—dwX,
n

conforme queriarnos provar.

3.2 Campos Conformes Gradientes
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Apresentamos a seguir, um teorema que nos fornece algumas informagoes im-

portantes sobre campos de vetores conformes gradientes no espaco Euclidano. Este mesmo

resultado pode ser obtido em contextos mais gerais para campos conformes fechados sobre

espacos Riemannianas.

Teorema 3.1 Dados campos de vetores X,Y € X(R"™) conformes gradientes com fatores

conformes ¢ e 1), respectivamente, tem-se que:
(a) VIX|? = 2¢X.

(b) Hess|X|? =2¢* > da} +2X" @ dp.

i=1

(¢) VIX,Y) = X + Y.

(d) Hess(X,Y) =200y da} + X° @ dv +Y" @ dy

i=1

Demonstragao:

(a) Como X é um campo conforme gradiente, entdo podemos escrevé-lo na forma

0 0 0
:—fE1 —i——fE + -+ /
81’1

X
81’2 2 8%

E,,

ou simplesmente,
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onde f:R"™ — R representa a fungao potencial de X.
Sendo assim, temos que

X[ = (X, X)

entao

8|X|2 of O*f
oz; Z « Oy Ox;0x; 2)

Por outro lado, observe que

vixp =3 I g

— ox;

entao segue da igualdade que

af 0o
VIXP = QZ (Z o ma‘i«) )

Sabendo que X é conforme gradiente, entdo decorre da Observagao (2.9)) que

82 f
8xi8xj

= 905Zj7

onde d;; representa o Delta de Kronecker, definido por

%:{0, se i j

1, se 1=3

Dessa maneira, tem-se que a igualdade (3]) torna-se
2 _
=1 7=1
= 20 5B
i=1 J

dai basta observar a expressao para obter

VIX|? =2¢pX.



(b) Levando em conta a expressao

n a 2
=2 (o)
k=1

obtemos da definicao de hessiano e do Teorema de Fubini que

0% X | Pl
2
Hess|X| Z]Z_: 970 Z 3%3%
consequentemente,
"9 [Of O f
Hess|X|? = o
683‘ ‘ 4 al’j (8a:k 8@81:;6) dxldxj
i,5,k=1
~ f & "9f 0 [ 0
i;1 Ox;0xy, Ox;Oxy, Filts * ij;l 0wy, Ox; <8xi6xk

Decorre do item (c) da Proposigao [3.1| que

02 f

*f s
axjaﬂfk;_wjk’

= P0ik €

portanto a igualdade anterior torna-se

Hess’X|2_2 Z 5zk53k90 dq;qu:]—}-Q Z 6lka,1‘7fkacpd d

,7,k=1 3,7,k=1

ou ainda,

of d¢
2 2
Hess|X|* =2 5 p*dx? + 2 E B, axjdx,dxj,

que corresponde ao item (b).

(c) Desde que X e Y sao gradientes, podemos escreveé-los na forma

consequentemente,
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ou ainda,
Z of dg
ps ox; 8%'

Nestas condigoes, tem-se que

" 0f 99 Z of 0%
(9:131 6%8@- (%cj — 8:6] dx;0x;’

em particular,

V(X,Y) = zn: mg—;iﬂ@

i=1
N[N P 9y of Py
B ; (j—l O0x;0x; Oz ) Z (Z Oz, 8%8%)

Decorre do item (c) da Proposicao [3.1| que

>*f 5. e 0%g
8xi8xj B " axzal’] n

logo a igualdade anterior torna-se

V(X.Y) = ¢Z<Z Uaj)EiJr@wzn:(iaijg—i) E;,

ou simplesmente.
7 Z 1/} Z 8 ¢ !

que corresponde ao item (c).
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(d) Considerando as mesmas notagoes adotadas anteriormente e a definicdo de hessiano,

obtemos
? )
Hess(X,Y) = ————drdzy,

dai substituimos a expressao
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obtendo
af 9g
Hess(X,Y) .
688 1]2_ 3%8:61 (Z (9azk axk> «T]
Desenvolvendo a tltima igualdade, tem-se que
"9 "L 0%f 0g
Hess(X,Y) = — _— dz;d
€SS< ’ > ijl al‘j (; ox; 8:L’k 8wk Tt
"9 of 0°g
— da;dx ;
* 1]21 Oz, (Z Oxy, Ox; 8mk> Lt
bem como

Hess(X,V) = 3, (Z O1,0,0; axk> dida; + ) (Z D0 axjaxk drids

i,7=1

n n an 92
3 (ST a4 S (S 0L

x;0xy, 0,0y,
i,7=1

Decorre do item (c) da Proposicao [3.1| que

aZf aZf 829 829
Ox;0x), P Ox;0xp P01 0x;0ry, Yo e Ox;0r; Yok,

portanto a igualdade anterior torna-se

Hess(X,)Y) = Z (i Ok —— &0 99 ) dx;dx; + o Z <Z 5zk53k> dr;dx;

7,7=1 1,j=1 \k=1

1,j=1 1,7=1 \k=1

ou ainda,

Hess(X,Y) Z ¢ 99 9. Lo + 2gm/Jde + Z gg gj
i UL

x
3] i1

ij

Reorganizando os termos da ultima igualdade, vamos ter

- of oY dg dp
Hess(X,Y) = ngbZd +Zaxl ——dxdz +Z(‘3x13x]d id;
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que pode ser reescrita na forma
Hess(X,Y) =200 ) da} + X° ®@di+ Y’ @ dep,
i=1

concluindo o item (d) e a prova do teorema. O

Nesse momento, apresentamos um resultado que descreve a funcao potencial

do campos de Killing gradiente. Mais precisamente temos o lema a seguir.

Lema 3.1 Dado um campo de vetores X € X(R") de Killing e gradiente, entao sua
funcao potencial h : R® — R é dada por

h(x) = {(a,x) +b,
onde a € R" e b € R sao constantes.

Demonstragao:

Sabemos que X é um campo de killing gradiente, entao a sua fungao potencial
deve satisfazer
Hessh =0

ou equivalentemente,

Decorre da tultima igualdade que

0?h
=0
8$i8$j

para todo indices 1 < 4,5 < n implicando que

oh
8% N

para cada indice 1 < i < n e constantes a;s reais.

Nestas condigoes, podemos conclir que h se escreve da seguinte forma

h= Zn:aixi +b
=1
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consequentemente,
h(z) = (a,z) + b,

que conclui a prova do lema. 1.

Finalmente, apresentamos uma expressao que descreve explicitamente a fungao

potencial de qualquer campo de vetores conforme gradiente.

Teorema 3.2 Dado um campo de vetores X € X(R") conforme gradiente, entdo X é

homotético e a sua fungao potencial f : R” — R é dada por
1 2
f(@) = Slplal +2a,z) + 28],
onde ¢ denota o fator conforme de X.
Demonstragao:

Primeiro, considere Y € X(R"™) um campo de vetores conforme com fator de

conformidade 9. Pelo item (d) do Teorema [1 temos

Hess(X,Y)(E;, E,) = (2¢¢de§+xb®d¢+yb®d¢>(Ej,Ek)

=1

= 2¢¢Zd:p B+ X @ dy(Ej, Ey) 4+ Y @ de(Ej, Ey)

= 2p¢ Z(Ei, Ej)(Ei, Ex) + (X, E;)(V, Ei) + (Y, E;)}(V, Ex)
of 00,

i=1 ¢

Op
(‘3xk

ou seja

af o 0
Hess(X,Y)(Ej, Ex) —2¢wzdl]62k+afai+< EJ>8_;;

De modo analogo obetém-se a igualdade

of 0 0
Hess(X,Y)(Ey, E;) = 2p1 Z 0ir0ij + a—f% + (Y, Ek>%
j j
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que comparada com igualdade anterior resulta em

of oy dp _ Of 09

(9_3vj8gr:;C or, Oy Ox;

0
+ (Y, B -
J

+ <Y7 EJ>
onde usamos a simetria do hessiano.

Na sequéncia, tomamos ¥ = E; na ultima igualdade, obtemos

8@25 Op

dry  Mox;
onde usamos que £; é um campo de Killing. escolhendo j # k tem-se ainda que

99 _
aLL’k—

para cada indice 1 < k < n donde concluimos que ¢ é constante e X é um campo de

0

vetores homotetico.

Sabendo que X um campo de vetores homotético, vamos considerar a funcao

fo : R" — R, definida por
1
fso(x> - 590|X|2

entao:

£(X—Vf¢) == L:X—QHGSSf(p

= 2g0idx? — 2<pidx?

ij=1 ij=1

=0
portanto X — V£, ¢ um campo de Killing.

Por fim, observe ainda que X — Vf, é um campo de vetores gradiente com

funcao potencial h : R® — R dada por

() = f(2) = fo(2),

entao decorre do Lema 3.1 que h pode ser escreto da forma
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consequéntemente
1 2
F(@) = 5 lelel? + 2(a, 2) +20).

que conclui a prova do teorema. L.

1 CONCLUSAO

Perante o estudo desenvolvido ao longo deste trabalho, podemos garantir
que os resultados esperados em relacao a campos de vetores conforme gradiente foram
alcancados e assim cumprimos os objetivos propostos de encontrar uma expressao que
descreve explicitamente todos os campos de vetores conformes gradientes no espaco Eu-
clidiano, a partir da sua fungao potencial. Diante dos resultados apresentados, torna-se
mais simples determinar se um dado campo de vetores no espaco Euclidiano é conforme

gradiente.
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