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RESUMO

Neste trabalho, partimos de uma abordagem variacional para se entender os conceitos basicos
requeridos para a aplicagcdo da teoria de Gross-Pitaevskii. Adotamos um ansatz gaussiano para
a forma da fun¢do de onda e fizemos uso desta para chegar a energia de um condensado de
Bose-Einstein ideal. Um ansatz gaussiano também € ultilizado considerando a estrutura de um
condensado na presenca de interacdes de contato entre as particulas e fazemos um comparativo
com o resultado obtido da solu¢do de Thomas-Fermi. Apds o estudo inicial sobre condensado
de Bose-Einstein, passamos a levar em consideracio os efeitos da interacdo dipolar entre os
bdsons que constituem o gas. Assim, calculamos a contribui¢do da energia devida a interagdo
de dipolo-dipolo no condensado de Bose-Einstein por meio da transformada de Fourier. Feito
isso, estudamos a partir de uma abordagem variacional o condensado dipolar, onde novamente
fizemos o uso de um ansatz gaussiano para a forma da funcdo de onda e um ansarz harmonico
para a fase da funcdo de onda do condensado. Assim, derivamos as equag¢des de movimento para
os parametros variacionais do condensado dipolar, partindo do principio da minima a¢do. Logo
apos, adentramos no contexto das goticulas quanticas dipolares, e calculamos a contribui¢ao
da energia fornecida pela presenca das flutuagdes quanticas, mecanismo utilizado para explicar
teoricamente a formagdo desses sistemas autoligados conhecidos como golticulas quanticas.
Por fim, obtemos as equacdes de movimento generalizadas para os parametros variacionais
relacionado com o comprimento da nuvem, onde agora € levada em conta a fisica além de campo

médio, devido as flutuacdes quanticas.

Palavras-chave: Condensado de Bose-Eintein; interagdo dipolo-dipolo; goticulas quénticas

dipolares; flutuacdes quanticas; equacdes de movimento.



ABSTRACT

In this work, we start from a variational approach to understand the basic concepts required
for the application of Gross-Pitaevskii theory. We adopted a Gaussian ansatz for the wave
function profile and made use of it to arrive at result in the energy of an ideal Bose-Einstein
condensate. Gaussian ansatz is also used considering the structure of a condensate in the presence
of contact interactions between particles and we make a comparison with the result obtained
from the Thomas-Fermi solution. Following the initial study on Bose-Einstein condensate, we
now consider the effects of the dipolar interaction between the bosons that make up the gas.
Thus, we calculate the energy contribution due to the dipole-dipole interaction in the Bose-
Einstein condensate through the Fourier transform. Done this, we studied from a variational
approach the dipolar condensate, where again we used a gaussian ansatz for the wave function
shape and a harmonic ansatz for the phase of the condensate wave function. Thus, we derive
the equations of motion for the variational parameters of dipolar condensate, assuming the
least action principle. Soon after, we entered the context of the dipolar quantum droplets, and
calculated the contribution of the energy provided by the presence of quantum fluctuations, a
mechanism used to theoretically explain the formation of these self-bound systems known as
quantum droplets. Finally, we obtain the generalized equations of motion for the variational
parameters related to cloud length, where physics beyond mean-field is now taken into account

due to quantum fluctuations.

Keywords: Bose-Einstein condensate; dipole-dipole interaction; dipolar quantum droplets;

quantum fluctuations; equations of motion.
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1 INTRODUCAO

No ano de 1995, teve inicio a uma das mais promissoras dreas de pesquisa na Fisica
da atualidade, isso porque nesse ano, foram feitas as primeiras observagdes experimentais de um
novo estado da matéria: condensado de Bose-Einstein (CBE) [1, 2, 3], previsto teoricamente 70
anos antes pelos fisicos Satyendra Nath Bose e Albert Einstein.

Em 1924, o fisico indiano Bose apresentou uma dedugdo alternativa a estatistica de
um gds de fotons [4] e a férmula do espectro de radiagdo do corpo negro, deduzida previamente
pelo fisico alemao Max Planck. Tendo seu trabalho sido recusado para publicacao pela Philo-
sophical Magazine, Bose buscou a ajuda do fisico alemao Albert Einstein para que solicitasse
a publicagdo no periddico Zeitschrift fiir Physik. Einstein, portanto, julgando a importancia
do trabalho, considera o pedido e efetua algumas consideracdes finais. O modelo estatistico
foi estendido por Einstein de forma a incluir sistemas com o nimero de particulas conservado
[5], associando ondas a matéria, ideia recente de de Broglie, sendo os bosons as particulas que
obedecem a essa estatisitica. O nimero de ocupag¢do média dessas particulas em um determiado

estado 7 € escrita como,
1

Wi = e =1 (1.1

em que kg € a constante de Boltzmann, 7" a termperatura, ¢; a energia de uma particula no estado
1 € p o potencial quimico. Einstein previu que abaixo de uma certa temperatura, 0 nimero
de ocupacdo de particulas no estado fundametal do gds aumentaria rapidamente conforme a
temperatura tendesse a zero, de modo que em 7" = 0, todas as particulas contituintes do gis se
condensariam nesse estado. Na perspectiva da mecancia quantica, esse estado condensado €
visto como uma onda de matéria coerente proveniente da superposi¢cdo das ondas de de Broglie,
semelhante ao que ocorre em um laser [6].

Os experimentos iniciais para a obtencao dos primeiros condensados foram realizados
pelo grupo do Joint Institute for Laboratory Astrophysics (JILA), onde estavam a frente os fisicos
norte-americanos Eric Allin Cornell e Carl Wieman, com cerca de 2.5 x 10'2 4tomos / em?® de
rubidio ®"Rb, aprisionados em uma armadlha magnética e resfriados, por técnicas a laser e
evaporativamente, até a casa dos 170 nano Kelvins (~ 107°K) [1], onde o sistema passou a ter
um cardter macroscopico, podendo ser considerado como um "dtomo gigante". Alguns meses
depois, o grupo do Massachusetts Institute of Tecnology (MIT), liderado pelo fisico alemao

Wolfgang Ketterle, obteve a condensagio de dtomos de sédio 2*Na, na qual tinha uma densidade
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da ordem de 10'* 4tomos/cm? na temperatura de 2 x 1075K [3]. A assinatura da condensagdo foi
obtida por meio de uma imagem de absor¢do gerada apds a liberacdo dos dtomos da armadilha.

Essa imagem representa o perfil de densidade da nuvem de dtomos.

Figura 1 — Imagens em cores falsas que exibem a distribui¢do de velocidades em
uma nuvem de dtomos de 8"Rb. A primeira imagem representa a nuvem
pouco antes da condensacdo. A segunda imagem, o exato momento da
condensacdo, e a ultima, o momento apds a evaporacao, onde obtém-se
um condensado quase puro.

R
% ,4'.«‘,@6.‘{“
S, SR
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(o0

Fonte: Retirada de [7]

Na Fig. 1, vemos na distribuicao mostrada a esquerda da imagem que acima de uma
certa temperatura, a nuvem se torna esférica depois de um tempo suficientemente longo. Isso se
deve ao fato da distribui¢do do momento isotrépico de um gés ser governado pela distribuicao
classica de Boltzmann. Abaixo dessa temperatura critica, € observado uma mudanga nas imagens,
onde € visto um pico emergir. Na distribui¢do intermedidria da imagem mostrada na Fig. 1,
é possivel perceber que esse pico é mais estreito que a nuvem térmica, pois ele caracteriza a
contribui¢do dos dtomos condensados no estado fundamental do potencial confinador. Uma
fracdo macroscopica dos dtomos se condensa, onde esses d&tomos condensados passam a ser
descritos pela fun¢@o de onda de particula tinica. Conforme serd visto na secdo 2.2, na auséncia
de interagdes, essa funcdo de onda € o estado fundamental da armadilha.

Para um gés uniforme de particulas livres, as quantidades relevantes sdo a massa M
da particula, o nimero de particulas por unidade de volume n, e a constante de Planck h = 27h.

Uma estimativa da temperatura de condensacdo é dada por
202/
T.=C——7F—, 1.2
s (1.2)
onde C' é um fator numérico que depende do tipo de armadilha utilizada para o confinamento.

Quando avaliamos a Eq.(1.2) em termos da massa e densidade apropriada ao Hélio “*He a pressio
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de vapor saturado, obtemos uma temperatura de transi¢do de aproximadamente 3, 13K, que é
préxima a temperatura abaixo da qual os fendmenos da superfluidez sdo observados, o chamado
ponto lambda (7, = 2, 17K’). Com essa propriedade superfluida, observamos um escoamento em
que ndo hd perda de energia por viscosidade. Ainda hoje, esse fendbmeno mexe com a curiosidade
dos cientistas, muito embora tenhamos evidéncias da relacdo desse fendmeno com CBE [8].

Alguns obstéaculos sdo encontrados ao querer relacionar teoria com a pratica experi-
mental, um desses obstdculos, no que diz respeito ao fendmeno de condensacio, aparece quando
as interacdes entre os dtomos exercem um papel ndo desprezivel [9], fazendo com que a distribui-
cdo de Bose-Einstein ndo retrate com exata precisdo o que € observado experimentalmente. Para
contornar esse problema, conforme temos uma grande parte das particulas encontrando-se no
estado fundamental, desprezamos os efeitos da parcela ndo condensada de particulas, mantendo
uma teoria exata da fracdo condensada. A teoria utilizada para isso sintetiza a chamada equagao
de Gross-Pitaevskii (eGP), obtida em 1961, por E. P. Gross [10] e L. Pitaevskii [11]. Essa € uma
das principais equacdes no estudo de CBE.

A eGP foi obtida via aproximac¢do de campo médio, e possui uma certa semelhanga
com a equacao de Schrodinger, diferenciando-se por um termo nao linear, que aparece devido a
interacdo entre os dtomos. Ela € utilizada para o estudo das propriedades estdticas e dindmicas
da func¢do de onda que descreve um CBE. Alguns procedimentos numéricos [12, 13, 14, 15, 16]
e métodos analiticos [17] de aproximacao sdo ultilizados para a resolucdo da eGP.

Além dos dtomos alcalinos, € possivel criar condensados de Bose-Einstein com
atomos de grande momento de dipolo magnético. O primeiro condesando constituido de dtomos
dessa natureza foi realizado com dtomos de Cromo *2Cr [18]. Ao passo que os dtomos de
Rubidio possuem um momento de dipolo magnético de 143, os &tomos de Cromo possuem um
momento de dipolo magnético de 6.5. Dessa forma, para os condensados envolvendo dtomos
de Rubidio, as interacdes entre os dipolos magnéticos podem ser negligenciadas, ao contrario
dos realizados com Cromo, em que essas interacdes desempenham um papel significativo. O
condensado de Cromo possibilitou uma interessante pesquisa sobre os efeitos da interacdo de
longo alcance e anisotrépica. Posteriormente, constatou-se que condensados de Erbio '%*Er
[19] e disprésio 194Dy [20] mostram caréter dipolar com momentos dipolares ainda maiores de
7Tup e 10up, respectivamente. Este tipo de condensado é geralmente chamado de condensado
dipolar [21], e para uma descri¢do tedrica, as interacdes dipolo-dipolo devem ser levadas em

consideragdo na equagdo de Gross-Pitaevskii.
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Em 2016, foi observado em um CBE dipolar de disprésio 4Dy a formacdo de
um sistema autoligado, que foi entdo chamada de goticula quantica dipolar [22, 23], e seu
carater autoligado se deve ao fato desse sistema persistir estdvel mesmo apds o desligamento da
armadilha [24, 25]. Uma teoria desenvolvida para explicar a formagdo dessas goticulas parte do
conceito das flutuagdes quanticas, presente no contexto da teoria além de campo médio, uma
vez que a bem consolidada teoria de campo médio previa um colapso da nuvem condensada
quando submetida ao regime do experimento [23, 24]. Esse novo estado da matéria é o produto
da energia atrativa de campo médio balanceada pela energia repulsiva fornecida pelo efeito da

flutuacdo quantica [23, 25, 26, 27].

Este trabalho

Nesta monografia, apresentamos um estudo fundamentado no estado de menor
energia de um condensado, mais precisamente, no Cap. 2 fazemos um estudo inicial sobre a
teoria de Gross-Pitaevskii, onde a partir de um principio de agdo minima, deduzimos uma das
principais equacdes no estudo de CBEs, a equacdo de Gross-Pitaevskii. Assim, investigamos
a energia do estado fundamental de um CBE a partir de um funcional de energia utlilizando
um ansatz' gaussiano para a funcdo de onda do condensado. Ao final fazemos uma breve
investigacdo no regime de Thomas-Fermi e fazemos um comparativo entre a energia obtida via
ansatz gaussiano e a obtida pela aproximacao de Thomas-Fermi.

No Cap. 3, passamos a tratar condensados de gases dipolares, em que as interacdes
dipolares passam a ter um papel significativo no condensado e apresentam interessantes efeitos
por sua natureza anisotropica e de longo alcance. Consideramos em nossas investigagoes, 0s
dipolos orientados ao longo da dire¢do z da armadilha de confinamento e calculamos a energia
dipolar para um ansatz gaussiano. Logo apds, aplicamos o principio de acio minima e obtemos
as equagdes de movimento para os comprimentos o; do condensado.

Investigamos, no Cap. 4, a formagdo de goticulas quanticas dipolares observadas
em um condensado fortemente dipolar de disprésio no ano de 2016 pelo grupo de Tilman
Pfau, em Stuttgart, Alemanha. Estudamos a presenca das flutuagdes quanticas, mecanismo que
explica o surgimento dessas estruturas autoligadas proveniente da corre¢do de primeira ordem da
energia de campo médio. A partir de uma aproximacdo gaussiana, utilizamos um procedimento

variacional para as goticulas quanticas dipolares e obtemos a contribui¢ao da energia devido as

! Uma fungio de teste.
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flutuagdes quanticas. Ao final, fazemos mais uma vez o uso do principio de acdo minima para
calcular as equacdes de movimento, onde é levada em conta o termo referente as essas flutuacdes
quanticas.

Finalmente, no Cap. 5, apresentamos as nossas conclusdes deste trabalho e mani-
festamos nosso interesse em trabalharmos com goticulas quanticas orientadas arbitrariamente.
Outra perspectiva de trabalho referente as goticulas quanticas € estuda-las na presenga de vortices

quantizados.
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2 ABORDAGEM VARIACIONAL A CONDENSACAO DE BOSE-EINSTEIN

Nesse capitulo, fazemos o uso do método variacional para o estudo da teoria de
Gross-Pitaevskii. Deduzimos a partir do principio da minima ag¢do, a equagdo de Gross-Pitaevskii
dependente do tempo. Usamos um ansatz gaussiano para a forma da nossa funcdo de onda e a
utilizamos para chegar a um resultado ja bem conhecido na literatura para a energia de um CBE
ideal. Apds isso, usamos o ansatz considerando a estrutura de um estado condensado na presenca
de interagdes. Ao final, fazemos um estudo da solucdo de Thomas-Fermi e comparamos com o

resultado obtido por meio do ansatz gaussiano.

2.1 Principio da minima acao para a teoria de Gross-Pitaevskii

A teoria de Gross-Pitaevskii € uma teoria de campo cldssico para o parametro de
ordem ¥ (r, ) e, por esse motivo, pode ser derivado a partir de um principio de agdo, utilizando
uma lagrangeana adequada para sistemas dependentes do tempo, contendo um termo de fluxo da

fun¢do de onda.
2.1.1 Egquagdo de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

A eGP dependente do tempo € utilizada para o estudo de dindmica em condensados
de Bose-Einstein, uma vez que, como veremos na proxima sec¢ao, a equagao independente de
tempo sé nos rende informacdes sobre o estado fundamental de sua energia.

Para derivar a equacg@o de movimento para a fun¢éo de onda do condensado W(r, t),

consideremos o principio da minima ac@o’
JA[Y, U] =0, (2.1)
em que a agdo A [V, U*| tem a forma
to a
AW, U] = /d%/ dt U*(r, 1) {ma — H(r, t)] U(r,t). (2.2)
t1
O Hamiltoniano H(r,t) é decomposto da forma

H(r,t) = Ho(r,t) + Hin(r, 1), (2.3)

' Para um melhor entendimento da notacfio, ver a referéncia [28].
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onde no primeiro termo a direita da igualdade estd incluso a energia de uma particula, correspon-

dente as energias cinética e de aprisionamento devido a um potencial externo

h2v2
Hy(r,t) = oM + Vex (1), (2.4)

em que M € a massa do sitema estudado. E a interacdo entre duas particulas é dado pelo
Hamiltoniano
1
Hi(r, t) = 3 /d3r’ U (' ) Vi (r — )W (r', 1), (2.5)
com uma interagdo geral Vi, entre dois bésons com coordenada relativa r.
Sendo o lagrangeano (£) o integrando da acdo (2.2), a fungdo ¥ — 0 quando

lr] — oo ao integrarmos L, e satisfazendo a condigdo 0V (r',¢;) = dV(r',¢y) para qualquer

ponto r no espaco, obtemos a equagdo de Euler-Lagrange

oL oL 0 oL
-V ——— =0, (2.6)

o oV ot o=

em que o Lagrangeano tem a forma, considerando os Hamiltonianos expressos pelas equacoes

(2.3)-(2.5) e denotando ¥*(r,t) = ¥*, ¥(r,t) = ¥ por simplicidade

L= bV o = S VUV — UV (1)U — U Hig (1, D). 2.7)

Assim, das equacdes (2.6)-(2.7) obtemos a eGP dependente do tempo

h2v2
oM

0
Zﬁa@(l‘, t) =

+ Vexe(r) + /d?"r’ U (r' ) Vip(r — )W (' )| U(r,1). (2.8)
Esta equacao se tornou a principal ferramenta para o estudo da teoria de condesado de Bose-
Einstein por descrever com grande eficiéncia fendmenos observados nesses sistemas. Foi
derivada independentemente por E. P. Gross [10] e L.P. Pitaevskii [11] em 1961 e utilizada pela

primeira vez para estudar a presencga de vortices em condensados de Bose-Einstein fracamente

interagentes.
2.1.2 Equacao de Gross-Pitaevskii independente do tempo

Para se obter as informagdes sobre o estado fundamental e estudar as propriedades
estdticas de um CBE, usamos a versdo independente do tempo da eGP (2.8). Aplicando o método

de separagdo de varidveis a partir de um ansatz,

U(r,t) = P(r)e M, (2.9)
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onde o termo exponencial caracteriza a liberdade para que a fase evolua livremente com o tempo,

de forma uniforme através do sistema, enquanto a densidade n(r,t) = |1 (r)|* ndo € afetada.

Inserindo (2.9) na equacao (2.8), obtemos a eGP independente do tempo

h2v2

p(r) = | — i

Vo) 5 [ Wl — )| vl 210

em que p representa o potencial quimico e ¢(r) é uma fung@o real que é normalizada pelo
nimero de particulas N no estado fundamental de um condensado no regime inteiramente

condensado

N = /d% Y(r). (2.11)

Solu¢des independentes da eGP independente do tempo sdo solucdes estaciondrias
do sistema, e a menor solucio de energia caracteriza o estado fundamental do CBE.

Em experimentos tipicos, o primeiro termo do lado direito da Eq.(2.10) pode ser
negligenciado em problemas estiticos e dindmicos se a interagdo for suficientemente forte
[29, 30]. Na auséncia de interagcdes, retomamos a equagdo de Schrodinger independente do

tempo. De forma mais geral, o potencial quimico é definido como [7]

0E

=N (2.12)

1

No proximo capitulo, estaremos estudando CBE em que ha tanto a interacdo de curto
alcance isotropica devido ao contato entre os bésons quanto a de longo alcance anisotrdpica
devido a interagdo dipolo-dipolo. Nesse capitulo, no entanto, nos restringimos ao caso em que
ha apenas a interacdo de contato entre os 4tomos, que para este, como estamos lidando com
efeitos de interacao entre duas particulas em baixas temperaturas em gases atdmicos diluidos
(n]as|> < 1), um pseudo-potencial foi construido para baixas energias na qual é dado por

[31, 32]

Vs(r —1') = go(r — 1) (2.13)
em que
Arh2a
= 2.14
g T (2.14)

e as € o comprimento de espalhamento. De fato, a interacdo de contato funciona como um
modelo efetivo para potencial de van der Waals. Se o potencial de van der Waals € aproximado

por uma esfera com didmetro a,, a Eq.(2.13) € o pseudo-potencial que reproduz o comprimento
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real da dispersdo da onda s a baixas temperaturas. Temos entdo, sob a suposi¢do que sé temos
interacao de contato entre os &tomos, que

Vi(r = ¢') = Vs(r — 1) (2.15)

e a partir dessa equagdo, podemos reescrever a eGP (2.10) como

h?V?
o) = |-

+ Vi (1) + g |w<r>|2} W(r) (2.16)

Podemos fazer uma investigacao da energia do estado fundamental do condensado a

partir do funcional de energia para a eGP

Bl = [ @ | g5 V0P + bR + Spol . @

onde a primeira parcela do lado direito da igualdade corresponde a energia cinética do conden-
sado, a segunda parcela nos fornece a energia de aprisionamento e a ultima parcela € referente a
energia de interacdo entre as particulas. As solugdes da eGP correspondem ao minimo local do

funcional de energia (2.17).

2.2 Condensados ideais

Nesta secdo, comecamos estudando a energia do estado fundamental para um gas
aprisionado em um potencial. Uma propriedade importante que caracteriza uma armadilha
magnética disponivel para 4tomos alcalinos € o fato que esse potencial de confinamento pode
ser seguramente aproximado a forma quadrética. Portanto, vamos considerar um potencial

harmonico tridimensional anisotrépico, que € dado por [33]

M
V2,9, 2) = 5} (wiz? + wly? + w?z?). (2.18)

Muitas das armadilhas utilizadas em laboratério sao produzidas por meio de um campo magnético
externo [17] e possuem alguma simetria de eixos, mas aqui estamos fazendo o caso geral onde
as trés frequéncias do oscilador w; (¢ = z,y, 2) podem ser diferentes.

O Hamiltoniano de muitos corpos € o somatério dos Hamiltonianos de uma particula

Unica cujo os autovalores tem a forma, nesse caso

1 1 1

em que {n,,n,,n,} sdo inteiros nao negativos. O estado fundamental ¥U(r;,ry,--- ,ry) de N
bdsons ndo interagentes confinado por um potencial (2.18) € obtido colocando todas as particulas

no estado maios baixo de particula unica, isto €, n, = n, =n, = 0.
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Vamos, portanto, estudar a solu¢do da eGP para bésons em uma armadilha harmodnica
[17], de modo que para um potencial V., dado pela Eq.(2.18), podemos minimizar a energia
E[¢] a partir de uma abordagem variacional baseado em um ansatz gaussiano [34]

Entdo temos que, na auséncia de interacdes entre particulas, o estado mais baixo de

uma particula dnica tem uma fun¢do de onda familiar

]_ 2 2 2 2 2
_ —x2/2a2 —y?%/2a2 —22/2a?
@o(r) = T PP e e ve (2.20)
em que a; (i = x,y, z) representa o comprimento do oscilador, dado por a; = /h/mw;. As

interacdes entre as particulas causam uma mudanca na estrutura da nuvem, e empregamos nosso

ansatz para 1 de natureza igual a Eq.(2.20)

N1/2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
V) = g aE € e e T (2.21)
T H(0p0y0,

onde os comprimentos ¢; sdo 0s parametros variacionais. Esse ansatz obedece a condi¢cao de
normalizac¢do imposta na Eq.(2.11). Substituindo a Eq.(2.21) no funcional de Gross-Piatevskii
da Eq.(2.17), obtemos para um condensado ideal, isto €, levando em consideragdo o fato de
estarmos tratando de um caso onde nao hé interacao interatdomica (g = 0), a energia do sistema,

onde

Eun = / iy 1 yv¢ =N Y S uos a; (2.22)

1=,Y,%

€ o termo referente a contribuicao da energia cinética para a energia total. E,

Earm = /d3’f‘ V;Xt( )|1/] =N Z h(“") U (223)

1=,Y,2

€ a parcela da contribui¢cdo da energia devido ao potencial oscilador que aprisiona o gis. Dessa

forma, temos que a energia total para um condensado na auséncia de interacdes €,
o2
1
E=N E ( ?) (2.24)
7

I=T,Y,2
onde o minimo da soma das energias cinéticas e de aprisionamento € obtido para o; = a,. Neste

limite, obtemos a expressao bem conhecida para a func¢do de onda do estado fundamental de um

oscilador harmoénico.

2.3 Condensados com interacao de contato

Vamos agora considerar o efeito de interagc@o entre os &tomos, aprisionados em um

potencial dado pela Eq.(2.18). Assim como fizemos para o condensado ideal, introduzindo a
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Eq.(2.21) no funcional de energia dado na Eq.(2.17), em que agora g # 0, onde agora temos a
contribui¢do da energia de contato dado por

N2g 1
2(2m)3/% 0,040,

Es = g / &r [ p(r)]* = (2.25)

de forma que a energia total em termos dos parametros variacionais é

hw; (a? o} N? 1
E(O-I7O-y7o-z) = N Z (; + _2) + 2( d * (226)

4 a; 2m)3/2 0,040,

1=T,Y,2

Se fizermos os valores de o; = a;, teremos que

huw; N2g
E~N E 2.27
—~ 2 + 2(27)32aa,a, (2.27)
onde,
g 3 4
—_— = d 2.28
o e Y / 7 Jo(r)] (2.28)

corresponde a energia de interacdo para duas particulas no estado fundamental do oscilador.
Se as magnitudes das trés frequéncias do oscilador sdo compardveis (w; ~ W), @ ordem de
grandeza da energia de interacdo em comparacdo com as energias cinética e de aprisionamento
para o; = a; € determinado pelo pardmetro adimensional:

Nag
y =2 (2.29)

aOSC

sendo N o nimero de particulas. Se Y < 1, podemos ignorar as interacdes. No entanto, se
X > 1, descrito como limite de Thomas-Fermi, altimo termo da Eq.(2.26) exerce um importante
papel, e nesse caso € preciso determinar o novo valor de o; que minimiza a energia total. Para
as > 0, as interagdes efetivas s@o repulsivas e o tamanho da nuvem condensada expande com o
nimero de &tomos condensados, e 0 ansatz gaussiano passa a ser mais extendido, equivalendo a
grandes valores do comprimento ¢;. Dessa forma, introduzimos o comprimento adimensional
definido por
g;

Bi=— (2.30)

Q;

Minimizando E com respeito aos pardmetros variacionais 3;, temos para ¢ = x, y, 2

dE_ hw [, 1\ 1 Ng 1
i~ 2 <5i ) 20077 @ BpB. (231)

3
onde a

(2.32)

Y
I
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€ o comprimento caracteristico para um oscilador de frequéncia
© = (wpwyw,) '3 (2.33)

que € a geometria média da frequéncia de um oscilador tridimensional. Podemos, de forma
geral obter os parametros variacionais otimizados para nosso ansatz gaussiano resolvendo esse
conjunto de equacdes acopladas. No entando, vamos considerar o caso onde o nimero de
particulas € suficientemente grande de modo que a energia de interagc@o por paricula é grande
quando comparado com hw; para qualquer w;. Assim, podemos negligenciar os termos referentes

a energia cinética, proporcionais a 1/32. Resolvendo para um [3; qualquer, obtemos

1/2 ~\ 5/2
B = (2) e, <£) (2.34)
™ a Wi

1/10 1/5 _
o, = (2) (N_“5> Ya (2.35)
T a w;

e substituindo o; na Eq.(2.26), encontramos a energia por particula aproximada

E 5 /2\Y° /Na,\¥?
NZZ(%> () i (2.36)

ou

Por essa estimativa variacional (2.36) vemos que no limite que a energia cinética € negligenciada,
a energia por particula é proporcional a N/ e é da ordem (Na,/a)?/® vezes maior que a energia
na auséncia de interagdes.

Na Figura 2 temos a ilustragdo para um oscilador harmonico isotrépico (w; ~
Wose) @ dependéncia de /N huw,s sobre o pardmetro variacional 5 (= 5, = 3, = [3,) para
diferentes valores do pardmetro adimensional Na/a. definido na equag@o (2.29). As curvas
sdo plotadas para interagdes atrativas, correspondendo a valores negativos do comprimento de
espalhamento a,. Como podemos ver na Figura 2, existe um minimo local para valores negativos
do comprimento de espalhamento, para o caso em que o nimero de particulas /V seja menor que
um ndmero critico N.,. Para valores maiores de /N a nuvem colapsa. Podemos encontrar um
valor critico para esse numero de particulas pela condi¢do de que a primeira e a segunda derivada

de E'[3] com respeito a /3 sejam iguais a zero, na qual resulta [35]

~ 0.67. (2.37)
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Figura 2 — Energia por particula, em unidades de N hw,s. para um oscilador harmo-
nico isotropico como uma func¢io do parametro variacional 3, para di-
ferentes valores do pardmetro adimenssional x = Nag/ae. A nuvem
passa a ser instdvel no valor critico de aproximadamente —0.67.

E/NAwosc

— x=1

x=0

x=-0.3
— x=-0.67
— x=-

-2+

Fonte: Produzida pelo autor.

2.4 Regime de Thomas-Fermi

glagsc

Para um ndmero suficientemente grande de bésons em um estado condensado, a

energia cinética dessas particulas passa a ser desprezivel quando comparada com a energia

de interacdo entre elas e da armadilha. Dessa forma, uma solu¢do analitica é encontrada

negligenciando o termo de energia cinética na eGP; isto € conhecido como a aproximacao de

Thomas-Fermi. Entdo, para um nimero de 4&tomos grande e a; > 0 (interagdes sdo repulsivas),

obtemos ao desprezar o termo referente a energia cinética da eGP (2.16)

Ve (0)00(x) + g [ (x)[*9(r) = pua(r)

onde p representa o potencial quimico. Sendo a densidade

n(r) = [1(r)]”
a solucdo é
) = [9(0)F = = [0 = Veu(r)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

comegando em /g e como a densidade ndo pode ser negativa, assumimos que n(r) = 0 se

r>R;

R; = \/2u/Mw?

(2.41)
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em que a extensao da nuvem nas trés dire¢des € dada pelos trés semieixos R;, obtido levando em

consideragdo o limite da nuvem que é dado por
p = Vexe(T) (2.42)

onde V(r) é dado pela Eq.(2.18). Esta equacdo significa que a energia para adicionar uma
particula em qualquer ponto da nuvem € o mesmo em qualquer lugar.
A condi¢do de normalizacdo imposta na Eq.(2.11) produz uma relagdo entre o

potencial quimico x e o ndmero total de particulas N. Assim, para um potencial harmonico,

8w [ 2u \*?
N=¢ < ’_‘2> . (2.43)
mw g

encontramos

o que resulta em uma relacdo util para o potencial quimico em termos do nimero de 4tomos N,

dada por

2 a

2/5 2/5
u(N) = 2 (N“S) hi. (2.44)

E a energia por particula, desde que ;1 = OE/ON e pu oc N?/5, pela Eq.(2.44) é
— = =/ (2.45)

Este € o resultado exato da principal contribui¢do para a energia quando estamos
lidando com um grande nimero N de particulas, e ¢ menor do que o obtido pela estimativa
variacional dada na Eq.(2.36) por um fator numérico ~ 0.92 (ver Figura 3).

Podemos escrever, portanto, com base nas Eqs. (2.38-2.42) que

2 2 Rr2 2 2 2
n(r) = RZ ~ RZ RZ RZ R RZ (2.46)
0 ; caso contrdrio
onde n(0) = ny = p/g é a densidade central da nuvem. Introduzindo essa ultima equac¢ao no
funcional de energia de Gross-Pitaevskii dado na Eq.(2.17) e, negligenciando o termo referente a
energia cinética, podemos analisar como a energia total se distribui entre as energias potencial e

de interacdo. Definindo
T Yy =z
==, =, = 2.47
" (Rw’Ry’Rz)’ (247

tornamos o problema relativamente mais fécil, pois tanto o potencial V,; quanto a solugdo de

Thomas-Fermi (2.46) passam a ser simetricamente esféricas nessa nova varidvel. A relacdo entre
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Figura 3 — Representacdo da energia por particula obtido pelo ansatz gaussiano e
pela solu¢do de Thomas-Fermi para um potencial hamonico isotropico
em fun¢@o dos pardmetros adimensionais Nag/dosc.

E/NAwosc

3.0F

250

20f

150

10F

o5k Ansatz gaussiano

I Solugéo de Thomas-Fermi

: : : : : : ‘ ‘ : : ‘ ‘ : : : : — Na/agsc
2 4 6 8 10

Fonte: Produzida pelo autor.

a energia de interacdo de contato Ej e a energia do potencial de armadilhamento F,, passa a

ser, entao
Ejs fol duv?(1 —u?)?/2 2

Eam fol du u*(1 — u?)? 3

(2.48)

A energia de interagdo de contato €, portanto, igual a 2/5 vezes a energia total. Assim, como a
energia total por particula é 54/7, chegamos que a energia de interac@o por particula e o potencial
quimico relacionam-se por

2
= Zqu. 2.49
oH (2.49)

Es

N

A aproximacao de Thomas-Fermi fornece bons resultados no estudo das propriedades

da nuvem condensada para um largo nimero de d&tomos. No entanto, em outros problemas

importantes, a energia cinética desempenha um papel importante e ndo pode ser negligenciada.
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3 CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN DIPOLAR

Nesse capitulo, consideramos os efeitos da interacdo dipolar entre os dtomos do
condensado. Investigamos as propriedades que aparecem devido um potencial de interacdo de
longo alcance e anisotrépico resultante da intera¢do dipolo-dipolo. Calculamos a contribui¢cdao
da parcela da energia proveniente dessa interagdo por meio de um procedimento variacional,
onde adotamos uma func¢do de onda com perfil gaussiano e, ao final, deduzimos as equagdes
de movimento para os parametros variacionais relacionados com o comprimento da nuvem

condensada.

3.1 Potencial de interacao de dipolo-dipolo

Empregaremos o nome de condensado dipolar a todo CBE em que a interacao
dipolo-dipolo desempenha um papel mensurdvel. Diferentemente das interacdes de contato, as
interagcdes entre dipolos sdao de longo alcance e possuem cardter anisotropico. Nos tltimos anos,
desencadeou-se um profundo interesse em se estudar interagdes dipolo-dipolo, principalmente
no contexto dos gases quanticos degenerados, de forma que, através da motivacio tedrica, muitos
foram os esfor¢os experimentais relacionados a gases quanticos degenerados com uma forte
interacdo entre os dipolos. Boa parte dos experimentos tratam de moléculas polares, onde essas
possuem uma forte interagdo dipolo-dipolo proveniente do grande momento de dipolo elétrico.
Mas outra possibilidade se encontra em trabalhar com dtomos com grande momento de dipolo
magnético, como é o caso do Cromo *2Cr.

Em um condensado de Cromo, as interacdes dipolo-dipolo sdo compardveis as
interagdes de contato e possiveis de serem medidas em laboratdrio, ja que no estado eletronico
fundamental, os 4tomos de Cromo tém momentos de dipolos magnéticos da ordem de 6.
Condensado com Cromo foi primeiramente realizado pelo grupo do Pfau em Stuttgart em 2005
[18].

Para a interacdo dipolo-dipolo, um pseudo potencial foi construido [36, 37, 38]. Para
momentos de dipolo magnético ,,,, por exemplo, temos

Vaglr — 1) = Y e {5@3-——]}. 3.1)

— Ar|r — /|3 lr —r'|2

7/7‘7

Nesse trabalho estaremos considerando que os dipolos sdo polarizados ao longo de

um dos eixos da armadilha. No caso, consideramos os dipolos orientados ao longo da direcio z,
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de modo que o potencial de interacdo dipolo-dipolo € escrito como
Cuaa

- Am|r — /|3

Vaa(r — 1) (1 —3cos®), (3.2)

onde para momentos de dipolo magnético ft,,,, a interagdo dipolo-dipolo é descrita por Cyq =
pop?,, com gy sendo a permeabilidade magnética no vdcuo, enquanto que para momentos de
dipolo elétrico, a forca de interacdo é Cyq = 4mwd?, em que d é o momento de dipolo elétrico
expresso em unidades de Debye (D). O cardter anisotrépico da interacdo dipolo-dipolo €
mostrado na Fig 4, onde vemos que dependendo do valor de ¢ a interagdo passa de repulsiva
para atrativa.

Figura 4 — Interagdo dipolo-dipolo. a) Ilustracdo esquematica da interacdo dipolo-
dipolo entre dois dipolos com momento dipolar p,,, alinhados por um
campo magético externo B ao longo da dire¢do z. b) O carater da intera-
¢do ¢ indicada em forma de cores, onde representa interagdes atrativas
as cores claras brilhantes, enquanto que as interacdes repulsivas sdo re-

presentadas pelas cores escuras. A forca de interacao dipolar € dado em
unidades de pop2, /4.

0
a) b) 9 Mo
41
B, z 2
r Mm 0
Hm

-2
Fonte: Retirada de [39].

Como observado na Fig. 4, a anisotropia desse potencial vista a partir da sua
dependencia com o angulo ¢, leva a uma forca de interagdo puramente atrativa para v = 0, e a
uma forga puramente repulsiva para ¢ = 7/2. O cardter de longo alcance da interagdo provém

3, ndo podendo, portanto, ser utilizado um potencial mais trivial do tipo

de sua dependéncia r~
Dirac [21].

No estudo desses gases, € adequado introduzirmos parametros para avaliar a forca de
interacdo dipolar, dessa forma, analogamente ao caso das interagdes de contato, onde trabalhamos

com o conceito de comprimento de espalhamento a,, definimos o comprimento dipolar como

2
 pop, M
a4qq = —1271'77,2 (33)
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e a forca de acoplamento dipolar

_AnR? gy,
Gdd Vi 3

(3.4)

As defini¢Oes realizadas nas Egs.(3.3) e (3.4) foram feitas de modo que um CBE
homogéneo e tridimendional seja instdvel quando aqq > a,. Assim, para comparar a interagao de
contato e a interagdo dipolar, definimos a for¢a de interagao relativa,

gaa _ Caa

= —. 3.5
P 39 (3.5)

€dd =

Na préxima se¢@o, vamos estudar, portanto, sistemas em que as interacdes de contato
e de dipolo-dipolo sejam ambas significativas. Dessa forma, o potencial de interacao total se
escreve como

Vie(r — ') = Vs(r — v) + Vga(r — ). (3.6)

3.2 Energia dipolar para um ansatz gaussiano

No capitulo anterior, obtemos substituindo um ansatz (2.21) na forma funcional
da energia de Gross-Pitaevskii (2.17), a energia do estado fundamental para um CBE em que
foi considerado a presenca de interacdes de curto alcance e isotrépica entre os dtomos. Agora,
vamos considerar uma interacao total (3.6) em que € levado em conta que entre o &tomos existe
tanto a interacdo de contato ja comentada, quanto a interacdo dipolo-dipolo (3.2), de forma
que calcularemos, a partir de um ansatz gaussiano (2.21), a contribuic@o da energia devido a
interacao dipolo-dipolo Fyq.

A parcela da energia total referente a energia de interagcdo dipolo-dipolo é dado por

1
Eult] = 5 [ @r [ @ 106 PVt - )P 6
em que por conveniéncia, reescrevemos o ansatz

N e—(ﬁ+ o+ 2).

Cl“ﬁ

<N
Q ‘N

WK

n(r) = [Y(r)|* = (3.8)

m320,0,0,

A energia dipolar (3.7) pode ser calculada com a ajuda da transformada de Fourier

da intera¢ao dipolo-dipolo (ver apéndice A) e da densidade (3.8), na qual é dada por

fb(k) — /d37’ n(r)efik-r — Ne—%(k§a§+k§a§+k§a§)’ (39)
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enquanto que o potencial de interagcdo dipolo-dipolo (3.2) pode ser reescrito como

fio ((3(fm - 1)% — pm 1’
\V == , 3.10
dd(r) A ( |I‘|5 ( )
tem a sua transforma de Fourier com mesma simetria, dada por [40]
V. _ 3 —ikr _ Hotiz, 2
w(k) = [ &°r Vaa(r)e =—5 (3 cos” a — 1) , (3.11)

em que « é o angulo entre o vetor k e a dire¢do de polarizagdo. Ou ainda, sendo cos v =

W - k/mk, chegamos a expressao

- m - k)2
Vaa(k) = % (3% - ufn) : (3.12)

Dessa forma, podemos calcular a contribui¢io da energia dipolo-dipolo E4q por meio do auxilio

da transformada de Fourier, em que

Eu = % / d*r / d*r' n(r")Vaa(r — v')n(r) (3.13)

L [ [ g [ e [ B
= - k)e™* k')e™ VT k")e™ .
. /d r/d r (ZW)?)n( Je (271_)3‘/(1(1( Je (27T>3n( Je

Depois de algumas manipulacdes e levando em consideracdo a propriedade da delta de Dirac,

obtemos
E / Lk 0 V()X (3.14)
= [ ——n —k)n(—k), .
dd (21) dd
em que n(k) e f/dd(k) s@o dadas nas equagdes (3.9) e (3.12). Observemos também a paridade
dessas equacdes, onde temos que 72(—k) = 7(k) e Vig(—k) = Vaa(k). Assim, substituindo os

valores de 71(k) e Vya(k) na Eq.(3.14), obtemos

NQCdd 3k? 101252412521 1.2 52
By=——% [ pp (20 ) a(kioi+kioikiot) 315
dd 6(2@3/ (/f2 TR TR ) ¢ (3.15)

em quem nessa tltima equacéo substituimos cos &« = k/|k|, sendo k = kZ. Fazendo a substitui-

¢do para um sistema de coordenadas adequado

kyoy sin v cos ¢
kyoy =r| sind¥sing |- (3.16)
k.o, cos v

e subsequentemente, resolvendo a integral radial fooo dr r2e=2" = /7 /2, obtemos para a

expressao da energia dipolo-dipolo,

Fug (ﬁ @> . NG <Z_Z_> (3.17)

o, o, 6(2m)3/% o,0,0,
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onde inserimos a fung¢@o de anisotropia, definindo x = oz /o, ey = oy/o,

2%9%3 cos? ¥

1 27 ™
——— | d¢ [ davsin0 -1
f(z,y) 4t /0 ¢/0 . [Sin2 I (y? cos? ¢ + 22 sin? ¢) + 22y2 cos? ¥
(3.18)

Na qual f(z,y) descreve o caréter anisotrpico da intera¢do, mostrando as propriedades geomé-

tricas que governam a interagao dipolo-dipolo.

Figura 5 — Fung@o de anisotropia f(z, y) correspondente a equacéo (3.18). A fungéo
estd limitada entre os valores 1 para pequenos valores de x ou y e —2 para
grandes valores de z e y.

Fonte: Produzida pelo autor.

Na Fig. (5), observamos que a funcdo estd limitada entre 1, paraz < 1 ouy < 1,
e —2, passando em 0 em = = y = 1. Isso corresponde ao fato que a interacao dipolo-dipolo é
parcialmente atrativa ou parcialmente repulsiva. Em um sistema com simetria cilindrica (Fig. 6),
cuja a polarizacdo estd ao longo do eixo de simetria , a interagao é, portanto, predominantemente
atrativa em sistemas com geometria prolata (em forma de charuto), e repulsiva em sistema com
geometria oblata (em forma de panqueca). A funcdo de anisotropia f(x,y) com o eixo z sendo o

eixo de simetria pode ser definida como
[z x) = fi(2), (3.19)

onde

I 2 2
filz) = _% / 49 sim?( 327 cos™v 1) (3.20)
0

sin 9 + 22 cos? ¥
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vélido para todo x.

Figura 6 — Gréfico da func¢do de anisotropia em simetria cilindrica f;(z) como
fung¢do de z. Em x = 1 f;(z) muda seu sinal, mostrando sua dependencia
com a geometria do sistema.

f(x)

1.0

0.5

-0.5

-1.0

-1.5

Fonte: Produzida pelo autor.

3.3 Aplicacao do principio da minima a¢ao

Nesta se¢do, estudamos condensados dipolares a partir de uma abordagem varia-
cional. Fazendo o uso da densidade gaussiana e determinando a fase da fung¢do de onda do
condensado, podemos derivar as equacdes de movimento para os parametros variacionais o; do
condensado dipolar.

Para tal estudo, partimos do principio da minima a¢do (2.1) com a acao (2.2)-(2.5).

Para derivar a equacdo de movimento, adotamos o ansatz fatoragdao
W(r,t) = MO/ (v 1), (3.21)

que pode ser feito para uma fun¢do complexa geral com 7(r, t) e Uy(r, ) sendo fungdes reais.
Substituindo o ansatz (3.21) na equagdes (2.2)-(2.5) e impondo que o nimero total de particulas

seja conservado, obtemos, apds uma integracao parcial

AW, n] = — /;2 dt/d3r Uo(r,t) [M (h(r,t) + %Vn(r,t) : Vn(r,t)) + Hy(r, t)} Wy (r,t),
(3.22)
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com o hamiltoniano H sendo

h2v2

HO(r7t) = 2M

1 1
+ Vexe(r) + §g]\110(r, )] + 5 / d>r" Wo(r', 1) Vaa(r — /)W (', t). (3.23)

Assumimos um ansatz gaussiano para Wy (r, t) similar ao da Eq.(2.21), dado por

1/2
Do, £) = NY o~ 72/2030) 7 203(0) =22 /202(), (3.24)

- w4 ou(t)oy(t)o- (1))

na qual os comprimentos o;(t) sdo os parAmetros variacionais que sdo, em geral, dependentes do

tempo. Utilizamos ainda, um ansatz explicito para a fase do condensado

1 1 1
n(r,t) = iax(t)xQ + Eozy(t)yQ + Eaz(t)z), (3.25)

em que os «;(t) sdo pardmetros variacionais responsaveis pela dindmica do sistema.
Vamos agora, avaliar cada termo da a¢cdo dada na Eq.(3.22) como funcdes dos

parametros variacionais. O primeiro termo pode ser calculada, de forma que resulta em

M [ ol P ) = 2 (0020 + 6, (0030 + a0 (.20

A contribuicdo para a energia cinética resultante da fase €,

Eiuxo(t) = % / &r [Wo(r, t)*Vn(r,t) - Vn(r, t), (3.27)

na qual € a energia cinética associada com a corrente de particulas [34]. Entdo, substituindo o

ansatz (3.25) em (3.27), a energia de fluxo é dada por

PR 102(0)02(0) + 03(1)0200) + 02(1)0%(1)] (3.28)

Eﬂuxo(t) =
E importante, antes de discutirmos a aciio (3.22), avaliarmos separadamente a contri-
buicao de cada energia. Dessa forma, é conveniente definir a densidade de energia de campo

médio, definida como

h*V? 1
Ecm(r,t) = Yy(r, t) | — s+ Vet () + g|1110(r,t)|2 - §/d3r’ |Wo(r', 1)|*Vaa(r — ') | Uo(r, 1)
(3.29)
de forma que a energia do campo médio correspondente se escreve como
Ecm(t) = / d*r Ecu(r,t) (3.30)

Observamos que a energia de campo médio pode ser decomposta como

Ecm(t) = Eein(t) + Eam(t) + Bs(t) + Eaa(t) (3.31)
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onde os trés primeiros termos do lado direito da igualdade s@o similares com os ja encontrados
no capitulo dois e o termo referente a contribui¢do da energia dipolo-dipolo Ey4 € similar ao
exposto na equacgdo (3.17), no entanto, os parametros variacionais o; que dependem, geralmente,

do tempo. A energia cinética é calculada, e se obtém

h*V? AN [ 1 1 1
— 3 —
Eunt) = /d r Wo(r, 1) <— il ) ol 1) = [? = —2] (3.32)
Avaliando a energia de armadilhamento devido ao potencial externo, temos
E _ g[ 2V o MN 2 2 2 2 2 2 3 33
am(t) = [ [Wo(r, 8)Vex(r) = ——[wpo(t) + wyoy (t) + w0z ()] (3.33)
onde V4 (r) é dado na equagdo (2.18). J4 a energia de contato F;(t) é dado por
1 3 3,./ / 2 / 2
Es(t) = 5 a’r | d&r" |Wo(r', t)[7go(r — )| Wo(r, t)| (3.34)
N2g

2(2m)* 20, (t)oy(t)o(t)
Para a contribuicdo na energia devido a interacdo dipolo-dipolo, temos, como mostrado em
(3.17),
N2Cy / <‘%’ Z_Z>
6(2m)3/2 0,(t)o,(t)o(t)

Ea(t) = — (3.35)

Com base nas equagdes (3.32)-(3.35), retomamos ao nosso estudo da acdo (3.22), na
qual agora podemos escrevé-la como funcao dos pardmetros variacionais

t2
Alo, o, &, t) :/ dt L(o, o, &, t) (3.36)

t1

onde a funcdo lagrangiana £ é dada por

Lo o) M{

4

(o)

: 2m)3/20,0,0, o,

(3.37)

i

sendo e4q dado pela Eq.(3.5). As equagdes de movimento correspondentes da Eq.(3.36) sao

obtidas a partir das equacdes de Euler-Lagrange

oL d (0L
() -

onde a coordenanda generalizada ¢ €, para o caso, um dos parametros variacionais.
Para os parametros variacionais relacionados a fase do condensado, suas equagdes

de movimentos sdao dados por

ailt) = & (3.39)

Oy

Z [Uf(dz‘ +af +wi) + h2/]2\42] + ( 289/ M {1 — €aaf (%7 —

0z

)}
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Essa dltima equag@o também serve como relagdo auxiliar para eliminar os pardmetros «;(t)
das equagdes de movimento para os comprimentos o;(¢) do condensado, onde as equacdes de

movimento sdo obtidas por

MN | 0

=5

Ecm(oy,0y,0) (3.40)

Escrevendo de forma explicita a equacido (3.40), temos

h?/M? Ng/M Oy O
..x — 2 . 1— 1— xaa Yz Yy
o W0z + p + 2720200, { €aa [1 — 0205,] f 0. o,
h?/M? Ng/M Oy O
Gy = —w 1— e[l — 0,0, 2,22 b (341
= g g (1w el 1 (22 o
9 h?/M? Ng/M

0, = —Ww,0,+

Oy O
1-— 1— 0,0, —x, -4
o3 + (27r)3/2%0y0§ { €aa | 0:0.1 1 (O‘Z O'Z> }

A fisica do CBEs dipolares sdo descritas pelas Egs. (3.41). Elas sdo semelhantes a
obtidas em [41] por meio de um procedimento hidrodindmico e sdo utilizadas para investigar
a dinAmica do tempo de vOo' nesses sistemas no regime de Thomas-Fermi. No nosso caso,
consideramos os efeitos da energia cinética no condensado dipolar. As propriedades estaticas

podem ser investigadas fazendo ; = 0.

' Expansio do condensado apés o desligamento da armadilha.
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4 GOTICULAS QUANTICAS DIPOLARES

Nesse capitulo, nés apresentamos um novo estado da matéria, inteiramente incompa-
tivel com a teoria de campo médio. Este novo estado da matéria ficou conhecido como goticula
quantica e foi observado em 2016, em uma séries de experimentos realizados em Stuttgart
[24, 25]. Estudamos a correcao da energia que aparece devido as flutuagdes quanticas, meca-
nismo utilizado para descrever a formacao desse estado e efeito que elas causam nas equacdes

de movimento obtidas no capitulo anterior.

4.1 A descoberta de uma nova fase da matéria

A formacao de estruturas autoligadas ¢ um fendmeno fundamental da natureza
que determina as propriedades da matéria. E de grande interesse da comunidade cientifica a
descoberta por fases exdticas da matéria, impulsionando grande parte das pesquisas fundamentais
no campo da fisica da matéria condensada.

Os primeiros resultados experimentais relacionados com as chamadas goticulas
quanticas foram obtidas a partir de um condensado dipolar que atua como um ferrofliido
quantico [22]. Assim, um condensado foi realizado confinando atomos de '%*Dy em uma
armadilha harmonica com um formato oblato, semelhante a uma panqueca, com aspect ratio

z—z ~ 3, onde w, = w, = wy, @.1)
atuando sobre o sistema um campo magnético. Foi atingido um condensado com um nimero
tipico de 15.000 4tomos e uma temperatura de 70 nK [22]. A configuracdo da armadilha
e a direcdo do campo magnético determinam a estabilidade de um condensado dipolar. O
formato oblato da armadilha, conforme (4.1), juntamente com um campo magnético externo
polarizando os dipolos magnéticos a longo do eixo z da armadilha resultaram em um condensado
estdvel, mesmo para um condensado fortemente dipolar €44 > 1. Isso se deve ao fato de que
nessa configuracao, os dipolos predominantemente se repelem, sendo responsdveis por essa
estabilidade. Alguns conceitos bdsicos para realiza¢do de um condensado de disprdsio podem
ser acompanhadas em [34, 42, 43].

Conforme foi modulado o parametro a,, para valores abaixo de um limite critico
acrit [44], a teoria do campo médio previa uma instabilidade no condensado mediante a perda

de atomos por conta da recombinacdo de trés corpos [45, 46]. Entretanto, observou-se o
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aparecimento (Figura 7) de um padrdo triangular de pequenas estruturas (goticulas) ao invés da

instabilidade [22].

Figura 7 — Crescimento de um cristal microscépico de goticulas. a) Representacao
esquemadtica do procedimento experimental. Modulacao do comprimento
de espalhamento a,, induzindo uma instabilidade proxima de a, =~ a,. b)
Padrdes de goticulas fotografadas em in situ com o nimero de goticulas
Ny em cada arranjo variando de dois a dez. ¢) Ndmero médio de 4tomos
N em func¢@o do nimero de goticulas /N4, onde as barras de erros indicam
o desvio padrdo e a linha tracejada indica a relacdo linear entre NV e V.
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Fonte: Retirada de [22].
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Assim como ocorre em ferrofliidos cldssicos mediante a instabilidade de Rosensweig

[47], a transi¢do observada em [22] em resposta a instabilidade decorre de uma pertubagdo

periddica na densidade do condensado [48]. Ao observarmos a Figura 7.a), vemos que essa

perturbagdo ocorre para valores do comprimento de espalhamento a, ~ ayg, sendo esse um valor

do comprimento de espalhamento relativo ao '*Dy na situagio distante de sua ressonincia de

Feshbach. Nas Figuras 7.b) e c¢), podemos notar a dependéncia do nimero de goticulas Vg em

funcdo do nimero de &tomos N. A linha tracejada na Figura 7.c) tem uma inclinac¢do de 1.750 (

com uma margem de erro de 300) goticulas por 4tomo, mostrando que o aumento do nimero de

atomos resulta no crescimento do cristal microscopico das goticulas.

4.2 Correcao quantica da energia

A teoria do campo médio de Gross-Pitaevskii € derivada para o caso de &tomos em

que todos eles estdo no mesmo estado quantico, nao prevendo a transicao de fase para goticulas
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quanticas. No entanto, em experimentos realizados em armadilhas oblatas [49, 50] e na auséncia
de armadilha [51], foi possivel observar a formagdo dessas goticulas em misturas bosénicas
alcalinas. O que acontece é que teoricamente, mesmo em temperatura zero, as excitacdoes da eGP
sdo0 ocupadas devido a flutua¢des quanticas!, dando origem a chamada *deple¢io quantica’. As
correcoes devido as flutuagdes quanticas para um gds uniforme nao dipolar foram calculadas
primeiramente por Lee, Huang e Yang [52, 32], em que € dado por

64 n(r)a3
ELHY = 1—5gn(r)2 <7T) . (42)

Para sistemas com interacdes concorrentes, as flutuacdes quanticas podem estabilizar
um sistema em colapso [53]. O equilibrio proporcional entre a energia atrativa de campo
médio e a energia repulsiva correspondente da correcao de primeira ordem dessa energia nesses
sistemas significa que eles compartilham propriedades com liquidos, embora sejam mais diluidos
na® < 1. Dessa forma, embora muito sutis em condensados tipicos, investigagdes experimentais
realizadas demonstraram que as flutua¢des quanticas constituem um meio estabilizador das
goticulas quanticas, confirmando a natureza quantica delas [23].

Para sistemas dipolares também foi proposto um modelo para explicar a formacao
das goticulas quanticas. Para isto, a teoria além do campo médio foi utilizada para explicar a
formacao dessas goticulas dipolares [26], similar ao proposto por [53], onde leva em considera¢ao
a formacao de goticulas em misturas bosénicas. Assim, baseado na correcao Lee, Huang e
Yang para o estado fundamental do condensado, em 2011 uma correcdo na energia devido as
flutuacdes quanticas foi estudada incluindo os efeitos da interacao dipolar [54, 55].

64
AFE = 1—5gn(r)

n(r)ag

Qs(cda), (4.3)

diferenciando-se da corre¢do de LHY (Eq.(4.2)) por um fator multiplicativo Qs(e4q) dado por

5 13 35dd
2’2726(1(1—]_ ’

Qs(caa) = (1 — add>5/22F1( (4.4)

em que 2 (a, b; c; d) é uma fungdo hipergeométrica. Para ¢49 2 1, podemos fazer uma boa
aproximagao

33 33
Q5(8dd) =1+ % + O(é‘dd) ~ 1+ —dd 4.5)

A funcdo Qj5(e44) apresenta uma parte imagindria para eqg > 1 e é descontinua em g9 = 1. A

aproximacao 4.5 ¢ uma forma de contornar esse problema sem afetar expressamente a parte real

de Qs [56]. Na Figura 8 podemos acompanhar o comportamento de (4.4) e (4.5).
1

Atomos preenchendo estados excitados.
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(linha azul). A linha tracejada representa a parte real de [Re (Qs)]|.

Figura 8 — Grafico da fungdo Qs (linha vermelha) e da aproximacgio da Eq.(4.5)
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Fonte: Retirada de [57].
Podemos a partir dessa correcdo energética, implementar as equagdes de movimento

(3.41) devido as flutuacdes quanticas, fazendo correcdes na teoria do campo médio por meio

da equacdo de estado. Assim, prescrevemos as equagdo de estado corrigida variando a energia

quantica total corrigida.
Eq = Ecv + AE (4.6)
em relacdo a densidade. O potencial quimico corrigido € escrito como
0AFE
Ap = = gor|¥(r)? 4.7
n= gy = 9Pl (4.7)
(4.8)

onde fizemos a substitui¢do (2.39) e definimos a abreviagao
329 [a?
JgQor = ?g ?95(&&1)7
sendo ¥ em (4.7) a fungdo de onda do condensado no regime do campo médio.
Introduzindo na eGP (2.8) essa correcao devido a presencga de flutuagdes quanticas,

2v72
ihg\ll(r,t): —Z]\Z

obtemos a chamada eGP estendida
p + V(1) + /dST/ U (1 1) Vi (r — ¥)U(r',t) + gor|¥(r, 1) [*| U(r, 1),
4.9)
onde V, € dado pela Eq.(3.6). Com a Eq.(4.9), obtemos a descricdo de condensados fortemente

dipolares e a teoria para o estudo das goticulas quanticas.
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Uma simulagdo numérica da eGP ¢ mostrada na Fig. 9, em que temos w, /w, < 1.

Para esse caso, apenas um solugdo € encontrada, configurando um sistema de goticula tnica.

Figura 9 — Simulacdo numérica do processo de preparacdo de uma goticula auto-
ligada a partir de um condensado de disprésio %Dy aprisionado em
uma armadilha. As linhas pretas delimitam a armadilha harmonica e as
cores indicam a densidade do condensado. Em ¢t = 10 ms, € observado a
formagdo da goticula autoligada, em ¢ = 20 ms a armadlha € desligada e,
posteriormente, € possivel observar a goticula coesa.

o, L P s -
|

t = 30 ms
ag = 80ag
Wp = wz = 0

Fonte: Retirada de [27].

Através de uma abordagem variacional [26, 27], estudamos funcional de energia de

Gross-Pitaevskii, que corrigido nos fornece,
s [P 2 2, 94, L 2, 2 5
W) = [ dr |5 (VP + Ve [P + 2 ol + S@ulol + ol |, @10)

em que fizemos

Pyg = /d3r’ (2" ) Waa(r — ') (r). (4.11)

O ultimo termo da Eq.(4.10) representa a parcela da energia devido a presencga das flutuacdes

quanticas. Para calcular essa parcela, introduzimos o ansatz (2.21), de modo que obtemos

5 2 5 N?/2 2\°?
AB0) = [ @ ot = i e (2) a2

(020402)
No préximo capitulo, calculamos o papel dessa energia na equagdo de movimento dos parimetros

variacionais o; que geralmente dependem do tempo.
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4.3 Principio da minima ac¢io

A correcdo da energia no estado fundamental foi calculada considerando que o
condensado conserva seu perfil gaussiano da Eq.(3.40), de modo que esses calculos sdo funda-
mentados apenas no caso das interagdes presentes no gas forem predominantemente repulsivas
e se as flutuacdes quanticas nao forem tao fortes. Portanto, € justificavel calcular as corre¢des
quanticas para uma perfil de densidade do campo médio desde que tratemos essa correcio como
sendo pequena.

Derivamos, portanto, as equacdes de movimento a partir de um principio de acao

minima. Temos entdo, similar a Eq.(3.22),

Alng,n] = — /: dt/d3r no(r,t) [M (ﬁ(r,t) + %Vn(r,t) - Vn(r, t)> + EQ[nO]} , (4.13)

onde ny = |¥y|%. Aqui, a densidade de energia Fq[ng| é composto pela energia do campo médio
e a correcdo quantica, conforme vemos na Eq.(4.6).
No capitulo anterior, ja avaliamos os termos referentes a energia do campo médio
(Eq.(3.31)) em funcao dos pardmetros variacionais, € na Eq.(4.12), obtemos o termo proveniente
da correcdo quantica da energia. Resgatando, portanto, os resultados (3.32)-(3.35), e levando
agora em consideracgdo o resultado obtido na Eq.(4.12), reescrevemos a acao (4.13) em termos
dos parametros varicionais, assim como na Eq.(3.36),
to
Alo, o, &, t) :/t dt L(o, o, &, t), (4.14)
1

mas agora, a lagrangiana £ tem um termo a mais em comparac¢io com a apresentada na Eq.(3.37).

MN h2/M?
Lo, o, é,t) = _T{ > [af(di +a?+w?) + 22 } (4.15)
2Ng/M Oy Oy 2v/3
I g Ty o2
+ (27)3/%0 0,0, [ €aaf (027 O’Z) + (0,0y0,)1/2
onde temos 32
232 NV2 (9 64

Analogamente ao modo feito no capitulo anterior, as equacdes de movimento sao

obtidades a partir da equacdes de Euler-Lagrange (Eq.(3.38)), chegamos nas equagdes

MN =0
7i N 3@-

Eq(oy,04,0.). 4.17)



44

Explicitamente sdo escritas como,

h2/2\42 Ng/M Oy O v

.. 2 T Y

Op = —W,0¢ 11— 1 O:rao J ; )
r 0'3 (271 )3/20%0'y0'z { cdd [ i] <Oz Oz) (Occoyoz)l/Q }

) h?/M? Ng/M Oz O
G, = _Wzay + / + g/ {1 — €4 [1 — ay&,y} f (—, —) —+ ( v )1/2 };

ol (2m)3/ 20,020 . 0, T3040
R/ M? Ng/M Oy O Y
.. 2 z Y
z = - z 1 - 1 - ZaU _’ - o \1/9 .
? wWes Tt o3 + (27)3/%0,0,02 call —0:0.]7 o, 0, * (0p0y0,)1/?

(4.18)

Essas equacdes incluem os efeitos além de campo médio e s@o, portanto, uma representacao geral
das Egs. (3.41), podendo ser utilizada para o estudo das implica¢des das flutuagcdes quanticas em
um condensado dipolar em uma armadilha harmonica triaxial. Elas sdo, portanto, chamadas de

equagdes de movimento além de campo médio.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O trabalho apresentado nessa monografia tem como um de seus objetivos, servir
como base para estudantes que estdo comecando o estudo de condensados de gases quanticos
degenerados. Aqui, construimos uma base para o estudo do estado fundamental de sistemas de
condensados de Bose-Einstein, utilizando uma aproximacao gaussiana para o perfil da fungao de
onda do condensado.

Utilizamos o principio de acdo minima para o estudo da teoria de Gross-Pitaevskii e
assim, derivarmos a conhecida eGP dependente e independente do tempo, que se faz ttil para
uma investigacao dinamica e estatica de CBEs. Estudamos CBEs tanto na auséncia quanto na
presenca de interacdes interatdmicas, onde foi possivel observar os efeitos causados na energia
do estado fundamental do CBE.

No que se refere as interacdes presentes em um CBE, estudamos sistemas em que
a interacao dipolo-dipolo, além da interacdo de contato, desempenha um papel significativo
no condensado, e por meio de uma transformada de fourier do potencial de interacdo dipolo-
dipolo, calculamos a contribui¢cdo fornecida por esta parcela na energia do estado fundamental
de um CBE dipolar, e investigamos as propriedades fornecidas pela caracteristica anisotropica
e de longo alcance dessas interagdes na energia e nas equagdes de movimento obtidas para os
parametros variacionais que medem o comprimento da nuvem.

Estudamos também como as flutuagdes quanticas foram impostas como mecanismo
que explica a existéncia de um estado novo da matéria, observado experimentalmente em 2016,
chamado de goticulas quanticas dipolares. Calculamos a corre¢do na energia que essas flutuagdes
causam e obtemos as equagdes de movimento para os parametros referente ao comprimento da
nuvem, onde levamos em consideracao o novo termo calculado.

Nossas perspectivas se estedem agora, para uma abordagem variacional no estudo
de vortices quantizados em um sistema de goticula quantica dipolar autoligada, utilizando uma

aproximagao gaussiana com um voértice de carga [ adequado [58], dado por

W (6, 2) = VNI (p, )by (2), (5.1)
onde , l
l _ 2 2_p —2p% /02 ilp
¢V(P> ¢) - \/m (Up) € e, (52)
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2 222 /o2
z) = e z. 5.3
IDV( ) 7T1/2O'Z ( )
Pretendemos reproduzir os célculos realizados para encontrar a energia redimen-
sionada para o caso de [ = 1 [58], mas levando em consideracdo a presenca da armadilha

confinante.
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APENDICE A - TRANSFORMADA DE FOURIER DO POTENCIAL DE
DIPOLO-DIPOLO

Consideremos o potencial de interagdo Vg4(r,r’) que depende da diferenca das
coordenadas:

Vaa(r, ¥') = Vig(r — 1) (A1)

Portanto, o potencial de intera¢do tem a representacio de Fourier,! dada por

/ 4’k ik(r—r')y;
Vag(r—1')= | ——e Vaa(k) (A.2)
(2m)
E temos a relagdo inversa,
Vaa(k) = / dPr e ™ Vyy(r) (A.3)

Estamos considerando um problema na qual temos a interacdo entre momentos de

dipolo magético iguais. Dessa forma, o potencial de interagdo dipolo-dipolo € dado por

SN2 202
Via(r) = =22 (3(””" ) mr) (A4)

4 |5

Assim, da Eq.(A.3), temos

- _ 3. | Ho S(Mmr)Z—quFZ —ikr
vdd<k)_/dr { E( P e (A-3)

Para calcular a transformada de Fourier da intera¢ao dipoplo-dipolo (A.S5), escolhe-

mos um sistema de eixos adequado

0 sin ¢ cos ¢ sin «c cos 8
k=k| 0|, r=r]| sindsing |, m=m| sinasinp |- (A.6)
1 cos 1 CoS (v

E assim,

2
‘Zﬁi(k) _ “O#m / dr / dY sin e~ ikr cos ¥ / d¢
x  {3sin® asin 19 cos 2 B cos® ¢ + 2sin 3 cos B sin ¢ cos ¢ + sin? B sin? qb} (A.7)

+ 3cos® acos® ¥ + 6sin o cos asin ) cos ¥ (cos B cos a + sin Bsin ¢) — 1}

' Ver por exemplo o capitulo 15 da referéncia [59].
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em que € introduzido um paramentro de corte a no limite inferior da integral radial de forma a

regularizar qualquer singularidade. Resolvendo a integral em ¢, obtemos

Cra MOI“’L?TL 2 > dr " . —ikr cos?® 2
Via(k) = = (1-3cos’a) [ — [ dV sinde (3cos® 9 — 1) (A.8)
a r 0
Subsequentemente, ao integrar em 1}, obtemos

(A.9)

o0 @ { sin kr cos kr sin kr }

Vailk) = i (1 = Scos"0) / T S (T

a r

E finalmente, fazendo o uso de integracdo por partes, obtemos o resultado da integral radial

Va(k) = pop?, (1 —3cos’a) {C((]):al;g - S(i;lal;g} (A.10)
Podemos agora, para o pardmetro de corte a, realizar a transi¢do limite a — 0
_ _ 2
Vaa(k) = lim Vi (k) = “05’" (3cos?a — 1) (A.11)
Sendo ainda cos & = py, - k/ ik, chegamos finalmente a
Vaa(k) = % <3(“”1‘<—2k)2 _ ui) (A.12)

Percebemos ainda que a transformada (A.12) possui a mesma forma de (A.4).
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