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“Nao se deve ir atrds de objetivos faceis, € preciso
buscar o que sé pode ser alcangado por meio dos
maiores esfor¢os.”

(Albert Einstein)



RESUMO

A teoria eletromagnética € uma das mais belas e consistentes teorias da Fisica, pois unifica
ramos distintos provando que h4 uma relagdo entre eles, os quais sdo eletricidade, magnetismo,
galvanismo e 6tica. O estudo do eletromagnetismo se da desde o ensino médio até cursos de
graduacdo e pds- graduacdo em Fisica e dreas afins. Neste estudo, a eletrostdtica no vacuo é o
primeiro assunto abordado e a partir dela se desenvolve toda a teoria eletromagnética. Neste
trabalho € apresentado o estudo da eletrostética aplicada a sistemas coloidais com o intuito de
fornecer um material de apoio que vai além do que € explicitado nos livros-textos. Sao derivadas
expressoes para For¢ca, Campo e Potencial Elétrico para distribui¢des discretas e continuas de
cargas presentes em um meio coloidal. Além disso, ¢ derivada uma equagdo equivalente a Lei de
Gaus que possibilita a resolug@o de problemas que apresentam simetria. Por fim, sdo resolvidos

alguns problemas cldssicos da eletrostdtica modificados pela presenca de coloides.

Palavras-chave: Teoria Eletromagnética. Eletrostatica. Coloides.



ABSTRACT

Electromagnetic theory is one of the most beautiful and consistent theories of physics, because it
unifies distinct branches proving that there is a relationship between them, which are electricity,
magnetism, galvanism and optics. The study of electromagnetism takes place from high school
to undergraduate and postgraduate courses in physics and related fields. In this study, vacuum
electrostatics is the first subject addressed and from it develops the whole electromagnetic theory.
In this work we presents the study of electrostatics applied to colloidal systems in order to
provide support material that goes beyond what is explained in textbooks. Force, Field and
Electric Potential expressions are derived for discrete and continuous load distributions present
in a colloidal medium. Besides that, an equation equivalent to the Law of Gaus is derived that
enables the resolution of symmetry problems. Finally, some classical electrostatic problems

modified by the presence of colloids are solved

Keywords: Electromagnetic theory. Electrostatic. Colloids.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Classificacdo dos coldides de acordo com as fases dispersa e de dispersao . 14
Figura2 — Movimento Browniano . . . . . . ... ... ... ... ... 15
Figura3 — Imagem ilustrativa do Efeito Tyndall . . . . .. .. ... ... ... .... 15
Figura4 — Feixes de luz incidindo sobre particulas coloidais . . . . . ... ... ... 16

Figura5 — Representacdo esquematica de uma particula coloidal envolvida por ions do

solvente . . . ... 17
Figura 6 — Representacdo esquematica das cargas fontes e da cargade prova . . . . . . 19
Figura7 — Distinciasdascargas . . . . . . . . . . .. . e 20

Figura 8 — Representacdo esquematica das linhas de campo gerado por uma carga pon-

tual .. L e 23

Figura 9 Representagcao esquemadtica do fluxo de campo elétrico através de uma super-

ficie . . . . . e 24

Figura 10 — Sistema coloidal formado por particulas esféricas carregadas positivamente e
negativamente dispersas em um volume na presenca de particulas pontuais

com cargas positivas e negativas (figura 10a). A figura 2b mostra uma visao

lateral do sistema evidenciando uma de suas faces para melhor visualizagdo 32

Figura 11 — Ponto r distante de uma particula coloidal de carga positiva . . . . . . . .. 39
Figura 12 — Grafico do Potencial Elétrico em fung¢do da distancia . . . . . . . . ... .. 40
Figura 13 — Esfera s6lida uniformemente carregada . . . . . . . . . ... ... ..... 49
Figura 14 — Esfera s6lida uniformemente carregada imersa numa dispersdo coloidal . . . 50
Figura 15 — Gréfico do campo elétrico de uma esfera sélida uniformemente carregada . . 51
Figura 16 — Fio infinito carregado . . . . . . . . . . . . .. . L oo 52
Figura 17 — Fio infinito carregado imersoemumcoloide . . . . . . ... ... ... .. 53
Figura 18 — Gréfico do campo elétrico de um fio infinito . . . . . . ... .. ... ... 54
Figura 19 — Plano infinitocarregado . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 55
Figura 20 — Plano infinito carregado imersoemumcoloide . . . . . . . . ... ... .. 56

Figura 21 — Gréfico do campo elétrico de um plano infinito . . . . . . . ... ... ... 58



2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.3.1
34
3.4.1
3.4.2
3.5
3.5.1
3.5.2
3.6

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

5.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt et e e e ettt e e e et
SISTEMAS COLOIDAIS . ... .. it ittt ittt
Propriedades dos coloides . . . . . ... ... ... ... .........
Estabilidade de sistemas coloidais . . . . . . ... ... ... .......
ELETROSTATICANOVACUO . ........c.oouiiunennnn.
Formulacao do problema . . . . . .. ... ... ... .. ........
LeideCoulomb . . . . . . . ... ... ... ...
Campoelétrico . . . . . .. ... . ... ...
Distribuicdo continua de cargas . . . . . . . .. ... ... ... ... .
Divergente e Rotacional de campos eletrostaticos . . . . . .. ... ...
O divergente de EeaLeideGauss . . . . . . . ... ..
Orotacionalde E . . . . . . . . . .. . . ... ... ...
Potencial Elétrico . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Equacdo de Poisson e equacdo de Laplace . . . . . . . . ... ... ....
O potencial para uma distribuicdo de carga localizada . . . . . . . . . . .
O trabalho feito para movimentarumacarga . . . . . ... ... .. ..
ELETROSTATICA EM SISTEMAS COLOIDAIS CARREGADOS
Formulacao do problema . . . . .. ... ... ..............
O calculo do potencial eletrostatico para sistemas coloidais . . . . . . . .
Campo Elétrico gerado por uma carga pontual . . . . .. ... ... ..
Forca elétrica entre duas cargas pontuais . . . . . ... ... ......
Campo elétrico gerado por uma distribuicao discreta de cargas pontuais
Campo elétrico gerado por uma distribuicdo continua . . . . . . . . ..
Lei de Gauss na forma integral e diferencial . . . . . . ... .. ... ..
EquacaodePoisson . . . . . . . .. ... L oL
RESOLUCAO DE PROBLEMAS DA ELETROSTATICA EM SISTE-
MAS COLOIDAIS CARREGADOS ATRAVES DA LEI DE GAUSS
MODIFICADA . . . . it e e it et ettt e et e e
O problema de uma esfera sélida uniformemente carregada imersa em

umecoloide . . . . . . ..

42
43
43
44
46



5.2
5.3

O problema do fio infinito imerso em um coloide . . . . . .. ... ... 52
O problema do plano infinito imerso em um coloide . . . . . . . . . . .. 55
CONCLUSOESEPERSPECTIVAS . .. ........ccovuvu.n. 59

REFERENCIAS . . ittt i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 61



11
1 INTRODUCAO

Os fendmenos eletromagnéticos vém sendo estudados desde a antiguidade quando
foram percebidos na natureza pela primeira vez. Por volta de 640-550 a.C., Tales Mileto, um
astronomo e filésofo grego, observou um fendmeno curioso ao friccionar um ambar com a pele
de um animal: o ambar depois de friccionado passava a atrair objetos préximos como graos de
poeira. Além disso, ele percebeu que havia atragcdo e repulsao entre pedacos de um material
encontrado na natureza chamados de magnetita [1].

A histéria do Eletromagnetismo € longa e fascinante, principalmente, porque trata-se
da juncdo de ramos da Fisica que antes eram estudados separadamente e que hoje sdo unificados.
Toda a teoria eletromagnética pode ser resumida por quatro equacdes fundamentais propostas
por James Clerk Maxwell no fim do século XIX [2-3].

O eletromagnetismo compde a grade curricular da disciplina de Fisica no Ensino
Médio e também de determinados cursos de graduacdo e pOs graduacdo. Geralmente, os
conteddos sdao abordados seguindo uma ordem metodolégica com contetidos de eletricidade
e, por ultimo, magnetismo. No estudo da eletricidade nos € apresentada a eletrostatica, a qual
possui um problema fundamental: calcular a forca elétrica sobre uma carga de prova (que pode
estar em movimento ou em repouso) na presenca de um conjunto de cargas fontes estaciondrias
[4].

A partir dai, toda a teoria eletrostatica se desenvolve utilizando-se dois fatos experi-
mentais: A lei de Coulomb e o Principio da Superposi¢do. A primeira diz como calcular a forga
de interacdo entre duas cargas elétricas, revelando que o mddulo desta € proporcional ao produto
das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas, enquanto o segundo
diz que a interacdo entre quaisquer duas cargas nio é afetada pela presenca de outras [4-9]. E
definido também o conceito de campo elétrico e apresentadas algumas ferramentas matematicas
que simplificam a resolucdo dos problemas como Potencial Elétrico e a Equacao de Poisson.
Este breve resumo de como se dé o estudo da eletrostatica segue a mesma ordem na maioria dos
livros de Eletromagnetismo.

As defini¢des e o formalismo da eletrostitica sdo muito bem estruturados e sao
aplicados tanto no vacuo como na matéria, por exemplo, nos dielétricos. E se, por acaso, esse
modelo fosse estendido para um sistema especifico, como ficariam as equagdes da eletrostatica
caso as cargas elétricas estivessem em outro meio que ndo fosse o vicuo ou dielétricos?

Com base nessas perguntas, este trabalho apresenta o formalismo da eletrostatica
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aplicada a sistemas coloidais, a fim de obter as expressdes para For¢a, Campo e Potencial Elétrico
para esses sistemas, bem como, discutir as implicacoes fisicas de cada uma delas.

Para um melhor entendimento, este trabalho esta dividido em seis capitulos. Esta
introdugdo corresponde ao capitulo 1. No capitulo 2 foi abordado, de modo geral, os sistemas
coloidais. Os aspectos considerados foram: as propriedades, a classificacdo e a estabilidade
dos sistemas coloidais. No capitulo 3 sdo demonstrados e discutidos os resultados referente a
formulacdo da eletrostética no vicuo. No capitulo 4 as equagdes da eletrostatica sdo adaptadas
para um sistema especifico, coloides, e discutido o significado fisico de cada uma. No capitulo
5 foram adaptados e discutidos alguns problemas tipicos da eletrostdtica no vacuo, agora, na
presenca de coloides. No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes, com foco nos resultados
mais relevantes e as perspectivas de trabalhos futuros. Por fim, sdo apresentadas as referéncias

bibliogréficas.
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2 SISTEMAS COLOIDAIS

E comum em nosso dia a dia usarmos produtos industrializados para a nossa alimen-
tacdo (maionese, iogurte) e higiene pessoal (creme dental, xampu). Além disso, ao longo do
dia podemos ainda nos deparar com alguns fendmenos da natureza, tais como neblina e fumaca.
O que pouco se sabe € o que os produtos e fendmenos citados tém em comum, do ponto de
vista fisico. O ponto em comum € que todos sdo formados pela mistura de substincias e sdo
heterogéneos. Nesse sistema um componente da mistura aparece em maior quantidade e outro
em menor quantidade. Em outras palavras, podemos tratd-los como um sistema no qual solutos
(ou particulas de tamanhos variados) estdo imersos em um solvente. As particulas constituem
a fase dispersa, enquanto o solvente, a fase continua. Se as particulas dispersas t€ém tamanhos
diferentes, o sistema coloidal ¢ denominado polidisperso. Por outro lado, os sistemas coloidais
com particulas de mesmo tamanho sdo denominados monodispersos [10]. Ao adicionar solutos
em solventes podem ser formados trés tipos de sistemas: suspensdo, solu¢do ou coloide, onde a
diferencga estd no tamanho das particulas dispersas [11]. Nos exemplos citados, o tamanho tipico
das particulas variam entre 1 e 100 nandmetros e por isso, sdo caracterizados como coloides
[11-12].

Uma solucdo coloidal (ou sistema coloidal) € denominada como uma mistura he-
terogénea composta por, pelo menos, duas fases, sendo elas a fase continua e a fase dispersa.
Entretanto, alguns sistemas coloidais podem parecer homogéneos, pois, a diferenca s6 pode ser
determinada pelo uso de instrumentos. Um exemplo disso € o sangue, que nos parece liquido
apenas, mas ao ser analisado no microscopico constata-se que ele é formado por varios com-
ponentes. Uma caracteristica dos coloides é que eles ndo se sedimentam, isto é, nao é possivel
separar as fases pela diferenca de densidade, como € feito em misturas de s6lidos em suspensao.
Além disso, também ndo € possivel filtra-los [13].

Quanto a classificacdo dos sistemas coloidais, esta leva em conta o estado fisico das
fases dispersa e de dispersdao. Para uma melhor compreensao dos tipos de coloides existentes,
a tabela abaixo mostra alguns exemplos e classifica-os de acordo com o estado fisico dos

componentes, ou seja, solido, liquido ou gasoso [11,13].
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Figura 1 — Classificacdo dos coldides de acordo com as fases dispersa e de dispersao

Fase Dispersa
Gas Liquido Salido
Gis Nio existe Aerossol Acerossol
a liquido Solido
Fase Continua Liquido F'SpL{Tﬂa Emulsio Sol

; liquida
|

Solido Espuma Emulsao Sol s6li

Solida solida Sol sélido

Fonte: Adaptado da Ref. [12]

2.1 Propriedades dos coloides

Pela forma que sdo constituidos, os sistemas coloidais possuem duas importantes
propriedades: o0 Movimento Browniano e Efeito Tyndall.

A olho nu ndo é possivel perceber, mas observando por um microscopio nota-se que
as particulas da fase dispersa do coloide ndo se encontram paradas, mas, em constante movimento
aleatorio. A explicacdo para tal fendmeno € que as particulas dispersas colidem incessantemente
umas com as particulas da fase continua e, eventualmente, entre si. Essas colisdes fazem com que
as particulas dispersa adquiram um movimento perpétuo de ziguezague chamado de Movimento
Browniano [14-15]. Na Figura 2, os pontos azuis representam as particulas que constituem a fase
dispersante e os circulos vermelho representam as particulas dispersas. As setas pretas indicam a
orientacdo da velocidade das particulas.

O efeito Tyndall possui esse nome devido a observagdao do fendmeno de espalha-
mento da luz por John Tyndall, um fisico irlandés e é fruto do tamanho mesoscépico das
particulas. Inicialmente, observou-se o espalhamento por particulas de poeiras dispersas no ar,
mas, posteriormente percebeu que o mesmo fendmeno acontecia quando a luz atravessava outros
sistemas [16].

O efeito Tyndall acontece quando um feixe de luz € projetado em um sistema coloidal.
O que acontece € que a luz € dispersa no meio pelas particulas coloidais, o que torna possivel

a visualizacdo da trajetéria da luz. Um exemplo disso é quando colocamos dois copos, um
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Figura 2 — Movimento Browniano

Fonte: ASTROPT

contendo sé dgua e outro contendo dgua e creme hidrante, e fazemos passar por eles um feixe
luz, s6 € possivel ver a trajetéria da luz no segundo copo ( Figura 2) [17]. Isso ocorre porque as
particulas coloidais do creme hidratante dispersaram os raios luminosos. Esse fendmeno também
¢ visto na natureza. Por exemplo, vemos as particulas de poeira suspensas no ar quando um raio

de sol que atravessa uma fenda incide sobre elas.

Figura 3 — Imagem ilustrativa do Efeito Tyndall

Fonte: BRASIL ESCOLA

As particulas dispersas presentes nos coloides sdo pequenas demais para serem vistas

a olho nu, mas grande o suficiente para ultrapassar o comprimento de onda da luz visivel e
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espalhar o feixe luminoso (Figura 3). Por isso, tal fendmeno ndo ocorre em solug¢des verdadeiras

(homogéneas), onde as particulas sd3o muito pequenas (ions ou moléculas).

Figura 4 — Feixes de luz incidindo sobre particulas coloidais

[ RTF- —
v Lz ——>
|
Luz '—;,} ’
Lz ——>

Luz ———» -’f"r:? ﬁ\jﬁt\

5, S
%31}:, Luz I:___}‘_,-‘\ '

Luz —— ‘ fﬁ.ﬂfﬂ

f b Luz

ll_:.{-".r
Fonte: BRASIL ESCOLA

2.2 Estabilidade de sistemas coloidais

A observacio de sistemas coloidais através de ultramicroscopio revela uma interag@o
entre as fases, ou seja, um constante movimento das particulas dispersas devido a agitacdo que
causa choque entre as moléculas que constituem a fase continua. Naturalmente, a tendéncia
dessas particulas € se aglomerarem e, consequentemente, coagularem [11,18]. Para que isso ndo
ocorra, estas particulas devem ser grandes o bastante para a fase dispersante (solvente) possa
ser considerada continua, mas pequenas o suficiente para apresentarem movimento browniano
[10,11,19].

A interagdo entre particulas coloidais sdo regidas pelas propriedades fisico-quimicas
de ambas as fases e dependem da quantidade de particulas dispersas no solvente e também da
distancia de separagdo entre elas [19].

As forgas de interacdo entre as superficies das particulas coloidais resultam da
natureza eletromagnética das interagcdes entre a propria matéria. Nos coloides aquosos, essas
intera¢des incluem interagdo atrativa e repulsiva de duplas camadas de cargas, interacdo atrativa
de Van der Waals, interacdo estérica repulsiva de cadeias de polimeros adsorvidos nas particulas,
interacdo atrativa de polimeros, interacdo de moléculas de solvente e interagao hidrofébica [11].

Ao entrarem em contato com o solvente polar, isto &, aqueles constituidos por

moléculas que apresentam regides eletronicamente densas e por isso, tém facilidade de envolver
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outras substancias polares [20], as particulas dispersas adquirem cargas elétricas em sua superficie
por causa de trés fatores: dissociacao das moléculas da superficie, fric¢do ou por adsor¢ao de
fons por parte do solvente. A carga liquida na superficie da particula afeta a distribui¢do de ions
na sua vizinhanga, aumentando a concentracido de contra-ions junto a superficie. Assim, em
regides proximas a superficie das particulas forma-se uma “nuvem idnica”, a qual chamamos
também de dupla camada elétrica. Cada uma das camadas recebe um nome: a mais proxima da
superficie € chamada de camada compacta (ou camada de Stern) e a mais afastada é chamada
de camada difusa (ou camada de Gouy-Chapman), a qual distribui-se em volta da primeira, e €
também onde ocorre constante troca de fons com a fase continua [19] e deste modo sdo gerados

diferentes potenciais desde a superficie das particulas até o interior do solvente [11].

Figura 5 — Representagcdo esquemdtica de uma particula coloidal envolvida por ions do solvente

e @
® °
Surface charge (negative)
5 ® = Stern Layer @
3 ".-‘ i @ Slipping plane
®/ G
) ‘-: @
®® ®
e ° ©
- Surface potential
@ @ - Stern potential
@ - e T poOtENtial

Distance from particle surface

Fonte: WIKIPEDIA

Conforme a forca idnica aumenta, o potencial entre o solvente e superficie da
particula diminui porque a dupla camada elétrica formada em volta dela € comprimida na direcao
a superficie desta devido a concentracao de fons do solvente. Deste modo, € razodvel afirmar
que as intera¢des coulombianas regem as propriedades elétricas dos coldides [11]. Analisando
o fendmeno é possivel perceber que a dupla camada elétrica € uma das responsdveis pela
repulsdo entre as particulas coloidais, impedindo assim, a aglomerac¢@o destas e possibilitando
a estabilizacdo do sistema e se a dupla camada ndo existe as particulas poderiam se aproximar
devido a for¢a de Van der Walls [21].

Os processos descritos e as definicdes dadas compde a chamada Teoria DLVO, que

passou a ser tratada com maior rigor a partir da década de 40 quando Derjaguin, Landau, Verwey



e Overbeek tentavam descrever a estabilidade dos sistemas coloidais [22-23].
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3 ELETROSTATICA NO VACUO

A eletrostatica € a area da Fisica que estuda as cargas elétricas em repouso. Os
fendmenos por ela estudados sdo decorrentes das forgas de atragc@o e repulsdo que estas cargas
exercem umas sobre as outras. Neste capitulo, faremos um breve resumo do estudo da eletrosta-
tica no vacuo, que servird como base para a reformulacdo das equacgdes para sistemas coloidais

carregados.

3.1 Formulacao do problema

O principal problema eletrostitica que queremos resolver €: seja q1,¢2,¢3... cargas

fontes, e estas exercem sobre uma carga Q, uma for¢a como representado na Figura 6.

Figura 6 — Representacdo esquemadtica das cargas fontes e da carga de prova

. «Q 0

0 o

qhe * r

L4 *q;

Fonte: Adaptado de Griffths (2011)

O principio da superposi¢do afirma que a interacdo entre quaisquer duas cargas nao
sofre alteracdo devida a presenca de outras. Este principio simplifica muito a resolu¢do do nosso
problema, pois, podemos encontrar a for¢a total em Q fazendo a soma vetorial de todas as forcas

individuais devido a cada carga, ou seja:

F=F+Fh+F+.. (3.1)

3.2 Leide Coulomb

Charles Augustin de Coulomb formulou, através da experimentacdo, a lei que
descreve a interacdo eletrostética entre duas cargas. Esta lei diz que a forca incidente sobre a

carga de prova Q devido a uma carga pontual estaciondria a uma distancia r € dado por:

= Q A
Fo_9% 2
ah (3.2)
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onde &) € a constante de permissividade do vacuo. Ou seja, o médulo da forga é proporcional
ao produto das cargas e € inversamente proporcional ao quadrado da distancia de separagao
entre elas, de modulo 7 = R—Re direcdo 7, onde R ¢é a distAncia entre a origem do sistema de
coordenadas e o ponto de observacdo e R’ entre a origem do sistema de coordenadas e as cargas

fontes como mostra a Figura 7. e pelo principio da superposi¢ao, a interagdo entre duas cargas

Figura 7 — Distancias das cargas

Ponto fonte

v
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Fonte: Adaptado de Griffths (2011)

quaisquer ndo € modificada pela presenga de outras cargas [4-9]. A lei de Coulomb e o principio

da superposicao sdo os principais ingredientes da eletrostatica.

3.3 Campo elétrico

Agora, estamos aptos para definir uma grandeza chamada campo elétrico da seguinte
maneira. Seja ¢1,¢»...q, cargas pontuais, as distancias de Q, r1,7...1;,, a forca total sobre esta

carga de prova é:

— — — = 1
F=F+FkKh+..+F = <q12Qf1+q22Qf2+...) :—Q (q—;f\l—I—q—;f\z-l-...), (3.3)
4rey r r; i ry

onde

Fo Ly (3.4)
4mey = ri2

E é definido como o campo elétrico gerado pelas cargas fontes e como os vetores de separagio 7;

dependem do ponto de observagdo, o campo elétrico é fungdo da posi¢cao R.
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E por fim,
F = QE. (3.5)

3.3.1 Distribuicdo continua de cargas

Agora, ao invés de considerarmos varias cargas pontuais isoladas, dizemos que a
carga esta distribuida continuamente sobre uma tal regido. Dessa forma, o somatdrio da Eq. (3.5)

torna-se uma integral:

A

- 1 r
E=— |4 )

onde dq é determinada para cada distribuicdo, seja esta uma linha de cargas, uma carga superficial
ou volumétrica. Escreveremos dg e, consequentemente, £ para cada uma destas distribui¢oes.
Para uma carga espalhada ao longo de uma linha, com carga por unidade de comprimento A e

com elemento de carga ao longo da linha d/’, temos:
dg=2Adl'. (3.7)
Desta forma, o campo elétrico para uma distribuicao linear sera:

L1 A

No caso de uma carga espalhada sobre uma superficie, com carga por unidade de 4drea ¢ e com

elemento de drea da’, temos:
dg = odd. 3.9)
Desta forma, o campo elétrico para uma distribuicao superficial sera:

L
E:——/3m¢ (3.10)
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Por fim, se a carga preenche um volume, com com carga por unidade de drea p e elemento de

volume d1’, temos:
dg=pd7'. (3.11)
Desta forma, o campo elétrico para uma distribuicdo volumétrica sera:
E= L/er’. (3.12)
drcey ) r?

Em situagdes fisicas reais, a Eq. (3.12) é a mais usada, pois, no geral, € a que melhor descreve a

realidade [4].

3.4 Divergente e Rotacional de campos eletrostaticos
3.4.1 O divergente de E e a Lei de Gauss

A Eq. (3.12) mostra como calcular o campo elétrico gerado por uma distribui¢ao
volumétrica de carga. Além disso, sabemos como calcular a for¢ca sobre uma carga Q colocada
nesse campo. Porém, em alguns casos, o cdlculo do campo torna-se complicado demais para
ser resolvido e, portanto, € necessdrio encontrar maneiras de evitar estas integrais. As técnicas
utilizadas para isso tem seu estudo iniciado a partir do cédlculo do divergente e do rotacional do
campo eletrostético.

Como sempre comegamos com o caso mais simples, consideremos uma carga pontual

na origem do sistema de coordenadas. Deste modo, o campo gerado € dado por:

E=—1

1 g .
e RN (3.13)

Notemos que este campo € inversamente proporcional ao quadrado da distincia entre
a carga e o ponto em que queremos calculd-lo. Para tentar entender o comportamento do campo
elétrico, Michael Faraday [24] criou o conceito das chamadas linhas de forga, as quais seriam
linhas imagindrias cujas tangentes € indica a direcdo do campo elétrico gerado por uma dada
distribui¢do de cargas. Como representado na Figura 8, a magnitude do campo € tal que quanto

mais densas sdo as linhas, mais forte € o campo.
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Figura 8 — Representacao esquemadtica das linhas de campo gerado por uma carga pontual
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Fonte: Griffths (2011)

Por essa logica, entdo, perto do centro, onde se encontra a carga, o campo é gigantesco
e a medida que nos afastamos dela, ele vai enfraquecendo. Nesse caso, o problema nos mostra
uma simetria esférica, pois as linhas que representam o campo sdo radiais. Nesta se¢do, queremos
mostrar que em sistemas onde existem alguma simetria, o campo é facilmente calculado por
meio da uma lei chamada de Lei de Gauss, a qual € demonstrada a partir do conceito de fluxo
elétrico [25].

O conceito de fluxo pode ser entendido por analogia. Imagine uma janela de area
A que, em dado momento, € aberta e uma certa quantidade de vento comega a passar por ela.
Conforme o tempo passa, 0 vento que atravessa a janela fica cada vez mais forte, passando entao
uma grande quantidade por ela. Podemos entdo dizer que quanto mais vento passa pela janela
em um determinado intervalo de tempo, maior € o fluxo. No exemplo citado, € nitido que o fluxo,
da forma que foi definido, depende da quantidade que flui por determinada drea e do médulo
desta. Esta analogia nos d4 uma nogao intuitiva do que seria o fluxo elétrico.

Adaptando para o que nos interessa, definiremos o fluxo elétrico de maneira mais
clara dividindo a superficie considerada em elementos infinitesimais dd' de forma que, 0 campo
seja constante nessa darea. A dire¢cdo de dd é perpendicular a superficie e seu médulo € igual a
area como representado na Figura 9. Mantendo a ideia intuitiva, temos que o fluxo infinitesimal
éddp =E-dd.

Deste modo, o fluxo total através da drea de uma superficie fechada é calculado pela
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Figura 9 — Representagcao esquemadtica do fluxo de campo elétrico através de uma superficie

Va
//

Fonte: Griffths (2011)

seguinte integral de superficie:
Op = fﬁ-d&". (3.14)
Agora, utilizando o teorema da divergéncia, o qual diz que:
/V-Vdr:ff/-da, (3.15)
onde V é uma funcdo vetorial, podemos escrever
?{E“-dc;’ — /V-Edr’, (3.16)

onde o campo elétrico ja foi calculado anteriormente. Para uma carga pontual o campo € dado
pela Eq. (3.13) e para umas distribui¢do discreta de cargas pontuais pela Eq. (3.4). A partir daqui,
podemos calcular a integral do lado direito da Eq. (3.16) através da aplicacdo do gradiente direto
na Eq. (3.12). Estendemos a integracdo para todo o espacgo e observando que a dependéncia em

r estd contida em r = R — R’, temos

S 1 roo-
Vi E(R)=— | Vs | 5p(R) ) d7. 3.17
g ER) = [V (Gp@) as 6.17)
Como R’ ndo depende de R, entdo

- 1 7 -
Vs E(R) = /VE- (}%) p(R)d7. (3.18)
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Precisamos saber quem € esse divergente, entdo escrevendo em coordenadas esféricas, temos:

P 1d*?  1d%1
Vo[- =—2 " —_~ 3.19
R (rz) r? dr? r? dr? ’ ( )

onde r # 0 Agora, utilizando novamente o teorema da divergéncia. Pela Eq. (3.15), se V ndo
contém a origem (r = 0) a equacdo anterior € igual a zero. Por outro lado, se V ndo contém a

origem, entdo a superficie serd uma esfera de raio R centradaem (r =0) e
oy d R 2 . A
/V-Vd’c:/ — | -R“sinB8dOdoR = 4r. (3.20)
R2
Logo:
/V-Vdr:4n. (3.21)

Voltando para a Eq. (3.18), temos entao
g 1 =
Vi ER)=-—— [ 478’ (F)p(R)d7 3.22
g BB = o [and(p(R)az, (322)
Assim, como 7 = R — R, entio §(F) = 83(R — R') de modo que ficamos com

1

Vs ER) =
R ( ) 477:8()

/ 483 (R—R)p(R)d7, (3.23)
Pela propriedade da fun¢do delta que diz que:

/ F(0)8(x—a)dx = f(a), (3.24)

E, finalmente obtemos

E(R) = : (3.25)

que € a lei de Gauss na forma diferencial. Se quisermos obter a forma integral basta utilizar o

teorema do divergente. Pela Eq. (3.16),

]f Edd—- / p(R)dr, (3.26)

= %
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onde p(I_?” ) é a densidade de cargas envolvida pela superficie. Logo sua integral nos dé a carga

envolvida (Q.py), isto é:

OQeny = /P(E’)d”ﬁ'/ (3.27)

Deste modo, obtemos a Lei de Gauss na forma integral:

f E.qq— 2 (3.28)

&

A lei de Gauss € muito importante, pois simplifica a resolugdo de integrais, de
modo que muitas vezes € possivel calcular o campo elétrico sem dificuldades quando hd alguma

simetria no problema.
3.4.2 O rotacionalde E

Da mesma forma que no cédlculo do divergente do campo, aqui consideraremos o

caso mais simples possivel, ou seja, uma carga pontual na origem:

E=—2LR (3.29)

I ¢
4mey R
Vamos calcular a integral de linha desse campo a partir de um ponto a até b

b — —
/ E-dl. (3.30)

Em coordenadas esféricas dI = dRR+ Rd66 + Rsin0d O

E-dl = ———=dR. 3.31
dl 471'80 de ( )

Consequentemente,

b, - 1 [Py 1 q g 1 (g ¢
Edi=— | Lgp=— TR~ (4 9 3.32
/a 47r£0/a R? dmey R 'R 4Ageg, (Ra Rb)’ (3.32)
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onde R, ¢ a distancia da origem até o ponto a e R, € a distancia da origem até o ponto b. A

integral de caminho fechado € evidentemente zero, pois, nesse caso R, = R;,. Logo:
L%E-di:o. (3.33)
Aplicando o teorema de Stokes, temos

fﬁwﬁ:/(VxEymzo (3.34)

Se a integral € sempre nula para qualquer superficie, entdo:
VX E=0. (3.35)

Para chegar neste resultado, consideramos apenas o caso em que o campo gerado
€ devido a uma tnica carga pontual localizada na origem, mas na verdade, estes resultados
continuam vélidos independente da localizaciao da carga [4]. Além disso, se tivermos mais de
uma carga podemos usar o principio da superposi¢do para encontrar o campo total, que serd a

soma vetorial dos campos individuais:
E=E +E+E;s+.. (3.36)

Consequentemente,

VXE=Vx(E +E+E+.)=VXE +VxE+VxE;+..=0. (3.37)

3.5 Potencial Elétrico

Até aqui, podemos dizer que ja foi definido o problema da eletrostitica. Vimos que
forca de interacdo entre duas cargas pontuais € dada pela Lei de Coulomb e nos permite definir
Campo Elétrico. Este campo pode ser gerado um carga pontual, por um conjunto de cargas

pontuais ou por distribui¢des continuas de cargas.



28

Entretanto, em alguns casos, o cédlculo do campo elétrico € muito complicado, o
que nos faz buscar formas mais simples de resolvé-los. Nesse sentido, podemos utilizar uma
propriedade especial dos campos elétricos para simplificar a resolu¢dao do problema.

Uma propriedade do campo elétrico € que este € uma funcdo vetorial cujo rotacional
¢ sempre zero. Existe um teorema que diz que se o rotacional de um campo vetorial € zero, entdo
este campo pode ser escrito como o gradiente de um escalar [4]. Portanto, os passos seguintes
consiste na utilizacdo desse argumento matemético no contexto da eletrostatica.

Pelo teorema de Stokes:

/(Vxﬁ) -dﬁ:f}?-d?: 0. (3.38)
S C

Como a integral de linha é independente do caminho escolhido, entdo, podemos definir uma

funcao escalar
R — —
V(R) :—/ E.dl (3.39)

A funcao que definimos chama-se potencial elétrico e O é algum ponto de referéncia padrao

escolhido previamente, entdo, V depende apenas do ponto R. A diferenca entre dois pontos a € b.

b a_ b,
V(a)—V(b):—/OE-dH/b E«dl:—/a E-dl (3.40)

Pelo teorema fundamental do gradiente:

V(a)—V(b) = /ab(vv) -dl (3.41)

b . b_
/ (VV)-di = —/ E-dl (3.42)
a a
Como isso € verdade para quaisquer pontos a € b, os integrando devem ser iguais:

E=—(VV). (3.43)
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Ou seja, a Eq. (3.43) nos fornece uma relacao entre o campo elétrico e o potencial
eletrostatico, facilitando a resolu¢@o do problema, isto €, o calculo do campo (que é uma grandeza

vetorial) através da substituicdo pelo gradiente de um potencial escalar.

3.5.1 Equacdo de Poisson e equacdo de Laplace

O resultado ao qual chegamos na se¢do anterior mostra que € possivel escrever o

campo elétrico como o gradiente de um potencial, o que sugere que podemos também reescrever

as equagdes fundamentais para E em termos de V. Segue dos resultados anteriores que V- E = eﬂ
0
e V x £ = 0. Entio, em termos de V, temos;
V-E=V.(-VV)=-V2V. (3.44)
De modo que obtemos a seguinte expressao:
vy =P (3.45)
€

A Eq. (3.45) é conhecida como equagdo de Poisson. Em regides onde ndo hé carga (p =0), a

equacgdo de Poisson € reduzida a equacao de Laplace:
V2V =0. (3.46)
Isto € o que acontece com a lei de Gauss. Quanto ao rotacional, temos:
VxE=Vx(=VV)=0. (3.47)

Na verdade, este resultado ndo é uma condicao para o potencial, pois o rotacional de

um gradiente é sempre nulo.
3.5.2 O potencial para uma distribuicdo de carga localizada

Escolhendo o infinito como ponto de referéncia, o potencial de uma carga pontual

localizada na origem é:

- 1 " q p 1 ¢
VIR)=—— | —dR = ———+ 3.48
(K) 4rey L R'? Amey r’ (3:48)
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onde r € a distancia entre o ponto de observagdo e a carga.
Pelo principio da superposi¢@o, para um conjunto de cargas, temos:

P o (3.49)

i=1 T
Logo, para uma distribui¢do continua de cargas, o somatério torna-se uma integral:

V(R) = b / ldq. (3.50)

4reg r

Particularmente, para uma distribui¢cao volumétrica de cargas, o potencial serd dado por:

s 1L rp(R)

Esta equacgdo € a que facilitard o calculo do campo elétrico. Como V é um escalar
€ muito mais facil trabalhar com ele que com E, que € um vetor. A equagdo nos diz que, se
conhecermos a densidade volumétrica de cargas, podemos obter o potencial elétrico calculando

a integral e, conhecendo V chegamos ao resultado de E pela Eq. (3.43).

3.6 O trabalho feito para movimentar uma carga

A situacdo imaginada nesta se¢ao € a seguinte: suponhamos que existe determinada
configuracio de cargas fontes estaciondrias e também uma carga de prova Q. A pergunta que
queremos responder €: qual € o trabalho necessdrio para movimentar a carga Q de um ponto a
até um ponto b? Ao longo de todo o percurso, a forca exercida sobre Q é F = QE e, portanto, a
forca minima que precisamos exercer em oposi¢ao a esta para movimentar a carga é a mesma,

porém com sinal contrdrio. Portanto, o trabalho sera:

W:—/bﬁ-dfzg/bﬁ-dfz Q[V(b) —V(a)] (3.52)

E notdvel que o resultado obtido ndo depende do trajeto escolhido, apenas do ponto inicial e

final, por isso, a forca elétrica € uma for¢a conservativa. Por fim, obtemos:

g — V(b) - V(a)), (3.53)
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que nos diz que a diferenca de potencial entre os pontos equivale ao trabalho por unidade carga
realizado para movimentar a carga de um ponto a até um ponto b. Entdo, para trazer Q de um
ponto distante (escolhemos nosso ponto de referéncia no infinito) e colocéd-la no ponto R, deve-se

realizar um trabalho W, tal que

W = Q[V(R) — V(). (3.54)

E, finalmente,

W = QV(R). (3.55)
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4 ELETROSTATICA EM SISTEMAS COLOIDAIS CARREGADOS
4.1 Formulacio do problema

Como apresentado no capitulo 2, os sistemas coloidais sdo classificados segundo o
estado fisico da fase continua e da fase dispersa. Neste trabalho, o sistema coloidal estudado
€ do tipo Sol, no qual a fase continua (solvente) € liquida e a fase dispersa (soluto) € sélida.
Em coloides deste tipo, as particulas coloidais estdo bem separadas, porém, o sistema apresenta

aspecto liquido. Na figura abaixo estd a representacdo esquemadtica do sistema em questao.
Figura 10 — Sistema coloidal formado por particulas esféricas carregadas positivamente e nega-
tivamente dispersas em um volume na presencga de particulas pontuais com cargas

positivas e negativas (figura 10a). A figura 2b mostra uma visao lateral do sistema
evidenciando uma de suas faces para melhor visualizacao

a) b)
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Fonte: Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 40, 5408 (2018)

A Figura 10a mostra um sistema coloidal constituido de particulas esféricas de
didmetro a com carga positiva ou negativa no centro, as quais estdo dispersas em um meio de
permissividade € na presenca de ions de carga positiva ou negativa. A Figura 10b mostra uma
visao lateral do sistema evidenciando uma de suas faces para melhor visualizagdo. Além disso,
no sistema considerado o nimero de particulas com carga positiva € igual ao de particulas com
cargas negativas e, portanto, € eletricamente neutro.

No modelo apresentado, consideramos uma particula coloidal i de carga positiva
que se encontra na origem do sistema de coordenadas (r = 0). Como no capitulo anterior,
deduziremos equacdes da eletrostatica, desta vez, aplicada a sistemas coloidais carregados. No
estudo da eletrostdtica no viacuo, vimos que existem maneiras alternativas simples de resolver o
problema fundamental da eletrostética. O cédlculo do campo elétrico gerado por uma carga Q

pode ser facilmente efetuado se calcularmos primeiro o potencial elétrico.
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Deste modo, nosso objetivo € calcular o potencial elétrico V gerado por uma particula
a uma distancia r, na presenca dos contra-ions co-ions dentro do volume v. A equagdo de Poisson
que é uma equacao de derivadas parciais com ampla utilidade na eletrostatica, pois estabelece
uma relac@o entre o potencial elétrico e a distribuicdo de cargas que o gera, nos permitird

encontrar este potencial.

4.2 O calculo do potencial eletrostatico para sistemas coloidais

Inicialmente, consideramos duas regides: a primeira € a regido onde r > a (onde a é
o didmetro da particula que estamos estudando) e a segunda regido € aquelaem que 0 <r < a
Naregido I (r > a):

V2V = — (4.1)

Py(r)
€
onde € ¢ a permissividade do meio e p,(r) é a densidade volumétrica de cargas do meio.

Na regido II (0 < r < a, onde p,; = 0), a equagdo de Poisson reduz-se a equagado de Laplace:
V2V =0. (4.2)

Um ponto importante a ser ressaltado é que ao tentar descrever a eletrostitica em um sistema
coloidal, estamos lidando com um numero imenso de particulas que estdo em movimento
constante e colidem umas com as outras. O movimento de cada uma dessas particulas obedece
as leis da mecanica, todavia seria impossivel descrever o comportamento do sistema aplicando
as leis do movimento para cada particula e resolver as equacgdes associadas. Como ja foi dito
no inicio, a distribuicdo dos fons no coloide varia no espaco. A partir dessas consideracdes
fisicas, vemos que trata-se de um sistema termodindmico e € preciso recorrer a uma distribui¢ao
estatistica.

Macroscopicamente, podemos descrever o modo com que uma dada energia distribui-
se ao longo de um nimero grande de particulas em um dado sistema cldssico em equilibrio
térmico com volume e nimero de particulas fixos. A lei que rege o comportamento cldssico da

distribuicdo de particulas € chamada de lei de distribui¢do de Boltzman [26-27] e é dada por:

p(r) = pe /T (4.3)
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onde p(r) é a densidade de particulas do sistema no ponto r, p é a densidade total de particulas
com carga positiva e com carga negativa e W € o trabalho necessério para movimentar uma carga.

Para esse modelo, a densidade de carga pode ser escrita como [12, 25]:
Pq(r) = gpre PVl —gp_e P, (44)

onde 8 = é (kp € a constante de Boltzman e T € a temperatura do sistema), W;;(r) = ¢;V(r)
¢ o trabalho necessdrio para trazer os ions do infinito e posiciond-los a uma distancia r de uma
particula coloidal i, g; € a carga do ion j e V € € o potencial eletrostatico a uma distincia r devido
a particula coloidal i na origem. p; e p_ sdo a densidade de particulas com carga positiva e
negativa, respectivamente (nimero de particulas por unidade de volume).

Assim, temos:

1
VY — _E[(qp+e—ﬁw++(r) _ qp_e—BW+,(r)]‘ (4.5)
1
Vi = _E[(qure*ﬁqV(r) —gp_ePV . (4.6)

Como o sistema € eletricamente neutro p4 = p— = g Entdo, temos que

BqV(r) _ o=BgqV(r)
Vv — paq e ) 4.7
€ 2 @7
Esta equacdo pode ser escrita também na forma:
vy = % sinh (BqV). 4.8)

A partir daqui, supomos que a energia térmica € muito maior que a energia potencial elétrica de
interacdo entre as particulas. Esta imposi¢do nos permite linearizar a Eq. (4.8) o que equivale a

escrever BqV << 1,

BqV << 1=-sinh(BgqV) ~ BqgV
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Entao, temos

1 2y
vy = P4 _" Ly P4 (4.9)
€ Kpr KBT E

Definindo um parametro k, cujo significado fisico serd discutido posteriormente, tal que:

2
2o P
KgT €

(4.10)

Observe que existem duas varidveis disputando para fazer k¥ aumentar ou diminuir.
Por um lado, se a densidade de p de fons for muito grande k tende a aumentar e se a temperatura
do sistema for alta Kk tende a diminuir. Este parametro é conhecido e seu inverso € chamado de
comprimento de Debye, o qual € a espessura da dupla camada de fons que envolve a particula.
Fisicamente, o resultado obtido faz sentido, pois se k estd relacionado a blindagem da particula
pelos ions, entdo quanto maior a densidade destes, mais forte serd a blindagem e se o sistema
estiver com a temperatura muito alta, as particulas do meio estardo muito agitadas, uma vez que a
temperatura estd ligada a energia de movimento destas, e mais dificil serd de os ions envolverem
a particula coloidal.

Pela definicdo da Eq. (4.10), a Eq. (4.9) reduz-se a equag@o de Helmholtz, isto é:

V2V = «%V. (4.11)

Escrevendo o laplaciano em coordenadas esféricas, podemos explorar a simetria esférica do

problema e encontrar apenas a solucdo para a parte radial:

1 d [ ,dV >
—— =) =K%V 4.12
rdr (r dr) : (+12)
ou
1 d [ ,dV >
- || —xV=0. 4.13
rdr (r dr) : (413)

Essa expressdo pode ser calculada de facilmente fazendo uma mudancga de variavel u = rV (r),

de modo que temos:

V(r) = %; (4.14)
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du
av g
— == 4.15
dr r2 ( )
d [ ,dv d*u
ll ) = 4.16
dr (r dr ) Tdr (4.16)
Substituindo as Eq. (4.15) e (4.16) na Eq. (4.12), obtemos:
1 d’u  x*u 1 (d%u
L 2T )= = =0 4.17
r2 dr? r = r (dr2 K u) *.17)
Portanto, s6 precisamos resolver a seguinte EDO:
dzl/l 2
Queremos solucdes do tipo u = X" entdo
d—zei’“ — k2T = 0. (4.19)
dr?
u
Como V(r) = —, entdo
r
A Kr B —Kr
V(r)=" 4 2 (4.20)

Por defini¢ao, nosso ponto de referéncia € no infinito, entdo o potencial é nulo para grandes

distancias. Para r — oo, V(r) = 0. Entdo, a Eq. (4.20) fica

A Kr B —Kr
R 4.21)
r r
. _ 1 . - . .
Como lim, ,e™™ = — =0 e lim, ;€™ = o, a condi¢do para que a Eq. (4.21) seja verdadeira
e
€ que A = 0. Assim, ficamos com
Be—K‘r

V(r) =2 (4.22)
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Encontramos uma expressdo para o potencial na regido I, mas ainda nos resta encontrar a
constante B, o que serd feito posteriormente. Na regido II, ou seja, para 0 < r < a, devemos

resolver a equagdo de Laplace:
V2V =0. (4.23)

Utilizando novamente a parte radial do laplaciano em coordenadas esféricas e a mesma mudanga

de variavel, u = rV (r).
Vv = 0. (4.24)

Utilizando resultados anteriores chegamos a uma nova EDO:

1 2 2 1 2
du_xu_ (d“>zo (4.25)

LR F\ar
Obtendo

d’u
— =0 4.26
dr? ’ ( )
onde vemos claramente que u = r é solucdo. Logo, temos u = Cr+ D e a o potencial fica

vmzc+§. (4.27)

No segundo termo da equagdo é possivel perceber a dependéncia da distancia, r, 0 que sugere
que este termo esteja relacionado ao potencial produzido pela particula coloidal fixa, de carga Q.

Logo temos que:
D=—. (4.28)

Agora, para encontrar as constantes C e B, utilizaremos a continuidade do potencial € do campo

elétrico na fronteira entre as regides I e 1. Se r = a, o potencial em I serd igual ao potencial em
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I1, ou seja,
Be™ ¥4 D
Vig)= 25— =C+= (4.29)
a a
Como E = —VV, pela continuidade do campo em r = a, temos

S dv d D d [Be ™
E=— — —_ |l ==
da:da(c+a) da< a )

Assim, obtemos

D =Be *(1+xa). (4.30)
Como D = i, entio
dre
QeKa
B=—""—. 4.31
4dre(1+ Kka) 43
Pela equacido de continuidade do potencial,
Be™® D
c="2__= (4.32)
a a

Substituindo os valores de B e D na Eq. (4.32), temos que

C = Q 1 1 o Q 1—1+«Ka
“4ne\a(l1+ka) a) 4me \ a(l+xa)
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E assim, obtemos

0 «x
C—m(um)- (4.33)

Agora que encontramos o valor de cada constante, temos que o potencial eletrostatico é:

Para a regido I (r > a)

QeKa e—K’r

- dre(l+Ka) r

V(r) (4.34)
O resultado obtido partiu da proposta inicial de encontrar o potencial eletrostatico
associado a uma particula coloidal imersa em um solvente contendo ions de carga positiva e

negativa em um ponto r distante no solvente como representado na Figura 11.

Figura 11 — Ponto r distante de uma particula coloidal de carga positiva

Fonte: Adaptado da referéncia [27]

Na auséncia de outras varidveis (contra- fons e co-ions), o valor do potencial seria.
simplesmente. devido a particula de carga Q e raio a, como também da permissividade do meio
em que se encontra, €. Entretanto, a particula possui uma dupla camada elétrica (nuvem i6nica),
o que faz com o potencial percebido em r seja diferente. Isto acontece porque em torno da
particula de carga positiva ha uma concentragdo de fons de da carga negativa, do mesmo modo
que em torno da particula de carga negativa ha uma concentracdo de fons de da carga positiva.

Deste modo, a concentragdo de ions em volta da particula leva a um decaimento
exponencial do potencial eletrostatico, fazendo com que este seja menor que o potencial sentido
sem a nuvem idnica envolvendo a particula. Assim, podemos afirmar que a atenuacdo do

potencial deve-se a existéncia da dupla camada elétrica. Na Figura 12, a linha azul representa
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. . . 1 . .
o potencial eletrostatico que decai com f(r) = —, enquanto que a linha tracejada representa o
r

1
potencial que decai com g(r) = —e ¥ para0 >r < 100e k =0, 1.
r

Figura 12 — Gréfico do Potencial Elétrico em fung¢do da distancia

Vir)

—_ V(r)

vacuo

V[T)ml'oids

Potencial Elétrico

Distancia
Fonte: autor

Além disso, o termo de decaimento, e~ k7. depende do pardmetro k definido anteri-
ormente, assim, o alcance do potencial também dependera dele. Sendo A = x~!. a distancia na
qual a interacdo elétrica continua significativa, € comumente denominado como espessura da
camada difusa [22]. Da Eq. (4.10), k¥ é um parametro que depende carga, densidade dos ions e
da temperatura do sistema e, por isso, o decaimento do potencial estd diretamente relacionado
a estes parametros. Por exemplo, se houver maior concentracao de ions ou eles tiverem maior
carga, isso resultard em um maior efeito de blindagem, consequentemente, kK serd maior € o
decaimento serd mais rapido. Por outro lado, quanto maior a temperatura do sistema, mais
desordenados estardo os fons e o efeito de blindagem serd menor, consequentemente, K serd
menor e o decaimento serd mais lento. Portanto, o potencial encontrado sugere que dependera
da propria distribuicdo dos ions no solvente, ou seja, distribui¢oes diferente geram potenciais

diferentes.
Ka

1+ Ka
carga pontual, de modo que a tende a zero e o potencial torna-se:

Note que o termo desaparece se considerarmos essa particula como uma

V(r)= —%;r : (4.35)
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) ) ) 1 ) ) )
ou seja, o potencial decai com —, que € o potencial eletrostatico efetivo gerado por uma particula
r
carregada no sistema considerado. Se a particula estiver no vicuo, Kk =0 e € = §,, e ficamos

com o potencial elétrico devido a uma carga pontual no vécuo.

Para a regido IT (0 > r > a), temos

Q Qx

" dmer 4me(l+Kka)

V(r) (4.36)

A Eq. (4.36) mostra que o potencial eletrostdtico nessa regido ¢ dado por de dois
termos. O primeiro sugere um potencial andlogo ao potencial gerado por uma tinica carga pontual
de médulo Q, ou seja, com decaimento com % No segundo termo, € notavel a dependéncia
do parametro K, o qual tem o inverso igual a espessura da dupla camada elétrica, de modo que
concluimos que o potencial eletrostdtico percebido nesta regido € gerado tanto pela particula

coloidal como pela nuvem i6nica que a envolve.

4.3 Campo Elétrico gerado por uma carga pontual

Agora que encontramos o potencial eletrostatico, podemos encontrar também o
campo gerado por uma carga pontual nessa formulacao da eletrostatica. Usando a relag¢do entre o

campo elétrico e o potencial encontrado no capitulo anterior
E=-VV,

a partir do modelo considerado, portando, o campo elétrico gerado por uma particula coloidal

pontual é:

~ 0 —xr
E:—%a—r <er )f, 4.37)

onde
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. 0 que nos permite encontrar a seguinte expressao para o campo elétrico:

Qe " (1+xr)
= ~~ _

E—
Amer?

(4.38)

) 1
A Eq. (4.38) mostra que 0 campo ndo s6 cai com — como no caso de uma carga
r

pontual no vacuo, mas € reduzido pelo termo de decaimento devido a blindagem da particula. Se

a particula estivesse no véacuo, onde Kk =0 e € = g,, o campo elétrico se reduziria a:

Y

47[8()}’2

E= 7,
que é uma equagdo conhecida da eletrostética no vacuo. Note que se definirmos Qe™*" (1 + kr)
como uma carga efetiva (Q.r), a Eq. (4.38) fica semelhante a do campo de uma carga pontual
no vacuo. Isso acontece também nas expressdes para forga elétrica e lei de Gauss que serdo

demonstradas a seguir.

4.4 Forca elétrica entre duas cargas pontuais

Conhecendo a expressdo do campo elétrico € possivel encontrar a forca incidente em
uma carga de prova g devido a uma Unica carga pontual Q que estd em repouso a uma distancia
r, onde

=

F =gE. (4.39)

De modo que obtemos:

(4.40)

Sabemos que a forga elétrica origina-se da interacdo entre cargas elétricas e tal for¢a
pode ser tanto de atracdo quanto de repulsdo. Experimentalmente, verifica-se que a forga é
proporcional ao quadrado da distancia entre as duas cargas e sua intensidade depende do meio
em que estas se encontram. Esta dependéncia aparece na Lei de Coulomb através da constante
dielétrica do meio, K. Como no vacuo o valor dessa constante € K = 1 e no ar, este valor € muito
proximo de 1, omitimo-a da equagdo da forga elétrica, restando apenas o valor da constante

eletrostatica , ko = 1/4mgy. Em meios diferentes do véacuo, constante dielétrica definida com
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base na seguinte relagdo: K = €/¢&y e é sempre maior que um. Consequentemente, a forca de
interacdo entre duas cargas imersas em um determinado meio serd diferente da que seria caso
elas estivessem no vacuo. No caso como a contante dielétrica tem valor maior, a forca elétrica
terd valor menor. Note que na equacao que encontramos, a forca elétrica é dada pela soma de
dois termos.Observe que na expressao da forca, assim como na do campo, aparece um fator
multiplicativo extra que vale kre™*". Podemos, entdo, afirmar que no nosso modelo de sistemas
coloidais, esta equagdo substitui efetivamente a lei de Coulomb, tendo esta como caso particular
no qual ¥ = 0.

Como era de se esperar, a expressao que obtemos para a forca de interacdo ente duas
particulas no sistema considerado é menos intensa que a forca de interacao entre duas cargas
pontuais no vacuo. Isto se da pelo efeito de blindagem da nuvem idnica que envolve a particula

coloidal carregada.

4.5 Campo elétrico gerado por uma distribuicio discreta de cargas pontuais

Continuando o estudo da eletrostética aplicada a sistemas coloidais, analisaremos a si-
tuacdo na qual temos N cargas pontuais discretas, Q1, 02,03, ..., Qy, as distancias 71,7, 73, ...,
de um ponto do espaco. Nosso objetivo é calcular o campo gerado por essa distribui¢do. Como a
Eq. (4.38) nos da a férmula do campo gerado por uma tnica carga pontual, entdo, para N cargas,
basta generalizar este resultado admitindo que o principio da superposicao continua valido ja
que o potencial e o campo foram solucionados a partir da resolu¢do de uma equagio diferencial
ordindria homogénea e portanto, suas solu¢des obedecem ao principio da superposicao. Dessa

forma, temos que

,'(1 + KI’,’) e Kl

2
T

, 1 ¥
E(F) = — ; < . (4.41)

4.6 Campo elétrico gerado por uma distribuicio continua

Agora, se ao invés de cargas pontuais discretas, tivermos cargas distribuidas continu-
amente sobre determinada regido, entdo, ao invés de um somatorio, teremos uma integral. Deste

modo, o campo gerado por uma distribui¢do continua de cargas é dado por:

E(7) = — / (1+Krg)emfdQ. (4.42)

- 4me
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onde r € a distancia entre dQ (elemento infinitesimal de cargas) e o ponto onde queremos calcular
o campo. Para cada distribui¢do, dQ terd um certo valor.

Para uma distribui¢do linear de carga:
dQ = Adl
Para uma distribui¢do superficial de carga:
dQ = oda
E para uma distribui¢ao volumétrica de carga:
dQ =pdrt
Deste modo, quando a distribuicao de cargas for especificada, basta substituir dQ na integral por

seu valor correspondente.

4.7 Lei de Gauss na forma integral e diferencial

No capitulo anterior determinamos a lei de Gauss, que relaciona o fluxo de campo
elétrico através de qualquer superficie com a carga existente dentro do volume delimitado por
esta. Anteriormente, o nosso estudo limitou-se a cargas onde o meio em que estavam inseridas
era o vacuo. Agora, queremos saber como fica a lei de Gauss aplicada a um sistema especifico,
no caso, sistemas coloidais.

O fluxo de campo gerado por uma carga pontual na origem através de uma superficie

fechada é:

j{E-dS*
S

onde E é dado pela Eq. (4.38). Deste modo, obtemos:

Q(1+KkR)e ¥R QO(1+«kR)e _KR]{
E-dS= ds = ds. 4.43
j{ AmeR? AmeR? (4.43)

A integral fechada da equacio anterior nos dé4 a drea da esfera, a qual sabemos que & 47R>.

Assim:

f E-dS= % (14 KkR) e <K (4.44)
S
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Note que esta equagdo € andloga a Eq. (3.18) que € a Lei de Gaus para a eletrostdtica no vicuo,
exceto pelo termo (1 -+ kR) e~ *R. Nio é sensato dizer que esta é uma nova Lei de Gauss, mas
€ notavel que equivale a ela quando se trata de problemas com simetria em um meio coloidal.
Aqui a carga envolvida ndo € simplesmente a da particula, mas, também a dos ions. Mesmo
que ndo esteja explicito nesta equacao, a carga dos ions estd sendo levada em conta. Isso pode
ser verificado na defini¢do de Kk, o qual depende ndo s6 da carga, mas, também da densidade
dos ions. Podemos ainda escrever esta equagdo de um outra maneira. Para isto, observe que a

integral de volume do potencial é dada por

/ V(r)dr, (4.45)

onde o elemento de volume em coordenadas esféricas é dt = 4nr’dr. De modo que:

—Kr —Kr
/V ¢ d‘E:/Qe 47r8r2dr:g/re_mdr.
47r8 r dmer €

Utilizando integracdo por partes, obtemos:

Q(1 e Re*F
(Vinar=2 (E SR, (4.46)
que nos da
V . Q —KkR
(rydt = s (1—e (1 +«R)) (4.47)
1

Somando as Eq. (4.44) e (4.47), temos:

Q

?{E dS+x /V 1+1<R) _KR—f—m(l—e_KR(l—f—KR))

- Q N QK-RefKR N QK-ZefK'R QK2 —KR QK-RefKR B Q

€ € K2 el? € e’

Assim, obtemos a seguinte expressao:

Lo, 0
]gE-dS+K /VV(r)dr_g. (4.48)
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Agora, se em vez de uma carga na origem, tivermos N cargas distribuidas em torno

da origem. Pelo principio da superposicao, o campo sera:

N
E=YE (4.49)
i=1
e o potencial
N
v=YV (4.50)
i=1
Deste modo, temos:
N L. N 0;
Z/E,-~dS+K2/Vi): = 4.51)
i=17S v i=1 €

Logo, obtivemos uma expressao que nos dd uma forma alternativa da Lei de Gauss aplicada a

sistemas coloidais:
E-dS+«x Vdt == (4.52)
S v E

onde Q € toda a carga envolvida pelo volume v. Note que o segundo termo no lado esquerdo
da igualdade estd sendo multiplicado pelo quadrado do parametro k. Isto sugere que estd
intimamente ligado a espessura da dupla camada elétrica que envolve a particula. Observe ainda
que o fluxo de campo elétrico através de qualquer superficie fechada na presenca de coloides €
sempre menor do que seria caso o coloide ndo existisse, o que € consequéncia da existéncia da

nuvem idnica ao redor da particula.

4.8 Equacao de Poisson

Usando o teorema da divergéncia:

}z{ 0 -ds = / V. 0dr, (4.53)
S \%
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onde U é um campo vetorial. De modo que
fﬁ.dh K'Z/V(r)d‘l:: / V-Edt+ Kz/V(r)d’L'. (4.54)
S \ \ \Y

Além disso, sabemos que a carga da particula envolvida pela superficie é:

1
0=~ / podr. (4.55)
EJv
Entao:
= = 1
/V-Ed‘H— K‘z/ V(r)dt = —/deT. (4.56)
\% \% EJv
E com isso, obtemos:
V.E+ k() = p?Q 4.57)
onde E = —VV. Deste modo, temos que
Vo (—VV) £ 2V (r) = %Q. (4.58)

Assim, obtemos uma equagdo andloga a equagdo de Poisson para a eletrostitica em sistemas

coloidais carregados

VRV () = %Q. (4.59)
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5 RESOLUCAO DE PROBLEMAS DA ELETROSTATICA EM SISTEMAS COLOI-
DAIS CARREGADOS ATRAVES DA LEI DE GAUSS MODIFICADA

No capitulo 3, vimos que € possivel simplificar a resolucio de problemas com alguma
simetria utilizando a lei de Gauss. A Eq. (3.18) nos d4 a sua forma integral, na qual é estabelecida
uma relacao entre o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada com a carga
elétrica que existe dentro do volume limitado por esta superficie. Entretanto, esta equagdo sé é
valida se na regido envolvida pela superficie gaussiana existe apenas vacuo ou ar. Para outros
meios como dielétricos ou coloides, a lei de Gaus possui uma versdo modificada que possibilita
a andlise de situacOes em que a regido ndo € preenchida por ar ou vécuo.

Neste capitulo, resolveremos alguns problemas cldssicos da eletrostatica como
calcular o campo elétrico a uma distancia r de um fio infinitamente longo com densidade linear
de cargas A ou de uma placa ndo condutora com densidade superficial de cargas 6 em um meio
coloidal. Neste problemas, assim como nos outros, ndo podemos utilizar a lei de Gauss usual
porqué ndo estamos mais no vacuo, mas a Eq. (4.44) é uma equacao andloga a Eq. (3.18) e
relaciona o fluxo de campo elétrico através de uma superficie fechada com a carga encerrada
pelo volume delimitado pela superficie considerada e com o termo de decaimento que advém
do fato de ter que levar em conta a contribuicao das particulas do coloide no calculo do campo
elétrico. Portanto, a partir de agora adaptaremos estes problemas que ja conhecemos, sendo
que, os objetos considerados nao estdo mais no vacuo, mas imersos em coloides. O objetivo é
verificar as implicagdes fisicas da mudanga do meio de vacuo para o meio coloidal. Todos os
problemas abordados possuem alguma simetria e, por isso, sdo facilmente resolvidos utilizando
a lei de Gauss modificada. O outro modo seria calcular o campo a partir da lei de Coulomb e do
principio da superposi¢do, porém, as integrais poderiam ser complicadas demais.

Diferentes tipos de simetria podem ser percebidas ao resolver alguns problemas da
eletrostdtica. Por isso, os exemplos resolvidos neste capitulo possuem simetria esférica, cilindrica

e planas, respectivamente.

5.1 O problema de uma esfera solida uniformemente carregada imersa em um coloide

A Figura 13 mostra uma esfera sélida de raio R uniformemente carregada e com
carga total g. Queremos encontrar o campo produzido em um ponto que dista r do centro da

esfera. Note que, neste caso, hd uma simetria esférica e, por isso, podemos envolver a esfera com
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uma superficie gaussiana esférica. A lei de Gauss afirma que para qualquer superficie fechada o

fluxo de campo elétrico é:

Figura 13 — Esfera s6lida uniformemente carregada

Super‘ﬁmef{,
gaussiana

Fonte: Griffths (2011)

onde Q.,, = g. Podemos extrair £ de dentro da integral aproveitando a simetria do problema,
onde o campo aponta radialmente para fora e tem mddulo constante sobre a superficie visto que,
nesse caso, deve depender apenas da distancia em relacao a esfera. Como o elemento de érea,

d§, € paralelo ao vetor campo elétrico, entdo, o produto escalar resulta em EdS e
f E-dS=E f ds.
S S
A integral sobre a superficie nos d4 a drea da esfera que é 47r>. Logo:
E(4mr?) = 4.
&

Assim, o médulo do campo elétrico em um ponto externo da esfera € dado por:

~ dmegr?
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O resultado obtido afirma que o campo no exterior de uma esfera carregada decresce
com o inverso do quadrado da distdncia da mesma forma que o de uma carga pontual. Isto
significa dizer que o campo produzido no exterior da esfera é exatamente 0 mesmo que teriamos
se toda a carga estivesse concentrada no centro. Pode-se imaginar que muito longe da esfera o
campo elétrico que se sente € como o campo de uma carga pontual.

Neste problema, a esfera encontrava-se no vacuo, mas agora, imagine que esta
mesma esfera carregada seja colocada dentro um coloide do tipo que estamos considerando
(nanoparticulas sélidas imersas em um liquido) com permissividade €, como mostra a Figura 14.
Observe que agora a superficie gaussiana envolve ndo apenas a esfera, mas o coloide em que

esta esta imersa.

Figura 14 — Esfera s6lida uniformemente carregada
imersa numa dispersao coloidal
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Fonte: Adaptado de Griffths (2011)

O problemas é, basicamente, o mesmo: calcular o campo elétrico em um ponto r
no exterior da esfera. No entanto, € necessdrio levar em conta no cdlculo a contribui¢io de
todas as particulas dentro do coloide. A Eq. (4.44) ja faz esta consideracao quando introduz o
termo (1 + xr) e~ na equagdo que conhecemos como Lei de Gauss. Deste modo, para qualquer
superficie fechada que envolva uma dispersao coloidal, temos que o fluxo de campo elétrico

através de uma superficie fechada é dado por:

7{E)-d§: g(l—i—Kr)e_Kr,
S &

onde r € o ponto onde queremos calcular o campo que, neste caso, € o raio da superficie gaussiana

e Q é a carga da esfera e as cargas dos co-ions e contra-ions ja sio levadas em conta no paraimetro
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K definido anteriormente. No problema modificado, a simetria se mantém e o campo ainda deve
apontar na direc¢ao radial e, portanto, E e dS possuem a mesma dire¢do e sentido e, por isso,

segue que E-dS=EdsS. Logo:

Efds — L (1 kr)e ™ = @nrt) = L (14 kr)e ™,
S &) &o
deste modo, obtemos o campo elétrico em um ponto externo de uma esfera solida uniformemente

carregada imersa em um coloide

q

= dmer? (1+kKr)e ™.

A Figura 15 mostra o grafico do médulo do campo elétrico em funcio da distancia.
A linha azul representa o grafico do campo em funcao da distdncia de uma esfera carregada
1 . .
no vécuo, o qual decresce com f(r) = —, enquanto que a linha tracejada representa o campo
r
em funcao da distdncia de uma esfera carregada imersa em um coloide, o qual decresce com

1 K —Kr
g(r):%paraOErglOOe k=0,1.
r

Figura 15 — Gréfico do campo elétrico de uma esfera sélida uniformemente carregada
E(r)

- —_— E(r)

0.005} varuo

E [T)rm'oir.'s

Campo Elétrico

Distincia
Fonte: autor
Note que o resultado obtido € idéntico a Eq. (4.38) que nos d4 o campo gerado por

uma carga pontual numa dispersao coloidal. Embora este resultado seja diferente do anterior,

tanto no vacuo quanto no coloide, o campo produzido em um ponto distante no exterior da esfera
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€ igual ao de uma carga pontual no meio considerado. Entretanto, no segundo caso, o campo
total no exterior da esfera € dado pela soma de dois termos, o que sugere que é devido tanto a
distribui¢do de cargas na esfera quanto pela nuvem idnica que se forma ao redor desta. Além
disso, o campo resultante € menor devido a blindagem que ocorre pelos fons, o que ja era de se

esperar pela discussdo do capitulo anterior como foi possivel comprovar analisando o gréfico.

5.2 O problema do fio infinito imerso em um coloide

Considere a situacdo mostrada na Figura 16, na qual temos um fio ndo condutor
infinito carregado com uma densidade linear uniforme de cargas A. Queremos encontrar o campo

produzido em um ponto que dista r do fio. Neste caso, hd uma simetria cilindrica.

Figura 16 — Fio infinito carregado

E Superficie gaussiana

Fonte: Griffths (2011)

A fim de facilitar os cdlculos, exploraremos a simetria do problema, que no caso
¢ cilindrica. A superficie gaussiana escolhida €, entdo, um cilindro de raio r e comprimento /
coaxial com o fio. Incluimos as bases do cilindro, pois, a superficie gaussiana deve ser fechada.
Note que esse problema apresenta alto grau de simetria. Nao importa o ponto sobre o fio que
tomarmos, de um lado ou outro desse ponto temos uma semirreta de comprimento infinito.
Podemos, sem perda de generalidade, escolher a origem do sistema de coordenadas o ponto do
fio que se liga ao ponto r por um segmento de reta perpendicular ao fio. Deste modo, é possivel
perceber que o campo elétrico resultante € sempre perpendicular a lateral e paralelo as bases do

cilindro. Portanto, nas base do cilindro fSE -dS = 0, ou seja, nao ha fluxo de campo elétrico, de
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modo que, o produto escalar do campo com o vetor unitdrio normal a superficie serd diferente de
zero somente para a face lateral e neste caso, o elemento de area, dS, € paralelo ao vetor campo

elétrico, entdo, o produto escalar resulta em EdS. Podemos escrever, entao:

j{EdEI Qenv,
N

&

Efdszﬂ.
S &

A érea do cilindro € dada por 277/, o que nos leva a obter o seguinte resultado para

que neste caso, Qepy = Al

o campo elétrico:

A
E = .
2Treg

Este é campo gerado por uma linha reta de cargas infinitamente longa em um ponto
situado a uma distancia r da reta. Note que ao contrario do exemplo anterior, este campo nao cai
com o inverso do quadrado da distincia e sim com o inverso da distancia. Agora, para descobrir
como este campo se comporta se essa linha de cargas nio estiver no vacuo, considere a Figura
17. Esta figura ilustra o segundo caso, no qual este mesmo fio infinitamente longo carregado com

uma densidade linear uniforme de cargas A estd imerso em um coloide.

Figura 17 — Fio infinito carregado imerso em um coloide
e} @ @

@ © o ® 0 @ )
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©

““® e ® € = o

Fonte: Adaptado de Griffths (2011)

Nosso objetivo € calcular o campo elétrico em um ponto dentro da solugdo, a uma
distancia r do fio. Pela Eq. (4.44) que estabelece a relacao entre o fluxo de campo elétrico e a

carga envolvida pela gaussiana:
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]{E"'d.?:g(l—f—icr)e’“,
S €

onde r é o ponto onde queremos calcular o campo ¢ Q = Al € a carga distribuida no fio e
envolvida pela superficie gaussiana. Na superficie lateral, o produto escalar entre o vetor campo
elétrico e o vetor unitdrio normal € simplesmente EdS e, além disso, 0 médulo do campo elétrico

€ constante. Portanto, temos:
Al
E%dS: —(1+xr)e ™.
S E

A integral sobre a superficie lateral nos da a sua area que € 2xrl. Logo:
Al
EQ2mrl) = - (1+Kr)e ™.

Assim, o médulo do campo elétrico a uma distancia r do fio infinito é dado por:

E (1+xr)e .

- 2mer

A Figura 18 mostra o grafico do campo elétrico em func¢do da distincia.

Figura 18 — Gréfico do campo elétrico de um fio infinito
E(r)

or — E(r)

vcuo

o | E[T)m.'oir.'s

Campo Elétrico

Distdncia

Fonte: autor

A linha azul representa o grifico do campo em funcdo da distancia de um fio infinito

carregado com uma densidade linear de cargas que se encontra no vicuo, o qual decresce com
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1 . . . .

f(r) = —, enquanto que a linha tracejada representa o campo em fung¢io da distincia de um fio
r

infinito carregado com uma densidade linear de cargas imerso em um coloide, o qual decresce

e KT
para0>r<100e k =0, 1.

com g(r) = (1 +kr) .

Pelo gréfico vemos que o campo produzido no ponto r € menor se o fio carregado
estd dentro de um coloide. Como ja foi falado varias vezes, mas é sempre importante ressaltar, a
diminui¢do do campo € devido 4 blindagem, ou seja, a nuvem i6nica que se forma ao redor das

cargas e estd diretamente ligada a espessura da camada idnica definida como o inverso de K.

5.3 O problema do plano infinito imerso em um coloide

O ultimo exemplo que vamos resolver estéd representado na Figura 19. O problema
consiste em calcular o campo a uma distancia r de uma placa fina, infinita com uma densidade
superficial de cargas 6. Uma folha fina de pldstico com uma das superficies carregadas ilustra
bem esse modelo. E notdvel que este problema pode ser facilmente resolvido ao considerar a
sua simetria planar. Podemos entio considerar uma superficie gaussiana na forma de uma caixa
retangular deixando distancias iguais em cima e embaixo do placa. O material existente entre a

tampa da caixa e o plano é vicuo.

Figura 19 — Plano infinito carregado

Superficic gaussiana na
forma de ‘caixa de pilulas” 7 T

Fonte: Griffths (2011)

Aplicando a lei de Gauss para essa superficie, temos:

%Eds;z Qenv,
S

&

onde Q.,, = 0A, sendo A a drea da tampa da caixa. Por simetria, o campo elétrico aponta para

fora do plano, assim as superficies superior e inferior resultam em
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/E-d§:2AE,

enquanto que a contribui¢ao dos lados € nula. Deste modo, temos:

oag = 94
&

obtendo a seguinte expressao para o campo elétrico, em mdodulo:

O resultado obtido para o campo a uma distancia r do plano € interessante, pois nao
existe dependéncia da distancia na equacao, isto €, em qualquer ponto acima e abaixo do plano o
campo elétrico continua 0 mesmo.

Agora, imagine que a mesma placa é colocada dentro de um recipiente infinitamente
grande contendo coloide. Neste caso, qual sera o campo produzido no ponto r? Resolvemos
este problema repetindo os passos dos exemplos anteriores e escolhendo a simetria planar como
acabamos de fazer para o plano infinito no ar. Como mostra a Figura 20, imaginamos uma
superficie gaussiana no formato de uma caixa retangular envolvendo o plano e o coloide e

seguimos 0s passos anteriores para encontrar o campo elétrico total sentido no ponto r.

Figura 20 — Plano infinito carregado imerso em um coloide
S

S % cg . O

oCe @ , .
Superficic gaussiana na

o forma de ‘caixa de pilula

D e @ 0@99 o @

Fonte: Adaptado de Griffths (2011)

Pela Eq. (4.38), temos:
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Utilizando os argumentos de simetria, eliminamos o produto escalar e tiramos E de dentro da

integral, de modo que temos:
oA
E?[dS: — (1+xr)e ™.
S €

Como vimos, apenas as tampas contribuem para o fluxo de campo elétrico, entao

esta equacgao torna-se:
oA
2EA = - (1+xr)e .
Desta forma, obtemos:

_ o —Kr
E = 76 (I+xr)e ™.

O ponto mais interessante deste resultado é que, diferente da primeira situagao, o
campo elétrico vai depender da distincia, o que ndo ocorre se o plano estiver no vacuo. Note que
na segunda situagdo aparece o termo (14 kr)e”*" e € justamente ele que vai ser responsavel pelo
fato de o campo ndo ser mais constante. O aparecimento do termo de decaimento na equacao
significa que a nuvem idnica que se forma nas proximidades do plano infinito vai causar a
blindagem que, por sua vez, resultard em um campo que diminui conforme nos afastamos do
plano. Pode-se pensar que quanto mais distante estivermos do plano, mais fons estardo presentes
na solucdo e maior serd a blindagem. A Figura 21 mostra o grafico do campo elétrico em fungao
da distancia.

A linha azul representa o grafico do campo em fung¢do da distancia de um plano
infinito carregado com uma densidade superficial de cargas que se encontra no vacuo, o qual é
constante, isto é, nao muda mesmo se nos aproximarmos ou nos afastarmos do plano. A linha
tracejada representa o campo em funcao da distancia de um plano infinito carregado com uma
densidade superficial de cargas imerso em um coloide, o qual decresce com g(r) = (1 + kr)e™ "
para0>r<100e x =0,1.

Estes foram apenas trés dos diversos problemas que poderiamos ter resolvido. E
importante ressaltar que mesmo que o uso da Lei de Gauss para o cdlculo do campo esteja
limitado a problemas com simetria esférica, cilindrica ou plana, € possivel montar combinacdes

de objetos com essas simetrias ainda que o conjunto como um todo ndo seja simétrico. Por
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Figura 21 — Grafico do campo elétrico de um plano infinito

Campo Elétrico

Fonte:
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autor

exemplo, utilizando o principio da superposi¢ao € possivel encontrar o campo nas proximidades

de dois planos infinitos ou dois cilindros paralelos com distribui¢cao uniforme de cargas ou o

campo de uma esfera nas proximidades de um plano infinito carregado [4].
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Os coloides sao constituidos de um nimero muio grande de particulas, as quais se
movem e colidem umas com as outras constantemente percorrendo trajetérias desordenadas.
Deste modo, o comportamento cldssico da distribuicdo das particulas coloidais se dé através da
lei de distribui¢ao de Boltzman. No modelo apresentado, o potencial eletrostatico nas regides
I e II foi encontrado a partir da resoluc@o da equacdo de Poisson e Laplace, respectivamente.
Constatamos que em torno de uma particula coloidal de carga positiva existe uma concentragao
de fons com carga negativa e vice versa, de modo que a particula fica envolvida por uma dupla
camada elétrica. Esta nuvem de {ons em volta da particula leva a um decaimento exponencial do
potencial eletrostatico no ponto considerado fazendo com que este seja menor que o potencial
sentido caso o meio onde a particula se encontre seja o vacuo. Além disso, concluimos que a
atenuacao do potencial estd diretamente ligada ao termo k conhecido como parametro de Debye.

Posteriormente, encontramos expressoes para o campo elétrico gerado por uma carga
pontual e por uma distribuicdo discreta ou continua de cargas. Ademais, constatamos que a
forca de interacdo entre duas cargas puntiformes imersas em um coloide € menos intensa que a
forca de interagdo destas mesmas cargas no vacuo e isso é consequéncia da existéncia da nuvem
i6nica que blinda a particula. O efeito de blindagem € representado pelo termo que chamamos
de decaimento e~ *". Este termo esté presente ainda na equagio que relaciona o fluxo de campo
elétrico através de uma superficie fechada com a carga existente dentro do volume delimitado
por esta superficie, a qual chamamos de Lei de Gauss modificada.

Por fim, resolvemos alguns problemas de eletrostdtica considerando as distribui¢des
continuas de cargas no viacuo e no coloide a fim de comparar os resultados. Observamos que
a diferenca dos resultados obtidos estd relacionada a existéncia da dupla camada elétrica que
se forma em torno da distribui¢do quando esta estd imersa em um sistema coloidal. Para uma
esfera sélida uniformemente carregada o campo elétrico decai com (1+ k7)e~*"/r?, para um fio
infinito com uma densidade linear uniforme de cargas ele decai com (1 + kr) e *"/r e para um
plano infinito decai com (1 + xr)e™*". Uma perspectiva para este trabalho seria a verificagdo do
teorema da existéncia e unicidade das solu¢des da equacao de Poisson no caso da eletrostatica
em sistemas coloidais.

O estudo da eletrostética em sistemas coloidais constitui um importante contributo
para a compreensao dos conceitos de eletrostatica, uma vez que mostra uma aplicagdo direta do

conhecimento em um meio especifico que ndo seja o abordado nos livros de Eletromagnetismo



que desenvolvem a teoria no vicuo e em meios dielétricos.
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