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“Deus tem um plano para todos, basta olhar o
mundo com olhos perspicazes e até uma pequena
borboleta parecerd o mais belo ledo.”

(Albert Einstein)



RESUMO

Neste trabalho, inicialmente apresentamos o formalismo da mecanica Quantica tradicional
usando a notacao de Dirac de bras e kets. Dirac definiu um estado de uma particula como sendo
descrito por um ket. Os observaveis fisicos sdo representados por operadores, seus autovalores
representam os possiveis resultados de uma medida desse observavel. Em um espaco euclidiano,
uma translagao infinitesimal dx, necessariamente leva uma particula da posicao x para x + dx, a
partir disso, define-se o operador translacdo em termos do operador momentum, encontrando a
relacdo de comutagdo entre os operadores posi¢cdo e momentum, e consequentemente, o principio
da incerteza de Heisenberg. Na sequéncia, estudamos o formalismo da Mecanica Quantica Nao-
Aditiva (MQNA), uma teoria desenvolvida a partir de primeiros principios que busca entender os
efeitos da métrica do espaco na teoria quantica. Em espacos nao-euclidianos, uma translacdo
infinitesimal dx, ndo necessariamente leva uma particula da posi¢@o x para x 4+ dx. Assim, através
de uma redefinicao do operador translacdo, obtem-se novas relagdes de comuta¢ao deformada
entre os operadores posicdo e momentum, dando origem a uma incerteza minima diferente de
zero no momentum. Por fim, utilizando uma equacao tipo Schrodinger, resolvemos o problema
da particula livre para um espaco curvo com uma métrica especifica, onde obtemos que a energia
¢ quantizada.

Palavras-chave: Operador Translacdo. Espacos Curvos. Principio da Incerteza Estendido.



ABSTRACT

In this work, we initially present the formalism of traditional quantum mechanics using Dirac’s
notation of bras e kets. Dirac defined a state of a particle as being described by a ket. Physical
observables are represented by operators, their eigenvalues represent the possible results of
a measurement of that observable. In an Euclidean space, an infinitesimal translation dx,
necessarily takes a particle from the position x to x 4 dx, from that, the translation operator
is defined in terms of the momentum operator, finding the switching relationship between the
position and momentum operators, and consequently, the Heisenberg uncertainty principle.
in sequence, study the formalism of Non-Additive Quantum Mechanics (MQNA), a theory
developed from the first principles that seeks to understand the effects of the space metric on
quantum theory. In non-Euclidean spaces, an infinitesimal translation dx does not necessarily take
a particle from the position x to x + dx. so, through a redefinition of the translation operator, new
deformed switching relations are obtained between the position and momentum operators, giving
rise to a minimum uncertainty other than zero in the momentum. Finally, using a Schrédinger
equation, we solve the problem of the free particle for a curved space with a specific metric,

where we obtain that the energy is quantized.

Keywords: Translation operator. Curved Spaces. Extended Uncertainty Principle.
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1 INTRODUCAO

A mecanica quantica desempenha um papel importante na descri¢do e compreensao
dos fendmenos naturais [1][2]. Os fendmenos em escala atdmica (ou subatdomica) s6 podem
ser descritos pela mecanica quantica [3]. A teoria quantica € mais adequada para a descri¢ao
dos fendmenos na escala atdmica, mas quando os objetos estudados se tornam macroscopicos
essa teoria corresponde a mecanica classica [4][5]. A descricao de fendmenos em uma escala
pequena no inicio do século XX se distanciava da fisica cldssica ja conhecida, causando uma

confusdo crescente, solucionada por fisicos renomados como Schrodinger, Heisenberg e Born [3].

O Principio da incerteza de Heisenberg juntamente com o principio da incerteza
energia-tempo, desempenham um papel fundamental na solucdo de tais problemas. e . Dada
uma funcdo de onda y representando o estado de uma particula, o principio da incerteza de
Heisenberg posi¢cdo-momentum nos diz que, quanto mais precisa for a posicao dessa particula,
menos preciso serd seu momento, sendo o produto dos desvios padrdo maior ou igual que 7/2 [6].
Ja o principio da incerteza Energia-tempo, embora quantitativamente parecido com o posi¢ao-
momentum, tem significados completamente diferentes. Se a incerteza na energia tender a zero
(estamos nos autoestados da Hamiltoniana), logo os valores esperados das grandezas fisicas sao
constantes, portanto a quantidade de tempo para uma grandeza fisica variar um desvio padrao
€ infinito, no contrario, quando mensuramos o tempo para o valor médio de um observavel
variar um desvio padrio a incerteza na energia tende para ao infinito (ou seja, estamos em uma

combinacao linear dos autoestados do hamiltoniana) [6].

Atualmente, os campos tedricos Extended Uncertainty Principle (EUP) e Generalized
Uncertainty Principle (GUP), usam como ferramentas as relacdes de comutacdo modificadas
dos operadores posicao e momento. Enquanto EUP surge naturalmente a partir de primeiros
principios usando os primeiros termos da expansao de uma métrica genérica, aparecendo uma
incerteza minima no momentum [7], e também nos possibilitando introduzir efeitos quanticos
em distancias macroscépicas. A GUP, por sua vez, traz modificacdes em principios basicos da
mecanica quantica desenvolvida no espaco dos momentos, como resultado surge uma incerteza
minima diferente de zero na medicdo de posi¢io, sendo também uma correcdo gravitacional

quantica para a relagdo de Heisenberg [8].
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Com o objetivo de estudar o principio da incerteza estendido por primeiros princi-
pios, este trabalho € estruturado em 6 capitulos. No capitulo 2, iremos rever a formulagdo da
matematica rudimentar de espagos lineares na mecanica quantica usando a notagdo de P. A. M.
Dirac, de bras e kets. No capitulo 3, apresentaremos também a mecanica Quantica ndo-aditiva
(MQNA) unidimensional, a partir de primeiros principios. Em seguida, no capitulo 4, com uma
equacgdo de Schrodinger modificada, abordaremos o caso da particula livre, e com relagdes de

comutacdo modificadas no capitulo 5, encontraremos uma incerteza minima no momentum.
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2 FORMALISMO MATEMATICO DA MECANICA QUANTICA TRADICIONAL

Com o surgimento de experimentos, tipo Stern-Gerlach, houve a necessidade de aban-
donar principios fisicos cldssicos e partir para uma mecanica em um espaco vetorial complexo.
Iniciaremos revendo a formulagdao da matematica rudimentar de espacos lineares na mecanica
quantica usando a notagdo criada por P. A. M. Dirac, de bras e kets [2][9]. Sua importancia e

elegincia foram de tal forma que, até hoje, seu formalismo € utilizado.

2.1 Kets, Bras e Operadores
2.1.1 Vetores de estado

Inicialmente vamos considerar um espago vetorial complexo, de forma que sua
dimensao depende do sistema fisico em questdo. No formalismo de Dirac, um estado fisico é
representado por um vetor de estado em um espago vetorial complexo, dado por |e). Toda a
informacao do sistema fisico estd contido no ket.

Pode-se obter um ket somando outros dois kets, € também multiplicando por um

escalar;

o) +1B) =17) (2.1)

cla) =[y)c,Ve #0, (2.2)

e obtemos um ket nulo se ¢ = 0. Fica postulado que o produto c|) e |a), trata-se do mesmo
estado fisico [2].

O espago vetorial em questdo, € gerado pelos autovetores {|a’)}. Agora, veremos
um espago vetorial dual ao espaco de kets; o espago de bras {(d'|}. Sendo que, para cada ket

|at), existe um bra correspondente (|, ou seja, existe uma correspondéncia dual, da forma,
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fica definido entdo, o produto de um bra com um ket

((B])- (|e)) = (Blex), (2.3)

chamamos este produto de braket. Segue as propriedades dos produtos internos

(Blo) = (e[ B)” (2.4)

(orfat) >0, 2.5)

onde na (2.4) o produto é um nimero complexo, e o produto (c|a) é zero se for um ket nulo. A

norma de um ket fica

He) || = /(e ). (2.6)

Se (at|a) = 1, entdo o estado quintico representado estd normalizado, entdo vale

o)

Voo

o) = @.7)

2.1.2 Observdveis fisicos

No formalismo de Dirac, os observéaveis fisicos sdo representados por operadores

hermitianos, que atuam sobre os kets pelo lado esquerdo
A-(lo)) =Ala), (2.8)

resultando em ket. Existem kets importantes, a qual chamamos de autokets de um operador A no
especo vetorial em questao,

d'),1d"),[a"), ... (2.9)

aplicando o operador em questdo nesses kets, temos

A" |al> — a/ |al> 714 |a//> — a// |a//> ,A |a///> — a/// |a///> ’ (210)
sendo d’,a”,d"” ... em geral nimeros complexos. O conjunto {a’,a”,d"”,...} é o conjunto de
autovalores do operador A. Para um ket |, se obtermos X |a) = ¥ |x), ento os operadores X e

Y sdo iguais. Se X |&) = 0, logo o operador X é dito nulo.
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Em relacdo a soma, € vdlida a comutatividade, a associatividade e distributiva

Z(a|la)+b|B)) =aZ|a) +DbZ|B).

Os operadores atuam em um bra pela direita

A-((B]) = (BIA, (2.11)

sendo o resultado um outro bra. Agora, ver-se que, nem sempre que um operador atua em um

ket e em um bra, obedecem a uma correspondéncia dual
X|a) & (| X7, (2.12)

sendo X' o adjunto hermitiano do operador X, sendo que, um operador é dito hermitiano se
X=X
J4 em relacdo a multiplicacdo, ndo € vdlida a comutatividade,
XY #7X.
Ja a associatividade entre operadores fica

A

2(92) = (*9)2,

em relacdo a multiplicacio entre operadores, temos a seguinte propriedade

sendo

XV o) =X(¥|a)) < ((a|YHXT = (a| 7TXT. (2.13)

O axioma da associatividade na multiplicac@o postulado por Dirac, diz que

(loe) (BI) - [2) = |e) - ((Bl2)), (2.14)

onde (|a) (B]) é o que chamamos de produto externo, e ({3|z)) € apenas um niimero. O axioma

da associatividade diz também que

(B - (X o) = ((BIX) - (|))- (2.15)
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Pela igualdade, pode-se escrever
(BlA|ar), (2.16)

logo

(BlA|a) = (B|- (X |ax))
= {{a|XT- 1)}

= (a|X7|B)", 2.17)

sendo (0| X' o bra dual de X |&) [2].

2.2 Representacio matricial e kets de base

Agora estamos prontos para enunciar e provar o seguinte teorema
Teorema : Os autovalores de um operador hermitiano A sdo reais: os autovetores de A, corres-
pondentes aos diferentes autovalores, sdo ortogonais.
Prova:

Pela relagdo de autovetor, operador e autovalor, temos
Aldy=d|d), (2.18)
pelo fato de A ser hermitiano, logo
(a"|AT = d"(d"], (2.19)

sendo os nimeros a’,a”, ... autovalores do operador A. Agora, multiplicando em ambos os lados
de (2.18) por (d”| pela esquerda, e também ambos os lados de (2.19) por |@’), e depois subtraindo,

temos

a/ <a//’a/> _all* <a//‘a/> — 0

(a/ . a//) <a//|al> —0.
Escolhemos primeiramente @’ € a” como sendo iguais,

a =d", (2.20)
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para |a’) ndo nulo, logo os autovalores sdo reais.

Agora, consideramos que os autovalores a’ e a”’ sdo diferentes, a diferenga (a’ —a’™*)

ou (d' —d") ndo pode ser zero, o que implica em,
(d'|d)y=0,(d" #d), (2.21)

concluindo a prova do teorema, que os autovetores sdo ortogonais. Vale lembrar que os autovalo-

res sdo reais para operadores hermitianos.

Torna-se conveniente normalizar |a’) de tal forma que, o conjunto {|a’)} seja orto-

normal

(@"|d") = 8y, (2.22)
logo, como esse conjunto gera o espacgo de kets, € um conjunto completo.

Como esse pré-requisito em maos, podemos agora expandir um ket qualquer |ot)

como combinacio linear dos autovetores de um observével hermitiano A,
o) =Y cold). (2.23)
a/
Os coeficientes de expansdo ¢, podem ser obtidos se multiplicarmos um ket (a”|
(d"|a) =} cald"0), (2.24)
a/

pela relagdo (2.22) temos

(o) = cq (d|d)

(d|a) =cq-1, (2.25)

logo ¢y = (d’|@), portanto

o) = Z |a) (d']ox) . (2.26)

No entanto, na expressdo acima pode ser entendida como sendo o operador ¥, |a') (d/|,

atuando sobre o ket |a’), logo

Y |d)(d']| =1, (2.27)



20

este 1 é denominado de operador identidade, que corresponde ao somatério de todos os produtos
externos dos autovetores correspondentes a A.

Considerando o produto {a|o), podemos inserir no meio a relagdo de completeza (2.44),

(o)) = (Z|a a y) (2.28)

=Y (ald) (d|a| (2.29)

=Y | P, (230)

e se |a) for normalizado, considerando o coeficiente de expansdo ¢, = (d’|at), temos

Yica?=Y | (d]a) > =1, 2.31)

levando a ser definido o operador proje¢do, dado por
Ay = |d){d], (2.32)

e a relacdo de completeza fica

Y Ay =1. (2.33)

2.3 Representacoes matriciais

De posse da relagio de completeza, podemos representar um operador qualquer X,
aplicando-se duas vezes da forma de uma matriz quadrada,
=Y ) |d") (d"|X|d") (d], (2.34)
a// a/
de modo que hd N? niimeros da forma (a”|a’), sendo que o primeiro termo corresponde a linha,

e o termo da direita a coluna da matriz quadrada. A representacio matricial do operador X 'fica

A A

(a(l)!X!a(1)> (a(l)\X|a(2))
= | (@@ R]aDy (@@ [R]a®) ... |. (2.35)

' O Simbolo = significa "é representado por”
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Do mesmo modo, usando o coeficiente de expansiao, representamos um ket por uma

matriz coluna, e um bra por uma matriz linha

(a']ax)
| (@le)
lo) = . (2.36)
(@] )
Vale a relacao
(@' 1R|d) = (d|X|a")", (2.37)

onde X' é a transposta complexa conjugada. A representacio matricial de um produto externo

qualquer fica

* *

(aV|B) (a?)| )
(a®|B) (a(2)|a>* T (2.38)

(aV|B) (V)
B) (e = | (a?)|B)(aV)]a)

*

J4 a representacio do operador A usando os kets de base, fica
A= ZZ la"y (d"|A|d) (d], (2.39)

sendo a matriz quadrada (a”|A|d’) diagonal, sendo

(@"Ald") = (d|Ald")8pa (2.40)
= d{(dd) 6y (2.41)
g 61/60//0/7 (242’)
portanto,
A = ZZ|a”)a’5a~a/ (a'| (2.43)
a// a/
= Y dl|d)(d], (2.44)

com Ay = |d') (d'|, entdo

A=Y dAy. (2.45)
a/
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2.3.1 Sistemas de Spin %

O experimento de Stern-Gerlach € um experimento onde d&tomos de prata passam por
um campo externo magnético inomogéneo, sendo as possiveis trajetorias dos dtomos descritas
pelos kets |$‘Z : +), sendo os graus de liberdade dos dtomos up e down. O experimento de
Stern-Gerlach consiste de um sistema de spin 1/2.

Para sistemas de spin 1/2, pode-se escrever o operador identidade usando os kets
|§Z;:I:), ou s6 |+),

T=|+) (+H+ =) (- (2:46)

Pela Eq.(2.44), o operador S, fica
Se = (1/2) [[+) (+| = =) (=11, (2.47)
e a relagdo autovalor-autovetor fica
A h
S:|+) = ii |£). (2.48)

Por (2.48), os autovetores de §Z na forma matricial, ficam

1

1S, +) = (2.49)
0
N [0
|S2: =) = ; (2.50)
1
e o operador S, na forma matricial fica
~ . h(l O
S, == ) (2.51)
2\0 -1

Do mesmo modo, os operadores S e §_ sdo descritos por § = #|+) (—| e §_ =
h|—) (+], de sorte que S, aumenta a componente de spin por uma unidade de 7, ¢ §_ diminui a

componente de spin por uma unidade de 7 [2]. Seus representantes matriciais ficam da forma,

, 0 1

S, =h : (2.52)
0 0

, 0 0

S, =n . (2.53)
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2.4 Medidas, observaveis fisicos e relacoes de incerteza

A interpretacdo probabilistica da mecanica quantica nos diz que, o ato de medir
muda o estado quantico sendo medido, de sorte que obtemos apenas a probabilidade da mudanca
de estado. Esta visdo é conhecida como a “interpretacdo de Copenhagem” [6]. Nas palavras de P.
A. M. Dirac, “Uma medicado sempre faz o sistema pular para um autoestado da varidvel dindmica
sendo medida” (Dirac, 1958, P.36)[2]. Logo, antes da medida, o estado arbitrdrio | o) é escrito

em combinag@o linear, da forma: |at) =Y ¢y |d') =Y |d') (d| ).

Quando a medicio do operador A é realizada, o estado inicial |a) ”pula” para um

autoestado |a’) do observavel em questdo, produzindo um autovalor a’,
did
) "5 d) (2.54)

Sendo |ar) normalizado, a probabilidade do estado em questéo colapsar em um |a’)
particular serd

Probabilidade de ' (Py) = |(d'|a) 2. (2.55)

Sabendo que, a medida muda o estado do sistema, com excegdo se o sistema ja
estiver em um autoestado do observével A. Neste caso a probabilidade do valor da medida é
determinada com precisdo (P; = 1). Sendo a expressdo (2.55) um postulado fundamental da

mecanica quantica.

A partir da interpretacdo probabilistica, fica definido o valor esperado ou valor médio

do observéavel A com relacio a um ket arbitrario |c), sendo
(4)) = (alA]a), (2.56)
assim, podemos escrever

(A) = Y)Y (ald")(d"|Ald) (d'|ar) (2.57)

= ZZ<O€|a”>a,5a//a/ <a/|OC> (2.58)
= Yd|(@lo) P, (2.59)

sendo a’ o valor medido e | (d|c) |> a probabilidade de se obter a'.
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Considerando experimentos de Stern-Gerlach sequenciais, onde um feixe Sy+ passa

por um aparato SG;, a probabilidade de dar os estados |+) é dado por

(180 = (I8 —) | = \%

(2.60)

Agora, podemos construir os operadores Sy € §, usando a rela¢do (2.44), considerando

G - _L Lei& _
|Sx'j:>_\/§‘+>i\/§ ‘ >7

& Ly b L i

temos,

8o =3l () (=) +e (=) (DL

1 1
8i) = Zs 1)+ 1),
18y1) = = [y 4+ )
nE =gt gl

$y= g[—i(|+> (=D +i(l=) (+D]-

2.4.1 Observdveis compativeis e incompativeis

2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

Agora veremos que, na mecanica Quantica medidas simultineas de observdveis

distintos ser compativeis ou incompativeis, sendo que, os resultados das medidas efetuadas
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obedecem a uma relacdo de incerteza [9]. Fica definido entdo, o comutador e o anticomutador de

A

dois observaveis fisicos quaisquer A e B,

[A,B]=AB—BA, (2.69)

{A,BY =AB+BA. (2.70)

Diz-se que dois observdveis sdo compativeis, se o comutador for zero

A~

[A,B] =0, (2.71)

e incompativeis se

B #0. (2.72)

De posse das defini¢des acima, enunciaremos o seguinte teorema
Teorema 1.2: Se A e B sdo dois observaveis compativeis, e que os autovalores de A ndo sejam
degenerados, entdo os elementos de matriz (a”|B|a’) sdo diagonais.

Prova: De acordo com a Eq.(2.71), temos que

(a"|[A,B]la’) =0
(@(AB - BA)|) =
a’(d"|B|a') —d (a"|Bla’) =0
(a" —d')(d"|Bla’) =
entiio os elementos da matriz (a”|B|a’) ndo zera a menos que a” = d’, entdo podemos escrever,

("|Bld") = 8y (d'Bld).

Portanto, pode-se representar A e B por matrizes usando o mesmo conjunto de kets

de base

&
|

ZZ!a" (a"|Bla) (d'],
= ZZ’“ S (d'|Bla') (d],
— Z|a// Cl a <a//|7

a
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de modo que
Bld) = Ll a B ),
= Z |a") (d"|Bla") 8y (d']d")
= (<a [Bld))|d'),
sendo este resultado a equagio de autovalores de B, sendo o autovalores b’ definidos por
= (d'|Bld"),

logo o ket {|a’)} é um autovetor simultaneo dos operadores A e B ou podemos usar |a’,b'), onde

esse autovetor tem como propriedade

Ald by =d|d b (2.73)

Bld.Vy=V|d D). (2.74)

O operador identidade (ou relagdo de completeza) fica
/ / AN NN AN NN
YY) K=Y ldb. ), (2.75)
K’ ab
sendo K’ o indice coletivo para n autovetores simultaneos.
Se os operadores A e B forem incompativeis, seu comutador € diferente de zero, ou seja, ndo se
pode medi-los simultaneamente, ndo temos a certeza quando medimos os dois operadores, o que

temos € uma relagdo de incerteza de A e B e portanto

A A

[A,B] # 0. (2.76)
2.4.2 Relagoes de incerteza

Dado um observavel A, definimos um operador satisfazendo a seguinte relacao

A =A—(A), 277)

A A~

or = (M) = (A% =24 (A) + (A)%) = (A2) —2(A) (A) + (A)” = (A%) —2(A)" + (A)” (2.78)
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teremos

ox = (A%) — (A)", (2.79)

mais conhecido como desvio quadratico médio ou varidncia®. Para quaisquer operadores A e B

representando observdveis fisicos, vale a seguinte desigualdade

2
6303 > (1.<[2é]>) , 2.50)

|id*|v]* > |ii - v?, (2.81)

para kets

(F1F) (glg) > | (fle) (2.82)

Demonstracao

Considerando o produto interno abaixo

(vly) =0 (2.83)

fazendo |y) = |f) + A |g) e (y| = (f| +A* (g], o produto fica

(Wly) = ((fI+ A" ) (If) +2 1)) = (f1f) + A({flg) + A" (gl f)), (2.84)
escolhemos A como sendo
A= —M, (2.85)
glg
e agora, substituindo na Eq.(2.83)
(gf) (flg)

> " 2.86
(1) (gle) > [{flg) * (2.87)

2 Avalia o grau de variabilidade ou dispersdo dos valores da série em torno da média. A expressio oy =

(A2) — <A>2 ¢ conhecida também como desvio padrao.
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O principio da incerteza generalizado, ou seja, para quais quer operadores genéricos

A e B vale a expressao

2
ci07 > (—, ([A,B])) : (2.88)
Demonstracao

A Eq.(2.69) nos diz que
[A,B] = AB — BA. (2.89)

Pela Eq.(2.79), temos

of = (ylA—A)A-@A)lw), (2.90)

fazendo (A~ (4)) [y)) = 1)
ox = /1), (90

do mesmo modo, para o operador B teremos

o5 = (glg). (2.92)

fazendo o produto das Eqs.(2.91) e (2.92)

ciop = (f1f) (glg) = [ (fIg) I > Ln*({f]g))- (2.93)

Para qualquer nimero complexo z,
[2* = [Re(2) > + |lm(2) P, (2.94)

sendo z = a+ bi e seu complexo conjugado z* = a — bi, subtraindo teremos

1 *
b:E(Z_Z ), (2.95)

portanto

1
In(z) = z—i(z—Z*)- (2.96)
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Sejaz = (flg) |

In((flg)) = 5.((f1g) = (&lf)), (2.97)
na Eq.(2.93) ,

0105 > [%<<f\g> - <g|f>)] . (2.98)

Pela Eq.(2.90), (f|g) — (g|/f) fica

A

(flg) = (glf) = (wl(A—(A)(B~(B)lw)— (wI(B—(B))(A~(A))]y)
(flg) = (slf) = (wlAB—BAly)

A~ A A

(fle)—(&lf) = (wllA,Bllw)=([A,B]). (2.99)
Substituindo a Eq.(2.99) na Eq.(2.98)
1 o 2
A0} > [—.<[A,B]>] : (2.100)
[ ]

Este € o principio da incerteza para quaisquer dois operadores A e B, onde nos
mostra uma incerteza na medida simultanea de quaisquer duas grandezas conjugadas. Posterior-
mente faremos a relagcdo de incerteza posi¢do-momento quando acharmos o comutador desses

operadores.

2.5 Espectro continuo de observaveis
2.5.1 Caso unidimensional

O formalismo desenvolvido até entdo, foi em relacdo a observaveis com espectros
discretos. Podemos entdo expandir este formalismo para grandezas fisicas que possuem espectros
continuo, como posicdo e momento, no espaco de Hilbert com dimensao infinita. A relacdo

autovalor-autovetor andloga a relagao (2.18) para espectro continuo, fica

g =¢E'En, (2.101)

sendo |€’) autovetor do operador &.
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Agora veremos as relacdes andlogas as relacdes até entdo desenvolvidas para obser-

vaveis com espectro discreto:

(dd")y =8y — (E'1E"Y=06(E"-¢&") (2.102)
Yl =1 - [ag'lg) &) =1 (2.103)

o)=Yl () — o) = [ ag1E) (€ |e) 2.104
Yl =1 = [ag|(la)P-1 2.105)
(Bloy = L (Bla" (o) — (Bla) = [ &' (BIE") (€'l (2.106)

a/

(@Al = d 8y — (E"NEE) = E'8(E" ). 2.107)
2.5.2 Autovetores, e autovalores de posicao

Como exemplo de observdveis com espectro continuo, consideramos o operador

posicdo X. No caso unidimensional, a relacdo autovalor-autovetor fica
Xy =¥, (2.108)

sendo {|x’)} completo e X um nimero. Podemos entdo expandir um ket arbitrério |a) em termos
dos {|x')},
—+oo
o) = / X' [¥) (| at) (2.109)

Agora, supomos uma medida idealizada do operador posicio X mediante a um
detector, que sinaliza quando uma particula estd precisamente na posi¢ao x’, no estado |x’). Na
pratica, um aparelho nesses aspectos a posi¢do da particula em um intervalo [x' —A/2, X' +A/2],
ou seja, quando se realiza a medicdo, o estado |a) pula abruptamente para um autoestado de
posicdo

+oo X +A/2
o) = / dx' [¥) (| ) — X' [¥) (| at), (2.110)
(o] x’—A/Z

supondo que (x| c¢) ndo mude apreciavelmente no intervalo de A, a probabilidade para localizagio
da particula sera

Py = | (X |a) [*d¥, (2.111)
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sendo A representado por dx’. A probabilidade de se detectar a particula entre —eo a +oo fica

~+o0
/ dx'| (X)) |, (2.112)

se |a) for normalizado, logo

(arfar) = /::odx'<a|x') o) = /jdxq Wia) P =1, (2.113)

sendo (x'|ct) uma fungdo de onda para o estado | o),
|a) = yu (¥). (2.114)

Portanto g (x’) é uma fungdo de onda para |@), pertencendo a uma representagao
no espago das posigdes.
Em relagdo ao espago tridimensional, o autovetor |x') = |x',y',7’) obedece as seguin-

tes relacoes

Xy, Z)y = X1Xy.7) (2.115)
YIK,y.d)y = YKy, 2) (2.116)
ZIWy. )y = ZI.y.2), 2.117)

logo {|x)} é completo, e |x’) autovetor simultaneo dos operadores X, ¥ e Z. A expansio do
estado |a) fica

o) = /d3x’ ') (] et), (2.118)

entdo, como |x') € um autovetor simultineo, é vélida a seguinte relagdo de comutagio
[%i,%;] = 0. (2.119)
2.5.3 Operador translacdo

Agora, para encontrarmos um operador que corresponde ao observavel momento
linear, definiremos o operador translagio infinitesimal, que muda um estado bem localizado x’

para x’' +dx’, da forma

S(dx) |¥') = |x +dx'), (2.120)
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e a expressdo de um ket arbitrério | ) fica

8(ad) o) = B(d¥) / B [¥) (ot 2.121)
= / X | +dx') (X |a) (2.122)
_ / B3 )XY ( —dx'|at) | (2.123)

tratando x' como uma varidvel de integracdo. O operador translagdo apresenta as seguintes
propriedades

1. Se um ket |a) é normalizado, entdo 3(dx') |ct) também é
(ata) = (| 3T (ax)S (ax') ). (2.124)
2. Uma translac@o dx’ e depois dx”, tem que resultar em dx’ + dx”
$(dx)3(dx") = §(ax' +ax"). (2.125)
3. Translagdo na direcao oposta é 0 mesmo que uma translacdo inversa
§(—dx') =8 (ax)). (2.126)

4. Quando dx’ — 0 o operador translacdo se reduz ao operador identidade, sendo a diferenca
de primeira ordem em dx’

lim $(dx') =1 (2.127)

Agora, adotamos o operador translacdo como sendo fs(dx’) = 1—iK-dx’,sendo as
componentes de K operadores hermitianos, satisfazendo as propriedades anteriores:
1. 87 (ax)3(dx') =1
(14K -ax')(1—iK-dx') = 1 +i(K - K) -dx' + K Kdx?
( (1—iK-dx') ~
) = 3T (ax’ +dx”)
(1— iK -dx')(1—iK- dx”) (1—iK- (dx’ +dX")) — (K)? - dx'dx"
( N

\_/v

(1—iK-(—dx)) = (1+iK-dx) = (1+iK-dx)T = 1 (ax)),
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Por (2.120), podemos obter as seguintes expressoes

X§ax)|x) = XX +dx) (2.128)
= (X' +dx)|x' +dx'), (2.129)
SdxX|x) = X8§(dx)|x) (2.130)
= X' |x'+dx'), (2.131)

portanto, a relagdo de comutagdo entre X e 3(dx’) com uma aproximagio em primeira ordem é

dado pela subtracdo das equacdes acima,

[X,3(dx)]|x) ~dx'|x') (2.132)
logo,
X,3(ax)] = dx/, (2.133)
o lado esquerdo fica,
—iXK-dx' +i-K-dx'X = d¥x/, (2.134)

entendendo que dx’ como um nimero multiplicando pelo operador identidade [2], é valida a
seguinte relacdo de comutagdo

[%,K}] = i6;j. (2.135)

Até agora escrevemos K em termos do operador 3 (dx’ ), mas contudo, ainda ndo
podemos defini-lo como sendo o operador momento, pois sua dimenséo é [1/comprimento).

Mas podemos definir como sendo

A

P

K= - . = —
(constante universal com dimensdo de acao)

(2.136)

trazendo da mecanica cldssica o sentido de que o momento € gerador de translacdo. Sendo assim,

uma translagdo infinitesimal pode ser vista como uma transformacao canodnica do tipo
Xoovo =X=x+dxe Py =P=p,

relacdo que pode ser obtida pela fun¢do geratriz

_9F _p
P= ox
F(X,P) =x-P+dx-P (2.137)

ng—i‘::x—kdx
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A fungdo geratriz F(x,P) = x- P é uma funcio geratriz de transformagdo que nos
levaaX=xeP=np.
A constante mencionada acima aparece na relagdo de de Broglie, dada por

2r P
=3 (2.138)

contanto que o operador K correspondente ao “ndmero de onda” k na mecénica classica [9].

Entdo o operador translacdo fica

A

iP-dx

N
S(dx') =1 P

(2.139)
e a relacdo de comutacdo (2.135) fica

[Xi,pj] = ihd;;. (2.140)
2.5.4 Principio de incerteza de Heisenberg

O problema da dualidade onda-particula serviu como pano de fundo das relacdes de
W. Heisenberg em 1927, onde na versao estatistica Heisenberg passou a escrever as incertezas em
termos dos desvios-padrdes das distribui¢des de probabilidades dadas pelo quadrado do médulo
das funcdes de onda [10], sendo a probabilidade de se encontrar uma particula entre as posi¢des
x e x+dx é dado por |@(x)|>dx [10]. Assim, essa interpretacio nio diz respeito apenas a um
ente quantico, mas um ensemble, onde os valores aleatérios de cada componente se distribuem
segundo uma curva dada pela funcdo de onda que descreve o sistema [10].

Na mecanica Quantica ndo se consegue determinar indiscutivelmente a posicao
de uma particula, apenas uma fun¢do chamada densidade de probabilidade que define a pro-
babilidade de encontrar a particula em um intervalo. Se quisermos determinar a posi¢ao de
uma particula realizamos uma medi¢do fazendo a fun¢do de onda colapsar € um ponto, mas
o comprimento de onda fica amplo para determinar, ou seja, ndo determinamos o momento,
do mesmo modo a medicao para se obter o momento faz a fun¢io de onda colapsar em uma
continua onda sinusoidal com comprimento de onda bem definido mas a particula ndo estd mais
na posicao anterior [6]. De posse da relagdo de comutacdo (2.140), podemos chegar na relagdo
de incerteza posicdo-momento proposto por Heisenberg substituindo a Eq.(2.140) na Eq.(2.100)

2.2 Lo s ) 1
@obz(gq Jm):z(ﬂm) (2.141)

h
:0p > 3. (2.142)
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Figura 1 — Translacdes sucessivas em diferentes dire¢des

Az’ X
: > 9
e >
3 5
® - ) @
A Ar'X

Fonte: Elaborada pelo autor [2]

2.5.5 Translagdo sucessiva

Na subsecdo 2.5.3 trabalhamos com translagdes infinitesimais, enunciamos agora o
conceito de translagdo finita, ou seja, um deslocamento espacial AX’ obtida fazendo sucessivas

translagdes infinitesimais, logo uma translac@o finita na dire¢do X’ € dado por
S(AXR) |X') =[x +AX'R), (2.143)

se forem realizadas N translacoes, e fazendo o limite de N — oo

A N N
A e CiPAYNT _iPAY
S<AXX>_1\}1_1’£° (1 N ) —exp( N (2.144)

sendo a exponencial uma fungio do operador P, e para qualquer operador X, fica

X2

exp(X) = TR (2.145)

e aplicando o operador translacdo sucessivas vezes nas direcdes x € y como na Figura 1, temos

$(AY9)3(AX'R) = (AR +AY'§)? (2.146)

L
Il
L

I(AR)S(AY'Y) (AXK+AYY), (2.147)
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agora considerando a Eq.(2.144) até segunda ordem, faremos o comutador das transla¢des acima

N D /N2 N / ~D N2
2 n oy &oavant | (1 P Py(AY) CipAY pR(AY)

CipAY PHAY)E ip Y pup AN pAY PR(AX)?

3(0y),3(Ax%)] = 1
Py (A ipip(AY)PAY prpr(AY)F(AX)? |4 Dy
N 2 3 4 -t A
2% 2h 4h
PIAY) i AY  pAYpyAY  iAY PR(AY)?
T A T 2 N 3
2h h 2h
+ﬁ§ (AY)* gy (AXY)*pAY Prpy(AY)*(4y')?
2K 23 4h? ’

sendo os termos quadraticos muito pequenos, temos

. . DB AYAY  PrpyAXAY
8(4Y'9),3(AX'%)] = (—p L hzy + 2P = Y > (2.148)
B(as),3(avx)) = EE) PP (2.149)

hZ

Pelas Egs. (2.146) e (2.147) a solugdo da Eq. (2.149) deve ser zero, logo [3(AY'), 3 (AY'R)] =
0 que nos remete que

[Px Py] =0, (2.150)

ou

[pi,Pj] =0, (2.151)

ou seja, translagdes em diferentes direcoes comutam. A Eq. (2.150) nos leva a entender que os

operadores py, py € p, sdo mutuamente compativeis, logo tem-se um autovetor simultaneo

Ip) = |px, Py P2) - (2.152)

Veremos o efeito do operador translagdo sobre um autovetor de momento

R AN 'ls'd/ / p’-dx’ /
S(dx)!p)z(l—’ hx)lp>:(1—’phx)!p>, (2.153)

sendo aqui X e § os vetores unitarios nas dire¢des de x e y.

3
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pelo lado direito da Eq. (2.153), percebemos que os autovalores do operador translagdo nao
sdo reais, logo ﬁ(dx’) ndo é hermitiano. As relagdes (2.119), (2.150) e (2.140), as relacdes

fundamentais de comuta¢do da Mecanica Quantica [2].
2.5.6 Funcgoes de onda no espaco de posicdo

Retornando ao caso unidimensional onde os autovetores de base sdo os kets de

posicdo, a relagcdo autovetor-autovalor fica
Xy =x'|x), (2.154)
a condicao de ortogonalidade levando em consideracdo que os kets sdo normalizados, temos
Oy = (Y S (X —X) = 5 (2" — ), (2.155)
podemos expandir um ket de estado arbitrario em termos dos autokets de posi¢ao
o) = / X' [¥) (| at) (2.156)

Sendo o termo (x| &) o coeficiente de expansdo ou a fungio de onda Wy (x) para o
estado | o), portanto

o |a) = wa (x'), (2.157)

podemos interpretar o coeficiente de expansao como sendo
| (X | ) [2dx’ (2.158)

a probabilidade de se encontrar uma particula em um pequeno intervalo dx’ em torno de x'.

Consideraremos o produto (|c) de tal forma que

Blo) = [ar (Bi) (¥le) 2.159)
— [ Xy yal), (2.160)

onde o produto (| a integral da sobreposi¢do, ou seja, 0 quanto as ondas se sobrepdem em
relacdo a um ponto do espacgo, ou até mesmo € entendida como a amplitude de de probabilidade

do estado |a) ser encontrado no estado |B). Da mesma forma, (B|A|a)

BlAle) = [ar [ax" (Bi) (IAK") (') @.161)

(BlAla) = / dx’ / A"y () (¢ AR ya (), (2.162)
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para resolvermos temos que conhecer o elemento de matriz (x'|A|x”"), para o caso em que A = x?
<x/|x2|x//> — <x/| . (x//2|x//>) :xuz <x/|x//> :x//25(xl_x//) :x/26(xl _x//)‘ (2.163)

Substituimos na Eq.(2.162)

(B2 ar) = / dx / A"y (¢S (Y — ) () (2.164)
(Bllor) = [ dX Y ¥yl 2.165)

de forma geral
(BI7(la) = [ 'y () () yal). 2.166)

2.5.7 Operador momento na base de autovetores de posi¢do

Continuaremos agora vendo a representacao do operador translacao infinitesimal,
onde os autovetores de posicao sdo usados como kets de base. Aplicamos o operador em um ket

|at) e expandimos em termos dos autokets |x)

(1 _PAx ) o) = / dXS(AY) [¥) (] t) (2.167)
h

_ / dx' [¥ + AY) (| ) (2.168)

= /dx/ |xl) <xl —Ax’|OC>. (2.169)

levando em consideragd@o que (x’'|a) = Wy (x), usamos derivada por defini¢do em relagéo a x/,

dye(x) . Wa(X +AY) —yu(x)
A, e
N r A
— 11m ll/a(.x) ll/a(x AX), (2.171)
Ax'—0 Ax!

e uma aproximacao da derivada (2.171), seria

dye(x') o Vo (¥') — wo (¥ — AX)
dx' Ax!

dyy (x’)
dx’

Ax/

— Vo) — Yo ¥ — AY)

a /
Vald — A) = ya () — A PV,



na notacdo de brakets fica

A = (¥]a) AV 2 ()

Substituindo a Eq. (2.172) na Eq. (2.169), temos

(1_ ip;?X/) [°3) Z/a’x’\xl> (<x’\a> Ax’aa,< '|a>),

aplicando o (x”| em ambos os lados de (2.173)

w1 (1- 28 10) = [ax (i) (1) - a3 1))

w158 j0) = [avst ) (W) -av 3 wla).

usando a propriedade de filtracao, fica

(1= 555 ) o = (e ¢ 7 ()

()~ & (' |Plo) A = (4]~ AX 2 ()

logo

5 Plar) = —in ()

Pla) /dx ) (-m-( |oc>>
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(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

(2.177)

(2.178)

(2.179)

trocando x” por x’ teremos a expressdo dada por J.J. Sakuray [2]. Quando o operador P atuando

em um ket de posicdo, os elementos de matriz fica,

(1P = —in 2 (V")

pela propriedade de ortogonalidade, obtemos

- d
(X'|P|x") = —lh?S(x —x"),
de modo que, aplicando (2.178) repetidas vezes, obtemos

n

A n O
1) = (i)' (),

e também
n

(BIPI) = [ dx'vip() (=)' oy,

(2.180)

(2.181)

(2.182)

(2.183)
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2.5.8 Funcgoes de onda no espago de momento

Agora trabalharemos no espaco dos momentos, ou seja, no espaco gerado pelos
autovetores de P, {|p’)}, considerando que h uma simetria entre os espacos de momento e de

posicdo. Consideramos as seguintes relagdes para o caso unidimensional:

Plp")y = Pp'); (2.184)
e’y = (' -p"); (2.185)

o) = [dp'1p)(v)e); (2.186)
(P'la)y = ¢al(p):; (2.187)

onde ¢q(p’) é a fungio de onda no espago de momento,e sua interpretagdo probabilistica é que;
| (p'|ex) |>dp’ é a probabilidade de se obter p’ em um intervalo dp’ quando se realiza a medida de

P. Portanto, para |«) normalizado

(afo) = [ dp (alp') ()o) = [ dp/|oa(p)P = 1. (2.188)

Fica definido a funcao de transformacao entre o espaco de posicdo e o espaco de

momento: (x’|p’). Por (2.180), podemos escrever

. 0
(}IPIp') = —ih 5 (¥]p') (2.189)
P (1Y) = —in-s (¢p) 2.190)
dx/ ’
sendo ¢y (x) = (x'|p'), temos
/ N L d /
Poy(x) = —lh@%’(x) (2.191)
7 / L
o d = 5 (2.192)
ip/
7;/ = In¢y+c (2.193)
/ ip'
¢y (x) = Nexp 7x , (2.194)

ou seja, obtemos a amplitude de probabilidade de se obter no autovetores de posi¢do um autovetor
de momento, ou chamar de a fun¢io de onda para autovetor p’. Se olharmos para o fato de que

p' = hk, vemos que a fun¢do de onda de um autoestado de momento € uma onda plana. O que
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nos chama a atencdo é termos chegado na solucdo do tipo onda plana, sem se quer ter resolvido

a equacao de Schrodinger [2].

Consideramos agora o produto
W) = [dp' @Ip) (),
substituindo a Eq.(2.194), temos
./
S(x —x") = |N|2/dp'exp [%(x’ —x")}
pela relacao de De Broglie, fazemos %l =k, logo
1

dk = —dp'
h p

dp' = hdk

entao,

o0
5(X —x") = [N[*h / exp [i(x' —x")K|dk,

por definicdo da transformada de Fourier da delta de Dirac, fazemos

o0
/ exp [i(x — x")k|dk = 278 (¥ — x")

o)

logo
S —x") = |NPr2rs(x' —x")
1
N? = —
IV h2m
B 1
- Vmerm

logo, convencionando N como sendo real puro e positivo [2], teremos

W) = A exp (2
V2T ho)’

com a func¢do de transformacao (2.201) em maos, podemos escrever

Wiay = [dp' 1) ()

Wlay = [ () (¥

(2.195)

(2.196)

(2.197)

(2.198)
(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)
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logo
A 1 / ip’x' /
valt) = i [’ e (75 ) ous) 2204
e
A 1 / / _ip/xl
Oa(p) = \/ﬁ/dxll/a(X)eXp( - ) (2.205)

As Eqgs. (2.204) e (2.205) nos mostram como as fungdes de onda no espaco de
posicdo se relaciona com funcdo de onda no espago dos momentos, para um determinado | o).

Essas equagdes nos mostram relacdes andlogas as transformadas e anti-transformadas de Fourier.
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3 FORMALISMO UNIDIMENSIONAL DA MECANICA QUANTICA NAO-
ADITIVA

Neste capitulo, vamos rever o formalismo unidimensional da MQNA, desenvolvido
a partir de primeiros principios [4]. Tentaremos entender os efeitos quanticos quando levamos
em consideracdo a métrica do espaco.
De acordo com Riemann, a geometria se fundamenta nos dois seguintes fatos

1. Espago é um continuo tridimensional, logo, o produto formado pelo seus pontos é descrito,
de forma continua pelo sistema de valores de trés coordenadas ¢, g2 € g3.

2. O quadrado da distancia entre dois pontos infinitamente vizinhos P = (q1,42,q3) € P' =
(q1+dq1,92+dq2,q3+dgq3) é dado dado pelo forma quadrética das coordenadas relativas
dgi

ds* = Y sijdqidg;, (3.1)
ij
sendo g;; 0 tensor métrico, e simétrico de tal forma que g;; = gji, 1ogo o espaco € um continuo
métrico.

No caso do espaco euclidiano, o tensor métrico € dado por

1 00
gij=0;=101 0], (3.2)
0 01
de sorte que a Eq.(3.1) para dois pontos infinitamente vizinhos p = (x,y,z) € p’ = (x +dx,y +

dy,z+ dz) para uma métrica diagonal, fica

ds = \/dx2+dy2+dz2. (3.3)
3.1 Caso unidimensional

Agora, postulamos que o espago das posicdes € o espaco de Riemann unidimensional,
sendo descrito de forma continua pelo sistema de valores da coordenada x [4]. Portanto, o

quadrado da disténcia entre dois pontos p = (x) e p’ = (x+dx), serd
ds® = g(x)dx>. (3.4)

Destarte, o espaco das funcdes de x é o espaco de Hilbert com um peso, com x em

um certo intervalo a < x < b,

[ 1w Vet <o (35)
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assim, o produto de duas fun¢des de onda é dado por

b
Olv) = [ 6" 0wVl (.6
Consequentemente seguem as propriedades
(Oly) = (wl¢)”

(OlMvi+Awm) = AM(0|y)+ 2 (0|vy)
(M1 +ap|y) = AT (dly)+A; (d|y)

Pela equagdes acima, definiremos norma e ortogonalidade de fun¢des. De sorte que,
duas fungdes quaisquer y(cx) e ¢ (x), sdo ortogonais quando o seu produto for zero: (¢|y) = 0.

A norma de uma fungdo y(x) serd

o)l = v (@]9) 3.7)

associando a um nimero ndo-negativo.
Partindo desse pressuposto, uma particula com uma posicao bem definida, € descrita

pelo ket |x), de modo que a relagdo autovetor-autovalor fica,
X |x) = x|x) (3.8)
Sendo o conjunto dos kets de posi¢do completo |x), a relacdo de completeza fica

i:/wgmm@m, (3.9)

o lado esquerdo da equacdo é chamado de operador identidade.
Demonstracao :

Sabe-se que ¢*(x) = (@ |x) e y(x) = (x|y). portanto, da Eq.(3.8) temos,

01v) = [ Veldx (gl () (310
(91v) = (0l | [ Vaazla) (| 1) a1

entao,

i5ﬁ@@mm@y (3.12)



45

O produto escalar entre kets de posi¢cdo para a métrica em uma dimensao é dado por
() = g(x) /28 (x ) (3.13)

Demonstracao :

Pela Eq.(3.9)

000) = (lo) = (1| [ Vatiasta) o o)
o) = [ (Va@dxln) (xo)dx
o) = [ Veldx (1) o),

usando a propriedade de filtragdo, se a < X’ < b, temos
/ " F)8 (= )dx = (), (3.14)
a
faremos agora o processo inverso,
/ 0 ()8 (x—')dx — / V() (¢]x) ¢ (x)dx (3.15)
portanto, para que a igualdade seja verdadeira, teremos
S(x—x')=+/g(x) (X'|x) (3.16)
entao
(W]x) = g(x) 28 (x ).
|

Portanto, podemos expandir um ket arbitrario |y) em termos dos autokets de posi¢do,

v) = [ Veldxk) (v) (317

sendo (x|y) o coeficiente de expanséo.
Agora, postulamos o operador translag@o infinitesimal Tg [4], generalizando a ideia

de R. N. Filho [11], da forma

Ty(dx) |x) = |x+g(x)~/2dx), (3.18)
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de sorte que, se fizermos g(x) = 1 caimos na mecinica Quéntica tradicional desenvolvida no
capitulo 2, ou se fizermos g(x)_l/ 2 = 1+ yx, recuperaremos os resultados encontrados por R. N.
Filho et al[11].

Entdo, para uma translacdo ds, levando de x para x + dx, fica
T,(ds) |x) = |x+dx). (3.19)

Portanto, em um espaco curvo, o operador translacao é nao-aditivo, da forma

To(dX')Ty(dx") # Ty (dX' +dx") (3.20)
Demonstracao :
Pela Eq.(3.18) podemos fazer
To(dX) Ty (dx") |x) = Ty(dx') |x+g(x) ™V 2dx") (3.21)

= |x4gx) 1 Pdx" +g(x+g(x)"V2dx") T Paxy,  (3.22)
no entanto, a soma das translacdes nos da

To(dx' +dx")|x) = |x+gx)"V2(dx' +dx")) (3.23)

= |x+g(x) " 2dx 4+ g(x) "/ 2ax") (3.24)

como g(x) ndo é igual a g(x+ g(x)~1/2dx"), vemos que T,(dx) é em geral, ndo-aditivo [4].

Da defini¢ao do operador translagdo f’g(dx), temos a seguinte propriedade

lim T,(dx) = 1. 2
%) 529

Das Egs.(3.8) e (3.18) obtemos a seguinte relacio

A

X, To(d0))lx) = x+g(x) " 2dx|x+g(x) " 2dx) —x|x+g(x) "/ 2dx)

= g(x)"V2dx|x+g(x) " 2dx), (3.26)

€ uma aproximagao com um erro de segunda ordem em dx, fica

A

X, Ty (dx)] x) = g(X)~1/2dX |x), (3.27)

portanto,

A

X, T, (dx)] =~ g(X)~1/2dX. (3.28)
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Do mesmo modo que no capitulo anterior, consideramos que o operador momento
generalizado é gerador de translagdo, logo, podemos escrever

. . iPdX
Ty(dx)=1—- £ (3.29)

Pelas Eqs.(3.28) e (3.29) obtemos uma relagdo de comuta¢ao deformada entre os

operadores posi¢do e momento generalizado

B,dXx], (3.30)

portanto
X, B,] = ihg(x)~1/2. (3.31)

3.2 Operador momentum no espaco das posicoes

Agora, veremos a aparéncia do operador momentum generalizado na base dos auto-
vetores de posi¢ao

. d
(el el y) = —ing(x0)™'2—— (x]w). (3.32)

Demonstracao:

Considerando s = \/g(x)dx, o operador translagdo atuando em um ket, fica

) 2,5
7,(89)[w) = lw) = ===1v). (3.33)

usando o operador identidade com ds’ = /g(x')dx’ no lado esquerdo, temos

2 / / pa
[as (89 () =) - 22 ). (334

Pela Eq.(3.19)

iP,5s
[ a1+ 8% 6wy = vy = 52 1w

P&
[ 1) @ = 8xly) = ) - S22 v (335)

sendo (X'|y) = @y (x), derivamos

d0y() | 9yl +80) ~ 0y ()
ds 85—0 Os ’
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a relacdo aproximada da equagdo acima fica,

d
557D oy )~ oyl — ),

€ portanto

J
(' = dxly) = (¥|y) = 855 (¥|y). (3.36)

substituindo esta relacdo na Eq.(3.35), obtemos

[ sy (v - 855 1w ) =) - ids . (337)

Aplicamos (x| nos dois lados da Eq.(3.37), obtemos

a5 ey (1w - 355 o |w>) )~ 2% ()

ol [ a5 1y 1 1w = [ as (e 855 1) = il = 5 Gl
[ ax Va5 )as<x’\w>=%<xlﬁg\w>

0 i~
a—s<x|ll’> :5<X\Pg|‘,’/>

€ portanto
(xlPyl) = —img() 2 ().
[

Consequentemente, o operador momentum generalizado no espaco das posicoes é
dado por P, = —ihD,, onde

d
Dy =g(x)~ 1/2dx (3.38)

como resultado, o operador P, € Hermitiano com um peso

(018 w) = (w|By|0)". (3.39)
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Demonstracao :
OIly) = ¢r/¢g_xdx\x ) (12l v)
= [ Ve’ s f—ji e
_ ? / dxd)*(x)%l//(x). (3.40)
por conseguinte, ﬁg atua no espaco de Hilbert do mesmo modo que P = —ih% [4].

Fazendo u = ¢*(x) e dv = %w(x), realizamos integracdo por partes na Eq.(3.40) e

supondo que @ (x)*y(x) seja zero nos limites de integragdo, temos

A h d
OIRY) = = [y 30" (x)dx (341
(3.42)

multiplicamos e dividimos por /g (x)

OB) = [ Vaazins e

= [/\/g(x)dx w*(x) <_lhm%¢(x)>]

= (ylFlo)".

Assim, podemos escrever a equacdo de Schrodinger dependente do tempo da seguinte

forma

i 0 (<l (1)) = (<l () (.43)

de modo que o hamiltoniano generalizado fica

132
H, = % +V(X,1), (3.44)
por conseguinte a Eq.(3.43) fica
ihi‘l’(x,t) =— ( il ) D (x,t) +V (x,0)¥(x,1). (3.45)
ot 2m

Se o potencial for independente do tempo, ou seja, V = V(x), usamos o método de
separacdo de varidveis, logo

P(x,t) = y(x)T(1). (3.46)
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De sorte que a Eq.(3.45) fica

d 1%

ihy(x) T (1) = —%T(t)Dﬁw(X) +V@)T (@) y(x)
i 2
%%T(t) = —f—m sz) Doy (x)+V(x). (3.47)

Para que a igualdade seja verdadeira, ambos os lados devem ser constate, chamamos

de E a constante de separagdo, logo

d E

ET(I) = %T(t)

ﬁdm) = St =T()=exp (_’E#)

J4 a equacgdo de Schrodinger independente do tempo tem a seguinte forma,

2
D) +V (Y () = Ey() (348

pela Eq.(3.38), fica

2
# d[ L4y +vwwe - By (3.49)

T e | Ve

sendo a constante de separagdo a energia da particula.

Os resultados discutidos anteriormente, obtidos por Braga J.P. M. [4], formam o
que chamamos de Mecanica Quantica Nao-Aditiva (MQNA), que tem como caso particular a
mecanica Quantica tradicional, quando fazemos g(x) = 1. Nos capitulos posteriores, veremos as

consequéncias fisicas quando consideramos a métrica do espaco.
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4 APLICACAO DA MECANICA QUANTICA NAO-ADITIVA

De posse do formalismo unidimensional da Mecanica Quantica Nao-aditiva, e con-
siderando uma equacao tipo Schrodinger no espago das posi¢oes, revisitaremos os resultados

obtidos por S. F. S. Oliveira e R. N. Costa filho [12].

4.1 Particula livre

Consideramos agora uma particula que se move sem influéncia de qualquer forca, ou
seja, sob potencial nulo. Para V(x,t) = 0, a equag@o tipo Schrédinger, Eq.(3.49), independente
do tempo, supondo que g(x)_l/ 2 possua uma série de Taylor, entdo

g(x)*l/2 :a0+2anx” 4.1)
n=i

considerando a série de g(x)_l/ 2 até segunda ordem, sendo ag = 1,a; =y, ax =B Ze a,>3=0

g() V2 =14 yx+ B2, (4.2)

teremos
e B2 L (1 820 L) — En() 43)
2m ’)/X de '}/X denx—nnx .

sendo a solucdo a geral da equacdo acima, do tipo

-Ept

W (x,2) = @n(x)e”" 7, (4.4)

aqui, E, sdo as energias de cada y,(x).
4.1.1 Mudanca de varidvel

Para continuarmos, precisamos fazer uma mudanga de varidvel. Agora, continuando
o raciocinio do capitulo anterior, supomos que g(x)’l/ 2 possua uma série de Taylor, entdo
g(x) 72 =14 yx+ B2

Logo, a escolha da métrica

1

2
B s B2

Sdx’ (4.5)
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onde y? < 42 para a métrica seja finita [4], ou seja, quando a condi¢io y> < 4B2 ndo é
assegurada a expressdo (4.4) admite raizes reais levando ds” ao infinito. Integrando ds*> da

Eq.(4.5), obtemos

1

completando quadrado

1
nx) = /dx E—
<ﬁ2x2 tr—gptapt 1)

1
= /dx 5
72

(Bx—f—%) —W—i—l

fazendo os termos constantes —% + 1 =a, chamando u = Bx+ %, du = Bdx, logo

1 1
"0 = 5 [
2

- a1 | 2B 4.7)
integrando 1) (x) de —oo a 400, Obtemos
2 T T
W = Z+7]
- (4.8)

Agora, podemos entdo reescrever a Eq.(3.49), da formar

1 d?
a2 Yn :En n
2mg a2 V() = En¥n(1)
d? 2moE,
WWn(n)—— 2 ¢ (1),
sendo k? = Z’E%E”, teremos

d? 5
d_nzl//n(n) +k ¢n(n) =0.

A solugdo € do tipo ¢,(n) = €M, logo a solucido geral fica

0u(1) = Ae' 4 Be~ i1 (4.9)
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Agora, retornando a varidvel x, a solu¢do geral para a equacao tipo Scrodinger fica,

Oon(x) = Aexp

ik —2 tan~! —Y+2B al
" \ABT — 2 /4B — 42

— #an*1 LZﬁx
—i—Bexp[ ky 4ﬁ2—72t ( —4[32—)/2)]

o PR R R . A
0 = oo ( TS )

—IA sin

k #tan_l Lzﬁx
2 - Y+2Bx
+B cos [k,,—4ﬁ2 = yzt <——4ﬁ2 = )/2>]

- 2 _ Y+2Bx
+iB sin | ky—————tan"' | ————
["Mﬁz—yz (MBZ—YZ)]
Notamos que as solugdes para a equacdo de Schrodinger independente do tempo leva
em consideracdo a métrica e ndo apenas ondas planas em x, quando fizermos Y e 3 tenderem a

zero na Eq.(4.1), recaimos nas solugdes ja conhecidas na mecanica Quantica tradicional.

Para determinarmos as constantes A e B, usaremos condi¢des de contorno para

cos | 2K T o, (4.10)

x £ oo, usando A = B temos

logo para que a igualdade seja verdadeira

kT 123, @.11)

nos levando a seguinte condi¢ao
482 — 2
K =W - (4.12)
Portanto a solucgao fica

¢n(x) = Acos , (4.13)

wtan—! [ Y E2Bx
VABT -7

comn =1,3,5,.... Como segunda condi¢@o de contorno faremos A = —B, logo

) 2k, Tw
SN | —————— =0
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logo a solugdo serd

¢n(x) = Asin [n tan"! <%)] , (4.14)

comn=2,46,.... A constante A pode ser determinada pela normalizacdo da fun¢do de onda

On ().
|A‘2Ecosz [n tan"! (%)] dx =1, (4.15)

pela Eq.(4.7), temos

-1

tan

V-] 2

y+2Bx ]: 4p7— 72

Portanto
Nimax 4032 — 2
A2 / cos? [#nn] —1 (4.16)

4
escolhendo u = *——=-1, du = *—5—=—dn, temos

2AJ? %2 1
1 = _2AF / (14 cos(2u)]du

\/4[32 71:/22
_ 2 [T m?

2 1/4
A= <4ﬁ ) . 4.17)

2

portanto

Da mesma forma, normalizando a fun¢do de onda da Eq.(4.14), temos

~+o0
1 = \A|2/ sin® | ntan™! _rH2Px dx
e /4B — 2
Nmax A/ 2 _ a2
= |A)? sin’ [nMn] dan,

Nmin 2

0 que nos da

2 1/4
A= <4B > ) . (4.18)

T
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Usando as Eqs.(4.14) e (4.13), obtemos as fun¢des de onda para uma particula livre

em um espaco deformado [12]:

(
: -1 y+28%x _
sin {ntan ( 4[32—72)} , n=24.6,...

1/4
y(x) = [(4B2 — ) /3] (4.19)
cos {ntan_1 ( 'y+2§2x2>:| , n=13,5,..
\ 4B -Y
pela Eq.(4.12) e o valor de k,%, temos
2E,m 4B2% — 2
K, = h”l Oakn:n ﬁz ’}/7
obtemos as energias E, da particula, dadas por
2+2(AR2 _ A2
he(4p- —
g, =GB =T) (4.20)

8m0

onde n=1,2,3,....
Consequentemente, a energia mesmo para a particula livre € quantizada, e s6 ocorre

quando consideramos o termos quadratico da expansao de g(x)’l/ 2,
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5 PRINCIPIO DA INCERTEZA ESTENDIDO

No presente capitulo, abordaremos as consequéncias fisicas da MQNA. Veremos
que, quando consideramos o termo quadratico da expansdo em série de Taylor da métrica g(x),
obtemos uma incerteza minima diferente de zero no momentum. Veremos também que quando
consideremos apenas o termo linear na expansao de g(x)_]/ 2 recairemos em relagdes fisicas ji

conhecidas na mecanica Quantica tradicional.

5.1 Incerteza Minima no momentum

Consideramos agora dois observaveis A e B quaisquer, que para um estado arbitrario

|w) é vélida a relag@o fisica a seguir [4]

A

1 .
AAAB > 5|<[A,B]>|, (5.1)

de sorte que AA e AB sdo os desvio padrio dos observiveis fisicos A e B [2], logo, pela premissa

podemos escrever

(A) = (y|A]y). (5.2)

Com a escolha da métrica na Eq.(4.5)

1 2

ds®> = d
ST e P

(5.3)
onde y*> < 432, o operador translacdo infinitesimal generalizado fica com a seguinte aparéncia
T (dx) |x) =[x+ (1 + yx+ B2x?)dx) (5.4)

Portanto, a relagio de comutagdo entre os operadores X e pg agora fica

X, B,] = in(1+vX + B2X?). (5.5)

Considerando a Eq.(5.5) e a relagdo de incerteza Eq.(5.1), obtemos

ARAP, > %(h(uy)ﬂﬁ%?z)) (5.6)
> (478 +BRY), 5.7

usando a dispersdo de X, AX? = (X?) — <X>2, temos
ARAR, > D114 (%) + B2 () + B(a%)?), (5.8)
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considerando a igualdade na Eq.(5.8) podemos escrever

AR = S+ 7(R) + B 9] 5 + 5B (AR) 59

Agora, vamos encontrar o valor de AX que minimiza AP, logo derivamos em relagdo

a AX e depois igualamos a zero

dAP,  d o g2y L R
n% = aag |(LTHY0+BTX)) =+ 5B (AX) (5.10)
1

= S0y B )

h 2
5 + B (5.11)

dAP,
fazendo TN A 0

AXy = —\/<1+y<X>+ﬁ2<X>2)- (5.12)

Sendo
AP, min = AP, (AX))

Logo a Eq.(5.9) fica
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1
le X)+B2(%))
Vi >+B2< ) (5.13)

Alymin = 5(1+7(X)+p*(X

N S

4= BZBZ

_ % (1+yX)+B>(X ﬁ\/1+y 2+ B2 (%))
Va+r®)+p2(R >>

1B | (1+7(8) + B2 0D + (1+7(8) + B2 (%))

2 ¢<1+y< X)+B2 (%))

ABLI+ y(R) + B2 R)D) VIR + 2R
\/1+y X)+B2(X \/1+y X)+B2(X)’

= hﬁ\/1+y X)+B2(X > (5.14)

Sendo ¥ < 432, a Eq(5.14) nos leva a concluir que, para 8 # 0, a incerteza minima
no momentum € real e maior que zero [4]. O caso particular (X ) = 0, obtemos um Aﬁg min
mostrado na Figura 2, sendo a regido hachurada concebe os estados que sdo permitidos no espago
euclidiano quando fazemos g(x) = 1, mas que ndo sdo permitidos no espago curvo.

Considerando que P, = —ifi(1 4 yx+ Bzxz)% e a Eq.(4.7), realizando o comutador
entre 7(x) e P, vamos obter a seguinte relagio

2 2ﬁ2x+ y
2
L p) L <ﬁr S ) v)
L ) (4P B
Va7 B 4B 1) Japr P

(0.8 |w) =

B 520 5 w)

logo

A

(n,P,] = ih. (5.15)

Assim como no capitulo anterior, a escolha da métrica agora é

1
ds* = dx* 5.16
P U 10
no limite em que 3 — 0, temos entdo
1
"(x) = 17
w0 = [dvs (517
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Figura 2 — Incerteza Minima no momentum quando levamos em consideracdo o segundo termo
da série de g(x) 12 A regido sombreada representa os estados proibidos para a métrica
considerada aqui (Braga, 2015).

—— AYAP=1/2
———- AYAP = T (1+B°A%)2
Proibido em um
‘% | AP, espago curvo

|
1/B ¢

Fonte: Elaborada pelo autor [4].

n'(x) = %/ln(l + ) (5.18)

recuperando o resultado obtido R.N. Costa Filho and S.F. Oliveira [12]. Considerando o operador

A= ih(14-yx) L A~
agora como sendo £, 1% 0 comutador entre P, e n'(x) fica,

Bl = L B L )=t L
By = Sin(l4y) 5 () 2 w) = 5 () i+ [y

i

ry

_ _%(ny) (ﬁﬂw))

h d h 1 d
= B )~ (1) () ) )

logo
(', B;] ~ in. (5.19)
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Percebemos que quando consideramos apenas o termo linear da expansdo em série
de Taylor de g(x), recaimos em rela¢des de comutac¢do fundamentais entre os operadores posi¢ao

e momento na mecanica Quéntica tradicional.

5.2 Considerando apenas o termo linear

Consideramos agora apenas o termo linear expansdo em série de Taylor de g(x)_l/ 2
g(x) 72 =1+ yx, (5.20)

para dois observéveis A e B, e uma func@o de onda |y), é vdlida a relagdo de incerteza

A A

~oa 1
AAAB > E\([A,B])\. (5.21)
Pela Eq.(5.20), redefiniremos o operador translacio,
Tg’(dx) Ix) =[x+ (14 yx)dx), (5.22)

portanto, a relacdo de comutagdo posi¢ao-momentum fica

A

[X,P;] = in(1+7X). (5.23)
Pelas Egs. (5.21) e (5.23), obtemos a relagdo de incerteza posi¢cao-momentum,
N/ .
AXAP, > §(1+7<X>)' (5.24)

Considerando a igualdade na Eq.(5.24), podemos escrever

L
AP, =S (1+7(R) 15 (5.25)

agora, derivando em relagdo a AX e igualando a zero, temos

dAP; iR 1
h . 1
S0+ 7)) (-~ 5 ) =0
1+7(X)=0,
0 que nos da
1
Y=-
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substituindo ¥ na Eq.(5.25), temos

L h 1,
AP = - (1——— (X)), 5.26
logo
APy =0. (5.27)

Portanto, se considerarmos apenas o termo linear da expansao da fun¢do g(x)’l/ 2,
a incerteza minima no momentum é zero, o que equivale a fazer g(x) = 1, logo, o resultado é

mesmo da mecanica quantica tradicional originalmente proposto por Heisenberg.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

No presente trabalho, estudamos a mecanica Quantica tradicional, demonstrando
a matemadtica basica de espacos vetoriais usando o formalismo de Dirac de bras e kets. Além
disso, estudamos o formalismo unidimensional da mecanica Quantica niao-aditiva (MQNA)
unidimensional, uma teoria desenvolvida a partir de primeiros principios, onde se tenta entender
as consequéncias na teoria Quantica quando se leva em consideracdo a métrica do espacgo [4].

Inicialmente no capitulo 2, definimos os espagos de bras e kets e como os operadores
atuam em estados de uma particula. Discutimos espagos de fun¢des de onda, comutadores e
medidas simultaneas, relacdo de incerteza posicio-momento e por fim, definimos o operador
translacdo espacial e como atua no espaco das posi¢des e de momento. No capitulo 3 desenvolve-
mos a partir de primeiros principios toda a teoria da mecanica Quantica nao-aditiva. Inicialmente
definimos que o espaco das posicoes seria o espaco de Riemann unidimensional, entretanto o
espaco das fungdes de onda seria o espago de Hilbert com um peso.

Nos capitulos 4 e 5, considerando a expansao em série de Taylor da métrica até o
termo quadratico, usamos a equagao tipo Schrodinger para o caso da particula livre, resultando
em energia quantizada, e também calculamos uma incerteza minima no momento diferente
de zero. Ainda no capitulo 5, mostramos que quando consideramos apenas o termo linear

na expansdo de g(x)~!/2

, obtemos a incerteza minima no momento igual a zero, resultado ja
esperado na mecanica Quantica tradicional.

Para trabalhos futuros, pretendemos estudar os formalismos bidimensional e tridi-
mensional da Mecanica Quantica Nao-aditiva, expandido também em coordenadas esféricas e
polares. Pretende-se também introduzir campo elétrico e campo magnético no formalismo da

MQNA, e também entender as conexdes desse formalismo com a massa efetiva dependente da

posicao.
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