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RESUMO

Desde o isolamento do grafeno em 2004, a comunidade académica tem se empenhado
bastante na investigagao de materiais bidimensionais (2D). Sabe-se que a geometria da
rede cristalina é um fator chave para sua estrutura de bandas eletrénica. Isso levou
a investigacao tedrica de possiveis cristais projetados com geometrias que levassem as
propriedades fisicas desejadas. Nesse contexto, a rede de Lieb, uma estrutura 2D quadrada
de borda centrada, nao existente em materiais conhecidos, mas que pode ser projetada,
apresenta bandas de energia exdticas. Sua estrutura de bandas eletronica é caracterizada
por duas bandas formando um cone de Dirac e uma terceira banda plana. Como o estudo
do espectro eletronico é fundamental para a compreensao das propriedades fisicas de um
sistema, o método Tight-Binding foi aplicado para obter o espectro de energia da rede
infinita de Lieb, comparando os resultados com a aproximacao continua para o regime
de baixas energias. Os efeitos de tamanho finito no espectro eletréonico também foram
investigados através do estudo de fitas com trés tipos diferentes de bordas: retas, barbadas
e assimétricas. Os resultados mostram que os modos planos persistem, mas o cone de Dirac

é removido e um gap aparece no espectro para fitas com bordas barbadas e assimétricas.

Palavras-chave: Rede de Lieb. Espectro Eltronico. Tight-Binding.



ABSTRACT

Since the isolation of graphene in 2004, the academic community has been putting a great
deal of effort into investigating two-dimensional (2D) materials. It is known that the
geometry of the crystal lattice is a key factor for their electronic band structure. This
led to theoretical investigation of possible designed crystals with desired geometries and
interesting physical properties. In this context, the Lieb lattice, a 2D edge-centered square
lattice, presents exotic energy bands. This lattice does not exist in nature, but it has
been recently realized in photonic and cold atoms systems. Its electronic band structure is
characterized by two bands forming a Dirac cone and a third flat band. The flat band was
shown to present robustness even in the presence of magnetic field and disorder. Since the
study of the electronic spectrum is fundamental for understanding the physical properties
of a system, the Tight-Binding method was applied to obtain the energy spectrum of the
infinite Lieb lattice, comparing the results with the continuous approximation for the low
energy regime. The finite size effects on the electronic spectrum was also investigated by
studying ribbons with three types of edges: straight, bearded and asymmetry edges. The
results show that the flat modes persists, but the Dirac cone is removed and a gap appers

in the spectrum for ribbons with bearded and asymmetry edges.

Keywords: Lieb Lattice. Electronic Spectrum. Tight-Binding.
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1 INTRODUCAO

A Fisica do estado sé6lido é uma abrangente area fa Fisica que entre varios topicos
englobados também se dedica ao estudo dos cristais, que sao sélidos com estrutura periddica
da rede de Bravais [1, 2, 3]. Dentro desse contexto, uma nova classe de solidos cristalinos
vem chamando bastate atencao desde no inicio do século, os materiais bidimensionais (2D).
Este trabalho se dedica ao estudo do espectro eletronico de uma estrutura 2D recentemente
produzida, a rede de Lieb [4].

Os materiais 2D estao sendo alvo de pesquisas para seu investimento na industria
eletronica, devido a suas propriedades fisicas. Estes materiais sao, em geral, formados por
uma tnica camada de dtomos, tendo assim uma espessura minima, o que era considerado
experimentalmente impossivel até a realizagao [5], tendo em vista que um dos materiais 2D
que mais se destaca dentro dessa grande familia é o grafeno, que em 2004 foi isolado e vem
chamando a atencao da comunidade académica por ser um semicondutor de gap nulo e
apresentar bandas de energia conicas [6, 7]. A geometria desses materiais é um fator chave
para a estrutura de banda eletronica dos mesmos, pois algumas geometrias especificas
dao origem a novas e exoOticas bandas de energia, desta forma isso levou a investigagao
tedrica de possiveis cristais projetados com geometrias desejadas e propriedades fisicas
interessantes [8].

Encontrar as energias permitidas de um cristal é fundamental para o estudo
de suas propriedades eletronicas. Dentre os modelos usados para a obtencao, a estrutura
eletronica de cristais o modelo tight-binding (TB) se destaca por sua simplicidade e poder
de apresentar bons resultados quando comparados com célculos ab initio. O modelo TB
lida com a superposicao de fungoes de onda atdmica, sendo conhecido também como
combinagao linear de orbitais atémicos. Em suma, este método fornece um modo instrutivo
de se visualizar niveis de Bloch, tomando a funcao de Bloch como sendo uma combinagao
de fungoes de onda atomicas somadas sobre todas as N células do cristal, onde o namero
de fungoes pode ser pequeno comparado com o ntmero de ondas planas [1, 9]. Os valores
de energia de um elétron em um cristal sao obtidos resolvendo uma equacao conhecida
como equagao secular. Esses autovalores de energia sao uma func¢ao periddica na rede
reciproca, que pode ser descrita dentro da primeira zona de Brillouin.

Pensando em cristais com geometrias favoraveis destacamos a rede de Lieb, que

é o analogo 2D da rede tridimensional (3D) exibida pelos perovskitas [19]. A rede de Lieb
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é uma estrutura 2D quadrada (ver Fig.1), cuja o espectro é caracterizado por cones de
Dirac cruzados por uma banda plana, foi recentemente realizada em sistemas de dtomos
frios e redes fotonicas [11, 12, 13, 14, 15]. A realizacao experimental e caracterizacao de
uma rede de Lieb ¢ mostrada de trés formas distintas: (i) um arranjo formado por Cu(111)
confinado por moléculas de monoéxido de carbono (Fig. 2a); (ii) um arranjo formado por
Estanho (Sn) na superficie A1(100) (Fig. 2b); e (iii) um arranjo formado a base de ligantes
organicos (Fig. 3).
Figura 1 — Rede de Lieb, estrutura 2D quadrada de borda centrada.
Constituida por trés sitios nao equivalentes: A, B e ¢, os
simbolos de cor vermelha representam os sitios do tipo

A, os verdes representam os sitios do tipo B e os azuis
representam os sitios do tipo C.
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Fonte: Retirada da Ref. [18]

No primeiro arranjo, a estrutura de Lieb é formada pelos elétrons na superficie
de Cu(111) confinados por uma série de moléculas de monoéxido de carbono [4]. Usando
o tunelamento de varredura microscopica, espectroscopia e mapeamento da funcao de
onda, foi confirmada que a estrutura eletronica prevista da rede de Lieb [§]. No segundo

caso, foi realizado um sistema 2D composto por uma camada de estanho em um substrato
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de aluminio através de epitaxia por feixe molecular. O arranjo de d&tomos de Sn na
superficie Al(100) forma uma rede de Lieb estabilizada com fivela. A estrutura desse
sistema também foi caracterizada experimentalmente usando espectroscopia de varredura
por tunelamento e espectroscopia de fotoemissao com resolu¢ao de angulo [16]. Por fim,
destacamos também a realizacao da rede de Lieb em organicos covalentes com estruturas
de topologia ajustéavel. Com base nos calculos de primeiros principios, previu-se que as
duas estruturas organicas covalentes existentes sp?C — COF e sp?N — COF sao realmente

as duas primeiras realizagoes materiais da rede de Lieb a base de ligantes orgéanicos [17].

Figura 2 — Representagao dos (a) arranjo (i) e (b) arranjo (ii).

Fonte: Retirada da referéncia [16]

A Fig. 2(a) representa o arranjo geométrico de moléculas de Carbono CO(preto)
em uma superficie de Cobre Cu(111) para gerar uma rede de Lieb eletronica. Os circulos
vermelho e azul correspondem aos sites de borda e canto na estrutura geometrica da rede
de Lieb. Temos ao lado, Fig. 2(b), uma vista superior e lateral da treliga de Lieb com
fivela compreendendo Estanho Sn em uma superestrutura e os atomos de Aluminio Al mais
altos do substrato Al (100). As bolas vermelhas e azuis (cinza) representam os atomos de
Sn e os de Al (de superficie), respectivamente. A célula unitaria é indicada pelo quadrado
amarelo. A zona de Brillouin (BZ) é mostrada como a inser¢ao na vista superior.

A Fig. 3 mostra as vistas superiores de (a) sp*’C — COF e (b) sp?N — COF
em uma supercélula 2 x 2. O canto (TPPy) e a borda (BCNB ou BAIB) sdo marcados
pelos quadrados tracejados em verde e elipses tracejados em azul, respectivamente.

A capacidade de realizar artificalmente estruturas e materiais com a simetria
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Figura 3 — Representagao do arranjo (iii)
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Fonte: Retirada da Ref. [17

da rede de Lieb despertou o interesse pela investigacao de possiveis propriedades fisicas
interessantes. Nesse sentido, dedicaremos esse trabalho ao estudo do espectro eletrénico
dessa rede. No Capitulo 2 apresentaremos o modelo TB estabelecendo o passo-a-passo
de como se da sua aplicagao e como exemplo calcularemos a estrutura de bandas do
poliacetileno pela aproximagao TB. No Capitulo 3 encontraremos o espectro de energia para
rede de Lieb infinita, usando o modelo TB e o modelo continuo, para entao compararmos os
resultados encontrados. No Capitulo 4 seré apresentado as nanofitas de Lieb com diferentes
tipos de bordas, sendo elas: bordas retas, bordas barbadas e bordas assimétricas. No
Capitulo 5 explicitaremos algumas conclusoes com respeito a trabalho aqui desenvolvido e

as perspectivas para trabalhos futuros.
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2 MODELO TIGTH-BINDING

Neste capitulo iremos apresentar o modelo TB, e outras propriedades derivadas,
como por exemplo, para calcular a estrutura de bandas eletronicas de um cristal. Em
seguida aplicaremos este modelo para obter os autovalores de energia para o Poliacetileno
como exemplo, para que no proximo capitulo possamos usa-lo para adquirir a estrutura

eletronica da rede de Lieb, alvo de nosso estudo.

2.1 Modelo Tight-Binding

O calculo para se obter a estrutura de bandas pode ser feito de forma simples
e elegante usando o modelo TB, que significa ligagao forte. Este método consiste em usar
combinagoes lineares de orbitais atomicos.

Considere um solido cristalino, devido & simetria translacional da célula unitaria

na direcao dos vetores da rede, qualquer fun¢ao do cristal satisfaz o teorema de Bloch

Tn0 = eFay, (2.1)
onde Ty é o operador de translagao ao longo da rede de vetores @; com i =1,2,3,.... A
funcao de Bloch é dada por:
1 e s
o, (k,7) = Z eFFp (7 — R), (2.2)
R
onde N é o numero de células unitarias. Aplicando o teorema de Bloch:
1 & i
O (kT +@) = —= > " p(F+d— B), (2:3)
R
eikda N
(bj(ka T+ C_i) = \/N % emi(Ria)gpj (F_ (R - 6)) (24>

Encontramos que :

&, (k, 7 + @) = eF 6, (K, 7). (2.5)

Usando a condigao de contorno periédica de Born-Von Karman, que sao um conjunto
de condicoes de fronteira que sao frequentemente escolhidas para aproximar um sistema

grande (infinito) usando uma pequena peca chamada célula unitéria.

¢](E’F+Nz(fz> - Qsj(]zv F)’ (26)
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onde N; = N'/3 ja que N = Ny N,N3 é o ntimero total de células primitivas no cristal. Na
Eq. (2.5) tem-se que
¢ (k, 7+ Nia;) = e Neigy; (k, 7). (2.7)

Desta forma, obtemos que

ek Nidi — (2.8)

As autofuncgoes de um soélido sao expressadas como combinagoes lineares de fungoes de

Bloch, tal como

\Ijj(l;: )= Zij’(E)¢j/(E’f‘)v (2.9)

onde Cjj/(k k) sdo os coeficientes a serem determinados. O j-ésimo autovalor I (E) é dada

por:
- P , UEHW .d
E;(k) = (W[ H[Y;) _ J J- j 7“. (2.10)
(W5195) J 5 vsdr
Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.10), obtemos
. n Cii (¢: | H |
Eg<k) — Z] IZ J <¢J’ ’¢J> (2.11)
i= 12/ 1 C5Ciy (iley)
que pode ser reescrita da seguinte forma:
B n k)C5Cip
E;(k) = Z“ =1 o ) (2.12)

onde H,j (k) ¢ a matriz de transferéncia e S;;/ (k ) ¢ a matriz de overlap, com a aplicacao
dessas matrizes, temos que, ao olharmos da perspectiva dos &dtomos R(R’), podemos
considerar somente a contribui¢ao dos atomos ﬁ’(ﬁ) que sao os vizinhos mais proximos,
de modo que, para melhorar os resultados, podemos considerar os segundos vizinhos e
assim sucessivamente. Agora, note que o coeficiente C; também é uma fungao de ke
assim C; é determinado para cada k. Entdo quando tomamos uma derivada parcial com

respeito aos coeficientes C;, obtemos

l]’

OE; 2y HjpCiy 37051 SipCliCyr = 320y Hig CClyr 3275 1 Sy Cle

aOij (Zj,j’:l SJJ’CijCZJ )
Usando a condigao para obtermos um minimo local
E.
F; _ 0, (2.14)

oC,
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e multiplicando ambos os lados por Z?j/:l S;51C5Cijr, obtemos:

J'=1 j'=1
Temos entao que HC; = E;SC;, de forma que
[H — E;S]C; =0, (2.16)

se a matriz inversa existir obterfamos o caso trivial, onde os coeficientes C; seriam todos
iguais a zero, logo s6 ha autofunc¢oes quando a matriz inversa nao existir, isto é equivalente

a tomar o determinante igual a zero.
det|H — E;S] = 0. (2.17)

Esta equacao é chamada de equagao secular, cuja solugoes nos fornecem todos os autovalores
de E; para um dado k. Assim, para se obter a relacao de dispersao de energia deve-se
resolver a equagao secular 2.17. Para maiores detalhes sugere-se a leitura do capitulo 2 do

livro Physical Properties of Carbon Nanotubes [9].

2.2 Estrutura eletronica do Poliacetileno

Como visto na se¢ao anterior, com o método de TB obtemos os autovalores
de energia resolvendo a equacao secular, no entanto, nao ¢ trivial mostrar a relacao de
dispersao de energia em toda faixa de valores de k em um solido. Para se obter a estrutura
de bandas devemos de inicio especificar a célula unitaria e os vetores unitarios a;, depois
especificar as coordenadas dos atomos na célula unitaria e selecionar n orbitais atomicos
que sao considerados no calculo, evidenciar a zona de Brillouin e os vetores da rede
reciproca b;. Entao para cada /2, deve-se calcular a matriz de transferéncia H;; e a matriz
de overlap S;;, e assim, apds realizar este procedimento deve-se resolver a equagao secular
para obter finalmente os autovalores de energia E;.

Como exemplo inicial vamos agora aplicar o procedimento descrito para o caso
do Poliacetileno. A célula unitéiria do poliacetileno esta representada na Fig. 9 sendo
delimitada pela caixa pontilhada. Essa estrutura é mapeada numa rede 1D.

Note que a figura mostra dois carbonos nao equivalentes A e B na célula unitaria
correspondente. A rede de vetores unitarios a; e a rede reciproca de vetores l; sao dados
por:

a; = (a,0,0)
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Figura 4 — Estrutura do Poliacetileno com célula unitaria limitada
pela caixa com linha pontilhadas, mostrando dois tipos

H [H |H
| | ;

CAINCAING A
| R
H  H i

b = (%,0,0) . (2.18)

by =2r—3 % (2.19)
( ( j X Z)
A zona de Brillouin corresponde a:
T 7

Os orbitais atomicos de Bloch dos 4tomos A e B sao dados pela Eq. (2.21),
onde o somatoério é realizado sobre a coordenada R do local do atomo, para os dtomos de

carbono A ou B.

1 o i
¢](F) = \/_N ZGZk.Ra@j(F— Ra), (221)
Ra,

com (o = A, B). A matriz de transferéncia H;; e a matriz de overlap S;; sdo obtidas

resolvendo as seguintes expressoes:

Hjj = (¢;1 H |9j1) (2.22)

Sjir = (@5l ¢ir) - (2.23)
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As duas representagbes matriciaia ficam:

Has H
H= """ 74 (2.24)
HBA HBB
€
Saa S
S R I (2.25)
SBA SBB

Onde os elementos diagonais da matriz de transferéncia sao obtidos da seguinte forma:

H ‘@A(F— R’)>, (2.26)

H|pp(F - é)>. (2.27)

A contribui¢do méxima para os elementos da matriz H, s e Hgp vem quando
R = R/, isso nos d& a propria energia do orbital do nivel 2p, desta forma os termos
do somatoério quando R = R’ + a , com n inteiro, serdo negligenciados pela ordem de
aproximagao. Desta forma, temos os seguintes valores para os elementos da matriz Haa €
Hpgpg, respectivamente:

Hya(7) = Hpp(T) = Eay. (2.28)

A contribui¢cao méaxima para o elemento da matriz H4p vem quando os dtomos
A e B sao vizinhos mais proximos, e assim, no somatorio sobre R’ consideramos apenas os

casos em que R’ = R £ ¢ e negligenciamos os demais termos:

ika —tika

N
Hap() = S5 (al— B H |op(7 = = a/2))+e ¥ (oali = B)| H |on(7 - E+a/2))]
R
(2.29)
o que leva a seguinte expressao:
ka
Hup(r) = 2tcos(7), (2.30)
onde t é a integral de transferéncia, dada por:
t = <¢A(F—é) H’@B(F—ﬁia/2)>. (2.31)
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A matriz de transferéncia é hermitiana, desta forma o elemento da matriz Hpy

¢é obtido pela relagao do conjugado hermitiano, assim:
Hap = Hyp,. (2.32)

Os elementos da matriz de overlap sao obtidos da seguinte forma:

1
Saa(r) = N

=

pik-(R—R") <90A(F— ﬁ’)

a7 — E)> , (2.33)

p!
=

Spp(F) = 1 0 FED (o (7~ R)

oAl — é)> . (2.34)

1)
1

By
B

==
M=

A contribuicao méxima para os elementos das matrizes S44 € Spp vem quando

R = R', isso nos da as seguintes expressoes para os elementos da matriz de overlap Sy e

SBBI

Saa(r) = Spp(r) = 1. (2.35)

Considerando que ha uma sobreposicao de B com relacao a A, temos que o elemento da

matriz de overlap Ssp dado por:

ika

Sap() = i[e2 (alF = B)|on(F = B = a/2)) + 7 (oalr = R)|pn(F~ R+a/2))],

R
(2.36)
resultando em:
k
Sap(F) = 25(;05(7“), (2.37)
onde S é a integral de overlap, dada por:
S = <¢A(F—é)(g@3(?—ﬁia/2)>. (2.38)
Vamos definir a funcao f (E) de forma a ter as seguintes expressoes:
- k
Fk) = 2005(7“), (2.39)
de forma que podemos reescrever as Eq. (2.24) e Eq. (2.25) como sendo:
By tf(k
H— 2p f( ) : (240)

tf*(E) E2p



A funcao f(%) é uma fungao real, onde f(E) é i1R. Usando a equagao secular

s={ ™
S (k)

By Sf(k)

Es,

(2.41)

obtemos a seguinte expressao para os autovalores correspondentes a energia:

Es, £ 2t cos(ka/2)

Ei(k) = : 2.42
+(k) 1+ 2S cos(ka/2) (242)
Figura 5 — Dispersao de energia do Poliacetileno, obtida pela Eq.
(2.42). Linha solida (pontilhada) representa o valor de
energia tomando o sinal + (-) na Eq. (2.42).
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»” s
P ” \\ ________ E
e .
'O" “\‘
’0 ‘\
g RN
< s,
/' S
‘s‘
‘-
~‘~
\-
g .,
-3 -2 -1 0 1 2 3




24

A Fig. 5 mostra a relagao de dispersao de energia para o Poliacetileno, com
valores para os pardmetros t = —1 eV e s = 0, 2, o grafico é dado em unidades de t. A
dispersao de energia nos resulta em duas bandas, pois temos dois atomos na célula unitéria,
onde E representa as energias para a Eq. (2.42) com sinal + e E_ representa as energias
para a Eq. (2.42) com sinal -. A banda é uma fungao do tipo cosseno que apresenta

concavidades diferentes e se tocam no limite da ZB.
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3 REDE DE LIEB

Neste capitulo apresentaremos a rede de Lieb usando a definicao de um soélido
cristalino, especificando seus vetores primitivos e estudando a ZB. Entao, cacularemos o
espectro eletronico para rede de Lieb infinita usando dois modelos, o modelo da aproximacao

TB e o modelo continuo.

3.1 Rede de Lieb

A rede de Lieb, uma estrutura 2D quadrada de borda centrada, formada por
trés sitios nao equivalentes, nao existente em materiais conhecidos, mas que pode ser
projetada, apresenta, assim como o grafeno, bandas de energia exoticas.

Uma definicao indispensavel na descrigao de qualquer sélido cristalino é a
definicao da rede de Bravais, que lida diretamente com a geometria da estrutura. Uma
rede de Bravais é um arranjo infinito de pontos organizados e orientados de forma que
esses pontos parecem os mesmos, independentemente de onde seja observada a estrutura.

Matematicamente, temos que:
R= niay + neGsy + nzdz, (3.1)

onde ay, as e az sao quaisquer vetores nao coplanares, que sao responsaveis por gerar ou
cobrir a rede, chamados de vetores primitivos.

Evidentemente, uma vez que consideramos todos os pontos equidistantes, a
rede de Bravais deve ser infinita em extensao, isso parece contradizer o real, ja que os
cristais sao finitos por natureza. No entanto ao analisarmos seu interior a maioria dos
pontos estao distantes o suficiente da superficie, de forma que os efeitos de borda podem
ser desconsiderados.

Pela Fig. 6 pode-se perceber que a rede de Lieb tem os seguintes vetores
primitivos

a; = a(1,0), a3 =a(0,1), (3.2)

de forma que os vetores da rede reciproca sao dados por:

L9 .
by = “2(1,0), by = —2(0,1). (3.3)
a

a

O quadrado rosa pontilhado na Fig. 7 representa a primeira ZB e os vetores que geram a



Figura 6 — Representagao da rede de Lieb formada pelos sitios
A(bolinhas vermelhas), B(bolinhas rosas) e C(bolinhas

azuis) ndo equivalentes. dj e a3 sdo os vetores primitivos.

t é o parametro de hopping para os primeiros vizinhos e
t' é o parametro de hopping para os segundos vizinhos.

b
(1 1 1 }

rede reciproca. Os pontos de alta simetria sao dados por

T'=(0,0), M=2(1,1), X="2(1,0).
a a

26

(3.4)
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Figura 7 — Representacao da primeira ZB da rede de Lieb. O trian-
gulo tracejado representa a zona de alta simetria formada
pelos pontos M (simbolos vermelhos), I'(simbolos lilas)

e X (simbolos verdes). b; e by sdo os vetores da rede

reciproca.
A,
_\_\-9\{\}0
o———x—>»
1
ky
k.\f

A 7B é definida como a célula unitaria do espaco reciproco. Da mesma forma
que a rede cristalina é dividida em células de Wigner-Seitz para redes de Bravais, a rede
reciproca associada ¢ dividida em zonas de Brillouin. [2| Os limites da primeira zona sao
dados pelos planos equidistantes dos pontos da rede reciproca, e sua aplicagao principal
é nas fungoes de onda de Bloch. Conseguimos sua obtengao esquematica tragando retas
equidistantes parelelas e perpendiculares entre si. Apos definir a célula unitéria, os vetores
unitarios, especificar as coordenadas dos sitios na célula unitéria, evidenciar a ZB e os
vetores da rede reciproca, basta selecionar os orbitais atdmicos que sao considerados no

calculo para a obtengao do espectro de energia da rede.
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3.2 Espectro eletronico de Lieb

Os autoestados do elétron serao uma combinagao linear das fung¢oes de Boch,

assim:

N
— 1 ik-R. = =
(7 = 7= > et e, (- R.), (3.5)
R

onde a« = A, B, C'. A matriz de transferéncia é dada por:

Han Hap Hac
H=|(Hpgs Hpp Hpe |- (3.6)
Hea Hep Hee

Os elementos da matriz sdo obtidos pela Eq. (2.10) , que nos da:

Hpp = %i <90A(F_ ﬁA)‘ H ‘SOA(F_ EA)> = Ea, (3.7)
Ra

HBB_% ﬂ (on(r— )| H | (7 ~ i) = B, (3.8)

Hoo = > (¢l = o) H|pe(7 — Re)) = Ee, (3.9)

onde F4, Fp e FE¢ sao as energias dos sitios A, B e C, respectivamente. Analisando a
contribuic¢ao do sitio A com relagao ao sitio B, temos que
N
1

Hpa =+ Z M RATID) < o (F — Ri)| Hpa(7 — Ra) > . (3.10)

Rp,Ra
Usando a aproximagao TB até primeiros vizinhos para o sitio A com relagao ao sitio B:

R_»A:R_»B:E%iR_»A—R_’B:i%,

obtemos

k- d
HBA:2tBACOS< 2a2>7 (3.11)

onde

tpa =< @p(F — Rp)|H|pa(F — Ra) > . (3.12)
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Analisando agora a contribuicao do sitio C com relagao ao sitio B, temos que

N
1 T L L.
HBC = N _}Z_‘ €Zk'(RC_RB) < QOB<7‘ — RB)|H|QOC<T — Rc) > . (313)
Rp,Rc

Usando a aproximacao TB até segundos vizinhos para o sitio C com relacao ao sitio B:

R}:R}i% ;»R}—P?B:i%, (3.14)
obtemos .
k- a
Hpo = 2tge cos( 2‘”), (3.15)
onde
tpe =< pp(7 — Rp)|H|pc(F — Re) > . (3.16)

Para analisarmos H 4¢ devemos considerar a contribuicao dos sitios em 4 (’“;‘12) e+ (‘”;”).

Logo
]_ N sy 5" — —
HAC = N Z €lk'(RciRA) < (pA(F— RA>|H|¢0<F— Rc) > . (317)
Ra,Rc

Usando a aproximagao TB até segundos vizinhos para o sitio C com relagao ao sitio A,

temos que:
R_)C = R:l + —(a_i;a_é) = R}v — RT4 = zl:—(@;@),
B = By 628) oy [, =yt
Entao
Hyc = 2t cos <E M) + 2t COS(E~ (4 ;r 2)>, (3.18)
onde
_ L L a; — as
tAC =<< (,DA(T—RA)‘H‘QOC'(T—RA$¥) >, (319)
e
+ — 5 — 5 ( _i + 3)
tAC’ =<< QOA(T—RA)|H|QOC(T’—RA:FT) > . (320)



Desta forma, como a matriz de transferéncia é hermitiana, obtemos:

Husn Hpy, Hac Han Hpa Hac
H=|Hpy Hpp Hpc|=|Hpa Hps Hpc
Hic Hpe Hee Hic Hpe Hee

Tomando E4 = Ep = FE¢ = 0, e negligenciando os segundos vizinhos, temos:

Hpac = Hgyg = 0.

Logo,

A matriz de overlap é dada por:

Saa Sap Sac
S = Spa See Sse

Sca Scs Scc

Os elementos da matriz sdo adquiridos pela Eq. (2.11) , que nos dé:

Saa =S = Scc = 1.
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Nao iremos considerar a sobreposicao de um sitio com respeito ao outro, desta maneira

encontramos que a matriz de overlap é a propria matriz identidade

1 00
S=1010
0 01

(3.26)

Usando a equagao secular, encontramos as seguintes expressoes para as autoenergias:

k- di k-
Fy3 = +2t, | cos? <%> + cos? ( 2a2>‘

(3.27)

(3.28)
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Definindo a funcao g(E), temos

- k-d k-
g(k) = cos® ( 2a1) + cos® ( 2a2> . (3.29)

B, =0, (3.30)
By = 2t\/ g(k), (3.31)
Ey = —2t\/ g(k). (3.32)

Figura 8 — (a) Espectro eletronico para rede infinita de Lieb obtida
por meio do calculo TB; (b) Representacao da dispersao
de energia ao longo do tridangulo tracejado que conecta
os pontos de alta simetria

Na Fig. 8 podemos observar que o espectro de energia para rede infinita de
Lieb é formado por duas bandas dispersivas, que compoem um cone Dirac no ponto M na
primeira ZB e uma terceira banda plana que cruza o ponto de Dirac. Note ainda que este
espectro possue a auséncia de um gap de energia.

Ao analisar os pontos de alta simetria da cécula unitaria, com a Fig. 8(b)
percebe-se que I' estd no ponto mais alto da estrutura de banda, no entanto, X é o ponto
mais baixo indo de I' para I" e o mais alto indo de M para M, ou seja, X estd no ponto
de cela, e M no ponto mais baixo da estrutura de banda. Note entao que estes pontos, I,
X e M, refletem a alta simetria da rede, dando noc¢ao ao que se encontra no centro da

cécula unitaria, assim como no meio das areastas e nos vértices das arestas.
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3.3 Modelo continuo para rede de Lieb

Da estrutura de bandas mostrada na Fig. 9(b), vemos que para baixas energias,
a Unica regiao do espectro acessivel fica em torno do ponto M. Dessa forma, iremos entao
passar de um modelo discreto para um modelo continuo fazendo uma aproximacao para
o Hamiltoniano em torno do ponto de alta simetria M. Para isto, iremos expandir em
série de Taylor os termos diferente de zero do Hamiltoniano e tomar apenas os termos
de primeira ordem em k, e k,. Note que aj = 2a¢Z e a3 = 2a¢y, desta forma podemos

escrever a Eq. (3.23) da seguinte forma:
0 cos(kyao) 0
H =2t | cos(kyao) 0 cos(kypap) | - (3.33)
0 cos(kzap) 0

Expandindo em série de Taylor cada termo em torno do ponto de alta simetria, M =

M (M., M,) = %(1,1), para x tem-se

d 1 d?
cos(kyag) = cos(kap) + —(kzao) (ky — M)+ = — (kyao) (ky — M,)?,
ko=, e ko =M, 2 dk3 ko =M,
(3.34)
e para y tem-se
d 1 d? 9
cos(kyap) ~ cos(kyag) + %(kyao) (ky — M,) + §W(/€yao) (ky — M,)",
ky=My Y ky=M, Y ky=M,
(3.35)
onde a = 2ay, logo M, = 700 € My = 55, de forma que
cos(kyao) = —ag(k, — M), (3.36)
e
cos(kyao) ~ —ag(k, — M,). (3.37)

Com isso, temos que o Hamiltoniano aproximado resulta em

0 k, — M, 0
H = —2tay | k, — M, 0 k, — M, | - (3.38)
0 ky — M, 0

E usando a equacao secular, obtemos o espectro eletréonico para o modelo continuo com

B, =0, (3.39)
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By = 2tagy (hy = Ma)? + (ky — M,)?, (3.40)

By = ~2tag\/ (K, — M) + (k, — M,)2. (3.41)

Figura 9 — Comparacao dos espectros de energia usando
o modelo TB (linha preta) e modelo continuo
(linha vermelha) para rede de Lieb infinita

Na Fig. ?? temos o espectro eletronico da rede de Lieb obtido pelo (curva de
cor preta) modelo TB e (curva pontinhada) com a aproximagao continua. Ao compararmos
estes resultados, observa-se que, para baixas energias, F da ordem de ¢, a aproximacao
continua, com dispersao linear, se mostra satisfatoria, mas o modelo TB se mostra mais

eficaz para a analise de fendmenos que ocorram com |E| > ¢.
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4 NANOFITAS DE LIEB

Neste capitulo, desenvolveremos uma forma de abordar fitas de Lieb com
trés tipos de bordas e entao calcularemos seus espectros de energia por meio de dois
modelos, inicialmente utilizaremos o modelo TB e por fim a aproximacao continua. Apos

encontrarmos o espectro de energia, iremos comparar os modelos utilizados.

4.1 Nanofitas de Lieb

Por fitas de Lieb entendemos sistemas que preservam a geometria da rede de
Lieb e tém dimensao infinita ao longo de uma direcao, a direcao x por exemplo, mas
possuem tamanho nanométrico ao longo da outra diregao.

Interessados nos efeitos da geometria das bordas no espectro eletronico das
fitas de Lieb, trabalhamos com os seguintes trés tipo de bordas, (a) borda reta, (b) borda

barbada e (c) borda assimétrica.

Figura 10 — Fitas de Lieb com diferentes tipos de bordas: (a) borda
reta, (b) borda barbada e (¢) borda assimétrica. Os
simbolos vermelhos representam os sitios do tipo A,
os verdes do tipo B e os azuis do tipo C. Destacamos
abaixo de cada borda a contagem de niimero de linhas.

= = MR W W R o 3

Na Fig. 10(a) temos a borda reta que é caracterizada por sua primeira e tltima
linha serem formadas por sitios do tipo B e C, na Fig. 10(b) temos a borda barbada que
tem sua primeira e ultima linha formadas por sitio do tipo A, e na Fig. 10(c) temos a
borda assimétrica que tem sua primeira linha formada com sitio do tipo A e sua tultima

linha formada com sitios do tipo B e C.

O CTR SV R % R S - S & B )

—
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Note que para o caso da borda barbada, temos Ny = % e Ng=Ng = %,
onde N,, Ng e N¢ correspondem o ntumero de linhas dos sitios A, B e C, respectivamente,
e N corresponde ao nimero total de linhas que define o tamanho da fita. J& para o caso
da borda reta, temos Ny = % e Ng = N¢g = % Finalmente, para o caso da borda
assimétrica, onde a primeira linha é composta apenas por sitios do tipo A e a tltima linha
é composta por sitios do tipo B e C' com Ny = Ng = Ng = % Vale ressaltar que no
caso de bordas retas ou barbadas N é sempre fmpar, ji para bordas assimétricas N é

necessariamente um nimero par.

4.2 Tight-binding para nanofitas de Lieb

Nessa se¢ao iremos partir do Hamiltoniano para a rede de Lieb escrito na

linguagem de segunda quantizagao:
H :tZ(ajbj +b}ai) —i—tZ(b}cmchInbj), (4.1)
irj jm

onde d; e d;- = a,b,c sao operadores que destroem e criam elétrons nos sitios i e 7,
respectivamente. Como a estrutura de fitas é caracterizada pelo ntiimero de linhas, é

conveniente escrever nossos operadores COmao:

d; = jﬁ o3, (4.2)

1 ik ry .
d}:m;;e’% sdly (4.3)

com N, representando o nimero de células unitarias ao longo da direcao x, na qual a
simetria de translagio ¢ mantida, e dy, ,(d!, ) destréi (cria) um elétron com momento
hk,(hE.) no sitio do tipo d na linha n(n’). Substituindo as Eqgs. (4.2) e (4.3) na Eq (4.1),

temos:

H = § § : § : zklrzlezkrrmja bk n’ +e —ikl, T zk:zrmzb’f /akz,n +

ke .kl nn’

ke ikl — ikl ik,
—Z D D0 eI, ey e M by

YA N 4
kb kN n/ n

(4.4)
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Multiplicando pelo fator
e~ HhaTei kot — 1 (4.5)

e organizando os termos, obtemos

S S K

7.7 kz:k n, n/

!
_§ :§ :§ :6 ikl kz)rz zkz (re;— Tz, bT/ /akz,n+

7] kzak n, n'

///
NE:E:E:ek krz]ez m:mrsz/ /Ck“”_"

]’m k./ k//n n//

11 !
_§ :E : § :6 i(kY—kL) mmek(mj Tarm ) Ck” //bk’ .

]m k/ k,lln n//

(4.6)

No primeiro termo do lado direito da Eq. (4.6), vamos fixar a origem em um sitio 7 do
tipo A, fazendo j variar sobre os primeiros vizinhos de B. No segundo termo vamos fixar
a origem em um sitio j do tipo B, fazendo 7 variar sobre os primeiros vizinhos de A. No
terceiro termo vamos fixar a origem em um sitio j do tipo B, fazendo m variar sobre os
primeiros vizinhos de C. Por fim, o quarto termo vamos fixar a origem em um sitio m
do tipo C, fazendo ¢ variar sobre os primeiros vizinhos de B. Apo6s esse procedimento,

obtemos:

ZZZG Y (S L A e

i kg kL, nn/

N, Z Z Z 9 (0w + 5n,an—1)bl];g,n’akx,n+

J ksz,kl nn'

"t TV .01
AT E § E iz ke ey (5 '€ ikza/2 +571’,71”6“%a/2)bT§C,n’Ck§;',n”+

j kJ k//n n//

"_pt
N § :E : E :6 i(kl—k.) rmm(5 e —ik] a/2+5/ Hezk a/2)ck” //bkg,n’v

m kl k// n/ n//

(4.7)

onde os deltas de Kronecker aparecem para garantir apenas a transicao entre linhas

vizinhas. Introduzindo a funcao delta de Kronecker

5km,k N Z e 2 ) (48)
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obtemos o seguinte Hamiltoniano

H= Z Z t(én,n’-i—l + 5n,n’)aLz,nbk;,n’+

ke n,n’
Z Z t((sn/m + §n/7n_1)bl&7n,akz,n—l—
kz mn’
(4.9)
Z Z 2t cos(k!a/2) 8y bl o Cht i+
k:;: n/7nl/
Z Z 2t cos(kla/2)d,, /ck,, bkt -
k‘; nl7n//
Definindo
T;?,f’ = <5n,n’+1 + 5n,n/)7 (410)
7'5:2 = t(én/,n + 5n’7n—1)7 (4.11)
e
ThC, = 2t cos(kLa/2) 0 (4.12)
onde TAB/, ffl eT, C,, correspondem aos elementos das matrizes 745, T4 e TBY respec-

tivamente, chegamos ao seguinte Hamiltoniano

H = Zk Znn’( nn’akx nbk/ ’_'_TB b ’akmn)—i_

(4.13)
Zk" Z //( nBchlub‘l];/ /Ck/ " + Tn//Cn/CL/ //bk’ />-

Uma forma de obtermos o espectro de H é aplicar a equacao de Heisenberg para os

operadores ag, n, bg, n € Ck, n. LOgo, precisamos da relagao de comutacao entre os operadores

e H.

[k, n, H Z Z T2 gy s ]bap, (4.14)

ko nn

[y, H ZZTAB(SI% 70 Ot s (4.15)

ke @0

ks H) = ) 7280, (4.16)

3
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ou

akm’n, Z /bkz (417)

Realizando o mesmo procedimento para os operadores by, ,, € ¢, n, Obtemos

by H Z gy Z C Cheymt (4.18)

n/=1 n/=1
Clcz,na Z /bkz,n" (419)

Na auséncia de campos externos variando no tempo, podemos assumir que a dependéncia

. _iBt .
temporal dos operadores é e~ » . Entao:

d 1B )
%akz,n = _?akz,n = _E[&kgﬂ,na H]? (42())
d ) 1
—b n:__b n:__b TuHu 4.21
=~ = L ] (a21)
d ) 1

Eck”’n = —?Ck%n = _f_i[CkI’n’ H] (422)

Logo, temos que
Eay, n = [ay, n, H],

Ebkz,n = [bkzzﬂh H]a (42?))
Eckz,n = [Ckz,na H]~

Substituindo as Eq. (4.17), Eq. (4.18) e Eq. (4.19) na Eq. (4.23), encontramos trés

equagoes acopladas para os operadores ay, ,, b, n € C, n, sSendo estas

ZNB kanI—EakIn,’l’L—12 NA;

/=1 nn
ZN/Al nn/akx n T+ Z ,Cl nnlckx n’ = Ebkxn , = 1,2,...,NB; (424)
]\{Bl nnbkz /_Eckzn,n—12 NC

Na forma matricial, temos

Ak om Akyon

T opn | =E| b | (4.25)

Ckx:” Ckm,”?
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onde T é uma matriz de ordem N4 + Ng 4+ N¢e dada por:

Olvasna [T ]naxns  [Olnaxne
T=|[T%npxny  Olnpxns (TP npxne | - (4.26)
Olnoxna  [TPCNexng  [Olnexne
Assim, tudo que precisamos fazer para encontrar os modos de energia é dia-
gonalizar a matriz T. Vamos agora exemplificar a obtencao de T' para os trés tipos de

bordas.
4.2.1 Borda Barbada

Tomando o caso particular, por exemplo, com N = 3, temos Ny = 2 e

N = N =1, e assim

T = | = : (4.27)
7'2"}13 t
TP = (Tfff‘ ﬁg‘) = <t t) , (4.28)
e
TBC = 2t cos(k,a/2). (4.29)
Entao
0 0 13 0
0 0 t 0
T = . (4.30)
t ot 0 2t cos(kla/2)
0 0 2tcos(kla/2) 0

Seja v =t e B = 2t cos(kla/2), temos entao

0 0 a O
0 0 a O
T = (4.31)
a a 0
0 g 0

Como nesse caso Ny = % e Ng = Ng = %, temos que Ny + Ng + N¢o =

3N—-1
2

é a ordem da matriz T para o caso da borda barbada.
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4.2.2 Borda Reta

Para o caso da borda reta temos que o caso particular em que N = 3, temos

NAzleNB:NCZQS

0 (s )= (1 1), (432
24 t
TBA= [N ] = : (4.33)
721?{4 0
e
rBC _ o0 1y Rz cos(kla/2) 0 | (4.34)
90 ToN 0 2t cos(kl.a/2)
Entao
0 Tf}lB TfQB 0 0
7'1]?1‘4 0 0 Tff 7'520
0 Tlfflc 7520 0 0
0 = 78 0 0

Novamente escrevendo o« =t e § = 2t cos(kla/2), temos que:

0O a 00 O

a 00 8 0
T=10 00 0 p (4.36)
0 8 0 0 0

00800

Nesse caso como Ny = Y=L e Np = No = ¥HL temos entdo que Ny + Np+ No = 35 ¢
a ordem da matriz T' para o caso da borda reta. Entao temos 1 modo a mais para a borda

reta que na borba barbada, onde a ordem é de 3]\’2_1.

4.2.3 Borda Assimétrica

Para o caso da borda assimétrica, vamos tomar o caso particular em que N = 2,

temos Ny = Ng = N¢ =1, logo

T8 =P =t, (4.37)
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T8 =t =1, (4.38)
e
TP = 10 = 2t cos(k,a/2). (4.39)
Entao
0 7 0 0 t 0
T=1% 0 offf|=]t 0 ot cos(k.a/2) | - (4.40)
0 7 0 0 2tcos(k,a/2) 0

Novamente, tomando o =t e § = 2t cos(kl.a/2), temos que:

0 a O
T=1a 0 B/|- (4.41)
0 8 0

Aqui Ny = Ng = N¢g = %, assim tem-se que Ny + Ng + No = % é a ordem

da matriz T" para o caso da borda assimétrica.

4.3 Modelo continuo para nanofitas de Lieb

Vimos no capitulo anterior que o Hamiltoniano aproximado para baixas energias

¢é dado por:

H = —2tag | k, — M, 0 k, — M, | - (4.42)

Fazendo uma substituicao simples de ¢, = k, — M, e ¢, = k, — M,, temos a seguinte

expressao para o Hamiltoniano

0 ¢ O
H = —2tay Qy 0 q.1- (443)
0 ¢g. O

A equacgao de Schrodinger independente do tempo nos da para a rede de Lieb que

H|U) = E|U), (4.44)
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Va
onde |W) = | ¢, | pois temos trés atomos na célula unitaria. Substituindo a Eq. (4.43) e
Ve,
a Eq. (4.3) na Eq. (4.44), temos que
0 Qy 0 Y Va
—2tap (g, O q | |b|=E ] (4.45)
0 ¢ 0] \te Ve

—

O momento é dado por hi§ = P = —ihv, logo

0  —ihg 0 Ya Ya
2tayg . .
5 —ihZ 0 =i | || =E | |- (4.46)
0 —ihg 0 Ve We

Da Eq. (4.46) percebe-se trés equagoes acopladas, sendo elas:

2itag 7t awb = FE,,
9itag (3% + 81#;;) — By, (4.47)
2itag " awb = E..

Em geral, as fung¢oes de onda 1,, ¥, e 1. sao fungoes de x e y, no entanto,

como temos simetria translacional ao longo da dire¢ao =, podemos supor:

wa(ma y) = eiqxwwa(y),
(@, y) = ey (y), (4.48)
77/}13(557 y) - eiqzm@bc(y)‘

Substituindo ©,(x,y), ¥u(z,y) e ¥.(z,y) nas equagoes acopladas encontradas,

obtemos
d¢5y —ieta(y),
Haltd = —ien(y) — iqe(y), (4.49)
— @ s(y) = ete(y),
onde € = . Note que o conjunto de Eqgs. (4.49) nos informa 1. na terceira equagao, ao

substituir este 1. na segunda Eq. (4.49) obtem-se:

dd)b— = —ZE%( )

dwa(y)_z<?§_ )

(4.50)
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Derivando a primeira Eq. (4.50) com respeito a y e em seguida substituindo a segunda Eq.

(4.50) no resultado, obtem-se:

>y (y)
dy?

onde k?* = £? — ¢2. Desta forma temos que a solugao é do tipo

+ K (y) = 0, (4.51)

y(y) = Acos(ky) + Bsen(ky). (4.52)

Note que ¥, (y) e ¥.(y) sao facilmente encontrados substituindo a Eq. (4.52) na primeira

e terceira Eq. (4.49), logo

Yuly) = 1~ Asen(ky) + Beos k)] (1.53)

bely) = —%[Acos(ky) + Bsen(ky)]. (4.54)

Encontrando 1,(y), ¥s(y) e ¥.(y), vamos analisar as condigdes de contorno para cada tipo

de borda da fita de Lieb. Note que com & como divisor estamos excuindo o caso em que

E
2tag ”

E =0 uma vez que € =
4.3.1 Borda Barbada

Seja N o numero de linhas de sitios do tipo A, entao o tamanho da fita sera
L = (N — 1)ag. Vamos impor as condi¢oes de contorno que nos parecem mais naturais.
Assim, vamos supor que a funcao de onda nas bordas deve ser nula. Como no caso de

bordas barbadas temos apenas sitios do tipos A nas bordas, impomos que:
U, (z,0) = U,(z, L) = 0. (4.55)

Desta forma, ao aplicar a condigdo de contorno em que ¥, (z,0) = 0 na Eq. (4.53)

encontra-se B = 0, assim

Yaly) = —% Asen(ky),
Uu(y) = Acos(ky), (4.56)
Ye(y) = —L Acos(ky),

e em formato matricial:
— % Asen(ky)
U(z,y) = A"t Acos(ky) . (4.57)
— 2= Acos(ky)



44

Aplicando agora a condigao de contorno em que ¥,(z, L) = 0, obtemos a quantizacao de

g, uma vez que sen(kL) =0 = kL = nr, logo

com

n=01,2... (4.58)

Note que a quantizagao de k leva & quantizagao da energia, pois k% = % — ¢2 e temos que

_ FE

€ = Gio- Entao explicitando os valores de £ e de €, obtemos

2
E, = +2tagy/ (%) + g2 (4.59)

Portanto, dentro do modelo continuo, a Eq. (4.59) nos fornece o espectro de energia das

fitas de Lieb para bordas barbadas.
4.3.2 Borda Reta

Nas extremidades deste tipo de borda encontram-se os atomos B e C, desta

forma temos que
Uy(z,0) = V. (x,0) =0,
Uy(x, L) = V. (x,L) = 0.

(4.60)

Aplicando a condi¢ao de contorno em que Wy(z,0) = ¥ (z,0) = 0 encontra-se que A = 0,

logo a funcao de onda resultante é dada por:

%cos(ey)
U(z,y) = Be"™" | sen(ky) |- (4.61)

— 2 sen(ky)

Aplicando a condigao de contorno em que ¥y(z,L) = W .(x, L) = 0 temos novamente

kn, = "I, 0 que leva ao mesmo espectro de energia encontrado para borda barbada.

4.3.3 Borda Assimétrica

A borda assimétrica é a juncao dos dois tipos de bordas trabalhados anterior-

mente, isto é, um lado (y = 0) é terminado com a borda reta e o outro lado y = L com a
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borda barbada. Desta forma, vamos impor, de forma analoga, as seguintes condi¢oes de

contorno:

Uy(2,0) = V.(x,0) =0,

(4.62)
U, (z, L) =0.

Ao aplicar a condigao de contorno em que ¥y(x,0) = W.(z,0) = 0 encontra-se A =0, e ao
aplicar a condigao de contorno em que V,(x, L) = 0 encontra-se a quantiza¢ao de £ uma
vez que cos(kL) = 0= kL = (2n + 1), logo:

2n+1)m

ky =
2L

,n=0,1,2.... (4.63)
Com a quantizagao de k obtemos também a quantizagao da energia

(2n + 1)272

Note que os valores encontrados para as energias das fitas de Lieb com diferentes
tipos de bordas sao valores discretos, dependem do niimero n. Nos casos das bordas barbada
e reta, quando n = 0 temos o modo linear, mas aqui, no caso da borda assimétrica, quando

n = 0 nao obtemos o modo linear.

4.4 Resultados

A Fig. (11) mostra o espectro de fitas obtido pelo modelo TB para os trés tipos
de bordas considerados. Os painéis (a) e (b) mostram os modos de energia para as fitas de
bordas retas, ja os painéis (c) e (d) mostram os modos de energia para as fitas de bordas
barbadas, ambos com N = 11 (a, ¢) e N = 51 (b, d) linhas, enquanto os painéis (e) e
(f) apresentam as energias permitidas para as fitas de bordas assimétricas com N = 10 e
N = 50, respectivamente.

Os resultados obtidos com o modelo TB mostram que a banda plana nao é
afetada pelo tamanho finito ou pela geometria da borda e permanece intacta para todas as
geometrias, ou seja, ao passarmos da rede infinita para as bordas com diferentes geometrias,
os modos planos persistem.

O cone de Dirac, ja encontrado no espectro da rede infinita, esta presente
apenas para o caso de bordas retas, enquanto um gap de energia é aberto no espectro para

os outros dois tipos de fitas, caso de bordas bardadas e bordas assimétricas.
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Figura 11 — Espectro das fitas de Lieb com modelo TB para o caso
borda reta (a) com N = 11, (b) com N = 51, borda
barbada (¢) com N = 11, (d) com N = 51, borda
assimétrica (e) com N =11 e (f) com N =51

E/t
E/t

E/t
E/t

E/t
E/t

0 0.5

kyag/m

A principal diferenca entre os espectros de fitas com bordas barbadas e assimé-
tricas é o tamanho do gap de energia produzido. Pode-se notar que para fitas de tamanhos
semelhantes, as fitas com bordas barbadas tém gaps mais largos que as fitas com bordas

assimétricas.
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Contudo, o aumento do numero de linhas N tem o efeito esperado sobre o
espectro, que é, reduzir o confinamento e obter mais modos que estao mais proximos em
energia uns dos outros. No limite de N muito grande, restauramos o espectro da rede
infinita de Lieb.

Os resultados para os espectros das fitas de Lieb aqui encontrados pelo modelo

TB estao de acordo com os resultados achados na Ref. [18].

Figura 12 — Resultados encontrados na Ref. [18].

Quando comparamos o modelo TB e a aproximg¢ao continua no caso da rede
de Lieb infinita, a aproximagao continua se mostrava satisfatéria para o caso de baixas
energias. No entanto, quando analisamos o caso das fitas de Lieb com diferentes tipos
de bordas, a aproximagao continua nao se mostra satisfatoria (ver Fig. 13) uma vez
que os resultados se distanciam do modelo TB, como no caso da borda barbada que ao
introduzirmos o efeito de borda o cone de Dirac some dando lugar a um gap de energia,
0 que nao ocorre com a aproximacao continua. Além disso, as condi¢oes de contorno
ultilizadas produzem o mesmo espectro para bordas retas e bordas barbadas, o que nao
estd de acordo com o modelo TB.

Finalmente, os valores de energia obtidos pelo modelo continuo com as condigoes
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de contorno utilizadas nos fornecem energias muito acima daquelas obtidas pelo modelo
TB, o que nos leva a concluir que as condicoes de contorno utilizadas nao sao adequadas.
Vale ressaltar que outras tentativas foram feitas, como, por exemplo, supor ¥, + 1. = 0 no

caso de bordas retas. No entanto, tal tentativa também se mostrou infrutifera.
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Figura 13 — Comparagao dos espectros das fitas de Lieb com modelo
TB e aproximagao continua, representadas pelas linhas
azuis e as linhas tracejadas respectivamente, com bordas
(a) retas, (b) barbadas e (c) assimétricas
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O presente trabalho teve como um de seus objetivos apresentar uma estrutura
que possui geometria e propriedades fisicas interessantes, a rede de Lieb, dedicando-se
a explicar desde sua caracterizagao experimental & obtencao dos espectros de energia
para diferentes geometrias, isto é, considerando desde a rede infinita as fitas de Lieb com
diferentes tipos de bordas.

No Capitulo 2, apresentamos o modelo TB para obter o espectro eletronico
para um soélido cristalino, obtendo como exemplo o espectro de energia para o Poliacetileno.
No Capitulo 3, apresentamos a rede de Lieb e calculamos o espectro de energia usando
o modelo TB e a aproximagao continua para a rede infinita de Lieb, comparando os
resultados encontrados com os dois modelo. No Capitulo 4, apresentamos as nanofitas de
Lieb e utilizamos o modelo TB e a aproximagao continua para obter o espectro de energia
para os diferentes tipos de bordas estudadas: reta, barbada e assimétrica.

Ao estudarmos o espectro eletronico da rede de Lieb encontramos bandas de
energias caracteristicas formadas por duas bandas compondo um cone de Dirac e uma
terceira banda plana, ja quando analisamos os efeitos de bordas das fitas de Lieb os
resultados se mostraram ainda mais interessantes, uma vez que a banda plana persiste em
todos os modos e o cone de Dirac some, para o caso das bordas barbadas e assimétricas,
dando lugar a um gap de energia.

Para trabalhos futuros pretendemos dar continuidade ao estudo dos efeitos
de tamanho finito nos estados de bordas de Lieb, considerando agora o acoplamento
spin-orbita (ISO). Com a inclusao do ISO é aberto uma lacuna topologicamente nao trivial
e origina ao efeito Hall de spin quantico (QSH) caracterizado por dois pares de estados de
bordas sem intervalos dentro do gap [18].

Pretendemos também estudar a distribuicao da densidade de probabilidade
para as fitas, de forma a enriquecer a discussao dos resultados. Dessa forma, poderemos
saber, por exemplo, quais sitios contribuem para a formacao dos modos plano e linear.

Por fim, pretendemos continuar a investigacao de condi¢oes de contorno para
as fitas de Lieb com bordas retas, barbadas e assimétricas no &mbito do modelo continuo,
de forma a encontrar resultados que sejam proximos aos obtidos pelo modelo TB para

baixas energias.
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