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RESUMO

Recentemente, os gases de Fermi ultrafrios t€ém sido alvo de intensos estudos, principalmente
quanto as suas propriedades em temperatura zero. Na auséncia de interacdes ou na presenca de
interacOes isotropicas, a superficie de Fermi € esférica. Uma interag¢@o anisotropica, porém, pode
causar a deformacao dessa superficie. Por exemplo, com interacio do tipo dipolo-dipolo entre as
particulas, a superficie assume uma forma de um elipséide, uma vez que tende a minimizar a
energia do sistema ao se alongar na dire¢do de polarizagdo dos dipolos. Diante disso, o objetivo
do trabalho € fazer uma revisao tedrica dos gases de Fermi dipolares e suas propriedades estaticas
considerando a orientacdo dos dipolos ao longo do eixo z. De inicio, estudamos as caracteristicas
de um gas de Fermi ideal homogéneo e, depois, consideramos um gas de Fermi ideal preso
por um potencial harmdnico. No caso homogéneo, obtivemos a densidade de estados, além
da energia interna e da pressao, estas tltimas em T = 0. J4 no caso harmonico, estudamos a
densidade de estados, a densidade espacial e a distribuicdo de momento. Em seguida, antes
de incluir a interacdo de dipolo-dipolo entre as particulas, apresentamos o experimento que
possibilitou a observacdo da deformacgao da superficie de Fermi. Posteriormente, por meio de
um ansatz apropriado para a fungdo de Wigner, estudamos um gas de Fermi dipolar em uma
armadilha triaxial e calculamos a energia total, obtendo as equagdes estéticas do sistema, que
governam os parametros variacionais no equilibrio. Por fim, introduzimos um sistema adequado
de coordenadas adimensionais e estudamos um gds de Fermi interagente em uma armadilha

cilindrica e suas equacdes estaticas.

Palavras-chave: Superficie de Fermi. Interagc@o dipolo-dipolo. Equagdes estéticas.



ABSTRACT

Recently, ultra-cold Fermi gases have been the subject of intense studies, mainly regarding their
properties at zero temperature. In the absence of interactions or in the presence of isotropic
interactions, the Fermi surface is spherical. In the case of anisotropic interaction, however, it the
deformation of this surface can take place. For example, with dipole-dipole interaction between
the particles, the surface assumes the shape of an ellipsoid, since it tends to minimize the energy
of the system by stretching in the direction of polarization of the dipoles. Therefore, the main
goal of the work is to perform a theoretical review of the dipolar Fermi gases and their static
properties considering the orientation of the dipoles along the z axis. At first, we study the
characteristics of an ideal homogeneous Fermi gas and then we consider an ideal Fermi gas
trapped in a harmonic potential. In the homogeneous case, we obtained the density of state, in
addition to the internal energy and pressure at T = 0. In the harmonic case, we studied the density
of state, the spatial density and the moment distribution. Then, before including the dipole-dipole
interaction between the particles, we present the experiment that observed the deformation of the
Fermi surface. Subsequently, using an appropriate ansatz for the Wigner function, we study a
dipolar Fermi gas in a triaxial trap and calculate the total energy and obtain the static equations
of the system, which govern the variational parameters in equilibrium. Finally, we introduce an
appropriate set of dimensionless coordinates and study an interacting Fermi gas in a cylindrical

trap and its static equations.

Keywords: Fermi surface. Dipole-dipole Interection. Static equations
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1 INTRODUCAO

No inicio do século XX, a drea da fisica teve um grande avanco, sendo um dos
motivos a dedugdo da teoria da radia¢do do corpo negro feita por Max Planck em 1901 [1]. A
partir dessa teoria surgiu a drea da mecanica quantica que estuda o comportamento e as estruturas
de objetos em dimensdes préximas ou abaixos da escala atomica.

Foi também no inicio do século XX que comegou o estudo de como a matéria se
comportava a baixas temperaturas. Em 1911, o fisico holandés Heike Kammerligh Onnes resfriou
um mercurio sélido a uma temperatura de 3K e percebeu que o gés tende a conduzir a corrente
sem nenhuma resisténcia, efeito que chamou de supercondutividade. Por essa descoberta, Onnes
recebeu o premio Nobel de fisica em 1913 [2].

Alguns anos depois, em 1924, outro fendmeno de matéria a baixas temperaturas
foi descrito teoricamente por Satyendra Bose [3] e por Albert Einstein [4]. Bose considerou
que as particulas quanticas idénticas sao indistinguiveis, possibilitando a deriva¢do da féormula
de Planck da radiacdo do corpo negro. Einstein expandiu a proposta de Bose para um gés de
particulas macigas ndo interagentes. Essa teoria desenvolvida por eles afirma que as particulas
tendem a ocupar o menor estado de energia, representando assim um novo estado da matéria.
Este fendmeno ficou conhecido como o condensado de Bose-Einstein (CBE). Porém, a realizacio
experimental desse novo estado foi feita apenas 71 anos depois, em 1995 pelos fisicos Eric Allin
Cornell e Carl Wieman que conseguiram resfriar um gas de 8’Rb a uma temperatura de 170 nK
[5]. A condensacdo também foi realizada usando dtomos de Na por Wolfgang Ketterle no MIT
(Massachusetts Institute of Technology) no mesmo ano [6].

Com a descoberta experimental do condensado de Bose-Einstein, a comunidade
cientifica voltou seus olhos para os gases fermidnicos. Porém, para um gas de Fermi a abordagem
¢ bem diferente, pois os férmions obedecem ao Principio de Exclusao de Pauli (PEP) que tem
como consequéncia o "empilhamento"das particulas em cada estado de energia dificultando a
obtencdo de baixas temperaturas. A teoria para os férmions foi desenvolvida por dois fisicos na
mesma época, porém independente um do outro. Enrico Fermi [7] e Paul. A. M. Dirac [8] foram
os responsdveis por explicar teoricamente, em 1926, que em sistemas com particulas que sdao
representadas por autofuncdes antissimétricas ndo podem haver estados estacionarios com dois
ou mais férmions na mesma 6rbita, que é o PEP.

Com essas propridades, no estado fundamental, o gis de Fermi é chamado de mar

de Fermi e sua geometria € esférica. Enquanto um gés de bésons sofre uma transicao de fase
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Figura 1 — Imagens bidimensionais de cores falsas de nuvens °Lie ’Li. Em T/ TF = 1,0, as duas
nuvens tém aproximadamente 0 mesmo tamanho, mas a medida que os 4tomos sdao
resfriados ainda mais, para T/TF = 0,56, o gis de Bose se contrai, enquanto o gis
de Fermi exibe apenas mudancas sutis de tamanho. Em T/TF = 0,25, a diferenca de
tamanho entre os dois gases é claramente discernivel. A esta temperatura, a imagem
7L1 exibe distor¢des devido a alta densidade 6ptica.

Li

T=240nK TMe =0.25

Fonte: Retirada de [11].

para um Condensado de Bose-Einstein (CBE), os férmions sofre uma transi¢cao suave para a
degeneracdo quantica [9]. Os primeiros dados experimentais da degeneragcdo quantica de um
gds de Fermi foi obtido em 1999, pelos fisicos Brian DeMarco e Deborah Jin do grupo do Joint
Institute for Laboraty Astrophysics (JILA). Eles resfriaram um gas contendo um ndmero de
7 x 10* 4tomos a uma temperatura de 0.57F, onde Tr é a temperatura de Fermi [10]. Os dados
obtidos ndo correspondida com a teoria classica, mas coincidiam com previsdes tedricas para
gases de Fermi degenerados, tornando assim a natureza quantica da amostra aparente [9].

Dois anos ap6s o experimento em JILA, Truscott et al. [11] publicou um artigo
relatando a observagdo da pressdo de Fermi em um gés de dtomos aprisionados. Neste artigo, o
experimento foi realizado com dtomos de L4, que sdo bdsons, e com adtomos de TLi, que sao
férmions. Os dados obtidos foram que, ao diminuir a temperatura o gas de bésons se contrai,
enquanto o gis de férmions ndo sofre tanta essa contracao devido ao PEP, como podemos ver na
Fig. 1.

Com os dados obtidos da degeneracdo quantica de um gds de Fermi, surgiu a
possibilidade de estudar a interacao de dipolo-dipolo (IDD) de longo alcance em um gas de
Fermi polarizado. O primeiro registro tedrico que considerou um gas de Fermi dipolar foi

publicado por K. Goéral et al. em 2001 [12]. Géral utilizou de uma teoria semicldssica para
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dipolos fermidnicos que permitiu o estudo das excitagdes hidrodindmicas de um gis de Fermi
de muitos corpos [13]. Neste periodo também foi estudado o emparelhamento anisotrépico
em gases dipolares polarizados em amostras homogéneas [14], como também o estudo desses
gases aprisionados harmonicamente [15]. Alguns anos depois, estudos feitos por Miyakawa, em
2008, mostraram que, devido a IDD, Superficie de Fermi (SF) seria deformada de uma esfera
para um elipséide [16]. Outros estudos também analisaram algumas propriedades dos gases
de Fermi dipolares aprisionados, como as solucdes estaticas, excitagdes baixas e dinamicas de
tempo de voo a temperatura zero [17], como também a temperaturas finitas [18] e no regime
hidrodinamico [19, 20].

Os gases de Fermi dipolares sao formados por atomos ou moléculas com um mo-
mento dipolar magnético ou elétrico permanente ou induzido. Os momentos dipolares perma-
nentes seguem a orientacao dos campos externos para os dois tipos de gases quanticos dipolares
ultrafrios. Para um gés bosonico, temos o experimento de Stuttgart [21]. Para o gis fermidnico,
temos o experimento de Innsbruck [22] que serd apresentado no Cap. 3.

O experimento de Innsbruck foi realizado com um gés de Fermi com dipolos mag-
néticos, porém, alguns experimentos ja estavam sendo realizados com moléculas polares hete-
ronucleares. Essas moléculas sdo vélidas para estudos devido aos seus grandes momentos de
dipolo elétrico. Estudo desenvolvido por Christopher em 2008, com moléculas heteronucleares,
possibilitou o controle da interac@o entre as particulas no sistema através de campos elétricos
aplicados [23]. Um ano depois, em 2009, Ospelkaus et al. conseguiu aproximar as moléculas de
40K37Rb da degenerescéncia quantica [24] e logo apds, este mesmo grupo conseguiu detectar a
anisotropia da amostra “°K3’Rb causada pela IDD [25], como também a distribuicio espacial e
de momento [26]. Contudo, essas moléculas ndo sdo adequadas para estudos com temperaturas
mais baixas devido a sua instabilidade quimica [9].

Com esse comportamento que o gds de Fermi dipolar apresenta, uma das teorias que
mais chamaram aten¢do e que pode ser comprovada € a teoria BCS. A teoria BCS, desenvolvida
por John Bardeen, Leon Cooper e John Robert Schrieffer que ganharam o prémio Nobel de
Fisica em 1972, foi a primeira teoria microscopica da supercondutividade e explica esse efeito
considerando a interacdo entre os férmions [27]. Quando os férmions tem uma interacao atraente
formam pares de Cooper que se comportam como uma particula de spin inteiro e sdo regidos
pelo estatistica de Bose-Einstein, mesmo seus constituintes sendo férmions. Entretanto, quando

a interacdo entre esses férmions forem repulsivas, serdo formadas moléculas fracamentes ligadas
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em comparagdo aos pares de Cooper, e a condensacao levard a superfluidez.

Os gases fermionicos sdo particularmente interessantes pela possibilidade intrigante
como a superfluidez anisotrépica em trés dimensdes ou Berenzinskii-Kosterlitz em duas di-
mensdes, a existéncia de estados supersdlidos fermidnicos, além da formagdo de goticulas
fermiodnicas, entre outros. Neles, a temperatura se mostra o fator primordial, ja que tende a

modificar a forma como a interacdo afeta as propriedades estéticas e dinamicas do sistema.

Este Trabalho

A divisao desta monografia é feita com o objetivo de apresentar uma revisdo dos
estudos sobre gases fermidnicos ultrafrios. No inicio do Cap. 2 analisamos a diferenga entre
particulas cléssicas para particulas quanticas, apresentando as fun¢des de distribuicdo e as dife-
rengas entre elas em baixas temperaturas. No mesmo capitulo, apresentamos o comportamento
e as caracteristicas de um gas de Fermi ideal homogéneo como também para um gas de Fermi
ideal preso a uma armadilha harmdnica. Definiremos a superficie de Fermi (SF) e o conceito de
densidade de estados.

No Cap. 3, apresentamos o conceito de momento de dipolo das particulas e definimos
o potencial de interacdo dipolo-dipolo que € de longo alcance e anisotrépico. Discutimos sobre a
deformaciao que a SF sofre devido a este potencial, deixando de ser uma esfera para se tornar um
elipséide. Logo apds, vamos apresentar um estudo experimental que pdde observar a referida
deformacio na SF.

O inicio do Cap. 4 apresentamos uma definicao do que é uma ansatz e qual ansatz
serd utilizada para representar a um gds de Fermi dipolar degenerado com orientag¢do ao longo
do eixo z. Em seguida, abordamos a energia total de um gas de Fermi preso a uma armadilha
triaxial e suas equagdes estdticas. Por fim, analisamos um sistema com armadilha cilindrica,
onde mostramos a energia total do sistema, como também, a minimizamos e encontramos as
equagdes estaticas.

Por fim, no Cap. 5, apresentamos as conclusdes desta monografia e expomos nossas

perspectivas para futuros trabalhos.
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2 GASES DE FERMI

Neste capitulo abordamos inicialmente o estudo da estatistica de um gés quantico,
mostrando as diferencas entre as duas categorias de particulas que sdo os bosons e os férmions.
Em seguida, vamos analisar um gads de Fermi e suas propriedades em T= 0K em sistemas

homogéneos e na presenca de um potencial externo.

2.1 Estatistica quantica

No inicio do século XX, alguns experimentos mostraram que particulas subatomicas
podem se comportar como onda e como particula, teoria que ficou denomida como dualidade
onda-particula [28]. Essa teoria foi reforcada quando o fisico Louis de Broglie apresentou o
comprimento de onda das particulas, caracteristica essa que apenas as ondas tinham [29]. De
Broglie definiu o comprimento de onda das particulas A como

A :ﬁ, 2.1)
p

onde / € a constante de Planck e p € o momento linear.

Através da Eq.(2.1) € possivel perceber a transi¢ao da fisica cldssica para a fisica
quantica. Quando a temperatura for elevada, as particulas estardo com grande energia cinética,
tornando assim o seu comprimento de onda bem pequeno, e neste caso, podemos considerar
as particulas como bolas de bilhar, como mostrado da Fig. 2(A), e analisé-las através da fisica
classica. Porém, quanto menor for a temperatura, menor € sua energia cinética e por consequéncia,
maior seu comprimento de onda de Broglie. Quando as particulas sdo resfriadas a ponto de seu
comprimento de onda de Broglie ser comparavel a separa¢do interatdmica, como mostra a Fig.
2(B), os efeitos quanticos comegam aparecer [30].

No ambito da fisica quantica, as particulas sdo separadas em dois grupos: as bosoni-
cas e as fermidOnicas. As diferengas esta nas suas fun¢des de onda, enquanto a fungdo de onda
para os bdsons € simétrica diante a inversdo simultanea das coordenadas espaciais, a fun¢do de

onda para os férmions € anti-simétrica, como mostrado na equacao abaixo

Vi (71,72) = Alwa(F1) W () £ W (F1) wa(72)], (2.2)

onde o sinal + representa os bésons e o sinal de — os férmions.
Através da Eq. (2.2) é possivel analisar o que ocorre se colocarmos dois férmions

(pode ser dois elétrons, por exemplo) no mesmo estado quantico, Y, = y},. Neste caso a fungdo
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Figura 2 — Esquematizacdo das formas que as particulas sao consideradas a temperaturas diferen-
tes. A) Em temperatura ambiente as particulas se comportam como bolas de bilhar;
B) Em baixas temperaturas quando a distancia entre as particulas for comparavel ao
comprimento de onda de Broglie os efeitos ondulatérios comecam aparecer.

A ' i » Lo § B w
:g. v AR
P
L3
N > N
A - -
Fonte: Adaptada de [30].
de onda do sistema sera
V- (71,72) = AlWa (1) Wa(72) — Wa(71) Wa(72)] = 0. (2.3)

Podemos ver que a probabilidade de encontrar dois elétrons no mesmo estado
quantico simultaneamente € zero. A este resultado, damos o nome de principio de exclusio de
Pauli [31].

Todavia, as distincdes das particulas comecam aparecer apenas em baixas temperatu-
ras da ordem da temperatura de Fermi 7r. No caso da temperatura ambiente, ndo hé distingdes
entre essas duas categorias e ambas podem ser analisadas a partir da funcdo de distribui¢io de

Maxwell-Boltzmann

1

onde B = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann e u representa o potencial quimico.
Porém, a baixas temperaturas nem os boséns nem os férmions sao descritos pela
fungdo de distribui¢do da Eq. (2.4). Neste caso, a funcdo de distribuicao para os bosons foi

desenvolvida por S. N. Bose [3] e A. Einstein [4] e tem como expressdao

1

fBE(E) = BEW 1 (2.5)

Observe que quando E= u a fun¢do de distribui¢cdo de Bose-Einstein diverge, implicando na
aglomeracao das particulas no menor estado de energia, que € o CBE, um novo estado da matéria

[33], como representada na cor laranja na Fig. 3(a)
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Para os férmions, a funcao de distribui¢do foi desenvolvida por E. Fermi [7] e P. A.
M. Dirac [8] e pode ser expressa como

1
frp(E) = BER 11 (2.6)

No lim[;_m e considerando E > u, vamos ter que a funcdo de distribuicdo € zero. Porém,
tomando o mesmo limite e considerando E < u, vamor ter que a funcdo de distribuicao € igual

a 1. Isso implica que para E > U os estados estdo vazios e, para E < U todos os estados estao

ocupados, obedecendo ao PEP, como representada em verde na Fig. 3(a).

Entretanto, quando (E — i) /K,T >> 1 as fungdes de distribui¢do Fermi-Dirac (em

verde) e Bose-Einstein (em laranja) se aproximam da distribui¢do de Boltzmann (em azul) [32],
como mostra a Fig. 3(b).

Figura 3 — Gréafico comparativo das fun¢des de distribuicdes de um gas ideal, onde no eixo
horizontal temos a energia e no eixo vertical temos a funcdo de distribuicdo. a)
Quando u =1 e k,T = 0.01 e as fun¢des de distribuicao de Bose-Einstein e a de
Maxwell-Boltzmann tem 0 mesmo comportamento, onde todas as particulas se juntam

em um mesmo estado de energia, enquanto a fun¢do de distribuicao de Fermi-Dirac
nos mostra que para cada estado de energia tem-se uma tnica particula. b) Para t = 1

e kpT = 0.30 observe que quando a energia aumenta as 3 funcdes de distribuicao
tendem a ter o mesmo comportamento.

. . —_— [ . e
a) —— Maxwell-Boltzmann b) [ Ilﬂ — Maxwell-Boltzmann
= Bose-Einstein g I '.I Bose-Einstein
Fermi-Dirac - \ Fermi-Dirac
[ \
- 1.0} . ~ 1.0 I'I.\
'-.\\
- i k -_ '-‘..
0.0 | M| i i 0.0 _| 1 i b
I E

o
p—
mr

Fonte: Elaborada pelo autor.

Entdo, com base nessa caracteristica dos gases de Fermi a baixas temperaturas, nas
duas préximas secdes iremos analisar um gds de Fermi ideal homogéneo e um gés de Fermi ideal

preso a uma armadilha harmdnica e mostrar as diferengas que existem entre ambos os casos.
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2.2 Gas de Fermi ideal homogéneo

Nesta secdo vamos analisar as propriedades de um gés de Fermi ideal, ou seja, sem
interacdo entre as particulas, em temperatura zero. Vamos considerar que o gas tem N particulas
de massa M, e que o gds estd confinado em um volume V. Neste caso, o operador hamiltoniano

do sistema é

S 1
H(p) = 5 (i + Py +p2), 27

e a energia permitida para cada a particula tem a seguinte expressao
n Kk
Enx,ny,nz = M’

sendo k a magnitude do vetor de onda e € definido como k=2ni /L, com o nimero de onda

(2.8)

it = (ny,ny,n;), tal que ny, ny e n; € N.

Como mostrado na Fig. 3(b), todos os estados sdo ocupados até determinada energia.
Esta energia limite € chamada de energia de Fermi e € denotada por Er. Entdo, decorre da Eq.
(2.8), se temos a condi¢do de E < Ef, temos também |k| < kr, onde kg é 0 momento de Fermi.
Com isso, a superficie que separa os estados desocupados dos estados ocupados, chamada de
superficie de Fermi (SF), geometricamente € uma esfera de raio kg, pois k% = k)zc + k% + kg.

No limite termodinidmico, em que N — oo, L — oo, mas n = N/ L3 é constante, pode-
mos usar uma abordagem semi-cldssica [12] para calular o nimero de particulas. Considerando
que os niveis de energia forem suficientemente proximos, podemos substituir a soma dos estados

por integrais, de forma que
d*rd’k .
N(E)= | ——xO|Er —H(k 29
()= [ Ty OlFr ~H () 29)

onde O ¢ a funcdo de heaviside. Ela € utilizada para representar a diferenca dos estados ocupados

para os estados desocupados, de tal forma que segue

. 1, se Er —H(z) >0
O(Er —H(K)) = ) (2.10)
0, se Er—H(k)<O.

Com isso, vamos substituir a Eq. (2.7) na Eq. (2.9)

3], 3 2
N(E)I/%(@ [&—%} 2.11)

sendo p = hik. Observe que a integral no espaco real nos dard o volume da SF. Dessa maneira

ficamos com a expressdo

B \% 21 T ) ) 5 (hk)z
N(E)—W/O dq)/o d9$1n9/0 dik @{Ef— - ] (2.12)
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Como ndo hd particulas fora da SF, a integral ndo pode ser resolvida tendo o limite até o infinito.
Desta forma, a funcdo de Heaviside que faz com que a integral analise as particulas até a SF

através da propriedade da Eq. (2.10)
\% 2m T V2MEF (2M)3V 3
N(E =—/ d / desine/ dk(hk)* = ~——-E? 2.13
Agora podemos definir a densidade de estados, que € o niimero de estados dN(E) por unidade de

intervalo de energia dE [34]. Entdo, temos a relacao

3/2
g(E):dN(E) VM2 i

dE \/577;2713

Tendo uma expressao que mostra a distribui¢io das particulas em relacdo a energia,

(2.14)

podemos agora encontrar uma expressdo para a energia de Fermi. Partindo da Eq. (2.14) e

acrescentando a fun¢do heaviside, temos:
oo Ep
N:/ dEg(EYO(E —u) = |  dEg(E). 2.15)
0 0
Aqui u representa o potencial quimico do elemento que constitui 0 gds. Como estamos analisando
o estado fundamental, e como mostrado na Fig. 3(b), temos que ¢ = Er. Com isto, a energia de
Fermi é
2
Ep = h—(6n7t2)2/3. (2.16)
2m

sendo n = N/V a densidade de particulas. Note que ela é constante em todo o volume. Deter-

minada a energia de Fermi, podemos definir o niimero de onda de Fermi kr através da relagao

12
kp = <21ZfF) = (6n7?)' /3. (2.17)

Com a Eq.(2.14) podemos encontrar a energia total do gés, ja que a relagc@o entre

elas é X
VM2

Y aEE = 3NE (2.18)
V223 Jo 5 F ’

U— / dEEg(E)®(E) =
Usando a Eq.(2.18) podemos encontrar a pressdo do sistema, utilizando a pressao de um gés
ideal PV =2U /3
2
p= gnEF- (2.19)
Essa € a expressdo da pressdo quantica de Pauli, ou conhecida como pressao de degenerescéncia,

para um gas de Fermi ideal [31]. A pressdo da Eq. (2.19) € totalmente diferente da pressao de
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uma gés de bosons e até mesmo de um gés cldssico, pois estes a pressao depende da temperatura,
de acordo com a expressao PV = nKT. Porém, para os férmions isto é diferente, mesmo em
T =0 hd uma pressao. Ela existe porque os férmions, mesmo no estado fundamental, ndo ocupam
o mesmo estado quantico simultaneamente, obedecendo ao principio de exclusdo de Pauli. Entao,
eles ficam "empilhados"cada um em um estado diferente, e € neste "empilhamento"que surge a
pressao da Eq.(2.16). Com isto, a origem desta pressdo ndo € termodinamica, ja que ela ndo vem
da agitacdo das particulas, mas sim quantica.

Outra informacao relevante sobre a pressdo quantica € que ela tem efeitos na astrofi-
sica, pois as estrelas com massas entre 10 a 20 massas solares geram estrelas de néutrons. O
néutron € um férmion e € por causa da pressdo de Pauli, que essas estrelas ndo colapsam sob

seus proprios campos gravitacionais.[32]

2.3 Gas de Fermi ideal em uma armadilha harmonica

Nesta subsecao iremos fazer a andlise de um gés de Fermi degenerado em temperatura
zero, com N férmions de massa M, considerando agora a presenca de uma potencial harmonico.

O hamiltoniano do sistema é

= = 1y 5 9 Mo? 5 2
H(7.p) = 5P+ py + pe]+ —— " +y" +427, (2.20)

onde w, ¢ W, = A®, sdo as frequéncias da armadilha na direcdo radial e axial. Através da Eq.

(2.20) conseguimos encontrar a energia para uma particula:

3
En)(,ny,nZ =ho (nx + ny + )U’lz + E) s (221)

onde 7i € N.
Substituindo a Eq. (2.20) na Eq. (2.9) podemos encontrar a expressao para o nimero

de particulas no sistema

3,43 B
NE) = [ %@(E-H(?,k)), (2.22)

Analisando a integral em relacdo ao espaco dos momentos, temos

3 21 T oo 2 252
NE) = | & | o ["aosing [ ace po UKD MOpT) (g0
(2m)3 Jo 0 0

2M 2
sendo p <Rpep = (x> +y* +A%2?) 2. Usando a propriedade da funcdo heaviside e integrando

a equacdo acima, obtemos

 4m23 3 Mao?p? Ma?p?
o1 B [ MO of (o MUY




24

De forma similar € feita a integral em relag@o ao espaco real. Entdo, a expressdo para o nimero
de particula do sistema é

N(E) = . (2.25)

1/3 ¢ a média geométrica das frequéncias da armadilha.

Onde @ = (0w, ;)
A densidade de estados neste caso tem a seguinte expressao
o(E) = ﬁ;ﬁ (2.26)
Observe que a Eq.(2.26) ¢é diferente da densidade de estados para um gas de Fermi ideal
homogéneo da Eq.(2.14). A origem fisica disso € a supressdo de estados no espaco de fase
devido ao confinamento espacial pelo potencial de aprisionamento [35]. Entdo, se no caso da
Eq.(2.14) a SF era uma esfera, podemos dizer que ao aplicarmos um potencial externo ao sistema
temos uma superficie de Fermi deformada (SFD).
Usando a Eq.(2.26) na Eq.(2.15) podemos encontrar a expressao para a energia de

Fermi:

Ep = ho(6AN)'/3. (2.27)

A partir da energia de Fermi, é possivel definir o tamanho tipico de um gés de

férmion degenerado preso por uma armadilha harmonica, pois temos a relagdo:

Re = (| 2EF — 6,(a8AN) 15, (2.28)
ma;

onde 0; = (7i/ma;)'/? é a largura radial do estado fundamental da armadilha harménica.
Podemos definir um nimero de onda de Fermi Kr, que é determinado pelo momento

de uma particula livre de energia Er [36]

Kr =/ 2"; EE _ 671 (4sam) s, (2.29)

Em suma, tanto Rr como KFr representam as larguras das distribui¢cdes de densidade

a temperatura zero, e que podem ser calculadas integrando a func¢do de distribui¢do no espaco

real e no espaco dos momentos [37]. Para o espaco real temos a seguinte expressao

N &p Lo 8N p? 3/2 p?

Ao analisarmos graficamente veremos que as particulas irdo se configurar te tal forma que a

geometria da superficie serd um elipséide, conforme a Fig. 4.
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Figura 4 — Representacdo da funcao de distribuicao da densidade de particula. Observe que nos
eixos X € y temos uma simetria, enquanto no eixo z temos uma alongamento.

Iz

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para a distribuic@o no espaco dos momentos, obtemos
, &r . 8N 2\ K2
nk)=[| —=0OEr—HTk)=—=—(1—— O(l—-—|. 2.31
B [ Gapoter 1B = (1) e(1-5)- e
Observe que a Eq. (2.31) € similar a Eq. (2.30), entdo se espera que no espaco dos momentos a SF
seja deformada de uma esfera para um elipsoide igual no espaco real. Porém, essa consideragdo

s foi levada em conta a partir de 2008 [16], como serd debatido mais adiante.
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3 GASES DE FERMI DIPOLARES

No capitulo anterior, foram discutidas algumas propriedades de um géds de Fermi
homogéneo sem nenhuma interagdo. Porém, sabemos que as particulas interagem umas com as
outras. Neste capitulo, iremos introduzir o potencial dipolo-dipolo e apresentar um experimento

que mostrou a deformacgao da superficie de Fermi de uma esfera para um elipséide.

3.1 Potencial de dipolo-dipolo

Aqui nessa secdo, vamos analisar a interagdo entre dipolos em um gds atbmico e
apresentar o potencial de interacdo entre eles, conhecido como potencial de interagdo dipolo-
dipolo (IDD).

Inicialmente, vamos analisar duas particulas com dipolos com orienta¢des distintas
e determinadas através dos vetores unitarios 71y e 1y, onde m é o vetor momento de dipolo,
separadas por uma distancia 7, como representado na Fig. 5(a). O potencial de intera¢do dessas

duas particulas é dado por

Cyg (i) - 10202 = 3(iiay - 7) (- 7
V"”’:E( ) |ﬁ|(5 ) ), (3.1)

onde Cy; € uma constante que caracteriza a magnitude da interagao dipolar. No caso de dipolos
elétricos, temos Cj; = u2 /gy, onde &, é a permissividade do vacuo e u, é o momento de dipolo
elétrico. Em caso de dipolos magnéticos, Clj; = Uoi2, sendo Uo a permeabilidade do vécuo
e W, € o momento de dipolo magnético [33]. A unidade de medida dos dipolos elétricos € o
Debye (D = 3,33564 - 1073° Cm), enquanto que a unidade de medida dos dipolos magnéticos é
o magnéton de Bohr (up = 9,27401-10724J/T) [38].

No sistema que vamos analisar, vamos tomar que todos os momentos sao paralelos,
isto é, trata-se de um no gés de Fermi polarizado. A direc@o de polarizagdo € representada pelo
vetor unitdrio /71, como mostra a Fig. 5b). Na Fig. 5c) temos a representacdo de duas particulas
interagindo com os dipolos orientados na mesma dire¢do e o potencial da IDD neste caso é
Cyaq 3(F-i)> — 7% - in?

Vaa(7) == EE

(3.2)

Neste trabalho vamos considerar os dipolos orientados ao longo do eixo z, ou seja 7z = Z. Com

essa observagdo a Eq.(3.2) fica

Cud
Ar|7)3

Vaa(7) = (1—3cos*0). (3.3)
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Figura 5 — Interacdo dos dipolos. (a) Dipolos com orienta¢do arbitraria. (b) Dire¢ao de orientagao
dos dipolos. (c) Dipolos paralelos com posi¢ao relativa 7. (d) Dipolos paralelos
(repulsdo). (e) Dipolos cabecga-cauda (atracao).

(a) (c) ; (e)
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Fonte: Retirada de [37].

Vale ressaltar que dependendo do angulo 6, a IDD pode ser positiva ou negativa, que significa que
os férmions dipolares podem se atrair ou se repelir. Observe que quando 6 = 90°, os férmions
ficam um do lado do outro, como representado na Fig. 5d), e se repelem. Enquanto que, quando
0 = 0°, como representado na Fig. 5e), os férmions ficam um na frente do outro e se atraem,
essa configuracdo € conhecida como configuracdo cabeca-cauda. [37].

Para alguns célculos, como os da energia para um gés de Fermi, é conveniente que o
potencial da Eq.(3.3) esteja no espaco dos momentos. Para isso, utilizamos a transformada de
Fourier para sair do espaco real para o espago dos momentos, que se encontra no Apéndice A.
Entdo, o potencial da IDD no espagco dos momentos é

AV
_3<”;€2") _ 1] . (3.4)

- - C
Vaa(k) = %

A IDD foi incorporada nos calculos apenas em 2001 [12] e em 2008, através do
método de Hartree-Fock [16], foi possivel prever teoricamente, que devido a IDD, a SF sofre
uma deformacao nao s6 no espaco real, como também, no espaco dos momentos. Na proxima

secdo, vamos relatar como foi o experimento que possibilitou a observagdo dessa deformacao.
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3.2 Descricio de experimentos

Nesta se¢do vamos relatar sobre o experimento que mostrou a deformacdo da super-
ficie de Fermi. Este experimento foi realizado na Austria, com a parceria entre o Instituto de
Fisica Experimental e Centro de Fisica Quantica, Universidade de Innsbruck, e o Instituto de
Optica Quantica e Informagio Quantica, Academia Austriaca de Ciéncias. O experimento foi
denominado como a "observagdo da deformacao da superficie de Fermi em um gas quantico
dipolar"[22].

O experimento foi feito com um gas de Fermi dipolar de componente tinico de
dtomos de Erbio (Er), contendo um ndmero de 7 x 10* de dtomos. Este elemento quimico é
da classe dos lantandides, que sdo elementos que t€m como caracteristica um grande momento
magnético. O érbio, por exemplo, tem seu momento magnético igual a 7 magnétos de Bohr,
o que ocasiona uma forte IDD entre os férmions. Neste experimento, os momentos dipolares
magnéticos foram alinhados através de um campo magnético externo.

Figura 6 — A SFD segue a orientacdo da armadilha, onde o eixo horizontal representa a variacdo
dos angulos, denominados pela letra . O eixo vertical representa o espectro da
nuvem, que € definida como a razdo entre o semieixo maior com 0 semieixo menor
da nuvem no plano de imagem. Observe que quando o angulo (eixo paralelo) varia

a SFD também varia seguindo a rotacdo da orientacao do dipolo, mantendo ao eixo
maior sempre paralelo a direcao de atracdo maxima da IDD.
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Fonte: Retirada de [22].
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A Fig. 6 € o resultado obtido pelo experimento. O gés foi resfriado até 0, 187F, com
Tr = 1,12uK. Na Fig. 6 o eixo horizontal representa a variagdo dos angulos, denominados pela
letra B. O eixo vertical representa o espectro da nuvem, que é definida como a razao entre o
semieixo maior com o semieixo menor da nuvem no plano de imagem.

Pelo resultado mostrado na Fig. 6, foi visto que para f = 0° a nuvem do gds teve
um formato elipsoidal, com alongamento na dire¢do da orientagio do dipolo, e quando 3 era
alterado, a nuvem seguia a rotagcdo da orientagdo do dipolo, mantendo ao eixo maior sempre
paralelo a direcao de atracdo maxima da IDD.

Porém, quando o experimento foi submetido a temperatura finita, foi possivel perce-
ber que ao aumentar a temperatura a deformacao da superficie diminui, mesmo tendo o campo

externo aplicado. Na Fig. 7 podemos fazer essa andlise

Figura 7 — Relagdo da SFD com a temperatura, sendo o eixo horizontal a temperatura e o eixo
vertical € o grau de deformacgdo da superficie. Na figura as linhas representam a
orienta¢do do campo. A linha azul temos 8 = 0° e a linha vermelha 3 = 90°. Para
os dois casos € possivel perceber que ao aumentar a temperatura a deformagdo da
superficie tende a zero.
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Na Fig. 7 o experimento foi feito com orienta¢do do campo externo para f§ = 0°,
linhas e quadrados azul, e para B = 90°, linhas e bolas vermelhas. Para os dois casos, quando a
temperatura aumenta, o grau de deformacdo A da superficie tende a zero.

Na Fig. 8 o gréfico apresenta a deformacéo da superficie de Fermi. Na Fig. 8A)
temos a imagem resultante de um padrao semelhante a uma folha de trevo, mostrando que o
impulso espalhado ao longo da orientacdo dos dipolos € maior (parte vermelha) do que na outra
direcdo (parte azul). Para efeito de comparacio, o mesmo procedimento € aplicado para imagens

obtidas por um ajuste a nuvem observada, Fig. 8B).
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Figura 8 — Imagem obtida pelo experimento mostrando a SFD.(A) imagem experimental; (B)
imagem ajustada. Observe que a parte vermelha mostra um maior impulso espalhado
na orientacdo do dipolo (parte vermelha) do que nas outras (parte azul).
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Fonte: Adaptada de [22].
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Esse experimento é muito relevante para esse drea, primeiro que foi possivel observar

a deformacao na SF. Segundo que, entender como se comporta a superficie de Fermi nos tras

novas expectativas na compreensao das excitagdes do sistema, bem como, o emparelhamento de

Cooper em supercondutores.
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4 ABORDAGEM VARIACIONAL

Neste capitulo apresentamos uma abordagem variacional para descrever um gas
de Fermi a temperatura zero. Por meio de um Ansatz adequado para a fun¢cdo de Wigner,
analisamos as energias presentes nessa configuracao tanto em uma armadilha triaxial, como em

uma armadilha cilindrica.

4.1 Ansatz para funcao de Wigner

Sabemos que em temperatura zero a SF se configurava de tal maneira a se tornar
uma esfera, como demonstrado no capitulo II desse trabalho, e como mostrado na Fig. 9(a) e Fig.
9(b). O raio da esfera no espaco real é o raio de Thomas-Fermi, e no espaco dos momentos, o

raio é dado pelo momento de Fermi.

Figura 9 — Representacdo da superficie de Fermi. (a) e (b) representam a SF no espago dos
momentos; A ilustracdo (a) representa um gas de Fermi sem interacdo, enquanto
(b) corresponde ao gas de Fermi dipolar com SF esticada em elipséides cujos eixos

coincidem com os eixos da armadilha.

k, k
(a) “(b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

No trabalho de Géral et al. de 2001 [12] foi considerado um Ansatz gaussiano para
representar a densidade de particulas do sistema. Neste trabalho, foi previsto que no espaco real
a densidade teria uma deformacao, de tal maneira que haveria um alongamento na direcado de
polarizacdo. O trabalho inclui a IDD e a considerag@o do termo direto de Hartree.

Neste trabalho, vamos utilizar o Ansatz que € usado desde 2008 [16] para a funcao

de Wigner semiclassica, que se assemelha a forma da distribuicdo de Fermi-Dirac transformada
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por Wigner de um gas de Fermi ndo interativo e tem como expressao
f(?jé):@ 1_2_1_2_1 ,(i:x,y,z) (41)

onde O representa a funcdo Heaviside, enquanto os parametros variacionais R; e K; representam
o raio de Thomas-Fermi e o momento de Fermi, respectivamente. Uma outra diferenca entre
os trabalhos citados acima, é que no trabalho de 2008, foi considerado além do termo direto
de Hartree, o termo de troca de Fock, onde foi previsto que ndo sé o espago real teria uma
deformacao, mas também no espagco dos momentos, como mostrado na Fig. 9(b).

A funcgdo da Eq.(4.1) continua sendo utilizada porque consegue determinar com
sucesso a deformacao da SF, como também, descreve com precisdo sistemas como moléculas
polares com massa da ordem de 100 unidades atdmicas e um momento dipolar tdo grande quanto
1D [38].

A Eq.(4.1) considera que o eixo dos dipolos estdo ao longo do eixo z. Porém, o
experimento descrito no capitulo III foi realizado para angulos arbitrdrios e o ansatz acima s6
possibilitou resultados para 8 = 0°. Entdo, foi desenvolvido uma teoria para a distribui¢ao de
equilibrio global do gds dipolar de Fermi para dipolos de orientacdo arbitrdria, no qual forneceu

uma descri¢do precisa do experimento [37].

4.2 Armadilha triaxial

Como definimos a fung¢ao de Wigner para um gés de fermi dipolar com a orienta¢ao
ao longo do eixo z, podemos agora analisar a energia total E,,,,; de um gas de fermi de muitos
corpos que estd na teoria de campo médio de Hartree-Fock e que é dada pela soma da energia
cinética E,, energia de aprisiomaneto E,, energia direta de Hartree Ey € com a energia de troca
de Fock Er

Etotal = Ec+Eq+ Ef +EF. (4.2)

Pela teoria semicldssica, essas energias sdo expressas usando a funcao de Wigner[12].
A energia cinética, apos ser calculada, pode ser expressada através do momento de

Fermi de acordo com

Brd®k B2k .. N« h2K?
E. = LT T fRR) = — i 4.
‘ // anp !0 8; M (43)



33

De forma similar, a energia de aprisionamento pode ser expressa através do raio de Thomas-Fermi

_//d3d3k ) //d3d3k( 22) ?75_%]—; 44

onde V,(7) é o potencial de aprisionamento.

Agora vamos calcular a energia de interagcdo entre os férmions por meio da apro-

ximacao de Hartree-Fock. Essa aproximacgado tem a contribui¢do de Hartree, ver o apéndice B

1 R O A N P
:§/d3x/d3x//(27r)3 (2%)3/(27r)3ek TV &R )

_ 6N%c F (Rx Ry)
R R’R,)’

em que a funcio de anisotropia dada por

1 2 r 3x%y%cos?6
——— [ 4 0d6 -1
f(xy) A /0 ¢ /0 Sert (y2c0s2(psen29 + x2sen? @sen® 0 + x>y*cos*6 ) ’
(4.6)

e estd representada na Fig. 10.

Observe que f(x,y) é limitada entre 1 ¢ —2 passando por 0 em x =y = 1. Isso
reflete o fato de que a interac@o dipolo-dipolo € parcialmente atrativa e parcialmente repulsiva,
dependendo se os dipolos estdo orientados cabeca com cauda ou lado a lado um com o outro,
respectivamente. Em um sistema com armdilha cilindrica e para polarizacdo ao longo do eixo de
simetria, a interagcdo €, portanto, predominantemente atrativa em sistemas em forma de charuto
(prolato), onde os dipolos estardao na configuracdo cabeca-cauda, representada na Fig. Se) e
repulsiva em forma de panqueca (oblato), quando os dipolos estiverem um paralelo em relagdo
ao outro, como esté representado na Fig. 5d) [40].

Temos também a contrbuicao de Fock
&Pk [ K R TV oy Ty e T
=3 [ / & / 5 | Gy VeSO pE R @R

6N2c
= Of
R Kx Ky

No Apéndice C detalhamos o calculo acima.

4.7)

Entdo, substituido as Egs.(4.3), (4.4), (4.5) e (4.7) na Eq.(4.2) temos a expressao

para a energia total de um géds de Fermi

hK? 6N2c R. R K, K
Yot Z R | - —~ | ) =2 )|
2M R R, R, K. K,

(4.8)

N
Et()tal (RiaKia 97 (P) = g
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Figura 10 — Funcéo de anisotropia f(x,y) que é limitada entre 1 para valores pequenos de x ou
y € —2 para valores grandes de ambos os argumentos. Alinha preta representa a
func¢do de anisotropia para o caso de uma armadilha cilindrica.

Fonte: Retirada de [40].

Encontrada a energia total do sistema, se fez necessario encontrar expressdes para os parametros
variacional R; e K;. Para encontri-los precisamos minimizar a energia total. Porém, como temos
uma fungdo que depende de mais de uma varidvel e que essa funcdo € restringida, temos que
usar o método dos multiplicadores de Lagrange [41] que nos possibilitard encontrar os extremos
da Eq. (4.8). Este método consiste em introduzir uma nova variavel, que iremos chamar de u,

que serve para garantir a conservagao do niumero de particulas
5353
R K™ =48N. 4.9)

Desta forma, vamos definir E como

K
E(R;,Ki,l1,0,0) = Ep1q1(Ri,Ki,0,0) — (W —N> ; (4.10)

onde u € o potencial quimico.
As equagdes estdticas seguem da extremizacdo da energia (4.10) com respeito
aos parametros variacionais R;, K;, bem como o multiplicador de Lagrande u [40]. Apés as

derivacdes em relacdo ao momento de Fermi, obtemos as seguintes equacoes
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nK2 1Zh2K2 24c0N2K K. . K. K.
oM 3 7 K'\K'K,
K} 1Zh21<2 24coN? K, f K. K. @11)
M 34 ? K7\K'K, '
W K? _1 n*K? 24c0N2_ f K, K.\ _ 24coN* K, 2 (K K
XM~ 34 2M "\K. K, 7 K7\K'K)’
de tal forma que o potencial quimico € expresso por
1 « W*K?
=—y —L. 4.12
F=n&om (12

O potencial quimico também pode ser posto da seguinte forma

M« ®?R?  6Nco [, (R R, K, K.
e ee) )l e

Porém, essas expressdes para o multiplicador de Lagrange sdo matematicamente equivalentes

[37]. Desta forma, as equacdes estdticas em relacdo aos parametros variacionais no espaco real

sao
1« h?K? 48Nco [ .(Ry R K. K 48Nco R R, R
w)%R)Zczgz le I f(R_x7R_y) _f<?z7?z) —3 R_xfl (]Tqu_y)7
i > s MR L z Iz x By /] MR Z z Iy
1 hK: 48Ncy R, R K, K 48Ncy R R, R
= L - () - ()] e ().
i R MR L z Itz x By /| MR b4 z Iy
1 h°K: 48Ncy | R K. K.\
wzzRgz_Z 2l 3 f _xv_y _f _Z’_Z
3 : M MR . R, K, K,
Yy

(4.14)

4.3 Armadilha cilindrica

Antes de analisarmos as energias e as equacdes estdticas de um gés de Fermi preso a
uma armadilha cilindrica, vamos introduzir um conjunto de coordenadas adimensionais. No Cap.
2 definimos o raio de Thomas-Fermi e o momento de Fermi, Eqgs. (2.28) e (2.29), respectivamente.
Agora, vamos expressar o raio de Thomas-Fermi R; em unidades de Rr e o momento de Fermi
K; em unidades de Kr. Definindo entio R = R; /RFp e K=K; /KF de tal forma que a conservagdo

do numero de particulas, Eq. (4.10), se reduz a

RK =1. (4.15)
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Podemos também definir a razdo entre as coordenadas referentes ao raio de Thomas-Fermi de

acordo com as coordenadas adimensionais pela relacao

Ri _ Rik (4.16)
R] ﬁ] ’ ’

onde )L,' = (Dj/(l),’.
Com a introducao dessas coordenadas adimensionais, podemos escrever a energia

do sistema em termos delas. Assim, a Eq. (4.10) tem a seguinte estrutura

~ f ~ ~ ~ ~

E 1 o s 2E5,C4 Ry RyA, K, K, U =333
== K7 +R:) — - ) - === ——({RK —-1).
NEFr S{Z( ;R 133 ! R, R, f K, K, NEF( )

l (4.17)

Onde edf 4 € a forca dipolar adimensional e ¢; € uma constante, e sdo dadas pelas equagdes a

seguir, respectivamente

Cia (M’®
el = % (h—S) N, (4.18)
2P o 4.1

A armadilha cilindrica € outro tipo de potencial que podemos estudar aplicando-o
em um gds de Fermi. Neste caso, temos uma simetria no plano xQOy, ocasionando assim a
igualdade @, = @y, que consequentemente nos leva R, = Ry no espaco real. No espaco dos
momentos também temos a simetria entre K, = K, devido a simetria da func¢@o de anisotropia

f(x,y) = f(y,x) [40]. Com isto, vamos definir

flx,x) = fi(x), (4.20)

e aplicar a seguinte identidade matematica

. df(xy) . df(xy) 1 4o 2 4 x2
yh—r>nxx X = yll_rglxy ay = Exfs (x) =—1+4+ mfs(x) 4.21)

Tomando essas defini¢cdes e essa propriedade matematica, as Egs. (4.11) reduzem a
K R, =€l C(RK,K,), (4.22)

onde I o
o s 3c 2K:+K2) fs (K, /Ky
C(RK.,K) = =2 - XZKZZ) [gZZ/ )| (4.23)
R ( x z)
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Usando o mesmo processo e usando a propriedade matemética (4.21) para as varia-

veis espaciais, vamos obter

R —R=¢] O(R,,R,), (4.24)
onde o ~ ~
o 3 2R2+ R2)f (R /R
O(R.R,) = Nzc’i’ 1—( =t i‘;f (g «/R:) . (4.25)
R2R. 2(R2—-R?)

Tais informagdes foram apresentadas em [19], [20]. Para se obter os valores niimericos é necessa-

rio um software que realize esses cdlculos.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O trabalho apresentado nessa monografia tem como um de seus objetivos servir como
base para estudantes que estdo comegando o estudo de gases quanticos dipolares degenerados,
com énfase, nos gases de Fermi.

Fizemos um estudo da transi¢ao de referencial, indo da fisica classica para a fisica
quantica, introduzindo o conceito de estatistica quantica. Foran apresentadas as funcdes de
distribuicdo e através delas, mostramos a distincdo de comportamento das particulas a baixas
temperaturas. De posse destes conceitos, estudamos um gas de Fermi tanto na auséncia quanto
na presenca de uma armadilha harmo6nica e mostramos que a densidade de estados na auséncia
da armadilha € diferente da densidade de estados na presenca da armadilha.

Apresentamos no presente estudo também a inclusdo da interagdo dipolo-dipolo
(IDD), mostrando o conceito de momento dipolar e analisando diferentes configuracdes com
dois elétrons considerando a IDD. Através da IDD, a SF sofre uma deformacdo, alongando-se na
direcdo do dipolo. Para abordar melhor este assunto, apresentamos um estudo experimental que
foi possivel observar esta deformacdo que até aquele presente momento, ocorria apenas na teoria.

Por fim, apresentamos o ansatz que utilizamos para representar a fun¢do de Wigner
no estado fundamental de um géds de Fermi dipolar considerando a orientacdo do dipolo ao
longo eixo z. Estudamos a energia total do sistema na presenca de uma armadilha triaxial, como
também, na presenca de uma armadilha cilindrica. Em ambos os casos, conseguimos calcular as
equagoes estaticas do sistema.

Para estudos futuros, pretendemos reproduzir os cdlculos considerando os dipolos
com orientacdes arbitrarias [37], encontrar as solugdes das equagdes estdticas e analisar o gés de

Fermi dipolar para temperaturas finitas [22].
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APENDICE A — TRANSFORMADA DE FOURIER DA INTERACAO DIPOLO-DIPOLO

Neste apéndice vamos calcular a transformada de Fourier do potencial de interacao

dipolo-dipolo entre dois férmions polarizados, que € dada por:

Caa 3(F-i)2 — 72 - i

Vaa(F) = — — Al
dd( ) AT |7‘| 3 ) ( )
Onde € ¢é a orientacdo mais geral dos dipoles e pode ser escrito como
senocosf3 senBcosQ
m=m| senosenf F=r| sen@senp |- (A.2)
coso, cos0O
Entao, vamos calcular:
7-m|* = m*r? (senocosBsenOcos@ + sencusenBsenOsen + cosoicos)?, (A.3)
e:
? -7 =m*r, (A.4)

Substituindo as eqs.A.3 e A.4 na eq.A.1, tem-se:

B Cddm2
4nr3
6senocosocosOsend (cosBcos@ + senBsen@) + 3cos*aicos’ 0 — 1]

Via(7) = [3sen’aisen® 0 (cos* Beos® @ + 2sen@senfcosBcos + sen’Bsen® @)+

(A.5)
Aplicando a transformada, é obtido:

Cddm2
4r
2sen@senfBcosBcos@ + sen’Bsen’ @) + 6senacosaicosOsend(cosPBcos@ + senfBsene)+

V(R = — =dr nd@ g~ ikreosd 2ﬂ3 2 sen0/(cos2 B eos>
aa(k) = ), dOsente A [3sen”ousen 0 (cos”Bcos” o+

3cos*acos*0 — 1)do,

(A.6)
Na integral em ¢ os termos cruzados sdo zero, tornando a eq.A.6:
Vaa(k) = —Lm/ _r/ dOsenBe %50 (35en? ausen’ O + 6cos® aicos* O — 2)
4 Jo r Jo
Ciq€? <dr [T ; (A7
= 4 (1— 3cos206)/ —/ d@senfe *¢050 (3co520 — 1)
4 o rJo
Chamando u = cos0 e respondendo a integral, tem-se:
— o Cggm? ) /°° dr (sen(kr) 3cos(kr) 3sen(kr)
Vaa(k) = 1-3 — — A8
aa(F) (1=3cosa) |55 (552 4 0 0y (A8)
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A integral em r € mais delicada, pois a integral € indefinida em » = 0. Para responde-la faz-se

necessario o uso do limite

— = Cygm? 2 i *dr (sen(kr) 3cos(kr) 3sen(kr)
Vaalk) = 1-3 o)l — = . A9
aa (K) ( o8 )alg(l) a T kr + (kr)? (kr)3 (A9)
Ap0s resolver a integral temos que aplicar o limite
— o Cggm? 2 v |cos(ka) sin(ka)
Vaalk) = 1-3 o)l — A.10
aa(k) = == (1 =3cos”a)lim | =0 o3 = 2 | (A.10)

resultando assim no potencial no espaco-k

- o C
Vaa(k) = %

3(im-k)?
7 —1] (A.11)
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APENDICE B - CALCULO DA ENERGIA DE HARTREE

Aqui serda demonstrado os passos para encontrar a energia de Hartree. A ideia
principal serd a utilizagcdo das transformadas de Fourier, € através delas que iremos desacoplar as
func¢des de distribuicao e o potencial de interacdo em relagdo as suas varidveis espaciais. Com
essas consideracdes posso escrever o termo de Hartree como

Sendo:
By [ o [ 4 il </ é;") / (”;f) NG 4 (0) £ 3R )
— 3 ] v "/()¢< B[ EE @)

Onde f(—K",k) e f(k" k) sdo as transformadas de fourier da funciio de Wigner

(B.1)

2

(=" %) = / dxet" [ h(k) Zz%] (B.2)

2

K" ) = / dPxe~H'F [h(%) —ZI%] : (B.3)

i

. k
ehlk)=1-Y;,— ek . Como as transformadas sdo em relagdo a posi¢do, irei considerar nos
J
célculos a abreviagdo h(k). Resolvendo a B.2, tenho

- — N 1 +D° — 2
F—R" ) = / dxdye K K) / 70 h(k)—Z%] (cos(K'2) +isin(K'7)).  (BA)
. ,-

i

Por causa da simetria da fun¢do seno, o termo isin(k,z) = 0. Para resolver a equagdo acima, é pre-

ciso analizar a fungdo de passo Heaviside, por quanto ela serd 1 quando |z| <R, \/ h(k) —x2/R2 —y2/R2,

caso contrério é zero. Outra manipulagio é z = R, \/ h(k) —x2/R% —y2 /R3cos 6. Com isto a

integral acima fica

F-RT) = [ drdyet42 / d0sinfcos { K'R. 2 r

1/2

2 2

h(K") — a y_] cos 6
y

1/2
©]

2 2

X y
[h(k”) BE

2 2

x° oy
Wk~ - ﬁ] -

y

(B.5)
Essa integral pode ser calculada usando a relacio das fungdes trigonométricas com as funcdes de

Bessel[[42], (3.715.20)]

/On/z cos(zcos(x)) sin?¥ (x)dx = ? <%

1%

) r (v + %) Jv(z) para Rev > —%. (B.6)
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Utilizando esta relacdo, a eq.B.5 fica

k// -» /d ik x R vV 277:

2 2
k”R / Rz Ry
1/2
52 y2]
2 P2
R Ry

’ ) 1/4
.. X Y
/ dy(coskyy + isinky) [h(k”) - —]
(B.7)

)C2 y2

P4C) R2 )

h(k") — h(k") —

X

] Ji2{ KR,

Usando o mesmo processo da funcio de passo Heaviside que foi utilizado para a varidvel z, a

eq.B.7 ficara

) = [avete i [ P dusin® 2wk, (@ - 5] e [n@ny -
VKR, Jo R} R

2712 a2 "7 (B39
xJ\ /2 {k;’RZ {h(k”) — ﬁl sin(u) } cos {k;’Ry {h(k”) — 1?] COS(M)} :

X X

A resolugdo desta integral pode ser feita pela relacdo das fungdes trigonométricas com as fungdes

de Bessel[[42], (6.688.2)].

w/2 oV
dxsin’ "1 (x) cos(B cosx)Jy (o sinx) = \/_

Y71
XJy41/2 [(Ocz—i—ﬁz)l/z] para Rev > —1.

Usando esta equacao e apds simplificando os termos, a proxima integral, que é em relagdo a

coordenada x, pode ser calculada da mesma forma. O resultado é

o (213 2h(k)8[A(k)

-0y = @y 2 ) (.10)

Este € o resultado da eq.B.2. O proximo célculo € da outra transformada de Fourier da fungdo de
Wigner, a eq.B.3. Observe que esta outra funciao é uma fungdo par, logo o processo é o mesmo

do célculo anterior e o resultado também. Portanto, pode-se andlise a seguinte expressao

d3k 7 5 k? i k;

k2
J

A resolucgdo dessa integral pode ser feita utilizando as coordenadas esféricas. Para isto pode ser
feita tal substituicdo de k; = K;u;. Logo
ko RK’ by 2\3/4
K" &) = 47:/ duu®(1 — u?)%/
/ (2m)3 (2)3/2(L;k2R2)3/4 7 Jo
xJ34[(1 = u?) V2 (L K2R3)1/?]

(B.12)
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Considerando u = cos 0 a integral acima pode ser resolvida através da relacdao das fungdes

trigonométricas com as fungdes de Bessel[[42], (6.683)]

/2
A d0Jy (asin8)sin" "' @cos?® 1 0 =2PT(p +1)a P 'y yi1(a)  para Rep,Rep > —1.

(B.13)

Utilizando a eq.B.13 na eq.B.12 o resultado obtido serd

3 R 1/2 2p2\1/2
P 3 S L ) (B.14
ny (LkRD) 2
Entdo, com essas expressdes a equacao B.1 fica
R

ER = / (s Ve F ), (B.15)

E substituindo o potencial de intera¢do dipolo-dipolo e as transformadas de Fourier das funcdes

de Wigner

30 > T2 TORC 1210 (I 1/2(y . 112 p2)1/2
Caa [ &% ka)_)KR@W@ KPR b

EL ="
“We ) @\ w7 (Xiki?R7)?

Fazendo uma substitui¢do k/'R; = u; e uma mudanga para coordenadas esféricas, a integral leva a

6756 2
R'K C, n T © J
Ecli)d = —dd/ d(p/ a’9sen9/ du 3(4u)
6 Jo 0 0 u (B.17)
3cos*0

—1
(R./Ry)*cos>psen’0 + (R, /Ry)*sen’ psen6 + cos*6

X

Utilizando mais uma identidade das func¢des de Bessel

o 1T (A)T <H—“—_)L+1>
/ dtdy (o )y ()™ = 2
0 27LF(_V+“+)“+1)r(vﬂh%ﬂ)r(v_“j%“)
2 2 2

para Re(v+pu+1)>Re(A)>0,a>0
(B.18)

e sabendo que nas descricdes tedricas de gases quanticos ultra-frios, fermidnicos ou bosonicos,
existe um carater anisotropico do DDI que € refletido pelo aparecimento de uma funcio especial

anisotrdpica, que determina a energia dipolar do sistema. Aqui, definimos uma delas que é:

1 2« T 3x%y*cos’ 0
——— [ 4 046 —1).
f(x,y) 4%/0 ‘P/O sen (y2cos2(psen29 + x2sen? @sen?0 + x2y2cos?0 )
(B.19)
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Com essas consideracgdes, a expressao para a energia de Hartree é:

6N%cy (Ry R
Epy=——5f (R—,R—y) - (B.20)
R z Iy

Aqui ¢o € uma constante relacionada a for¢a do DDI, definida como

210Cdd

=0 B.21
34.5.7-73 ( )

€0
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APENDICE C - ENERGIA DE FOCK

Dentre as 4 energias, a energia de Fock é a mais complexa de ser calculada. Entre-
tanto, ela pode encontrada utilizando as transformadas de Fourier. Serdo trocadas as varidveis
tando da posi¢do quanto do momento das fun¢des de Wigner por duas transformadas de Fourier.

Com isto, a energia de Fock fica

d3k d3K z
— _ 3 3./ i(k—K')-
o3 e[ [ |

d3k/ dSk//_ L I
B 2 &x ,/(27r) /( )3 S (K F (K —X )V ga (R)e

onde f(—K" k) é a transformada de Fourier de f(¥,k) com respeito a primeira varidvel e

?rl
=
)
—~~
£

!
SN—
)
—
=l
—

f (—k” , —X ) é a segunda transformada, que serd feita em relagdo ao segundo termo de 7(—%’ ! ,%)
A ordem de integracao depende do potencial de interacdo, por isso que aqui € considerado que
a integral sobre o potencial de interacao levard a func@o de anisotropia, da mesma forma que
no termo de Hartree. Entdo, o primeiro passo seré calcular as duas transformada de Fourier da
funcdo de Wigner. Observe que a primeira transformada foi calculada no termo de Hartree B.10.

Portanto, o préximo passo serd

3 2= -
PR = [ 35 (D),

3/4
3 K
o O\THE AN 2\
_ ik-x! J v & I e /2
o / (27-[)36 g(]g;/)3/4 (1 ;K2> ‘]3/2 [(1 ZKr%l g(k//) ] ’

l m
(C.2)

. Y <
onde g(k") = K> R2 + ky 2R§ +k/2R2. Usando a substitui¢io de k; = K4/ 1 — K—xz — K—yz cosO a
x By

eq.C.2 pode ser reescrita como

- =3 . 2 2 2 2\
F(—K" XY = R ﬂm&ﬂm%@l—%—% 1—%—%
(271:)3/2 (k') 3/4 K; K K Kj

><2/ d0sin®/? 6K cos | zK. 1—k—2—k—cose J3/2 g(kM)1/? l—k—%—k—y cos 6
K2 K? K2 K?

Feita esta substituicdo, pode ser utilizada a relacdo da eq.B.9 que € a relacdo das integrais

trigonométricas com as fungdes de Bessel. O célculo das duas outras varidveis é da mesma
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forma. Entdo, o resultado da transformada de Fourier é
K
F(—k' X)) = —— J{[g(K) + K% +y2K2 + 2K2)V2). (C4)
(RF) = e ke a0 + KK 2

Com este resultado a eq.C.1 fica
d3k/ d3k// .
e [ B

Essa funcio de Bessel elevado ao quadrado por ser representada na forma integral pela relagdo

R K J32 [ (k”)—|—x2K2+y2K2+z2K2]1/2}
[ (k//)+x2K2 +y2K2 +Z2K2]

-
/

(C.5)

[[42], (6.519.2.2)]
/2 ' T |
/ Joy(2zsint) = EJv(z), para Rev > 5 (C.6)
0

implicando em
~ 2 (72 . ~
Bg(K") +x*K2 + y* K} + 22K2]'/? = - /0 dtJe{2sint[g(K") +x°K2 +y* K2 + 2K2]'/?}.
(C.7)
Da eq.C.5 vamos analisar a varidvel x’ e vamos analisar a coordenada z, as outras sdo andlogas

Entdo, fazendo u, = zK; e usando [[42], (6.726.2)]

o0
/ (X2 +b>) V20, (an/x2 + b2) cos(cx)dx = \/ga_vb_v“/z(a2
0

para 0<c<a,b>0,Rev > )

AV bV =)

=0 para O<a<c,b>O,Rev>—§,

(C.8)
obtemos
11/4
(4sin2t—k—%) ® | 2sint — k—%
/ ) A —6-—6 /g ! ' // 7[/2 KZ KZ
/d3xf(k” )zkx RK/dd z(k+yk / _
752 (2sin?)0[x2K2 4 y2 K2 + g(k")]11/4
% .
<Rl (455 ) WK )1,
’ (C.9)

A funcdo Heaviside aparece para que a eq.C.8 seja satisfeita. As outras integrais sdo calculadas
da mesma forma. Logo, o resultado da integral x’ é
) k
4sm6t—i2——2—i2
3 /2 4 K2 K2 K2

d3 7 k// ] i _6 i
/ * f ( Va2 sint g(k")9/4 (C.10)
. k
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O préximo passo ¢ calcular a integral em k. Fazendo a subsitui¢do u; = k}'R;, usando simetria

esférica e a relacao

1
para —1 <Req<Rev—§, (C.11)

1 1
ol
/+°°Jv(ax)dx: (2q+2>
0

xvV—4 1 1
2V—gq v—q—i—ll" V— _
R (SETE)

o resultado é

3
2w TREK (T2 di % K2
/d3k///d3xl 2(k//7x/)elk x 71-192 i 4Sln2t_2? @ ZSint— Z? )

0 sin’t T K i B
(C.12)

S6 falta agora calcular a integral k’. Para resolvé-la sera feita a substitui¢ao u; = kl’~ /K; e utilizado
as coordenadas esféricas
=36
—CyyR'K> 27 T 3cos’ 6
Eexzn%ﬁ/ d(p/desme TSI 5 CO; N2 p 2 5 —1
T Jo 0 (Kz/KZ)sin” 6 cos? ¢ + (K /K7) sin” 0'sin” ¢ + cos? 6

T2 dt 2sint ) 5 3
></ —¢ / duu”(4sin“t —u)”,
0 sin®rJo

(C.13)
onde as integrais em 0 e ¢ sdo a definicdo da fun¢d@o de anisotropia, definida na eq.B.19 e com a
defini¢do de ¢, na eq.B.21, a solug@o para o termo de Fock é

6N%¢ (KZ K, )

R K’ Ky

Eex -

(C.14)
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