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RESUMO

O presente trabalho de conclusao de curso tem como objetivo estudar e analisar as energias do
atomo de hidrogénio quando € levada em conta dois mecanismos: os efeitos relativisticos e a
interacdo do momento angular orbital com o spin do elétron (acoplamento spin-Orbita), mostrar
assim a solu¢do do dtomo de hidrogénio, devido a essas pequenas perturbagdes, € como sao
as linhas espectrais do &tomo de hidrogénio fazendo essas pequenas correcdes nas energias.
Mecanismos que nao foram levados em conta no 4tomo de Bohr e também na solu¢do de Schro-
dinger para o 4tomo de hidrogénio. Esses dois modelos foram incapazes de prever uma estrutura
fina no espectro de linhas do 4tomo de hidrogénio. Usamos o método da teoria da perturbacao
independente de tempo, um método util para avaliar pequenas perturbagdes do sistema, para
fazer corregdes nas energias do dtomo de hidrogénio. Apés as andlises constatamos que os dois
mecanismos sao responsdveis pelo aparecimento da estrutura fina nas linhas espectrais do &tomo
de hidrogénio, desdobrando os niveis em multipletos de estados com energias ligeiramente
diferentes. A equacdo da energia é determinada por nimero quantico principal, n, e por j, que
carrega nimero quantico secundario, /, diferentemente dos resultados de Bohr e Schrodinger em

que a energia fica totalmente determinada por 7.

Palavras-chave: Atomo do Hidrogénio. Estrutura fina. Mecanica Quantica.



ABSTRACT

The present work of the conclusion of the curse has how objetive to study and to analyse the
energies of the hidrogyn atom when is take in account two mechanims: the relativistic effects
and the interation of the orbital angular momentum with the eletron spin (coupling spin-orbital),
to show so the hidrogyn atom solution, due to that litte perturbation, and how are the spectral
lines of the hidrogyn atom making that litte correction in the energies. Mechanims that weren’t
taken in account in Bohr atom and also in Schrodinger solution for hidrogyn atom. That two
models were unable to predict a fine structure in the hidrogyn atom spectral lines. We used
time-independent pertubation theory method, a method useful for to rate litte pertibation, for to
do correction in the hidrogyn atom energies. After the analiysis we check that the two mechanims
are responsable for appearance of the fine structure in the spectral lines of the hidrogyn atom,
unfolding levels in multiplet states with energies slightly differents. The energy equation is
determined for main quantum number, n, and for j, carrying secondary quantum number, /,
differently of Bohr equation and Schrédinger equation where energy stays totaly determined for

n.

Keywords: Hidrogyn Atom. Fine Structure. Quantum Mechanics.
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1 INTRODUCAO
1.1 Breve Histéria do Atomo e Espectro do Hidrogénio

O estudo sobre o conceito do &tomo comegou desde antiguidade quando os antigos
filésofos gregos, Leucipo e seu discipulo Demdcrito, na tentativa de explicar a origem de todas as
coisas, propde a concepg¢ao da teoria atdbmica chamada de atomismo. Para os atomistas, os &tomos
seriam indivisiveis (pois € esse o significado dessa palavra em grego). Além de indivisiveis,
também seriam rigidos e impenetraveis [1]. Eles deveriam ser, também, eternos. Esse conceito
foi defendido por grandes cientistas da época como Newton (na época do renascimento), €
Dalton, na sua Teoria Atdmica da Matéria. Os atomos tornaram-se um conceito fisico relevante
com o desenvolvimento da Quimica posterior a Dalton e, em particular, o desenvolvimento da
Quimica no século XIX. No entanto, j4 se suspeitava que o atomo tivesse uma estrutura mais
detalhada [1]. Assim, a ideia de que o 4tomo era indivisivel dominou até final do século XIX
quando o J.J. Thompson descobriu os elétrons 1897 e isso mostrou a possibilidade de “partir” o
atomo. Portanto, a existéncia do elétron remetia os cientistas para o entendimento da questdo da
estrutura dos dtomos [1]. Isso mudou a visdo dos cientistas de modo que comecgaram a dar os
passos para essa direcdo. Em 1898, o Thompson propds o seu modelo atdmico. No seu modelo
0 4tomo seria composto de elétrons distribuido numa esfera que também continha particulas
positivas uniformemente distribuidas. Modelo que ficou conhecido como pudim de ameixa [1].

No inicio do século XX, Rutherford mostrou que um dtomo € formado de um ntcleo
pequeno e denso, onde residem os protons (cargas positivas) e igual nimero de elétrons (cargas
negativas), habitando a periferia [1]. Ele chegou a esta conclusao a partir de experiéncia feita.
Na sua experiéncia ele bombardeou dtomos com particulas o (nucleo de hélio). Logo depois das
experiéncias de Rutherford, percebeu-se que a estrutura do nticleo seria um pouco mais complexa
do que pareceria a primeira vista [1]. O modelo de Rutherford acabou por ser abandonado
pela razdo 6bvia: como elétron é uma particula eletricamente carregada, ele sofre acdo de
uma forca quando submetido ao potencial atrativo do ntcleo e, consequentemente, desenvolve
uma aceleragdo [2]. Assumindo uma trajetdria eletrOnica circular a aceleracdo seria, nesse
caso, centripeta, o que por si s6 ndo implica na “queda” do elétron no nicleo. No entanto, €
um fato bem estabelecido e justificado pelo eletromagnetismo cldssico que qualquer particula
eletricamente carregada e acelerada emite energia na forma de radiacdo. Assim, devido a

radiac@o emitida, o elétron perderia mais e mais energia até finalmente cair no nicleo: o 4tomo
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de Rutherford seria, desta forma, instavel [2].

Este problema dificil, o da estabilidade do 4tomo, na verdade levou a formulacao de
um modelo simples da estrutura atdmica. Uma caracteristica bdsica deste modelo, bastante bem
sucedido, proposto por Niel Bohr em 1913, era a previsao do espectro da radiacdo emitida por
certos atomos [3]. Ele postulou que os elétrons podem se mover entre 6rbitas subindo e descendo
na escala, como se galgassem os degraus de uma escada, ideia essa conhecida por quantizagao
proposta por Planck em 1900 [3]. Esses passos sdo conhecidos como saltos ou pulos quanticos.
A diferencga de energia entre os orbitais é adquirida ou perdida com o elétron absorvendo ou
emitindo luz de uma frequéncia correspondente. Dessa maneira, Bohr pode descrever o conjunto
de energias do hidrogénio, o &tomo mais simples, com um elétron orbitando um tnico préton.
Essas energias se encaixavam bem nas linhas espectrais do hidrogénio[3]. Portanto, é apropriado
nesse momento descrever algumas das principais caracteristicas desse espectro. A Figura 1
mostra a parte do espectro do hidrogénio atdmico que estd aproximadamente dentro da regidao
de comprimento de onda de luz visivel. Vemos que o espacamento em comprimentos de ondas
entre as linhas adjacentes do espectro diminui continuamente a medida que o comprimento de

onda das linhas diminui.

Figura 1 — Espectro de Energia do Hidrogénio

Espectro de absorgéo do atomo de Hidrogénio

Espectro de emisséo do atomo de Hidrogénio

Fonte: unicamp.br

Cerca de 1880, comecaram os estudos quanto aos espectros de emissdo dos a&tomos.
Na época, muitos cientistas estudavam as linhas ou rais observados no espectro do d&tomo de
hidrogénio, submetido a baixa pressdao, quando uma corrente elétrica passava sobre ele [4]. A luz
que € emitida pelos 4tomos consiste em linhas de frequéncia caracteristicas, a que se dd o nome
de espectros de frequéncias [5]. A regularidade 6bvia do espectro do Hidrogénio fez com que
muita gente obter uma férmula empirica que representasse o comprimento de onda das linhas.
Tal férmula foi descoberta em 1885 por Johann Balmer. Ele encontrou a equagdo simples capaz

de prever o comprimento de onda das nove primeiras linhas da série que em conhecida na época
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[6].

A/ — 2
2 :I, ( )

onden=3,4,5---.

Isto desencadeou uma busca de férmulas empiricas similares que se aplicariam
a séries de linhas que pudessem ser identificados na distribuicdo complicada de linhas que
constituem os espectros de outros elementos. A maior parte desse trabalho foi feita por Rydberg
em 1890 [6].

Em 1913, Niels Bohr desenvolveu um modelo que apresentava concordancia quanti-
tativa precisa com o espectro de hidrogénio [6]. Em seu modelo, ele mostrou que a energia do

espectro do hidrogénio em qualquer estado € dado por:
Z%me*
E=—F——F—7F- 1.2
" (4mey)22h2n?’ 1-2)
onden=1,2,3--- e Z=1 para d&tomo de hidrogénio.
A equagdo (1.2) mostra que os valores de energia sdo quantizados. O modelo de

Bohr é chamado de modelo atbmico quantico.

Figura 2 — Diagrama de Espectro de Energia
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Fonte: if.ufrgs.br/modelo de Bohr

O modelo atomico de Bohr foi prontamente aceito, embora falhasse na previsao
dos espectros de atomos pesados e nao explicasse o desdobramento das riscas em presenca de
campos eléctricos ou magnéticos. A Figura 2 mostra o diagrama de espectro de energia de

hidrogénio.
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O seu modelo foi substituido no final dos anos 1920 por versdes da mecanica quantica.
Elas acomodaram as propriedades ondulatérias de um elétron e trataram a Orbita como uma
espécie de nuvem de probabilidade — uma regido do espaco onde hé alguma probabilidade de o
elétron estar. Nao € possivel saber exatamente onde o elétron estd em determinado instante [3].

Schrodinger em 1926 apresentou a resolu¢do da sua equagdo para o dtomo de
hidrogénio [7]. Usando a mecanica quantica ele chegou no mesmo resultado para espectro de
energia de 4tomo de hidrogénio, diferente de Bohr que usou a fisica classica e fisica quantica

para chegar na equacdo 1.2 para a energia (Apéndice A).

Figura 3 — Estrutura Fina do Hidrogénio

Aumentando a resolugao de cerca de ez mil vezes = estrutura fina da linha

Fonte: unicamp.br/atomo de Bohr-Sommerfeld

Andlises adicionais mostraram que essas linhas espectrais ndo eram puras, mas
tinham estruturas finas. Vista em resolu¢do realmente alta, uma linha do hidrogénio se revelava
como duas linhas préximas, ndo uma [3], como mostra a Figura 3. Algo que, em 1892, Michelson
observou e notou que a linha hidrogénio nao tem um comprimento de onda tinico, mas consistia,
na verdade, de duas linhas separadas por 0,14 A. Esta foi a primeira observacao da estrutura fina
do hidrogénio [8]. Os niveis de energia dos &tomos mono-eletronicos (hidrogénio, por exemplo),
sdo, na verdade, uma excelente aproximacao, por causa dos efeitos dinamicos adicionais de

origem relativistica, que tem pouca influéncia se comparadas a energia potencial colombiana [9].

1.2 Estrutura Fina

Em principio, quando observamos as linhas espectrais do Atomo de Hidrogénio de
fora parecem ser uma unica linha para cada comprimento de onda. No entanto, se observadas

com alta resolucdo espectral nota-se um aspecto interessante e curioso nessas linhas. Verifica-se,
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pois, que cada uma delas €, na verdade, um conjunto de linhas escuras muito préximas ou
multipleto. Por exemplo, a linha na regido do ultravioleta denominada Lyman -, que ocorre em
torno de 121,57 nm, de fato corresponde a duas linhas — um dupleto, nos comprimentos de onda
A =121,56682nme A, = 121,56736 nm [2]. Uma teoria consistente descrevendo corretamente
essa estrutura fina do espectro s6 pode ser obtida com a inclusao de efeitos relativisticos e do
momento angular intrinseco do elétron (spin) [2]. A estrutura fina se deve na verdade a dois
mecanismos distintos: movimento relativistico e acoplamento spin-Orbita. Eles desdobram os
niveis em multipletos de estados com energias ligeiramente diferentes. Essas estruturas de
multipletos sdo observados no espectro de emissao de atomos e sdo evidéncias diretas do spin
do elétron [9]. A estrutura fina € uma pequena perturbacdo - menor que a energia de Bohr
por um fator de a2, chamada de constante de estrutura fina [10]. A estrutura fina s6 é descrita
corretamente se for levado em conta os dois mecanismos acima. Descoberta da estrutura fina do
atomo de hidrogénio concedeu o Nobel de Fisica a Willis Eugene Lamb em 1955 [11] - Fisico
estadunidense nascido em Los Angeles, California, da Stanford University, Stanford, CA [12].
A estrutura fina dos espectros foi explicada quando os cientistas propuseram que os niveis de

energias sao formados por subdivisdes, chamadas de subniveis [13].

1.3 Objetivos e a visao geral dos préximos capitulos

O objetivo deste trabalho € estudar e analisar as energias do 4tomo de hidrogénio
quando € levada em conta os efeitos relativisticos e a interacdo do momento angular orbital com
o spin do elétron (acoplamento spin-6rbita), mostrar assim como seria as linhas espectrais do
hidrogénio fazendo essas pequenas corre¢des no atomo. As energias do dtomo de hidrogénio sdo
responsaveis pelo entendimento de alguns objetos e fendmenos do nosso dia a dia - exemplo,
permite-nos uma interpretacdo da cor no teste da chama, fogos de artificio, lampadas de vapor
de sédio ou de mercurio e luminosos de ne6nio, luz laser [13].

Nos préximos capitulos, faremos uma discussao mais detalhada sobre o dtomo de
hidrogénio e a estrutura fina. O capitulo 2, apresentamo a solucdo de dtomo de hidrogénio,
a solucao para espectro de energia do hidrogénio que o Schrodinger chegou, que de forma
surpreendente acabaria por ser o mesmo a que o Bohr chegou na sua teoria sobre o dtomo,
como veremos com mais detalhes no apéndice A. Ainda no mesmo capitulo discutiremos sobre
a teoria de perturbacdo independente de tempo, que € um método aproximativo usado para

solucionar o problema que em principio ndo tem uma solugdo analitica, que servira de alicerce
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para o nosso estudo da estrutura fina no capitulo posterior. J4 no capitulo 3 apresentaremos
os célculos da Estrutura Fina do Hidrogénio trazendo para discussao a correcao relativistica e
acoplamento spin-Orbita efeitos que provocam aparecimento das linhas ’secunddarias’ nos niveis
de energia de 4tomo de hidrogénio e mostraremos como seria a equacgdo de energia de dtomo
de hidrogénio quando levarmos em consideragdo esses dois mecanismos em conta no dtomo de
hidrogénio. No final do trabalho, traremos a conclusdo em pormenor. No Apéndice A faremos a
demonstracdo detalhada da energia do 4tomo de hidrogénio que o Bohr descreveu usando seu

modelo semi-classico.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Soluciio do Atomo de Hidrogénio

Para uma descri¢ao completa do &tomo de hidrogénio, devemos descrever os movi-
mentos do préton e do elétron. O niicleo do 4tomo de hidrogénio € cerca de 2000 vezes mais
pesado do que um elétron. Por isso pode ignorar o movimento do nucleo e descrever o &tomo
simplesmente como elétron movendo-se com energia potencial V(r) [14]. Assim, usaremos a
equacao de Schrodinger nao-relativistica e os efeitos magnéticos serdo desprezados para fazer
a solucao da energia do dtomo de hidrogénio. A Figura 4 mostra a configuracao do dtomo de
hidrogénio, onde observamos um préton pesado e essencialmente imével de carga +e junto de
um elétron bem mais leve de carga —e que orbita em torno dele, ligado pela atracdo mutua de

cargas opostas.

Figura 4 — Atomo de hidrogénio

Electron

Proton

Fonte: google/dreamstime

Pela atragdo coulombiana, o potencial é:

21

— . 2.1
47'580 r ( )

V(r)=
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A equacdo radial é:

h? d?u(r) B2 I(1+1)
5 a2 T V(r)+ %T]u(”) = Eu(r) (2.2)
onde, 5
B R 1(1+1)
Ver =V(r)+ 2m  r?

¢ o potencial efetivo com V(r) potencial coulombiano e l(lr%l) ¢ o termo centrifugo que tende a

jogar a o elétron para fora (longe do préton). Substituir a equacdo (2.1) em (2.2), temos:

1? d?u(r) e? 1+ R I(1+1)

2m dr? _47t80r 2m 12

u(r) = Eu(r). (2.3)

Nosso problema € resolver a equacgdo (2.3) para u(r) e determinar as energias permi-
tidas. Usaremos o método da solucdo analitica para o oscilador harmonico[ 10].Concentraremos
as nossas atengdes para o caso dos estados ligados discretos (energias negativas, E < 0) que
representam o dtomo de hidrogénio, isto é, o elétron estd preso ao nicleo formando assim o
atomo. Dividindo por E, ambos os lados da equagdo (2.3) e trabalhando ela, temos:

n? d?u(r) e 1 B II+1)
2mE {_471780E; 2mE 12 ]u(r)—u(r)

" 2mE  dr?
m? d*u(r) e 1 R II+1)
" 2mE dr? [_ 4regE r * 2mE  r? ] u(r) —u(r) =0
2 2 2 1 2 1
W du(r) - et 1 A I(I+]1) () =0
2mE dr? AmegEr  2mE  r?

h? d? S 2 R S (RS |
= ulr) | [ __me L] G o) N WA Y 2.4)
2mE  dr? 2negh? 2mE r - 2mE  r?
Como estamos interessados em estados ligados (E < 0), entao faremos
2mE
2 _
K="
dai,
1 h?
 —_ 2.
K? 2mE 2.5)
Substituindo a equacdo (2.5) em (2.4):
1 d?u(r) me* 1 I(I+1)
— —— —1 =0. 2.6
K? dr? + [27reoﬁ2K Kr K2r? Ju(r) 2.6



Fazendo mudanca de varidvel na equagdo 2.6:

p =Kr

m€2

Po = 2negh’K

Seguem das equacdes (2.6), (2.7) e (2.8) que

1 du(r) {@ ity 1} u(r) = 0.

K? dr? P p?

Da equagdo 2.7 € f4cil de mostrar que

dp? = K?dr?
111
dp?  K%dr?

Fazendo u(r) = u(p) e multiplicando ambos os lados por d’u(r), daf

1 d*u(r)  d*u(p) .

K2 dr? —  dp?

Substituindo esta informacao na equacgdo 2.9, temos:

d*u(p) [po 1(I+1)
dp? p p?

- 1] u(p)=0.

20

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

A equacdo (2.10) € uma equacdo diferencial ordindria (EDO) homogénea da 2?

ordem com coeficiente constante. A sua solu¢do nao € trivial. Vamos soluciond-la através de

andlise assimptdtica. Quando p — o
Po —0
p

(1 +1)
p2

—0

a equacdo (2.10) fica,
d*u(p)
dp?

A solucdo para equacdo (2.11) é:

u(p) =AeP +BeP.

—u(p) =0.

(2.11)

(2.12)
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Porém, a equacéo (2.12) diverge no termo eP quando p — . Para evitar isso faremos
A =0 como forma de eliminar o primeiro termo da equagdo (2.12). Fazendo isso, a equagao

(2.12) fica,
u(p) =Be P. (2.13)

Lembrando que p carrega r, significa que estamos a supor que a 6rbita do dtomo de
hidrogénio poderia vir a ser infinito. Quando isso acontece, o elétron desprende do préton e
sairemos do caso de estados ligados para estados espalhados, que ndo seria o nosso foco. Para
contornar isso, removeremos o comportamento assimptético que haviamos colocado. Faremos
isso introduzindo uma nova fung¢do, v(p), na equagdo (2.13) que nos garantird que a érbita na ird

para infinito. Desprezando a constante B na equagao (2.13), temos

u(p) =e Pv(p). (2.14)

Derivar u(p) e substituir na equacéo (2.10), temos:

dPulp)  d d

> dp dp(e_”V(P))

d?v dv
e P( dp(é))_z d(,f)

Como e P # 0 entio,

dzv(p)_zdv(p>+(@ I(I+1)
dp? dp p p?

av(p) _,dv(p)

27 o T ) =0. (2.15)
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Pelo visto complicamos um pouco nessa nossa tentativa de remover a assimptota,
pois a EDO acima nao € facil de resolver também, entdao usaremos o método de série. Supondo
que a solucao da equacdo (2.15) é:

v(p) =Y Cip’™, (2.16)
Jj=0
onde C; € o coeficiente de expansdo para ser encontrado. O nosso foco passa em encontrar o

valor do coeficiente e a varidvel s que apareceu na série. Derivar a equacdo 2.16 e substituir em

(2.15), temos:

dV(p) _ i(j+s)cjpj+s_l

=Y (j+s—1)(j+s)Cip/ T2
Jj=0

dai,

" . — s I(I+1), &
Y (+s—1D(j+s)Cip ™2 22 j4 )Gt (PO ( . )]ZC,-pJ+ =0
Jj=0 p p j=0

[}

Y (j+s=1D)(+)Cp 2 =2 Y (j+5)Cip" ™ 4+pg Y Cip~ o =11+ 1) Y Cipp T =0
=0 j=0 j=0 =

[}

Y (j+s—=1)(j+s)Cip/t2 22 (j+9)Cip/ T 1+poZCpf+s "—11+1) Y cipit =0,
j=0 j=0 j=0 j=0

Juntando os termos iguais, temos:

i [(j+s—1)(j+s5) =11+ 1)]C;ip ™+ f; [—2(j+s5) +po]C;p T~ =0.
j=0 Jj=0
Abrindo somatdrio para j = 0 no primeiro termo, temos
[(s—1)s—1(I+1)]Cop*~ 2+Z JEs—1)(j+s)—1(I+1)]C;p T~ 2+Z 2(j+s)+po)Cip’ 1 =0.
Jj=1 Jj=0
Fazendo no segundo somatério j = j/ —1 (para j =0 — j/ = 1), temos

[(s—1)s—1(I+1)]Cop*~ 2+Z J+s=1)(j+s) -1+ 1)]Cip ™2
Jj=

+ Y [po—2(j +s—1)]C;_p! P2 =0.
/=1
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. . . . . . poR ) J
Evidenciando os somatdrios e lembrando que j do primeiro somatdrio € igual a j do

segundo somatério (substituiremos j por j), temos:

[(s—1)s—1(I+1)]Cop* >+ i {{GG+s=1D(j+s) =11+ D]Cj+[po—2(j+s—1)]Cj—1 } p/T72=0
j=1
dai notamos que,

(s—1)s—1I(I+1)=0

entdo, s = —/ ou s =/ + 1. Também notamos que,

(5= 1D)(+5) — L+ 1D]C;+ [po —2(j + )1 =0

2(j+s—1)—po '
(j+s—1D(+s)—1(1+1) 7"

Lembrando que s = [+ 1, entdo,

c_ 2(j+1+1-1)—po .
T (A=) =1 41) T

1

2(j+1) — po

DA N Y W Ry TRy R @17

A equacio (2.17) é chamada de férmula de recurs@o. Ela determina os coeficientes
que por sua vez determina equacdo (2.16). Para valores muito grande de j (que corresponde a p

muito grande) notamos que o termo

Po
GHDG+I+1D) =1(1+1)

—0

e 0 termo
2(j+1) %g
GHOG+HI+1) —1(I+1) "

Logo, a equacdo da recursao fica:

2
Ci=-Cj . (2.18)
J
Para j =1, temos C; = 2Cp; para j = 2, temos C; = C; = 2Cp; para j = 3, temos

Gy =20, = %Cl = 2()...fazendo isso por um longo periodo nota-se que

2 2 2
Ci="-"—"=-C

Cji-1j-2
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isto é, o coeficiente posterior € escrito em termo de anterior. Com isto a equagdo exata é

2J
Ci= FCO. (2.19)

Substituir a equacao (2.19) em equagao (2.16) e lembrando que s =/ + 1, temos:

o2
vip) =Y, 7(70[3JJr
=07

o 2
v(p) =Co Z TP]P
j=0 J:

v(p) =p"'Co i (ZJ.L,)]. (2.20)
j=0 J

Encontramos uma solu¢do matematica, mas nao uma solucao fisica. Ela representa
uma situacdo na qual é menos provdvel que o elétron esteja perto do préton! Ja que suponhamos
desde do inicio que 0 p — oo. E sempre mais provivel que ele seja encontrado em raios
muito grandes. Podemos ter uma ideia observando o que acontece longe do préton — para
grandes valores de p[15]. Para que u(p) da equag@o (2.14) se permanega finita quando p — o
precisamos que a série que representa v(p) termine, entdo, significa que existe um j,,,, de modo

que C; = 0. Para que isto aconteca 2(j + 1) — po da equacdo (2.17) tem que ser

max+1
2(jmax+l+1)_p0 =0

sendo n = juq + 1+ 1 dai,

2n — Po = 0
Po =2n (2.21)
onden=1,2,3,---
Da equacdo 2.8 vimos que
B me?
Po = 277:80)'12[('

Igualando isso a equagdo (2.21), temos

m€2

M=
" 2meghtK
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Isolando K e elevando ambos os lados ao quadrado, temos

B me* 1
N 477,'80ﬁ2 n
2 4
2 m-e 1
= 2.22
16m2e5h* n? (222)
Igualando a equagdo (2.22) com inverso da equagdo (2.5), temos
me* 1 _ 2mE
l6m2elhtn® 2
dai,
4
1
= (2.23)

B

A equacdo 2.23 é a energia do 4tomo do hidrogénio. E 0 mesmo resultado que o Bohr
chegou na sua teoria usando fisica cldssica e teoria quantica. Aqui, porém, é um resultado exato
da mecanica quantica. Entretanto esse foi o primeiro grande sucesso da teoria de Schrodinger,
poder reproduzir esse resultado a partir de uma equacao basica de movimento para o elétron

2.23.[15] Para n = 1, temos a energia do estado fundamental de 4&tomo do hidrogénio dado por

4
me
El=————. 2.24
LT 3m2eli? (229
Substituindo todos valores das constantes na equagao 2.24 vé-se que
Ey = —13,6eV (2.25)
dai, a equacgdo 2.23 pode ser escrita como
E
E,=— (2.26)
n
—13,6eV
E,= —2. (2.27)
n
Sendo
e(_p) n—I—1 TN
Voim (1,0, 9) = AY/" - Yy pittt (2.28)
j=0

a fun¢do de onda do dtomo do hidrogénio, onde A € a constante da normalizacio da funcio (para

ser encontrada), e

m __ (2l+1)(l_m) imo pm
Y/ _\/ e ? P"(cos0) (2.29)
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€ o harmonico esférico escrita em termo da fungdo associada de Legendre

m, d
P (x) = (=1)"(1 —Xz)f(d—)mPl(x) (2.30)
X
com x = cosB e P(x), polindmio de Legendre, é
1 dy s I
P(x) = 21—“(5) (x"—1)". (2.31)

A equagdo (2.23) ndo depende de [ e m, nimeros quanticos relacionados a momento
angular. Isto faz com que os niveis excitados do 4tomo de hidrogénio sejam degenerados. A
degenerescéncia de energia corresponde ao nimero de estados com mesma energia. Sabendo
que, para cada valor de [ existem (2/ + 1) valores de m, entdo, o grau da degenerescéncia da
energia do atomo do hidrogénio com nimero principal, n, é dado por

n—1

Y @i+1)=n’ (2.32)
=0

Isto nos diz que, por exemplo, para n = 2, o elétron estard quatro vezes mais afastado
do nicleo do que no estado fundamental [16]. O raio de Bohr € obtido a partir da equacao (2.23),

reescrevendo ela como:
2
m , e 51
E,=————s(—)"—
" 2h2 (47r80) n2
mas da equacdo 2.21, temos
2mE,

2_
K==

Substituir E,;, temos

2 2m m e? 2 1

=222 \ane) 2

me* 1

K? =
(47t80ﬁ2 )

n?’

O termo entre parenteses € o inverso do raio de Bohr. Assim o raio de Borh € dado

por:

4megh?
a= 200 (2.33)
me

Substituindo todos valores da constante na equacao (2.33), vé-se que

a=0,529.10""% = 0,529A (2.34)
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A é chamado de Angstrong. Dai,

1
K=—.
na
Logo p em termos de raio de Bohr é
p=". (2.35)
na

No dtomo do hidrogénio a energia fica totalmente determinada por n. Entdo, exceto
pelo estado fundamental (n = 1), a cada nivel de energia correspondem mais de um estado do
sistema, isto €, pondo de lado o estado fundamental yigy todos outros estados partilham as
mesmas energias o que faz o &tomo do hidrogénio altamente degenerado (como veremos mais
na frente). O numero quantico n é denominado nimero quantico principal. A equacdo (2.23)
mostra que as energias nao relativisticas dependem apenas n e, assim como o modelo de Bohr, a

equacao de Schrodinger € incapaz de prever uma estrutura fina no espectro de linhas.

2.2 Teoria de Perturbacio independente do tempo

Na mecanica celeste as pequenas alteragdes na orbita terrestre € devido a atracdo do
Planeta Jupiter. Para fazer uma estimativas dessas pequenas correcoes, elaborou-se o método
aproximativo, que permitia a utiliza¢do, como ponto de partida, da érbita terrestre ndo perturbada,
isto é, calculada omitindo-se Jupiter, calculando-se diretamente as modificagdes que deviam
ser introduzidas na Orbita ndo perturbada. O aperfeicoamento dessa técnica levou até mesmo a
descoberta de novos planetas - (Netuno, por exemplo, "traido"pela perturbacdo que causava na
orbita de Urano). A mecénica quantica tomou emprestada a mecanica celeste essa ideia e surgiu
assim a teoria das perturbacgdes [14].

A teoria das pertubagdes visa a partir da solucdo conhecida de certos problemas,
obter uma solu¢do aproximada de problemas que, em algum sentido, sdo proximos ao problema
resolvido [14]. Sado poucos os problemas em mecanica quantica - seja com Hamiltonianos
dependentes ou independente de tempo - que podem ser resolvidos exatamente. Nos outros casos,
somos inevitavelmente forcados a recorrer a algum tipo de aproximacao [17]. Praticamente cada
problema indo além do pogo de potencial, do oscilador harmonico ou do 4tomo de hidrogénio sem
spin e campos externos € impossivel resolver analiticamente [18].0 método de aproximacgao que
consideraremos aqui € a teoria de perturbacdo independente do tempo, por vezes conhecida como

teoria de perturabacdo de Rayleigh-Schrodinger [17]. O método de perturbagdo estaciondria ou
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de perturbacdo independente do tempo € ttil para avaliar pequenas perturbag¢des do sistema, por

exemplo, por campos elétricos ou magnéticos externos [18]
2.2.1 Teoria de perturbagdo ndo degenerada

A Figura 5 mostra o po¢o quadrado infinito de tamanho a. A equacgdo de Schrondiger

independente de tempo para esse potencial é:
Hy) = E)y,), (2.36)

onde H! forma conjunto de autofungdes ortonormais e normalizados com autovalores EY cor-
respondentes. A Figura 6 mostra o mesmo poco, mas sé que agora provocamos uma pequena
perturbacdo de modo que surge um levantamento no poco. Qual seria as novas autofuncoes
com seus autovalores correspondentes? Como perturbamos o poco o potencial muda e torna-se
complicado resolver com exatiddo a equagdo de Schrédinger independente do tempo, equagdo

(2.36).

Figura 5 — Po¢o quadrado infinito ndo perturbado

V(x) A

QD
xY

Fonte: Griffthis: Mecanica Quéntica 22 ed.

Para resolver esse problema, vamos supor que Y, e E, sdo novas autofungdes e

novos autovalores correspondentes ao nosso problema. A equacgdo de Schrodinger é:

Hy, = E v, (2.37)
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Figura 6 — Pogo quadrado infinito perturbado

V(x)

\
Fonte: Griffthis: Mecanica Quéntica 22 ed.

onde H, o novo hamiltoniano do sistema, é dado por H = H Oy AH "em que H 0 ¢ 0 hamiltoniano
nao perturbado (indicado pelo sub-escrito 0), H éa perturbagdo e A é um nimero pequeno
chamado de parametro da perturbacao. Escreveremos a nova fun¢do de onda e energia em uma
expansao em séries

Vo = Yo + A0, + A2y + - (2.38)

E,=EY+AE! +A2E2 ... (2.39)

O expoente indica a ordem de correcdo e mais na frente veremos a sua utilidade.
Substituindo a equagdo 2.38 e a equacgdo (2.39) na equagdo (2.37), e lembrando que H =
HO + lH,, temos:

(HO+ AH ) (9 + Ay + 2295 4 0) = (B + AE + AL+ ) () + Ay + A%y ).

Trabalhando o lado esquerdo da equagdo acima e desprezando os termos para A

maiores que grau dois (pois A é pequeno) temos,
HOW + AH v, + A2HOy2 + AH w0+ AH yl + -

Agora trabalhando o lado direito da mesma equagéo e desprezando os termos para A

maiores que grau dois temos,
EnVo + AEYy + A By + AE W + AP Ey vy + APE ) +
Juntando e igualando os termos do mesmo grau de expoente de A, temos

HOWO+ A (H O, +H y0) + A2 (HOw2 +H wl) = EQwl + A (EQw) + ENy0) + A2 (EQw2 +El vy, + E2yP)
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HoO = EVy0. (2.40)
Hv + Hy® =E% +E' . (2.41)
HOYi +H Y, = EJW; + E, v, +Eq v, (2.42)

A equacgdo (2.40) é a menor ordem da perturbacdo que corresponde ao caso nao
perturbado (equacdo (2.36)). A equacgdo (2.41) € a corregdo da primeira ordem da perturbacdo. A
equacdo (2.42) € a correcdo de segunda ordem da perturbacdo, assim por diante. O pardmetro da
perturbacdo, A, regula a pertubagdo e nos manteria cientes das diferentes ordens, normalmente o
seu valor varia de zero a um, porque estamos perante uma aproximagao. Neste caso, diremos

que A =1 [10].
2.2.1.1 Teoria de primeira ordem

Com a equagdo para corre¢do da primeira ordem, procuraremos a equacdo fundamen-
tal para energia e funcdo de onda para o problema como do po¢o quadrado infinito perturbado.

Fazendo o produto interno com w,? em ambos os lados da equagdo (2.41), temos

(WOIH WY + (WO H w2 = (w2 EQwh) + (Wl E )

(WOIH WY + (WO H w2) = ES (WO wh) + EL (w2 D). (2.43)

Da definicao de Hermitiano e da ortogonalidade da fun¢do de onda
(WalH w) = (HOw ) = E) (W) w)
(walyn) = 1.

Isto mostra que o primeiro termo a esquerda e primeiro termo a direita sao iguais,

logo se cancelam, daf a equacdo (2.43) fica,

(WOIH v2) = E]
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entao,

= (YI|H |yD) . (2.44)

Este € o resultado fundamental da teoria de perturbacio de primeira ordem para o
autovalor das energias. Ele nos dd a correcao da primeira ordem da energia a partir do estado
ndo perturbado. E o valor esperado da perturbacio no estado ndo perturbado [10].

Agora vamos a procura da equacao que nos garante a correcdo de primeira ordem

para a fun¢do de onda. Reescrevendo a equagdo (2.41), temos

0 0,,1 1,,0 0
H WJ_Ean:Ean_HWn

(HO—E)y, = —(H —E}) ). (2.45)

Olhando bem para equacgdo (2.45) ela equivale a uma equacgdo diferencial ndo
homogénea para a varidvel desconhecida y!. Ela ndo é trivial de solucionar. Para tanto

escreveremos a solu¢do da EDO em termo de expansao em séries.

=Y Crvp, (2.46)
m#n

onde W constitui conjunto de fun¢des de ondas nio perturbadas ortogonais a W2, e C" é o
coeficiente de expansdo que por agora € desconhecido. No somatorio da equagdo 2.46 ndo ha
necessidade de incluir m = n, como veremos a seguir abrindo o somatério para n = m (caso
restrito) e mantendo os outros termos, temos
v + Y. CrVi. (2.47)
mn
Substituir a equacdo (2.47) em equacdo (2.45), vem

H —E) Gy + Y. C, ~(H —Ep)yy,
m#n

CrHOWY+ Y CLHOWS — CEQ) — Y CLEQ) = —(H — E})y?
m#n m#n

ClEQYY + Y CrHOWS —CrEQYY — Y CRE = —(H —Ev.
m#n m#n
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Eliminando os termos semelhantes e colocando o somatdrio em evidéncia a equagdo

acima fica,

—E) Y. Gy =—(H —E,)y,.
m#£n

O termo do somatdrio € a equagdo (2.46), dai
(H'—E)y, =—(H —E,)y).

Isto mostra que os termos em que m = n ndo sao necessarios, logo os descartaremos.
Agora que vimos que o somatorio faz sentido, vamos voltar ao que queremos encontrar realmente
que é C}, que por sua vez determinard a equacdo (2.46). Substituir a equacao (2.46) na equacao
(2.45), temos

Y (H—E0CLyS = —(H —E)y)
m#n

Y C(HOW) —EQyh) = —(H —E)yL.
m#£n

Como ! satisfaz a equacio de Schrdinger nio perturbada (equacio (2.36)) entio
HYy = Ep ¥,

dai,

Y Ch(ESWO —EXyh) = —(H —Ehy?
m#n

Y Ch(En—E)) Wy =—(H —E,)y,.
m#n

Fazendo o produto interno com l[/lo em ambos os lados, vem

Y Cr(ES—ED) (wPwl) = — (WP IH W) +E} (wlyl). (2.48)
m#n

Se tomarmos na equacao (2.48) [ = n, o produto do lado esquerdo vai a zero,

(W) lwo) =0

mas, por outro lado, o segundo termo do produto de lado direito vai a 1((y?|y?) = 1) e
retornaremos a equacgio (2.44). Se tomarmos na equagdo (2.48) [ = m a ordem inverte e a
equacao (2.48) se torna

(ES —EQ)Cl = — (o H [y2)
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logo,
0117 1,0
H
C, = —<Wmo| Wé”> (2.49)
En o Em
Substituindo a equagdo (2.49) em equacdo (2.46), vé-se que
H|y?

0 0

Na equagdo (2.50) nota-se que ela é vdlida enquanto n for diferente de m. Para o
caso n = m perde-se a correcdo para primeira ordem da funcdo de onda (ela dispara ao infinito
e perderemos a visdo da particula) e a teoria de perturbacao seria invélida. Caso isso aconteca
teremos de substituir a teoria de perturbagdo para o caso degenerada que veremos mais na frente.

A equacio (2.50) expressa a corre¢io da primeira ordem para a fungio de onda, v,
2.2.1.2 Energias de segunda ordem

Dando segmento a solu¢ao do nosso problema, vamos achar agora a equac¢ao de
correcdo da segunda ordem para a energia que € o mais longe que iremos nesse nosso estudo. Da

equagdo (2.42), vimos que
Hwi +H yy = EQ; + Ey v, + Epyy.
Fazendo o produto interno com w,? , temos
(W lHOW) + (W lH wi) = B3 (Wl vi) + Ey (1 vi) + Eq (w1 vi)

Usando a defini¢dao de hermitiano e da ortogonalidade da func¢do de onda, o primeiro
termo da esquerda se cancela com o primeiro termo da direita e o produto de ultimo termo a

direita vai a 1, dai, chega-se

(WOIH v =E," (v|y,)) + E2

E2 = (yOH |y} — E,' (vl (2.51)

mas,

(wlva) =Y Co (v lw) =0, (2.52)
m#n
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substituindo a equacao (2.52) em equacdo (2.51) e lembrando que o fato de m diferente de n o

produto da direita da equacgao (2.51) vai a zero, logo,
Eq = (V)|H'ly,). (2.53)
Substituindo a equacao (2.46) no ket da equacao (2.53), temos

E;=(y)|H'|'Y Crum)
m#£n

E;="Y Ch(ullH' |yp).
m#n

Substituindo na equacdo acima a equagao (2.49), temos

0117

" m#n E”(l)_E’%
dai,
oo 0157 1,0\ 12
2 | (WnlH W) |
Enzg g,?—E,‘,):l : (2.54)
m=n

A equagdo 2.54 mostra o resultado fundamental da teoria de perturbacdo de segunda
ordem. De novo ela ndo pode ser usado para fun¢des de ondas que compartilham a mesma

energia.

2.2.2 Teoria de perturbagdo degenerada

Durante nosso estudo da teoria de perturbaciao niao degenerada vimos que a equacgao
(2.50) e a equagdo (2.54) sdo vélidas para o caso em que as fungdes de ondas distintas ndo
partilham mesma energia, porém, existe casos em que os estados partilham mesmas energias,
exemplo disso é o 4tomo de hidrogénio, um dtomo altamente degenerado[10]. Ao aplicarmos a
teoria de perturbacdo ndo degenerada para fazer a corre¢do na energia de &tomo do hidrogénio
seria impossivel, algumas vezes, pois elas falham. Para contornar isso usa-se a teoria de
perturbacdo degenerada. Comecaremos esse estudo com o caso mais simples, quando dois
autofuncdes partilham da mesma energia, mais na frente estenderemos o estudos para caso mais

geral.
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2.2.2.1 Degenerescéncia dupla

Suponha que Y0 e 1;/19 dois estados nio perturbados distintos de H° com energia E?

e E,?, respectivamente, normalizados e ortogonais

H'yy = EQy) (2.55)

H) = E)y) (2.56)

(velyy) =0 (2.57)
tal que E0 = El? =E°

Hoy? = E%) (2.58)

Hy) = E%) (2.59)

de modo que a combinagcdo linear dos dois estados produz um estado y° de H°, com o mesmo

autovalor E©.

v =ayy +Byy. (2.60)

Prova: Aplicando o operador H” em equacio 2.60
HW® = aH vy + BH y))

Ho" = aE'y + BEy)

HOY® = E° (o + Byy)

H" = EO%y°. (2.61)

A figura 7 mostra o comportamento da energia comum dos dois estados quando

aplicamos a perturbacdo. Pela figura percebe-se que ha uma divergéncia na energia, uma
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quebra na degenerescéncia da energia Unica tornando assim em duas energias na medida que

regulamos a perturbacdo para A = 1. Quando paramos de perturbar o sistema, a parte superior

Figura 7 — Energia perturbada

£

Fonte: Griffths: Mecanica Quéintica - 22 ed.

(estado superior) da energia divergida reduz a uma combinagao linear diferente e ortogonal da

combinacdo linear da parte inferior (estado inferior) da energia divergida, exemplo

0 0
ay, + B
para estado superior e

oyl + By

para estado inferior, sendo que ambos os estados possuem energia EV, o problema
que aparece € qual estado devemos pegar para resolver nosso problema, pois ndo sabemos dos
dois estados qual constitui uma boa combinagdo linear. Como temos essa furada, vamos supor
que

Hy =Evy (2.62)

¢ a forma genérica de bons estados (estados cuja combinagdo linear nos permite fazer a corre¢ao
da energia dos estados degenerados), onde H é a perturbacio dado por H = H? + AH V=
VO Ayl + 2%y2 + .. e E=E°+ AE' + A2E? + ... Substituindo isso na equacio (2.62) e

fazendo o mesmo que fizemos para o caso ndo degenerado chegamos em

HOE® — EOy°

How' + H y° = E%%' + E'y°. (2.63)
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Fazendo o produto interno com W na equagio 2.63
(WalHOw) + (wa | H w°) = E° (Wil w') + E' (y ly”)

lembrando que

(walHOlw") = E° (ygly")
€ hermitiano, entdo o primeiro termo da esquerda se cancela com o primeiro termo da direita, daf
(o lH [y°) = E' (wa|y°) (2.64)

Substituindo a equacdo (2.60) na equacdo (2.64) e lembrando da ortogonalidade do

estado y e l//l? equagdo (2.57), temos
(wolH |orw + Byp) = E' (yel ool + Byy)

o (WOIH |w0) + B (WoIH |y = aE' (W) + BE' (w0|yp)

como (2| y?) =1, e o dltimo termo da direita vai 4 zero, entio

a (WO H |y2) + B (O|H |y = aE!

AW, + BWap = 0tE! (2.65)

com
Waa = <Wc(1)’H |W2>
e
Wao = (Wi H |v).
Fazendo o mesmo procedimento utilizando ‘/’19 , chegamos em
AWpq + BWy, = BE' (2.66)
com

Woa = (W|H |92
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Wop = (W |H |y
A equagio(2.65) e equagio (2.66) formam um conjunto de sistema para E! que

vamos resolver multiplicando W,;, em equagdo (2.66)

W, Wy + BWops Wi, = E'BW,,

AW, Wy + BWa (W — E) = 0. (2.67)

Da equagdo (2.65), temos
BWap = a(E' —Wyy)
Substituindo esta informacao na equagdo 2.67, temos
W, Wiy + A(E" — Wag) (Wyp —E') =0

W Wyo + (E' = W) (Wi, —EN] =0

sendo o # 0 entdo
WasWoa — (E')? + E'Wyp + E'Wog — WagWpp, = 0
(EN)? — E'(Waa + Wip) + (WaaWip — WapWpy) =0

lembrando que

ax2+bx—|—c:O

B —b++b?—4ac

o 2a

Usando esta solu¢do quadratica para o nosso problema e lembrando que W, = W,

e Wy W), = [Wyp 2, temos

1
Eﬂl: = E[Waa + Wpp £ \/(Waa + Wbb)2 — 4(WaaWbb - |Wab|2]

1
EL = 3 Waa Wi = Wao W3, - 2WaaWh, — 4Woa Wi+ 4 W ]
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1
Enl_L = B [Waa + Wpp £ \/Waza + szb — 2WaaWpp + 4‘W"b|2]

1
EL = 5 Waat Won | (Waa = Won)? +41Was ). (2.68)

A equacdo (2.68) € o resultado fundamental da teoria de perturbacdo degenerada,
ela nos dd o valor da correcdo da energia da primeira ordem quando perturbamos o sistema de
dois estados distintos com a mesma energia. As duas raizes correspondem as duas energias
perturbadas. O resultado faz todo sentido, uma vez que a mesma energia separou em duas em
estados diferentes. Entdo para qualquer estado que tomamos como sendo "bons’ conseguiremos
solucionar o0 nosso problema, como veremos a partir da simples verificagdo. Paraax =0e f =1
na equacio (2.65), temos W,;, = 0 e W,, = E'; substituindo esta informacio na equacio (2.68),
temos EL = E' =W,,. Paraa=1c¢ B = 0 na equagio (2.66), temos W,, = E'e Wy, =0;

substituir na equagado (2.68), temos E}L =E! = W,,. Logo,

EL = (WJIH |vg) (2.69)

EL = (W)|H |vp). (2.70)

A equacio (2.69) e a equacdo (2.70) sdo idénticas a equagdo (2.44). Isto aconteceu
porque pegamos uma combinacdo linear de bons estados, caso contrario a solu¢do seria impos-
sivel. Entdo para fazer a correcao da energia da primeira ordem para o caso degenerado basta
pegarmos a correcdo da primeira ordem para o caso nao degenerado, desde que estado é bom. O
problema agora é adivinhar os bons estados [10]. Para nossa alegria existe um teorema que nos
facilita em escolha de bons estados. O teorema diz: Seja A um operador hermitiano que comuta
comH e H'. Se Ve 1//2 (as autofuncdes degeneradas de H? sdo também autofuncgdes de A,

com autovalores distintos),

Ayy = uy,
Ay = vy

entao,
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Portanto, y e l//l()) sdo estados bons para serem usados na teoria de perturbacao.

Podemos demonstrar a veracidade do teorema fazendo o seguinte:
[AH]=AH —HA=0

0

(WOIAH ) — (WO |H AyY)

0

(AYIIH ) — (yO|H Ayy)
(yd|H vp) — (WlH vyp) =0
w (W2 H [y) — vyl IH [yy) =0
(=) (W H |y5) =0

como U #V — U —V #0, entdo
(WalH [yy) = Wap = 0.

O teorema mostra que desde que conseguimos um operador que comuta com o
hamiltoniano (ndo perturbado e perturbado) e que produz autovalores diferentes quando atua
no estado diferentes entdo basta fazermos W, igual a zero na equagdo fundamental da teoria
de perturbacdo degenerada (equagdo (2.68). Apesar do teorema ser util ao problema, é bom
salientar que nem sempre serd ficil encontrar esse operador, mas reduziu imensamente o trabalho.
Caso ndo for possivel encontrar o tal operador é s6 trabalhar a equagdo (2.68) para solucionar
o problema, o que € pouco provdavel. Logo para solucionar a teoria de perturbacao degenerada
€ buscar os estados bons que constituem boas combinag¢des lineares e para isso basta procurar

operador que comuta com hamiltonianos [10].
2.2.2.2 Degenerescéncia de ordem superior

No estudo de degenerescéncia dupla podemos escrever a equacao (2.65) e a equagdo

(2.66) na forma matricial 2 x 2.

W, W o
aa Tab —E! 2.71)
Woa Wiy B B
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em que boas combinacdes lineares dos estados nao perturbados sdo os autovetores de W com

autovalores El . Ele € escrito de modo geral como
Wi = (yO|H |y (2.72)
tj <1V1 ’ W/] > . .

A equagdo acima € utilizada quando temos mais de dois estados a n estados. E

quando esses n estados partilham a mesma energia buscamos os autovalores de matriz nxn

Waa Wab T Wan o
Woa Wop === Wpn B|=E|B | (2.73)
Wnn

Encontrar as *boas’ funcdes de onda ndo perturbadas leva a construcdo de uma base
no subespacgo que diagonaliza a matriz W A validade do teorema que descrevemos na subse¢do

anterior nos leva a uma diagonalizacdo automadtica da matriz VT} [10].
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3 CALCULO DA ESTRUTURA FINA
3.1 Estrutura Fina

No nosso estudo sobre dtomo de hidrogénio deixamos de lado dois mecanismos ou
elementos que interferem na energia, ainda que de forma muito fraca, provocando uma pequena
estrutura nas linhas espectrais do 4&tomo de hidrogénio chamada da estrutura fina. Esses dois
mecanismos que levaremos em conta no nosso estudo agora é o0 movimento relativistico e a
interacao spin-6rbita, responsdveis pela estrutura fina que nao foi prevista pela teoria de Bohr e
Schrodinger. A estrutura fina € a pequena perturbacao provocada por esses dois mecanismos,
por isso, usaremos a teoria da perturbagdo para fazer a corre¢do relativistica e acoplamento
spin-Orbita. Como provaremos, ela ¢ menor em compara¢do com a energia de Bohr por um fator

a? dado por [10]

&2 1

Y= dnene ~ 137.036

(3.1)

chamado de constante da estrutura fina. E uma separacdo das linhas espectrais em varias
componentes diferentes, que € encontrada em todos os espectros atdmicos. Pode ser observadas
apenas se usarmos equipamentos de resolu¢do muito grande. De acordo com o modelo de
Bohr, isto deve significar que o que tinhamos pensado ser tinico estado de energia do d&tomo de

hidrogénio consiste na realidade de varios estados que t€ém energias muito proximas [6].
3.1.1 Correcao relativistica

O Hamiltoniano ndo relativistico do 4&tomo de hidrogénio € dado por

H=T+V(r)

H=—— — (3.2)

onde

p = —ihV.

Agora nosso objetivo € montar o Hamiltoniano relativistico em que a energia cinética

carregard a velocidade da luz, c. Para tal, anergia cinética relativistica, atribuivel ao movimento,
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pode ser obtido partindo da energia relativistica total:

Chamando = g, e fazendo expansdo em série, temos

2

Ezmcz(l—i—?—l—---)

1
Ezmcz+§mv2+---

onde os demais termos sdo correcdes relativisticos que veremos mais na frente. Lembrando que

1
T = —mv?
2mv
dai,
E = mc? +T
entao,
T =E —mc?.

Logo, a energia cinética relativistica é

mC2 2

T = —— —mc", (3.3)

)2
VI=(%)
onde o segundo termo € a energia de repouso. Agora vamos escrever ela em termos de momento

relativistico

(3.4)

) 2?2
p = V)2
1-(3)
somar por m”c? e multiplicar por ¢?, temos

2,22

m°v-c

P22+ mict = —v2—|~m2€4
1=(%)

2,22 2.4 v\2
20 g4 MV +m 1= ()]
pcc+mc = 1_(5)2 c
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2.4.2

2.2 2+m264_m§2v
—(¥)2
=)

202 +m2c4 _ m2v2c2

1= (3)

2
m-y
p2C2 —|—m2c4 =

Simplificando os termos semelhantes, chega-se em

2.4
22, .24 m-c
pct+tmc = ——.
=
Da equacdo (3.3) podemos ver que
2.4
m-c . 2\2
dai,
P2+ mict = (T+mc2)2
T +mc? = V prct +m?ct
entao,

T =/ p2c? +m2c* — mc?. (3.5)

No limite relativistico, isto é, para p << mc a equagdo (3.5) se reduz a
2 ﬁZ
_r Ty
2m 2m
expressao da energia cinética ndo relativistica que vimos no estudo de atomo de hidrogénio e
também no inicio desta secdo. Através de série de expansdo em poténcia podemos verificar isso.

Trabalhando a equacao (3.5) um pouco, temos:

Expandindo a equacdo acima em série de poténcia, temos

1 p L p
T =mc?[14+ ()2 — (L) ...
mc[ +2(mc) S(mc) + ]
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m: p2  mc pP )

— _J’__mc
2 m2c? 8 mict

T:mc2+

simplificando termos semelhantes,terms

P pt

“2m 8m32

(3.6)

O primeiro termo confirma a expressao para energia cinética nao relativistica. J4
o segundo termo € a corre¢do relativistica de menor ordem para o Hamiltoniano. O dtomo de
hidrogénio €, basicamente, ndo relativistico, por isso, desprezaremos todos os outros termos. Da

equacdo (3.6) podemos formar o nosso Hamiltoniano perturbado como

4
H-__"

S G-D

E de salientar que p ¢ momento relativistico € ndo o0 momento cldssico. Vamos usar
agora a teoria da perturbacdo ndo degenerada para solucionar nosso problema, mesmo sabendo
que o dtomo de hidrogénio € altamente degenerado. Mais na frente explicaremos o por que. A

corre¢do da primeira ordem para energia perturbada da primeira ordem é

E} = (valH, ). (3.8)
Substituindo a equagdo (3.7) em equagao (3.8), vem

1
E! = Ry (Wl P w)

1
Erl = _W <p2‘Vn|P2‘//n> .

Lembrando que a equacado de Schrodinger independente de tempo para os estados

nao perturbados diz,

P2

;n‘l/n‘l’v(r)‘//n = EyYn

dai,

lel/n =2m(E, —V(r))Yn

entao,
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Lembrando que a média de um operador em um estado y é

(A) = (ylAy).

Se A for hermitiano, entao
(vlAy) = (Ayly).
Desse modo, se E — V(r) for hermitiano, entio
((En =V ()Yl (Bn =V (r))Yn) = (Yl (En =V (1)) (En = V(1) |¥)

(En =V ()Wl (En =V (7)) W) = (Y| (En — V(’”))Z‘Vn> .

Como (y,|y,) = 1, entdo

((En =V (NWI(E =V (")) = (En = V(1))

dai,
1_ 1 _ 2
Ey=-5 3 ((En—=V(r)))
1
El =— 5 (E2—2E,V(r)+V(r)?). (3.9)

A equacdo (3.9) é a equacgdo geral para correcdo da primeira ordem da energia

relativistica. Ela € resolvivel se determinarmos o V(r). No nosso estudo o V(r) é

1 €2
Vir)=——
(r) dmey r
entao, )
1 2E, ¢? 1 2
E}=— of M 5 ¢
2mc? dwey r (47eg) r
1 Ene* /1 et 1
E!l =— E? i -)———=(=). 3.10
" 2mc? [ n 27ey <r> l672€} <r2>] (3.10)

Vamos calcular agora os valores esperados % e riz

Para %: Partindo do teorema do virial, temos

(V(r)) =2k,
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entdo, substituindo a energia potencial e a energia de Bohr, temos
e? 1\ ) m 2\ 1
dmeg \r/ 2h% \ 4rme n?

Simplificando, chega-se
1 B me? 1
r/  4megh? n?’

Logo, em termo do raio de Bohr, temos
1 1
<— > =—. (3.11)
r an

& +h21(1+1)_ e? 1
2mdr:  2m  r? drey r

Para r%, faremos o seguinte

me* 1

3226212 (jmax +1+1)2

n=—

onde jyax+ [+ 1 = n. Derivando as duas equagdes acima em fungdo de [:

OE,  2me*  (jmax+1+1)
dl  32m2e3h? (jmax +1+ 1)

JE, 2me* 1
dl 327212 (jmax+1+1)3

8En_2 m 2\ 1
ol " |2r? \drmey ) n?

OE, 2K,

al n
0H h? 1
—=—02[+1)—.
ol 2m( i+ )rz

Usando o teorema de Feynman-Hellmann

JE, d(H)
al 9l

2E, h? 1
— =]+ { =
n 2m( I+ )<r2>

dai,
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1 B me? me? 1 1
r2 /) Amegh? dmegh? (I+ %) n3

1 1 1
- )= . 3.12
(%) - Fpar o
Substituir a equacao (3.11) e a equagao (3.12) em equacgao (3.10), segue-se

1
2mc?

El =—

5 Eue? 1 e 1 1
" 2meyan®  1672€] (l—|—%)a2n3 '

Substituindo o raio de Bohr, temos

Bl _ 1 2+ E me* 1 m?e* et 1
2me2 |7 8wl n?  16m2eght 167265 (14 1) n?

E2—|—4Em AN\N1 2mf N 12m( &\ 1 n
" "212 \4mey) n* 2h* \4mey) n?2h% \4mey) n?i+ 1

Introduzindo a energia de Bohr, temos

4 2mc?

1 4nE?
El=——— _|E?—4E? L
r chzl" IANTEY
E}:—L 4nE? g2
2mc? (l—|—%)
dai,
E? 4
LTI L S (3.13)
2mc (l—|-%)

A equacdo (3.13) € a correcdo da primeira ordem da energia relativistica. Podemos
notar que ela € menor que a energia de Bohr, E,,, por fator de cerca de % =2.107>. Como
tinhamos dito, usamos a teoria de perturbacido ndo degenerada, mesmo sabendo que o d&tomo

de hidrogénio é muito degenerado, isto €, os estados partilham mesmas energias o que levaria
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a falha na teoria de perturbacdo ndo degenerada, porque, por pura sorte, as funcdes de ondas
W,m S30 os estados ’bons’ e vimos no estudo da teoria de perturbacio degenerada que quando
isso acontece podemos usar a teoria da perturbagdo ndo degenerada para solucionar o nosso

problema.
3.1.2 Acoplamento Spin-Orbita

Veremos agora como € a interagdo entre 0 momento de dipolo magnético do spin
e o0 campo magnético interno de um atomo de hidrogénio. A interacdo spin-6rbita se deve ao
campo magnético interno como consequéncia do momento angular orbital do elétron. Ela é
relativamente fraca no 4tomo de hidrogénio, mas ela é razoavelmente forte em dtomos de muitos
elétrons. Usaremos a teoria de perturbagcdo niao degenerada para solucionar o nosso problema.
Pequenos efeitos magnéticos ocorrem porque o préton, do ponto de vista do elétron, € uma carga
circulante que produz um campo magnético. Nesse campo o elétron terd uma energia diferente
com spin para cima do que com spin para baixo. A energia do &tomo serd um pouco diferente do

que a que iremos calcular [15].

Figura 8 — Atomo de Hidrogénio. Elétron parado’.

B,LA

e

+e

Fonte: Griffths: Mecanica Quintica 22 ed.

A Figura 8 mostra, de ponto de vista do elétron (o elétron encontra-se, efetivamente,
localizado dentro de um anel de corrente que produz um campo magnético, “parado’), um préton
em um movimento circular em torno de elétron criando um campo magnético ?, na mesma
dire¢do de momento angular orbital f experimentado pelo elétron. Ele exerce um torque sobre

o elétron que gira, tendendo alinhar seu momento magnético, i, paralelamente a direcao do



50

campo de dipolo magnético.

O hamiltoniano perturbado do sistema é:
H=—ueB. (3.14)

Vamos sair a uma digressao em procura de expressao para o momento de magnético
e campo magnético, expressdes como veremos, que carregam o momento de spin, ? € momento
- . L
orbital L, respectivamente, tteis no nosso estudo.

” ~ -
O campo magnético, ?, em funcdo de momento angular orbital, L, é:

1 dV(r)z>
 mec?r dr
2_ 1
com ¢ = 0. Lembrando que )
es 1
V(r)=— —
() drey r
segue-se que
dv(r) € 1
dr  4meyr?
entao,
1 1 e 1
* T

" mec? ramey r?

simplificando, chega-se

1 e 1=
=——————1L. 3.15
4meg me? r3 (3.15)

O momento de dipolo magnético, i, em termo de momento angular de spin, ?, é:
u=vs

onde y € a razdo giromagnética que em quantica é:

dai,

[Tp— (3.16)

Substituindo a equacdo (3.15) e a equagdo (3.16) na equacao (3.14), temos

/ 1 62 1 —
H = ———? L. 3.17
Amey m2c2 r3 ¢ (3.17)
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A andlise que fizemos até aqui € no referencial de elétron parado o que ndo corres-
ponde o caso do nosso estudo, pois sempre estudamos o d&tomo no referencial do elétron em
movimento. Para contornar isso, e colocar no referencial de elétron em movimento (referencial
ndo inercial, pois ele acelera), teremos de fazer uma correcao na equacao (3.17) introduzindo um
fator %, conhecido como precessdo de Thomas (apéndice J - [6]). Fazendo isso, a equacao (3.17)

toma seguinte rosto:

I 1 62 1 —

50:%m2—c2r_3 .L. (3.18)

A equagdo (3.18) é o Hamiltoniano devido a interac@o spin-orbita. Fisicamente, ela
ocorre por causa da torque exercido sobre o0 momento de dipolo magnético do elétron giratério,
pelo campo magnético do préton, no quadro de repouso instantaneo do elétron [10].

Quando se considera a interacao spin-Orbita, ndo se pode utilizar mais os nimeros
quanticos magnético orbital e spin, m; e mg, respectivamente, para identificar a funcdo de onda
Y, pois ela ndo € mais uma autofuncdo dos operados associados as grandezas dinamicas L, e
S;[9]. Isso ocorre porque, quando se aplica o operador acoplado (? ° f) na funcdo de onda v,
obtém-se

Se Z>‘l’ = (SxLx) ¥ + (SyLy) ¥ + (ScL.) v

Como os operadores S, e L, estdo acoplados em ultimo termo da equagdo acima, nao

se pode mais adotar as equagdes de autovalor
L.y =mhy.

S = mshy.

No entanto, ao se perder m; e mg como "bons nimeros quanticos", a alternativa é
adocdo dos nimeros quanticos j e j;, esses serdo, evidentemente, bons nimeros quanticos, visto
que j e j, tém valores definido +/j(j + 1)k e m h, independentemente das indefinicdes associadas
aos momentos angulares orbital e spin [9]. Na presenca dessa interagdo, o Hamiltoniano nao
comuta nem com f) nem com ? Isso faz com que momentos angulares spin e drbita ndo sejam
conservados separadamente. Mas o Hamiltoniano comuta com médulo dos dois (L% e $) [10].

O momento angular total é:

T=T+7%. (3.19)
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Sao quantidades conservativas. Os seus autoestados, L, € S, ndo sdo "bons’ estados
de modo que ndo se aplica a teoria da perturbagio. Por outro lado, os autoestados de L?, S2,
Je J; 0 sdo [10]. Sendo isso verdade podemos trabalhar a equacdo (3.19) para obter estas
quantidades que, correspondem ’bons’ estados, comutam com o hamiltoniano perturbado e que

nos permitird usar a teoria da pertubacao. Da equacao (3.19), temos:
— —
TeJ = (L 0?)(L 0?)

Po12+8242T e5

Tes = %(J2 282 (3.20)

lembrando que

L2f=rI1+1)f

analogamente,

S?f=hls(s+1)f
Pf=rjGi+1)f

dai, a equacdo (3.20) fica
- ? m

Substituindo a equagdo (3.21) em equacdo (3.18), temos

/ 62 1 ﬁz

50 = W;g[i(ﬁr 1) —1(I+1)=s(s+1)]

) h2er 1. .
so=Wﬁ[](rl-l)—l(l'i'l)—s(s‘l‘l)]

Da teoria da perturbacdo nao degenerada, vimos

EL = (W H, | w)

entao:
! ———hzez i(j+1)—=1(l+1)— +1 —1 3.22
SO 167[80 2C2 [](] ) ( ) S(S )] <r3> : ( . )



Vamos calcular agora <ri3> Partindo da relacao de Kramers que diz:

1
T ) = s+ Dalr )+ 5[0+ 1P - a2 =0
Fazendo s = —1 nesta relagdo, temos

~(=2+1)a(r?) - %[(2“ 1)>—1]a>(r3) =0
(2)
() =5 in(z) =

r

2
a 2 1

Igualando isso a equagdo (3.12), temos

1 1 1
“l(l“><73>: (1

dai,

entdo, a equacgdo 3.22 fica

| e [+ —I1(I+1)=s(s+1)] 1

E, = .
S0 16megm3c? 1(1—1—%)(1—1—1) a’n3

Sabendo que s = % e substituir raio de Bohr, temos

pl e GUFD -0+ -1 1

0 16megm3c? W+ 5H+1) n3 (Amaf? 3
me

| h*e? m?e® [j(j—i—l)—l(l—i—l)—%)]l

E, = .
0 16megm?c? 643 el 1o [(14+5)(1+1) n3

Simplificando, chega-se em

pm (AN Lm (@ N1 1A+ -I0+1)-
0 212 \4mey ) n?2h? \4mey) n?me? I(1+5)(1+1)
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Substituindo a energia de Bohr na equacao de cima, temos

<En>2{n[j<j+1> z<z+1>—%>1}.

~ 2
mc? I(14+3)(1+1) G:23)

1 _
Eso_

A equacio (3.23) € a correcdo da primeira ordem da energia de intera¢do spin-6rbita.

E notdvel, considerando que os mecanismos fisicos envolvidos sejam totalmente
2

diferentes, que a correcdo relativistica e o acoplamento spin-Orbita sejam da mesma ordem -,

[10]. O acoplamento spin-6rbita causa uma subida e descida nos niveis de energia [9].
3.1.3 A equacdo da estrutura fina

Agora vamos unir as duas equacdes para escrever a equacao geral de estrutura fina.

Para tal, somaremos a equacdo (3.13) com a equacao (3.23). Feito isso temos,

1 1 1
Eef :Er +Es0

 Er | 4n (E)? [ nlj(G+1)—1(1+1)—3)]
ng_—m{m—3}+ 2{ .y . } (3.24)

Vamos agora trabalhar somente o segundo termo da equagdo 3.24. Fazendo j =

l—%—>l:j+%,temos

(E)? [l +i=F=3i-%i—3-3)
me? j+3)
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simplificando os termos semelhantes, temos

(B { n }
me? | (j+3)(+1)

assim a equagao (3.24) fica,

dai,

L E,% 4n B _(En)2 n
Ep= 2mc2{(j—|-l) 3} mc? {(j+%)(j+1)}

| by 4n 2n
E = 3— —
S |7+l (Y1)

. Er% B 2n 1 2j 1
Eef—zmc2{3 G+3) [(j+1)+<,-+1>+<j+1>]}

logo,

4n
El, =_—n 23_ . 3.25
/7 2me? { (j+%) } -2
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A equacdo (3.25) € anergia da estrutura fina do d&tomo de hidrogénio. O sufixo na
energia significa estrutura fina. Juntando ela a energia de Bohr constituem a energia do 4tomo de

hidrogénio completo, como veremos na secao seguinte.
3.1.4 Equacdo da energia com a estrutura fina

No nosso estudo do d&tomo de hidrogénio vimos que a energia é dada pela energia de

Bohr, isto sem levar em conta o efeito da estrutura fina. Agora juntando esse efeito temos:
Enj=E,+E; (3.26)

Substituir a equacdo de Bohr (2.23) e a equagdo da estrutura fina (3.25) na equacio (3.26), temos

E:_Q_E_f L]y 4
" n?  n* 2mc? j+4

2
E E; 1
Enj:——l{l—i— .

4n
1

n? n22me2 |T j+3

}

oo Beev [ m (& 21 4n
" n? 2h% \4mey ) 2mc? n? j+ %
simplificando os termos semelhantes, chega-se em
N X 00 A  N N
e n? Ameghe ) 4n? j -|-%
invocando a equacdo (3.1), temos
13,6eV o? 3
Epj=—— 14— [ 2| L. (3.27)
n n Jj+ 5 4

A equacdo (3.27) é a equacao geral da energia do atomo de hidrogénio incluindo a
estrutura fina onde o? é a equacdo (3.1). Podemos notar que ela depende tanto de 7, niimero
quantico principal, assim como de j que carrega niimero quantico secundario /, responsavel pelo
aparecimento da estrutura fina. Sendo j =1+ % R %, para /[ > 0. A interac@o spin-Orbita
levanta a degenerescéncia de dois estadosj com o mesmo valor de /. Portanto esperamos que
os estados de hidrogénio se separa em dubletos[19]. Na préxima se¢do faremos discussdao mais

detalhada dessa energia e verificar as linhas espectrais que aparecem devido a esse efeito.
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3.1.5 Espectro da energia com a estrutura fina

Vimos na se¢d@o anterior que a energia do &tomo de hidrogénio com a estrutura fina
€ dada pela equagdo (3.27). A estrutura fina quebra a degenerescéncia em [ (isto é, para um n
dado, nem todos os diferentes valores permitidos de / carregardo a mesma energia), mas ainda
preserva a degenerescéncia em j [10]. A Figura 9 mostra a configuragio do espectro da energia se
levarmos em conta a estrutura fina. Nela podemos notar que, para além das riscas que aparecem
no dtomo de hidrogénio sem a estrutura (dtomo de Bohr), como mostra a Figura 10 (apéndice A),
apareceram outras linhas devido ao efeito que estes provocam no dtomo. Por exemplo, para nivel
n =2, vé-se que existe dois subniveis que correspondem j = % ej= % dados a partirde [ =0e
[ =1, respectivamente. Elas sdo notdveis se ampliarmos o dtomo de hidrogénio utilizando lente
de alta resolucdo.

Os efeitos desses mecanismos na energia sdo muitos fracas que, praticamente, nao
alteram o valor das energias. Como o d4tomo de hidrogénio é um sistema fracamente relativistico,
por isso considera-se a hamiltoniana como sendo uma hamiltoniana nao relativistica [20].

Figura 9 — Niveis de energia de hidrogénio com estrutura
fina

Fonte: Griffiths: Mecanica Quantica 2%d.

Na notacdo usada em quimica, os valores de n rotulam os chamados orbitais. Os

valores de /, o chamados, em sequéncia, s; p; d e f etc[21], sdo correspondentes a riscas



58

secunddrias que aparecem no atomo, na Quimica correspondem aos subniveis. Ainda em
Quimica, n, refere-se nivel de energia do elétron, € representado pelas letras K, L, M, N, O, P e
Q, indo da camada mais proxima ao nucleo para a mais distante. Assim se explica a estrutura
fina em Quimica.

Além disso, a estrutura da distribuicdo eletronica, bem como a estabilidade de toda a
matéria conhecida, depende diretamente da influéncia do spin nestes niveis eletronicos. Ou seja,
E impossivel compreender a distribuicio eletronica (em especial a tabela periédica) sem tomar

em conta o spin do elétron[21].
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4 CONCLUSAO

O atomo de hidrogénio, devido a sua simplicidade, torna possivel a obtencdo de
resultados matemdticos que concordem com os dados experimentais, de modo que muitos
cientistas no século X VIII conseguiram de forma empirica representar diferentes comprimento
de onda que o 4tomo emite, e isso acabaria por ser o grande triunfo de Bohr por formular uma
equacao geral que descreve a energia do dtomo e explica as linhas que aparecem quando o d&tomo
absorve e emite luz em diferentes comprimentos de onda (figura (1)). Foi essa mesma equacao
que Schrodinger chegou no seu estudo do 4&tomo de hidrogénio utilizando unicamente a mecanica
quantica, diferentemente de Bohr que utilizou a fisica cldssica e a fisica quantica. Ao observar
as linhas espectrais do d4tomo de hidrogénio, a primeira vista, elas parecem ser uma tnica linha
para cada nivel de energia, mas fazendo um aumento nessas linhas nota-se que elas niao sao
somente uma linha dnica para cada nivel de energia, mas sim conjunto de linhas que formam
multipletos (Figura 3 e Figura 9). Ao estudar o por qué de aparecimento dessas linhas nota-se
que elas se devem na verdade a dois mecanismos - 0 movimento relativistico e a interacao do
elétron com o seu nucleo (interacao spin-orbita). Eles desdobram os niveis em multipletos de
estados com energias ligeiramente diferentes. Essas estruturas de multipletos sdo observados
no espectro de emissao dos dtomos. Essas linhas sdo chamadas da estrutura fina. Assim a
energia do atomo de hidrogénio é dado pela equacdo (3.26) e ela depende tanto de nimero
quantico principal n, assim como j que carrega o nimero quantico secundario /, diferentemente
da energia de Bohr (equacgdo (1.2)) que s6 depende de nimero quantico principal n. A quebra de
degenerescéncia que existe no &tomo de Bohr para n se torna preservada devido a esses efeitos,
isto porque apareceu j na equagao responsavel pela preservacdo da degenerescéncia. Devido a
fraca influéncia desses mecanismos no dtomo de hidrogénio, a energia permanece praticamente
a mesma, eles s6 fazem aparecer os subniveis em cada nivel de energia, como a Quimica explica

através das representagdes das letras, K, L, M, N, O, P e Q para niveis e s, p, d, e f para subniveis.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DA ENERGIA DE BOHR

Nesse apéndice pretendemos demonstrar em detalhes a solucdo do dtomo de hidrogé-
nio feita por Bohr. Assim, considere a Figura 4, onde temos um 4dtomo de hidrogénio constituido
de um nicleo de carga +Ze e massa M e um tnico elétron de carga —e em que Z = 1 é o nimero
atdmico de hidrogénio. A unica for¢a que atua no elétron é a coulombiana e o age para centro do
circulo, logo

F,=F, (A.1)

onde F, € a forga elétrica e F, € a forca centripeta, dadas por

1 Zé?
= A2
= aney 12 (A.2)
e
2
F.=m—, (A.3)

r

respectivamente. Substituindo a equagao (A.2) e a equagdo (A.3) em equacdo (A.1), temos:

1 Zé? B V2

Arcey r? r

dai,

1 Zé?

2

=— Q. A4
4rey mr AD

O segundo postulado de Bohr mostra que o momento angular € [6]
L =nh.
Mas o momento angular também € dado como
L =mrv.
Logo, igualando a as duas equacdes acima, temos
mryv = nh,

entao,
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elevando ao quadrado, chega-se em

22
) n°h
VT = W, (AS)
emquen=1,2,3---. Daequagdo (A.5) podemos ver que ao aplicar a restricio em momento

angular do elétron automdtica gerou a restricao na sua velocidade em outras palavras, A quan-
tizacdo do momento angular L do elétron implica a quantizacdo de sua velocidade orbital v.

Igualando a equagdo (A.5) com a equacao (A.4), temos:

e

dmey mr  m2r?
Isolando o raio, chega-se

4megh?
= ——n". A.
r=—_ 7 (A.6)

A equacdo A.6 também mostra a outra consequéncia da quantizacdo do momento
angular do elétron que é a quantizacdo do raio orbital. Na equacgdo (A.6) como o raio é
proporcional a quadrado de nimero quéntico n as Orbitas ndo serdo igualmente espacadas, isto €,
quanto mais » aumenta maior serd o espacamento entre uma Orbita a outra. Substituindo n = 1
e os valores dos constantes na equacao (A.6), vé-se que o raio de hidrogénio em seu estado

fundamental é

r=5,3.10"""m = 0,53A.

Como veremos mais a frente seria o raio que corresponde a energia minima do
elétron. Se substituirmos a equagao A.6 em equagio A.4, temos

, 1 Ze?

- 4mey pirad? o
Zme

2 1 Ze* Zme?
Vo= —
drwey m 47r80ﬁ2n2

Z2e4
1672e3h2n?

Ze?

=—. A7
Y 4717807171 ( )
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Pela equacdo acima nota-se que a maior velocidade possivel no d&tomo de hidrogénio
€ quando n = 1 que corresponde a

v=2,2.10n/s.

Uma velocidade muito pequena se comparada com a velocidade da luz, para ser mais
precisa corresponde 1% da velocidade da luz. Isso mostra reforca a ideia de que o d&tomo de
hidrogénio € basicamente ndo relativistica [6].

Agora vamos analisar a sua energia total, E.

E=K+U
mas,
_ 1 Zé*
N 47'580 r
15
K=—-
2mv
entao,
1, 1 zeé&
E—=- _ A.8
2™ T 4rey r (A-8)

Substituindo a equagdo (A.4) na equacio A.8, temos

1 1 Ze 1 Zé?

=—-m
2 4Amey mr 4mey r

_ 1 Ze? 1 Ze?
- 8mey r 4mey r

E=——-"—. (A9)

A energia total do atomo de hidrogénio é uma quantidade negativa. Substituindo a

equacgdo (A.6) em equacio (A.9), temos:

B 1 Ze?

 87ey 4neal? 0
Zme? n
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1 Zeé*Ze*m 1
8mey 4megh? n?

dai,
Z’me* 1
E=—————. A.10
32m2elh? n? (A-10)
A quantiza¢@o do momento angular do elétron implica na quantizacio de sua energia

total. A equacdo A.10 € a equagdo do atomo de hidrogénio. Para estado fundamental n = 1
Ey = —13,6¢€V. (A.11)

O modelo de Bohr prevé a quantizagdo dos niveis de energia, conhecida como
primeira quantizagdo da mecanica quantica. Como as energias das Orbitas estaciondrias sdo
definidas com muita precisdo, a radiacao emitida € monoenergética, isto €, o espectro consiste
em linhas caracteristicas. O diagrama da Figura 10 mostra os niveis de energia do 4tomo do
Bohr. Note que os espacamento entre as linhas diminuem com aumento dos niveis, isto &, elas
vao ficando cada vez mais proxima uma da outra. Note que o nivel de energia mais elevado
corresponde ao nimero quantico n = oo, correspondente a energia total £ = 0 . Nesta situacdo
o elétron encontra-se removido do sistema (sistema ndo estd mais “ligado”), e o 4tomo de

hidrogénio estd agora ionizado.

Figura 10 — Niveis de energia de hidrogénio até n =4

E(eV) |
—0.54 4° estado excitado
—0.85 3" estado excitado
-1.51 2® estado excitado
—-340 1° estado excitado
—-13.6 estado fundamental

Fonte: https://enem.estuda.com/questoes/?1id=379598
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