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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos inicialmente o formalismo matematico da mecanica quantica
desenvolvida por Paul Dirac. Neste formalismo, usamos a notacao de bras e de kets, no qual os
estados quanticos de um sistema, podem agora ser representados por vetores de estado, que para
este formalismo correspondem aos kets, que pertencem a um espago vetorial complexo e abstrato,
chamado de espaco dos estados. Nesta abordagem matematica, os kets sdo vetores de estado nao
nulos, que contém todas as informagdes possiveis acerca do sistema. No formalismo de Dirac,
os observdveis fisicos sdo representados por operadores hermitianos, no qual os autovalores
correspondem aos possiveis resultados da medida destes observaveis. No espaco euclidiano,
uma translacéo infinitesimal espacial dx, leva a particula do estado |x) para o estado |x+ dx), no
entanto, ao estudarmos o formalismo do operador translacdo dependente da posi¢do, notamos que
uma translacdo espacial infinitesimal em um espago nao-euclidiano, nio levaria necessariamente
a particula do estado |x) para o estado |x+ dx); tudo isso porque, mudou-se a métrica deste espago.
Diante disso, ao associarmos um peso ao espago de Hilbert, devido justamente generalizarmos
nosso espago a espacos curvos, foi possivel redefinir o operador identidade; também foi redefinido
o operador translac@o e até mesmo a equacao do tipo Schrodinger se apresentou de uma nova
forma. Além disso, foi possivel generalizar o Teorema de Ehrenfest, considerando a nova métrica
do espaco; a partir disso, estudamos a equagdo de movimento de uma particula num espago
deformado. Para isso, associamos uma expansdo de Taylor a métrica espacial, derivamos as
equacdes candnicas de Hamilton e verificamos que a equacdo semelhante a segunda lei de
Newton, possuia termos extras com dimensdo de forca, que por sua vez, foram interpretadas
como sendo for¢as de origem puramente geométricas, devido a métrica do espago.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Operador de Translacao. For¢as Geométricas.



ABSTRACT

In this work, we initially present the mathematical formalism of quantum mechanics developed
by Paul Dirac. In this formalism, we use the notation of bras and kets, in which the quantum
states of a system can now be represented by state vectors, which for this formalism correspond
to kets, which belong to a complex and abstract vector space, called a states space. In this
mathematical approach, kets are non-zero state vectors, which contain all possible information
about the system. In Dirac’s formalism, the physical observables are represented by Hermitian
operators, in which the eigenvalues correspond to the possible results of the measurement of these
observables. In Euclidean space, an infinitesimal spatial translation dx, takes the particle from the
state |x) to the state |x + dx), however, when studying the formalism of the position-dependent
translation operator, we notice that an infinitesimal spatial translation in a non-Euclidean space
would not necessarily take the particle from the state |x) to the state |x 4 dx); all this because
the metric of this space has changed. Therefore, when we associate a weight to the Hilbert
space, precisely because we generalize our space to curved spaces, it was possible to redefine the
identity operator; the translation operator was also redefined and even the Schrédinger equation
presented itself in a new way. Furthermore, it was possible to generalize Ehrenfest’s Theorem,
considering the new space metric; from there, we study the equation of motion of a particle
in a deformed space. For this, we associated a Taylor expansion to the spatial metric, derived
Hamilton’s canonical equations and verified that the equation similar to Newton’s second law,
had extra terms with force dimension, which in turn, were interpreted as forces of origin. purely
geometric, due to the metric of space.

Keywords: Quantum Mechanics. Translation Operator. Geometric Forces.
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1 INTRODUCAO

A mecanica quantica € a teoria fisica que se preocupa em estudar os sistemas fisicos
cuja dimensdes sao bem proximas ou até mesmo abaixo da escala atdmica [1, 2, 3], ou seja, a
teoria quantica é fundamental para estudar os sistemas microscépicos [4, 5, 6]. No entanto, para
os valores médios dos observaveis fisicos, a mecanica cldssica apresenta-se ser apenas um caso
particular da mecanica quantica [7, 8, 6].

A mecanica quantica, possui até entdo, pelo menos nove formulagdes distintas[9],
que abrange as formula¢des de Richard Feynman, Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger, entre
outras. A formulacio em destaque neste trabalho, consiste na formulagdo desenvolvida por Paul
Dirac, abordada e discutida por J.J. Sakuarai [4], no qual o seu livro € um dos principais textos
de base para este trabalho. A representacdo de Dirac da mecénica quantica € uma intermediag¢ao
entre as formulagdes de Heisenberg e Schrodinger, no qual nesta abordagem, o estado de uma
particula em um instante de tempo o, é descrito matematicamente por um ket de estado |y(zp)),
pertencente ao espaco dos estados &, cujo a evolucdo temporal do sistema, € governado pela
equacgdo de Schrodinger[6]. Notemos que o espago dos estados &, e o espago das fungdes de
ondas, o espaco de Hilbert! 7, sdo isomérficos. Na realidade, o espaco dos estados € um
subespaco do espaco de Hilbert[1]. Os observaveis fisicos, no formalismo matematico de Dirac,
agora sao representados por operadores hermitianos que atuam nos kets de estado resultando
sempre em outro ket pertencente ao espaco considerado. Os operadores possuem autovetores
que formam uma determinada base para o espaco dos estados e os Unicos resultados possiveis ao
se realizar a medida desse observavel, sdo os autovalores deste operador [6].

Uma das primeiras pretensdes deste trabalho, é discutir o formalismo matemaético
desenvolvido por Dirac para espectros discretos. Deste modo, a partir do esperimento de Stern-
Gerlach, buscar-se-4 definir alguns conceitos fundamentais como por exemplo, o conceito de
kets, bras, operadores, entre outros conceitos. Para tal, este trabalho estabelecerd como critério
de desenvolvimento, os mesmos passos estabelecidos por J.J.Sakurai [4], para deste modo,
apresentar o formalismo. Em seguida, o capitulo seguinte busca generalizar todo este formalismo
para o caso de espectros continuos, no qual serd discutido com detalhes o operador de translaciao
e o conceito de fun¢do de onda, tanto para o espaco das posi¢des quanto para o espaco dos

momentos.

' Tecnicamente,o espaco das fungdes de onda, é apenas um exemplo de um espaco de Hilbert. A rigor, o espaco

de Hilbert é todo e qualquer espago com produto interno completo[8].
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Quando trabalhamos com a teoria quantica no espago euclidiano, uma translagcao
espacial infinitesimal dx, leva uma particula do estado |x) para o estado |x+dx). A partir
disso, € definido o operador de translacdo espacial em termos do operador momento, no qual o
momento é o gerador de translacdo e consequentemente, ¢ encontrado uma relacao de comutagao
entre alguns operadores, como o de posi¢do e momento por exemplo[10]. No entanto, quando
realizamos uma translacao infinitesimal espacial dx em um espaco ndo-euclidiano, a particula
agora ndao necessariamente sai do estado |x) para o estado |x + dx); agora em um espago curvo
por exemplo, € necessdrio uma translagdo de comprimento ds para levar uma particula do estado
|x) para o estado |x+ dx)[6]. Essa diferenca ocorre devido ao fato de que ao mudar a geometria
do espago, mudou-se também a sua métrica.

No sentido de analisar quais os efeitos da mudanga da métrica espacial na teoria
quantica, este trabalho apresenta brevemente para o caso unidimensional o estudo do formalismo
do operador translagcdo dependente da posi¢ao (Position Dependent Translation Operator -PDTO),
que por sua vez, também recebe o nome de mecanica quantica ndo-aditiva[6], no entanto, a ultima
nomenclatura nao € muito utilizada ultimamente. Neste formalismo, o espaco de Hilbert é dotado
de um peso associado a métrica do espago e a partir disso, ao generalizar o operador identidade,
um ket arbitrdrio, outras generaliza¢Oes foram feitas como consequéncia. Ao introduzirem
o conceito de deslocamento espacial ndo-aditivo, o trabalho de R. N. Costa Filho et al.[11],
implicou na obten¢do de uma nova relagdo de comutacao entre o operador momento e o operador
posicao, além de uma equacgdo do tipo Schrodinger modificada e generalizada[6], no qual para
um caso particular em que a funcdo da métrica espacial é constante e unitdria, recai a equagdo de
Schrodinger tradicional encontrada nos principais livros de graduacgdo[1, 4, 8]. Em seguida, para
concretizar o estudo do formalismo PDTO, generalizamos o teorema de Ehrenfest, e estudamos
as equacoes de movimento de uma particula cldssica em um espago deformado. Notamos que ao
associarmos uma série de Taylor a métrica e derivarmos as equagdes candnicas de Hamilton, a
equacdo semelhante a segunda lei de Newton, possuia termos extras com dimensdes de forca, que
a priori, podem ser interpretadas como sendo for¢as ndo-inercias. No entanto, vale ressaltar que,
em nenhum momento foi realizado nenhuma mudancga de referencial, no qual foi identificado um
referencial acelerado em relacdo a um referencial inercial, portanto, como a origem destes termos
€ devido a presenga da métrica do espago ndo-euclidiano, estes termos podem ser interpretados

também como sendo for¢as de origem geométricas.
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2 FORMALISMO MATEMATICO DE DIRAC PARA ESPECTROS DISCRETOS

O comum nos cursos de graduagdo € iniciar o estudo da mecanica quantica a partir
de uma abordagem histérical[4], no qual se incia com o estudo da radiagdo do corpo negro, o
atomo de Bohr, a dualidade de onda-particula e assim por diante[12]. No entanto, com o intuito
de for¢car ao maximo a se abandonar as impressdes cldssicas, inciamos este trabalho ja com o
experimento de Stern-Gerlach, no qual se nota que € impossivel descrever-lo precisamente a
partir de interpretacdes isoladas da mecanica cldssica. A partir entdo, da anélise do experimento,
nota-se a necessidade de se considerar em trabalhar com espagos vetoriais complexos. Diante de
tal necessidade, surge entdo a notacao de bras e de kets, desenvolvida por Dirac[7]. Notamos
ainda, que os conceitos de matrizes, espagos vetoriais, bases, sio amplamente utilizados. Deste
modo, constatamos de imediato, que uma das linguagens da mecanica quantica é a algebra

linear][8].

2.1 Experimento de Stern-Gerlach

Em 1922 os fisicos alemaes Otto Stern e Walther Gerlach realizaram um experimento
cujo objetivo era verificar a quantizacdo do momento angular[13], ou seja, verificar que o &tomo
possuia um momento angular intrisseco, que por sua vez, era quantizado. Nesta época, Stern
era um assistente de Max Born no Instituto de Fisica Tedrica da Universidade de Frankfurt, e
Gerlach era um assistente da mesma Universidade no Instituto de Fisica Experimental. A Figura
1, ilustra o aparato experimental usado pelos fisicos, no qual consiste de um forno onde sao
aquecidos dtomos de prata, alguns colimadores por onde passa um feixe, um par de polos com

aresta irregular e uma placa detectora.

Figura 1 — Ilustracdo de como era o aparato de Stern Gerlach

O que realmente

L foi observado Atomos de prata
Previsao

cldssica

Forno

Campo magnéticn
inomogénea

Fonte: Sakurai, 2013 [4]
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Seré apresentado agora uma breve descri¢cdo e discussdo acerca do experimento de
Stern-Gerlach, no qual, caso houver o interesse em um aprofundamento, French e Taylor realizam
uma discussdo elementar e mais esclarecedora[14]. Inicialmente, os &tomos de prata(Ag) sdo
aquecidos em um forno, que por sua vez, possui um pequeno orificio pelo qual, com o aumento
da temperatura, permite que alguns atomos escapem. O feixe passa por um colimador e €
submetido a acdo de um campo magnético nao uniforme produzido por um par de polos, com
aresta irregular como mostra a Figura 1. Algumas propriedades valem apenas ser destacadas:
1-A distribuicao de velocidade dos dtomos de prata € determinada pela temperatura do forno,
2- Os colimadores direcionam horizontalmente a velocidade das particulas; 3- Ao passar pela
regido de gradiente do campo magnético, os atomos sdo defletidos de acordo com o valor da
componente z do momento magnético, U,.

Os 4tomos de prata possuem um nucleo atdmico de 47 elétrons, com a seguinte
distribui¢do eletronica:

1522522p%35%3p%45?3d104 pS551 440

no qual 46 desses elétrons podem ser interpretados como formando uma nuvem eletronica
esférica, de tal modo que o momento angular resultante € zero[4]. O dtomo pesado, possui
como um todo, um momento magnético proporcional ao momento magnético de spin do 47°
elétron(Ss). Deste modo, existe uma relacao entre 0 momento de dipolo do dtomo e o spin do
elétron, que é dado por

e =

S. 2.1)

i =

meC

A energia potencial magnética Vp que as particulas vao apresentar ao passarem pela

regido de gradiente do campo magnético € dada por

—

Vg =—[i-B. (2.2)

Sendo F a for¢a de origem magnética vinculada a Vp, temos,

" (8VB . dVg,  JVp A)

Fg=— ft =294+ =22 (2.3)
0z

dx dy

Sem perda de generalidade, vamos considerar que na regido onde as particulas estdo passando, o

campo magnético estd orientado exclusivamente na direcdo de Z, logo obtemos,

V., d, . = 0
Fo=—5-=—5-(—FB) =5 (kBd). 4
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Como 1, € constante, temos

0B
F.= “Za_;' (2.5)

Pode-se facilmente notar, que ndo nos interessa a intensidade do campo, mas sim,
a sua variacdo. Por isso, o0 campo magnético € inomogéneo. Notemos ainda, que uma vez
que o 4tomo como todo € muito massivo, € de se esperar que o conceito de trajetoria possa ser
legitimamente aplicado[4]. Entdo, ao passarem pela regido magnetizada, a trajetéria dos atomos
de prata sofre uma deflexao de acordo com p,. Deste modo, se p, > 0 (significa que S; < 0),
entdo F, > 0. Agora se u, < 0 (isto significa que S, > 0), entdo F;, < 0.

Portanto, pelo aparato de SG (Stern-Gerlach), € possivel "medir"a componente z de S
a menos de uma constante de proporcionalidade, ou que é equivalente, a componente z de i. Ao
sairem do forno, os atomos estio orientados aleatoriamente. Se um elétron fosse semelhante a
um objeto cldssico que gira sobre seu proprio eixo, esperariamos obter valores de t, continuos[4].
No entanto, o aparato de SG separa os dtomos em duas componentes distintas, de tal modo que
observa-se que somente dois valores de componente z de S sdo possiveis: S, para cima (Up)
e S, para baixo (Down), que serd denotado por S;+ e S,—. Esses dois possiveis valores de S,
sdao multiplos de alguma unidade fundamental de momento angular. Portanto, a quantizacao do
momento angular de spin do elétron, € o primeiro grande resultado obtido a partir do experimento
de Stern-Gerlach[4, 14]. Os resultados sao apresentados desta vez acompanhados por uma foto
(Figura 2), no qual aparece a prata depositada na placa de vidro apds uma revelagdo fotografica.
Na esquerda da imagem temos o caso em que o campo € zero, ja a direita, com um campo

magnético ndo nulo.

Figura 2 — Fotografia datada em 8/2/1922 e enviada por Walther Gerlach a Niels Bohr, com
a mensagem: "Prova experimental da quantizacio direcional. Meus parabéns pela
confirmacgdo da sua teoria."

B ot s Dl | amdi B Favbedio HAE

e I L R

Fonte: B. Friedrich and H. Dudley, 2003 [13]
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2.1.1 Experimento de Stern-Gerlach Sequenciais

Para verificar um segundo resultado importante, consideremos que o feixe atdbmico

passe por dois ou mais aparatos SG em sequéncia, como ilustra a Figura 3.

Figura 3 — Sequéncias de aparatos SG

3 sequéncias de aparelhos de Stern-Gerlach

| Down de SG, é bloqueado UP de SG,
© —’E—i —’
I Down de SG, é bloqueado

o—Ei- E»l o, -

| Down de SG, é bloqueado I Down de SG, é bloqueado ” UP e Down de SG, !!

Fonte: SlidePlayer, 2017 [15]

Consideremos ainda, o terceiro caso da Figura 3. Podemos notar que o feixe que sai
do forno, passa por um aparato do tipo SGZ, que representa um aparato com um campo magnético
inomogéneo apontado para a direcdo Z, e dele emerge as componentes S,+ e S,—. Em seguida,
bloqueia-se a componente S, —, e submete-se apenas o feixe S,+ a um outro aparato SGy. O que
se nota entdo, € que o feixe S;+ possui duas componentes, S,+ € S,—. Agora, se faz novamente
um processo de filtra¢do e bloqueia-se apenas a componente S, —, permitindo que se passe apenas
a componente Sy+. Ao passar perante a um novo aparato SGZ, surpreendentemente, nota-se
que ao invés de emergir apenas a componente S,+, emerge também a outra componente S,—.
Desta constatacdo, surge entdo o segundo grande resultado do experimento de Stern-Gerlach, na

mecénica quéntica, ndo se pode determinar S, e S, simultaneamente[4].

2.2 Espaco dos Kets

Na mecanica quantica um estado fisico € representado por um vetor de estado em um
espago vetorial complexo, o espago dos estados[6], no qual a dimensdo do espaco € determinada
de acordo com o sistema fisico em que se € considerado[4]. Este vetor de estado serd chamado
de ket e representado por |o)[1]. Toma-se como postulado que tudo o que quisermos perguntar

a respeito do estado, a informacgdo encontra-se contida no ket, ou seja, o ket contém toda
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informacao acerca do estado fisico[4, 8].
2.2.0.1 Propriedades do Espaco dos Estados

Seja & um espaco vetorial abstrato sobre o corpo C, munido de um produto interno,
no qual |oy),|),|03),... € &, este espago vetorial é munido de algumas propriedades. Seguem
elas:
1-Se |oy) e |ap) € &, entdo

on) + o) = Joz) € £ (2.6)

Ou seja, a propriedade diz que a soma de dois kets pertencentes ao espaco &, gera um outro ket
que também pertence a0 mesmo espago.

2- No espaco dos kets a soma é comutativa. Logo,
o) +[0n) = |on) +|ou). 2.7
3- No espaco dos kets a soma € distributiva. Logo,
(lon) + ) +[oa) = o) + (log) +a3)). (2.8)
4- O espago dos kets contem o vetor nulo. Logo,
0+|ar) = |au). (2.9)
5- O espago dos kets contem um ket anti-simétrico. Logo, se
o)+ —o) =0=|—ay) = —|oy). (2.10)

6- Um escalar multiplicado por um ket pertencente ao espaco &, gera um ket pertencente ao

mesmo espago. Deste modo, seja k € C, se
o)) € & = kloy) € &. (2.11)

7- No espaco dos kets, o produto de um escalar com a soma de dois ou mais kets, tal operacdo é

tida como sendo distributiva. Deste modo, para k € C, temos
k(o) +|on)) =k|lay) +k|og). (2.12)

Na mecanica quantica ha alguns postulados fundamentais. Segue entdo um impor-

tante postulado:
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Postulado 1 Na mecdnica quantica, Vk # 0, com a prerrogativa que k € C, o estado |a) e k| o)

correspondem ao mesmo estado fisico.

Um observavel, tal como o momento, posi¢do, ou componentes de Spin, na mecanica
quantica pode ser representado por um operador[4, 16]. De modo geral, um operador atua sobre
um ket pela esquerda. Portanto,

A-(|a)) =A|a). (2.13)

Deste modo, quando um operador atua num ket pela esquerda, o resultado desta operacdo
também é um ket. Existem ainda, kets especificos denominados autovetores de um operador A e

denotamos por
|a1),]az),laz), ..., (2.14)
que contém a seguinte propriedade:

Alar) = ar|ar),

Alay) = ax|ay), (2.15)

Alaz) = azas),

no qual ay,a;,a3 € C. Ao aplicar o operador sobre o autovetor, reproduzimos o mesmo ket a
menos de um fator multiplicativo[4, 17]. O conjunto dos nimeros {ay,as,as...}, é chamado de
autovalores do operador A.

O estado fisico que corresponde a um autovetor € chamado de autoestado. No caso

de sistema de Spin % a relacdo autovetor-autoestado é:

A h
SZ‘SZ+> = §|Sz+>a (2.16)

A h
SZ|SZ_> = _§|Sz_>- (2.17)
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Os autokets do operador A, {|a;) }, formam uma base completa e podem ser utilizados

para descrever qualquer estado | o),
oy =Y Cyylai), (2.18)
a;

no qual C,; € um coeficiente complexo.

2.3 Espaco dos Bras

O espaco dos Bras &%, é um espaco vetorial complexo e abstrato que € "dual"ao
espaco dos kets[8], e ele pode ser entendido como uma imagem especular deste mesmo espaco[4].
Em geral, o espaco dual &%, e o espaco dos estados &, ndo sdo isomorficos, exceto em casos em

que & tem dimensao finita[1]. Segue entdo um importante postulado para o espago dual &*:

Postulado 2 Para cada ket |@), existe um bra correspondente denotado por (0|, pertencente ao

espaco dual dos bras.

O espaco dos bras é gerado por autovetores { (|, (@], (03], ...} que correspondem

aos autovetores {|a;),|o),|03),...}. Portanto, existe uma correspondéncia univoca entre os

espagos:
o) «— (], (2.19)

\a1>, |a2>, ]a3>,... <> <a1 ’, <a2’, <a3’,..., (2.20)

o) +[B) «— (a|+ (B]. 2.21)

E importante ressaltar que, embora cada ket |o) de &, possua um correspondente dual (o] em

&*, o inverso nao é verdadeiro[1].

Postulado 3 Seja c € C, para cada |«), existe um bra correspondente® (|, tal que
cla) +— c*{a|, (2.22)
cala) +cp|B) < culal+cp(Bl. (2.23)

2 Ao usarmos o simbolo «—, estamos querendo dizer que h4 uma correspondéncia univoca entre o espago & e

&, ou seja, um ket de &, é correspondente dual de um bra &*.
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2.4 Produto Interno

O produto interno entre um bra e um ket € representado por um bra a esquerda e um

ket a direita. Deste modo, temos

[((B]) - ()] = (Ber). (2.24)

Ao fazermos um produto interno, sempre tomamos um vetor do espago dos bras e
um outro do espago dos kets. Note-se ainda, que (|a) e (@|B)* sdo os complexos conjugados

um do outro[4]. Deste modo,
(Blor) = (ax[B)" (2.25)
O produto interno (¢t|cr), € sempre um nimero real ndo negativo. Logo,
(o) =0, (2.26)

no qual a equagdo (2.26) é muita das vezes conhecida como o postulado da métrica positiva
definida[4]. Notaremos mais a frente que esse postulado é fundamental para a interpretacao
probabilistica da mecanica quintica. Dizemos ainda que, dado dois kets |a) e |B), eles sdo ditos

ortogonais, se

(a|B) =0. (2.27)

Ja a relacdo de ortogonalidade implica via equacdo (2.25), que
(Blat) = 0. (2.28)
Agora, dado um ket nao nulo, podemos construir o ket normalizado |&), no qual

3) = (ﬁ) ), (229)

tal que
(ala)y =1, (2.30)

cujo o fator \/(a|o) é conhecido como a norma de |a).
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2.5 Operadores

Como dito anteriormente, observdveis como momento, posicao € componentes de
spin, sdo representados por operadores que atuam sobre os kets. Um operador qualquer atuando
em um ket pelo lado esquerdo,

X(|la)) = Xla), (2.31)

o resultado desta operacdo gera sempre um outro ket. Temos ainda que, dois operadores s@ao
ditos equivalentes, ou seja,

X=7, (2.32)

S€

X|a) =7Y|a). (2.33)
O operador X ¢ dito nulo se para qualquer ket arbitrario, temos

X|a) =0. (2.34)

Realizar determinadas operacdes com estes operadores serd de grande utilidade para
o formalismo proposto por Dirac. Deste modo, € importante saber de quais propriedades estes

operadores sao munidos. Inicialmente temos que as operacdes de adi¢do sdo comutativas,

X+V=7+X, (2.35)

€ associativas

R+ +2=X+ T +2). (2.36)
Outra propriedade importante, é que esses operadores geralmente sdo lineares, mesmo nio sendo
uma exigéncia[4]. Logo,
X(calat) +cp|B)) = caX|a) +cpX|B). (2.37)
Um operador X sempre atua em um bra pela direita,

((af)-X = (alX, (2.38)

e o resultado é outro bra.
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O ket X|at) e o bra {a|X ndo sdo em geral, dual um do outro. O que hd na verdade é
que
Xlo) «— (a|XT. (2.39)
O operador X' é chamado de adjunto hermitiano. Um operador é dito hermitiano se

X=X (2.40)

Os operadores X e ¥ podem ser multiplicados. As operacdes de multiplicagio ndo

sdo comutativas, ou seja,

XV #7YX, (2.41)
mas sao associativas,
X(Y2)=(XV)Z=XYZ. (2.42)
Temos também que
X(Yla)) = (XV)|a) = XV |ax), (2.43)
e
((BIX)Y = (B|(XY) = (B|XY. (2.44)
notemos ainda que
X =77R7, (2.45)
pois
XV|a) =X(F|a)) «— (|7 HXT = (a|PTX. (2.46)

2.6 Produto Externo

Multipliquemos |f) e (| nesta ordem, o resultado

(1B))- ({e]) = |B){el, (2.47)

é conhecido como produto externo de |B) e (¢|. Este produto deve ser considerado como um

operador, logo é diferente do produto interno. H4 também produtos ilegais como )X e X (],
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que ndo sao kets e nem bras, muito menos operadores; na realidade nao fazem nenhum sentido
fisico nem matematico[4]. Agora, consideremos primeiramente um produto externo atuando em

um ket,

(IB)al)-[7), (2.48)

devido ao axioma da associatividade na equag@o (2.42), um produto externo atuando em um ket,

resulta em outro ket,

B)- ({e]y)) = [4), (2.49)

ou seja, o produto externo pode ser entendido como um operador. Portanto, o que se nota € que o

operador |B){a| gira |y) na direcdo de |B)[4]. Note ainda que, se

X=1B)-(al), (2.50)
entao
X" = o) (Bl. (2.51)
observe que
((BI)- (Xla)) = ((BIX) - (ox)). (2.52)

Abreviando em uma notagdao mais compacta, temos
(BIX|x). (2.53)

Lembrando que (&|X" é o bra dual de X|«), de modo que

A

(BIX|o) = (B]- (X)) = [({alX")-[B)]", (2.54)

para um operador X hermitiano, temos
(BIX|ar) = (a|X|B)". (2.55)

2.7 Autovalores de um Observavel

Consideremos os autovetores e os autovalores de um operador hermitiano A; este

operador representa algum observével fisico. Segue entdo um importante teorema:
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Teorema 1 Os autovalores de um operador hermitiano A sdo sempre niimeros reais, os autove-

tores de A, correspondentes aos diferentes autovalores, sdo ortogonais[4].

Prova: Inicialmente lembremos que
Alam) = aplam), (2.56)
sendo A hermitiano, temos

(0|A = a5 (], (2.57)

no qual a,,a,, ... sio autovalores de A. Se multiplicarmos em ambos os lados da equacdo (2.56)

a esquerda por (a,| e em ambos os lados da equacdo (2.57) a direita por |a,,), obtemos

(an\A|am> = am(an|am), (2.58)

(an|Alaw) = a{an|am). (2.59)

Subtraindo entdo as duas expressdes, obtemos
(am — a,){an|am) = 0. (2.60)

Se a;, = a;,, deduzimos a primeira parte do teorema que diz que os autovetores de
um operador hermitiano sao reais; na qual usamos o fato de os kets serem nao nulos. Como
mostrado anteriormente, os autovalores para os operadores hermitianos sao reais e a diferenca

am — a,, também €. Entdo em um segundo caso, se a,, # a;, temos
(anlam) = 0. (2.61)

Isto prova a segunda parte do teorema, os autovetores correspondentes a diferentes
autovalores, sdo ortogonais. Este teorema garante que os autovalores de um operador hermitiano
sejam sempre reais € por isso, que na mecanica quantica se fala a respeito de observéveis
hermitianos[4]. Convenciona-se normalizar |a,,) de tal modo, que o conjunto {|ai), |az),|a3), ...},

forme um conjunto ortonormal. Portanto, temos

(an|am) = O4,a,,- (2.62)
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2.8 Autovetores como Kets de Base

Como os autovetores normalizados de A constituem um conjunto completo ortonor-
mal, um ket arbitrario no espago dos estados pode ser expandido em termos dos autovetores
de A. Deste modo, os autovetores de A devem ser usados como kets de base de forma seme-
lhante aos vetores unitarios mutualmente ortogonais, usados como vetores de base no espago
euclidiano[1, 4]. Dado um ket arbitrario |@) no espago gerado pelos autoestados de A, tentemos

expandi-lo da seguinte forma:

oy =Y ca,,lam).- (2.63)

Multiplicando por (a,| a esquerda da expressdo acima e usando a propriedade de ortonormalidade

vista na equacdo (2.62), podemos determinar os coeficientes de expansdo c,,, a partir do produto

interno
{ay|oy = anm (anlam) = anm Oupa,y = Cay, - (2.64)
am am
Portanto,
Ca,, = (am| Q). (2.65)

Em outras palavras, temos

o) =Y |am) (am|r), (2.66)

am
que € anadlogo a expansdo de um vetor V no espaco euclidiano,
— N —
V=Y é(é-V), (2.67)
i=1

no qual {¢;}, forma um conjunto ortonormal de vetores. Lembremos ainda do axioma da
associatividade da multiplica¢do, uma vez que |a) na equacdo (2.66) é um ket arbitrario, temos

entao,

Z|am><am| = ia (2.68)

am

no qual 1 do lado direito da equagcio, deve ser entendido como o operador identidade. A equagio
(2.68) € conhecida como a relacao de completeza ou fechamento[4]. Esta relagdo ndo pode ser

subestimada pois terd muita utilidade em problemas futuros. Agora consideremos por exemplo,
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(ala), inserindo o operador identidade entre (| e |&), obtemos ento,

(o) = (|} |am) {am|0), (2.69)
logo
(alo) =) (alam){amlor) =Y {am|ot)* (amot), (2.70)
o que levaa
(ala) =Y [(am|o)|. 2.71)
Sendo |a) normalizado, temos
Z]cam\2:Z\(am\a>|2: 1. (2.72)

Olhemos agora para |a,)(an,| que aparece na equagdo (2.68); como trata-se de um produto

externo e pode ser entendido como um operador; deixemos que ele atue em |a). Obtemos entdo,
(lam){am|) - [ot) = |am){am|0t) = cq, |am). (2.73)

Podemos ver que esse operador mostra-se ser, um operador de projecao na direcdo do ket
de base |a,,) pois, ele seleciona aquela parte de |o) paralela a |a,,)[4, 8]. Este operador é
representado por Aam. Logo,

Aa, = |am) (am|, (2.74)

e a relacdo de completeza vista na equagdo (2.68), pode agora ser escrita entio como

Y A, =1. (2.75)
am

2.9 Representacoes Matriciais

Consideremos o conjunto {|ay),|az), ..., |ay) }, como sendo o conjunto dos kets de
base. O que faremos agora, € mostrar como representar o operador X em termos de uma matriz

quadrada. Primeiramente notemos que um operador X atuando num | ) vai gerar um outro ket,
X|a) =[B). (2.76)

Para representarmos o operador X matricialmente, sabemos que ele deve ser uma matriz quadrada,
temos entao

X =(NxN)=X=(x;). (2.77)
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seja entdo |a), escrito da forma matricial, como uma matriz coluna’. Temos

a
aj

)= | a5 | (2.78)

an

reescrevendo a equagdo (2.76) na forma matricial, obtemos

X1l X2 X3 ... Xy |\ (@
X1 X2 X3 ... xon | | a2

Xlo)=1x31 x2 x33 .. xav || az|=1B), (2.79)
XN1 XN2 XN3 ... XNN an

pela regra do produto de matrizes, chegamos a

Y ixa
Y x4a,
B) = | £ x3ja; | (2.80)
eIy
0 que nos leva a
bi = ixijaj, (2.81)
j=1

no qual b; é o i-ésimo elemento do vetor coluna | ) escrito na forma matricial. Mas |3) pode ser

expandido como

N
1B) =Y bilai), (2.82)
i=1
logo temos,
N N
1B) =YY xijajlai). (2.83)
i=1j=1

Analogamente a equacao (2.82),

o) pode ser expandido da seguinte forma:

N
o) =Y ajla)), (2.84)
j=1

3 O sfmbolo =, significa "representado por".
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no qual o coeficiente a; € determinado pelo produto interno
aj = <aj|O£>. (285)

substituindo a equacgdo (2.85) na equacao (2.83), temos entdo
ZZXU (ajla)|a;) = ZZx,J|a (ajla) = X|a). (2.86)
i=1j= i=1j=
Portanto, em termos da notagdo de Dirac, um operador X qualquer, pode ser representado como
Z Zx,j|a, (ajl. (2.87)
i=1j=
Como podemos entdo encontrar os elementos x;;? Para isso, usaremos a relacdo de completeza
duas vezes, e escrevemos o operador X como

Z |a;) a,]X]a] (ajl. (2.88)

I|
] Mz

Reorganizando os termos, ficamos com

A

X = (ai])2|aj>|a,->(aj\. (2.89)

M=
=

T
I
—_

1)

Comparando a equacao (2.87) com a equacao (2.88), ficamos entdo com
xij = (ailX]a;), (2:90)

desta forma, a matriz X = (x;;) podera ser escrita explicitamente como

(al\)?\cn) (az|)2|a1) <a1]X|aN)
o <a2\)j(\a1> (azl)j(|02> <612P?|61N> . 2.91)
(aN|)A(|a1> (aN|X|a2) <aN|)A(|aN>

2.9.1 Operador Adjunto Hermitiano

A dlgebra matricial é um recurso fundamental para a formulagdo da mecanica
quantica. O uso de matrizes para as formulacdes tedricas de Dirac, de Heisenberg ou até mesmo
outras formulacdes € indispensdvel. Neste sentido, trabalhando explicitamente com a formulacdo

matemdtica de Dirac, precisamos relembrar alguns conceitos de matrizes®. Como sabemos, as

3 Caso o leitor tenha interesse em se aprofundar no estudo da Algebra Matricial e no estudo de Espacos Vetoriais,

consulte[18, 19].
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matrizes t€m suas classificacdes, e algumas delas, sdo necessdrias para entendermos o que € um
operador adjunto hermitiano.

Primeiramente, vale relembrar o que € uma matriz transposta. A transposta de uma
matriz € construida pela reflexdo de seus elementos em relagdo a sua diagonal principal. Ou seja,

¢ a matriz que se obtém da troca de linhas por coluna de uma dada matriz . Portanto, se
Z Zx,Jya, (ajl, (2.92)
i=1j=

temos

N
Z xjilai){ajl, (2.93)

||
=

ou

>g

I
=
Mz

I
—_
~.
I
—_

xijlog) (ol (2.94)

Outro conceito importante é o conjugado complexo de uma matriz. O complexo

conjugado de uma matriz € simplesmente o conjugado de seus elementos. Desta forma, temos

Por fim, a matriz do operador adjunto hermitiano é equivalente a sua propria

,j|a (ajl. (2.95)

||M2

transposta conjugada[18]. Logo temos

N N
XT=X"* = Z Y xilaj) (ail, (2.96)

ou

. N N
X7 = Z Y xiilai)(a;l. (2.97)

Como ja vimos, B é um operador hermitiano se

A

B=5" (2.98)

Neste caso, temos

(ai|Blaj) = (aj|Bla;)". (2.99)
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2.9.2 Matrizes Explicitas

Ja foi visto que um | &) pode ser representado matricialmente como um vetor coluna.
Sendo (x;;) uma matriz quadrada, mostraremos agora como representar um bra matricialmente

de forma explicitas. Primeiramente sabemos que,

X|a) = |B), (2.100)
no entanto,
(Xle))" = (1B))", (2.101)
deste modo,
(lo)) X" = (B], (2.102)
pois
X)) =77XT. (2.103)
Portanto, ficamos com
(alXT = (B]. (2.104)

mas a partir da equacao (2.100), sabemos que tanto |¢t) quanto |f) na forma matricial,

(ai]a) (a1]B)
la) = <""‘:’“> = |B) = <“2:’ﬂ> 7 (2.105)

(anla) (an|B)

sdo representados por um vetor coluna. Ora, sendo (8| = (|8))7, e |) uma matriz coluna,
concluimos entdao que um bra pode ser representado matricialmente como uma matriz linha.

Deste modo,

B1= (@B (@lB) .. (avlB))- (2.106)
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O produto interno (| ), pode ser escrito como sendo um produto de uma matriz

linha que representa (|, por uma matriz coluna que é representado por |@)[4, 8]. Logo,

(ar]e)
. <a2|06> N
<ﬁ|a>:(<a1‘ﬁ>* (@|B)* .. <aN|[3>*) ' ;[ﬂal (aj| ). (2.107)
(anlot)
Portanto
N
(Bl= Z<ﬁ!al><al| (2.108)

Finalmente, pode-se ver facilmente que a representagdo matricial do produto externo

|B){al, é dado por
(a1|B)
|B){e| = : <<a1|a>* (ar|a)* .. <aN|(x>*>. (2.109)

{an|B)

Portanto,

(ar|B)(ai]a)”  (ai[B)(az|e)”™ ... (a1]B){an|o)*
B (] = <a2|ﬁ>§a1\a>* <a2|ﬁ>§a2\a>* <a2]ﬁ><:aN|O¢>* | 2.110)

(an|B){aila)” (an|B)(azl)” ... (an|B){an|o)*

Seja {|ai),|a2),|a3),...,|an)}, autovetores de um observavel A, podemos usa-los
como kets de base e representar o operador na forma matricial de uma forma bem simples[4].

Primeiramente temos,

i) (aj|Ala;)|(aj, (2.111)

>
I

=

M=

I
—_
~.
I
—_

porém, como o operador € um operador que representa um observavel fisico, ele é hermitiano,

desta forma, a matriz quadrada (oj|A|0;) é obviamente diagonal,

A= ZZ|a Yai(aj|a;)|(a;|. (2.112)

i=1j=

Portanto,

N N
A=Y aila)(ail =Y aig, (2.113)
i=1 i=1
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2.9.2.1 Exemplo do Sistema de Spin 1/2

Consideremos como exemplo, o caso especial do sistema de Spin 1/2 visto no
experimento de Stern-Gerlach. Os kets de base usados sdo S;|4), que por brevidade serd
simplificado para |+). O operador mais simples no espaco dos kets gerado por |+) é o operador

identidade[4], no qual de acordo com a equagdo (2.68), pode ser escrito como

) (] + | =)~ = 1. (2.114)

Mas de acordo com a equagdo (2.113), S, poderd ser escrito como
.~ h
Sz = SN+ = 1= {=1]: (2.115)

A relacdo de autovetores e autovalores,

A

h
Sil) = £3 %), (2.116)

¢ seguido imediatamente da propriedade de ortogonalidade de |+). Também podemos notar

outros dois operadores que serdo de grande utilidade, mesmo ambos ndo sendo hermitianos,

Sy =nl+) (], (2.117)

S =n|-)(+. (2.118)

O operador § atuando no ket de Spin-Down |—), transforma |—) no ket |4-), multiplicado pela
constante /. Do mesmo modo, quando o ket de Spin-Up sofre a a¢io do operador S , obtemos
um ket nulo. Podemos afirmar assim, que S, aumenta a componente de Spin por uma unidade
de i. Se a componente de Spin ja chegou no seu valor maximo, ha-se entdo um ket nulo. De
forma andloga, o operador S_ pode ser interpretado como o operador que diminui a componente

de Spin por unidade de 7[4]. Da equagdo (2.117) e a equagdo (2.118), temos
S, |4+)=0 (2.119)
Si|—) =h|+). (2.120)

Ainda temos,

S_|+) =h|-) (2.121)
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S |-)=0. (2.122)

Agora representando na forma matricial os kets de base, no caso particular do sistema

de Spin 1/2, temos

+) = =)= : (2.123)

Mas de acordo com a equagio (2.92), o operador S, pode ser escrito matricialmente como

oo (IS s o100

(=IS:14)  (=IS2]=)

Considerando a relacdo de autovetores e autovalores apresentada na equagao (2.116), ficamos

com
~  h(f1 O
S, == . (2.125)
2\0 -1
Similarmente,
. 0 1\ . 00
Sy =h S_=h . (2.126)
00 1 0

2.10 Medidas

Ja desenvolvido a matematica do espaco de brds e de kets, iremos agora discutir a
teoria quantica do processo de medida. Segundo Dirac :"Uma medi¢do sempre faz o sistema
pular para um autoestado da varidvel dindmica sendo medida"(Dirac 1958, p.36)[20]; ou seja,
antes da medida de um determinado observdvel A, o sistema é representado matematicamente

como uma combinacao linear da forma
o) =) cqlai) =) lai)(ail ). (2.127)
ai; a;

Ap6s a medicdo, o sistema colapsa em um dos autoestados de A, digamos |a;), ou seja,

o) 0 |y, (2.128)

Por exemplo, um dtomo de prata com uma orientacao arbitrdria de spin, colapsard apds ser

submetido a um aparato de SG do tipo SGZ, para |+) ou para |—)[4]. Portanto, concluimos que
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o ato de medir geralmente altera o estado. No entanto, hé de se considerar uma exce¢ao, quando

o estado ja € um dos autoestados do observavel A[4], neste caso, temos certeza absoluta que

i) "5 i)

(2.129)

Quando a medi¢do faz o) colapsar em |a;), dizemos que o valor medido de A foi a;, este valor é
o que chamamos de autovalor do observivel A.

Dado o ket | o) visto na equagio (2.127), como sendo o ket de estado do sistema antes
da medida, cabe agora perguntar-se em qual dos virios autoestados de A o sistema colapsara.
Em geral ndo se sabe em qual dos virios {|a;)} este sistema ird colapsar. No entanto, pela regra
de Born, podemos postular que ha uma probabilidade associada no resultado da medida, e que
existe uma probabilidade do sistema colapsar para o estado |a;)[12]. Portanto, sendo |a) um ket

normalizado, a probabilidade de apds a medida o sistema colapsar para o estado |a;) é dado por
P, = [{a;|a)|*. (2.130)

Esta interpretacdo probabilistica da equacdo (2.130), corresponde a um dos postula-
dos fundamentais da mecanica quantica, nao podendo assim ser provado[4]. Notemos ainda que
se o estado de um ket antes da medida for o préprio |g;), entdo a probabilidade de se obter a;
como resultado do processo de medida é 100%. Além disso, € possivel notar que de modo geral,
medidas de um observavel repetidas sucessivamente, resultardo no mesmo resultado*. Chegamos
entdo a outra conclusdo, se um sistema inicialmente se encontra no estado |a;), a probabilidade
dele colapsar para o estado |a;), com a; # a;, é nula, justamente devido as condigdes de orto-
gonalidade entre |a;) e |a;). De modo geral, a probabilidade de qualquer coisa dever ser um

numero real positivo. Além disso, a soma de todas as alternativas possiveis € dada por
Y laila)|> = 1. (2.131)
a;

Definimos agora o valor esperado de A em relagdo ao estado |a), como sendo

A

(A) = (a|A|a). (2.132)

A defini¢do dada pela equacdo (2.132), coincide com a no¢ao de valor medido médio, pois pela

relagdo de completeza, temos

(A) =YY (alaj)(aj|Ala;) (aile), (2.133)

aj a

4 Quando nos referimos a medicdes sucessivas, nos referimos ao fato que elas devem ser executadas imediatamente

uma apos a outra.
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logo,
ZZ oa;){a;|Ala;) 8 ia; (@il OL) Za,\ (a;|o)|? (2.134)
no qual a; é o valor medido e |(a;|o)|* é a probabilidade de se obter a;.

H4 ainda uma possibilidade de se fazer uma medicao seletiva ou filtragem. Esse
processo consiste em selecionar apenas um dos autoestados de A, digamos la;), e rejeitar os
demais. Isto foi feito quando no experimento de Stern-Gerlach, permitiu-se que apenas uma das
componentes de Spin saisse do aparelho[4]. Matematicamente, esse processo seletivo se resume
a aplicar o operador de projecio A, a |ct). Logo,

A

Ag @) = |ai)aia). (2.135)

l

2.10.1 Sistema de Spin 1/2

O que foi discutido até entdo € suficiente para que determinemos ndo apenas 0s
autovetores de Sy y, |Sy+) e |Sy=), mas como também os préprios operadores Sy e S,. Voltando
ao experimento de Stern-Gerlach, quando o feixe |S,+) passa por um aparato do tipo SGZ, este
feixe se separa em duas componentes de intensidades iguais, o que nos leva a afirmar que o

estado |Sy+) tem uma probabilidade de 50% de colapsar em |+)[4]. Portanto,
1

[(FHSeH = =S = == (2.136)
Desta forma, podemos construir o ket |Sy+) em termos da base |+) e |—), como sendo
|Sct) = )+ —=e ), (2.137)

AR

no qual 6; € um ndmero real e o ket |S,+) deve ser ortogonal a

«—), ja que as alternativas

|Sy+) e |Sy—) sdo mutualmente exclusivas[4]. Ou seja,
(Sy+|Sx—) = 0. (2.138)
Portanto, o ket |Sy—) pode ser escrito como

_ Py
[Sy—) = \/—H) \/i =) (2.139)

Notemos que o coeficiente de |[+) na equagdo (2.137) e na equac@o (2.139) é um nimero real e

positivo, essa escolha convencional se mostrard em um momento oportuno, a mais adequada.

Devido entio a equacio (2.113), o operador S, fica escrito como

h
= SUSeE) (Sct [ = [8:=) (S = ). (2.140)
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Substituindo a equacao (2.137) e a equacdo (2.139) na equacdo (2.140), obtemos
h

Se= E[e—"“‘1|+><—| e ) (). (2.141)
Similarmente,
1S,+) = \/_|+> \/1_ ']y, (2.142)
logo
= 2B ]+ B ) () (2.143)

Resta agora determinar 0; € &. Ainda usando os resultados obtidos a partir dos

experimentos de Stern-Gerlach sequenciais, temos

1
[(Sy £ [Sx+)[ = [{Sy £[Sx—)| = Nea (2.144)
Realizando as devidas substitui¢des, ficamos com
Il(<+|ie"ﬁz(—l)(lﬂﬂte"‘3‘|—>)l=L (2.145)
2 V2’
reajustando os termos, obtemos
l‘liemlsz)‘ _ L (2.146)
2 V2
0 que nos leva
¢01=%) 4 ,~i3=%) — (2.147)
Logo,
2cos(6; — &) =0, (2.148)
portanto,
iy - j:g. (2.149)

Concluimos que os elementos da matriz S, e §y ndo podem ser todos reais. Se os
elementos de S sdo reais, os de §y tém que ser imagindrios puro e vice-versa[4]. E conveniente
ainda que os elementos de §x sejam reais. Deste modo, se fizermos 6; =0¢ &, = %, ficamos
com

1S, ) = (2.150)

1
\/—|+> \/—’_>7
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c
1 1

S,t) = —il|+)+ —|—). 2.151

|Sy=E) ﬁll ) ﬁ! ) ( )
Ja os operadores §x € §y, ficam

o 7]

$e=3 [ (= ]+ =) {+]] (2.152)
(]

Syzi[—l|+)<—|+l|—)<+|]. (2.153)

Agora, os operadores ndo hermitianos definidos na equagdo (2.117) e na equagao

(2.118), podem ser escritos em termos dos operadores S, e §y da seguinte forma:

A

Sy =8+, (2.154)

2.11 Observaveis Compativeis e Incompativeis

Dois observéveis A e B sao ditos observaveis compativeis quando os operadores a

eles correspondentes comutam, ou seja,

A

[A,B] = 0. (2.155)

Por outro lado, eles sdo ditos incompativeis quando

A~

[A,B] #0, (2.156)
por exemplo, os observéveis S, e §y sdo incompativeis, pois
Sy, Sy = ihS.. (2.157)

Dizemos que o espectro € dito degenerado quando dois ou mais autovetores line-
armente independentes de um observavel A, compartilham o mesmo autovalor[8]. Portanto,
quando isto ocorre, dizemos que hd uma degenerescéncia. Diante disso, segue um importante

teorema:

Teorema 2 Sejam A e B dois observdveis compativeis e que os autovalores de A sejam ndo

degenerados. Entdo, os elementos da matriz (aj|B|a;) sdo todos diagonais[4].
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Prova: Em consequéncia de (2.155), temos que
(a;|[A,B)|a;) = (a;|AB — BA|a;) = 0, (2.158)
pelo fato desses operadores representarem observaveis, eles sao hermitianos. Logo,
(a;|AB|a;) — (aj|BA|a;) = (a; — a;){aj|Bla;) =0, (2.159)
contanto que a; # a;, temos que
(aj|Bla;) =0, (2.160)
0 que prova nossa afirmagio. Ou seja, B é diagonal na base dos kets {|g;)}. Portanto, os
elementos da matriz B pode ser escrita como
(aj|Blai) = 84, {ai|Bla;). (2.161)

Em decorréncia disso, agora podemos escrever o operador B como

B=Y"Y la;)(ajlBla;)(ail, (2.162)
a; a;
0 que nos leva a
B=1Y) la;)8uaailBlai)(ail. (2.163)
a; a;
Portanto, temos
B= ; laj)(a;|Bla;){aj|, (2.164)
j

de modo que se B atua em um autoket de A, temos
Blai) = ¥ la;){aslBlaj)(ajlas) = ¥ a) (aj|Bla;)8uya (ailar) = (alBla)las).  (2.165)
aj aj
Desta forma, a partir da equacdo (2.165), temos uma equacdo de autovalores e autovetores para
B. Logo,
Bla;) = bi|a;), (2.166)

no qual

b; = {a;|Ba;). (2.167)
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Podemos concluir entdo, que os autovetores |a;) sio simultdneos tanto do operador A
quanto de B. Esta prova consistia no caso em que os autovetores de A era nio degenerados, mas
a afirmacdo continuaria verdadeira mesmo se houvesse uma degenerescéncia de ordem n[4][21].

Deste modo, seja A e B dois observdveis compativeis, eles t8m um grupo de autove-
tores simultineos, tal que podemos usar |a;,b;) como um autoket simultaneo de A e B com as

seguintes propriedades:

Ala;, b)) = ajla;, b;), (2.168)

Bla;,b;) = bi|a;,b;). (2.169)

No caso em que ndo ha degenerescéncia, essa notagcdo torna-se obsoleta, ja que se
especificamos a;, consequentemente conhecemos b; que aparecem em |a;, b;)[4]. De modo geral,
em caso de degenerescéncia, devemos procurar por um grupo de observaveis compativeis, tal
que

A

[A,B]=1A,C]=[B,C]=...=0. (2.170)

Podemos ainda, escrever o autoket simultdneo como
|Ki> = |ai7b,-,cl~, >, (2171)
tal que a relacdo de completeza fica,

Y KK =YY Y - lai,bisci, ) {aibisci, | =1, (2.172)
ki ai b; ¢

i

no qual K; é o indice para n autokets simultaneos. A relacdo de ortogonalidade fica sendo
<K]|I(,> = <aj,bj,cj, ...|a,~,b,~,c,~, > = 5ﬂiaj5bibj5€ic‘j‘“ (2173)

Em resumo, sendo A e B observéveis compativeis, no qual os autovalores de A
sdo ndo degenerados, se medirmos A, certamente obteremos a;. Se em seguida, medirmos B,
certamente obteremos b;. No entanto, se medirmos A mais uma vez, podemos afirmar que a
terceira medida retornard a; com absoluta certeza[4]. Ou seja, a segunda medida (1§‘) realizada,

ndo destréi a informagdo obtida previamente na medida de A.
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No caso em que ha degenerescéncia, depois da primeira medida de A, que resulta

também em q;, 0 sistema colapsa em uma combinagdo linear do tipo
n
Y G lai, b, (2.174)
m

no qual n é o grau de degenerescéncia e os kets |a;, b(’”)) possuem todos os mesmos autovalores
a; no qual se refere ao operador A. Realizando entio uma segunda medida (1§), seleciona-se
apenas um dos termos da combinacao linear (2.174), mas se fizermos uma terceira medida
novamente de A, vamos sempre continuar obtendo a;[4]. Podemos concluir entdo, é que havendo
ou nio degenerescéncia, as respectivas medidas de A e de B ndo interferem uma na outra.

J4 quando se trata dos observaveis incompativeis, eles nio possuem um conjunto

completo de autovalores simultaneos e |a;, b;), em geral nao faz sentido.

2.12 Relacao de Incerteza

Dado um observavel A, definimos um operador
AL = A —(A). (2.175)

Em seguida, definimos a partir deste operador, a variancia ou dispersao de A, como sendo

A

oy = ((AA)?) = ((A— (A)?)). (2.176)

Em sintese, podemos dizer que a dispersio 62 de A, vai dizer o quanto que as medidas individuais

de A , difere da media de todas as medidas[8]. Logo temos
02 = ((AA)?) = (A%) — (A)2. (2.177)

Notemos que para um dado estado que € autoestado de A, a dispersao € zero.
Antes de continuar falando das rela¢des de incerteza, cabe aqui antes, enunciar trés
lemas necessarios para falar com propriedades do principio da incerteza para dois observdveis A

e B quaisquer.

Lema 1 A desigualdade de Schwarz nos diz que,

(o) (BIB) > |a|BI*. (2.178)

Caso haja interessem em se profundar no caso de observaveis incompativeis, consulte o primeiro capitulo de [4].
A brevidade aqui ndo atrapalha o desenvolvimento da teoria.

5
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Prova: Notemos que para um dado ket |y), temos a seguinte condi¢@o:

(Y1) >0, (2.179)
definimos entdo |y) como sendo
7) = la) + A[B), (2.180)
no qual A é tal que
(Bly)=0. (2.181)
O correspondente dual de |y) é dado por
(1 = (a| +A7(B]. (2.182)
Da equagdo (2.181), temos
(Bly) = (Bla) + A (BIB), (2.183)
o que leva a
(Blar)
A=— . (2.184)
(B[B)
Calculando o produto interno:
(17) = ({a|+27(B])(|er) +A[B)) = 0, (2.185)

e substituindo a equacgdo (2.184) ma equacdo (2.185) e ainda fazendo as devidas distribui¢des

dos termos, chegamos a

_ (Bla) _(alB) (a|B)(Bla)
o) = g1y P g1y Pl (g gy gy PP 20 (2186)
o que levaa
_ {a|B)(Bla)
(o) =575y~ (Blar) 2 0. (2.187)
Portanto, temos
(ala)(BIB) — [(|B)]* >0, (2.188)

que € equivalente a equagdo (2.178).
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Lema 2 O valor esperado de um operador hermitiano é um niimero real puro.
Prova: Este resultado ja foi obtido no inicio do capitulo.

Lema 3 O valor esperado de um operador anti-hermitiano, definido por C = —C" é um niimero

imagindrio puro.

Prova: Temos que,

(ajIClai) = —(aj|CT|ai), (2.189)
logo,
ai(ajla;) = —aj(ajla;). (2.190)
Portanto, temos
(ai+aj){ajla;) = 0. (2.191)

Para i = j, temos que o valor esperado é um nimero puramente imaginario, e para i # j,
(ajlai) =0.
Munido destes trés lemas, podemos agora construir o principio da incerteza para

dois observaveis A e B quaisquer. Seja o observével A, temos que

oi = ((84)%) = (ol (A~ (A))*|a) = (A~ (A)al(A — (A))ar) = (1 [¥1),  (2.192)

¥)) = (A—(A)|a). (2.193)

Analogamente, para um observavel B, temos
o3 = (¥, |¥,), (2.194)
no qual
¥,) = (B— (B))|«). (2.195)
Pela desigualdade de Schwars,

0105 = (¥ |W)) (¥1|¥,) > (¥ |¥,) 2, (2.196)



E para qualquer nimero complexo Z,
2 = R(2) P + |In(2) .

Desta forma, temos que a parte imagindria obedece a

1
1,Z2)=—(Z2-7Z"
W(2) = 5.(2-7")
consequentemente,

1
1Z* > ()" = |5

S Z-7)

sendo entio

Z=(¥|¥,).

Partindo das equagdes (2.196), (2.198) e (2.199), temos

2
Gto > (w2} = 12 > ||t - )|

No entanto, temos

similarmente

chegamos portanto a,
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(2.197)

(2.198)

(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)

(2.204)

(2.205)

O que podemos entdo concluir € que existe uma incerteza associada quando os

observaveis sdo incompativeis, ou seja, quando os operadores correspondentes ndo comutam.

Neste caso, para os observaveis incompativeis, nao se pode ter informacdes precisas e simultaneas

dos dois observdveis ao mesmo tempo. Este € o caso do principio da incerteza de Heisenberg,

no qual ndo se pode ter informacgdes acerca do momento e da posicao simultaneamente com

precisio e ao mesmo tempo[8][10]. No caso dos observdveis compativeis, no qual os operadores

correspondentes comutam, ndo h4 esta incerteza.



45
2.13 Mudanca de Base

Notamos desde o inicio o quao importante € trabalhar com a nota¢do de Dirac na
mecanica quantica e quao grande € a sua utilidade. Neste prelidio percorrido até aqui, ja
vimos que o ket possui toda informagdo fisica possivel. Se no entanto, determino um base
especifica, posso consequentemente extrair uma informacao especifica. Em sintese, um ket pode

ser expresso em termos de bases distintas.
2.13.1 Operador de Transformagdo

Vimos que para sistemas de spin %, |Sx£) pode ser usado como kets de base, ou
como geralmente se usa 1), também pode. Embora o sistema possa ser expresso em bases
diferentes, obviamente, os diferentes conjuntos de kets geram o mesmo espaco de kets[4]. O
objetivo agora € construir um operador de transformacdo que relacione a antiga base ortonormal
{|ai)} com a nova base ortonormal {|b;) }. Em resumo, isso se refere a uma mudanca de base

ou mudanca de representacio. Para isso, segue-se um teorema fundamental:

Teorema 3 Dado dois conjuntos de kets de base {|a;) } e {|b;) }, ambos satisfazendo as condi¢des

de ortonormalidade e completeza, existe um operador unitdrio U tal que
b1) =Ulay), |b2) = Ulaa),...,|bn) = Ulay). (2.206)

Um operador é dito operador unitdrio quando satisfaz as seguintes condicoes:

00" =1, (2.207)
e
00 =1. (2.208)
Prova: Seja entdo um operador U dado por
U= Xk: |by) {ax|, (2.209)
se aplicarmos este operador no ket |a;), temos
Ulay) = Xk: |bi) (axlar) = Zk: |bi) k1 = |by). (2.210)

Temos ainda que U € unitdrio, entdo

00 = Xk:; |ax) (be|br) (@] = zk:; |ax) (a6 = zk: Ja) (ar| = 1. (2.211)

A equagdo (2.207) pode ser obtida de forma anéloga.
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2.13.2 Matriz de Transformacdo

A representagdo matricial do operador U na antiga base {|a;)}, é dada por
(a|Ular) = (axlbr), (2.212)

ou seja, os elementos da matriz do operador U sdo construidos a partir dos produtos internos
entre os bras da base antiga com os kets da base nova[4]. E similar ao caso da matriz de rotagio
em trés dimensdes, que transforma um conjunto de versores (X],x%,X3) em outro conjunto
(1,2, %5"). Em Goldstein (2002) pp. 134-144[22], vemos que o operador de transformagdo na
forma matricial é dado por
~ A Al A A
"X X1-X2 X1-X3
R=|x5-4" -0 &5, (2.213)
A A~/ A A/ A~ A/
X3-X]1  X3:X2 X3°X3
deste modo, (ax|U|a;) pode ser chamada de matriz de transformagio da base {|a;)} para a base

{|b;)}. Vamos considerar a transformacdo de um ket arbitrario |a), tal que

o) =Y |ai) (ai] o). (2.214)
a;
Logo, para obtermos os coeficientes de expansdo na nova base, temos
(brlar) = (bi| Y lar) (ar|oe) =Y (blar) (ar] @), (2.215)
! !
da equagdo (2.206), temos
(br| = (@|U", (2.216)
logo,
(bela) = Y (a|UT|ay) (| ox). (2.217)

[

Portanto, a matriz coluna para |a) na nova base pode ser obtida ao aplicar a matriz quadrada U

a matriz coluna de |or) na base antiga[4]. Logo,

(lot))s, = (T (@), (2.218)

Suponhamos agora, que os elementos da matriz do operador X na base antiga sao

conhecidos, agora queremos saber quem sao esses elementos na nova base. Portanto, temos

(bl X|br) =YY (belam)(am|X |an) (an|bs), (2.219)
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0 que nos leva a

el R1b1) = ¥ Y (a0 ) (| R an) (an] O] (2.220)

m n

Da dlgebra matricial, a equacdo (2.220) é conhecida como a férmula para uma transformacao
de similaridade. Portanto,

A

X' =07x0. (2.221)

O traco de um operador X é definido como sendo a soma de seus elementos diago-
nais:
Tr(X) =Y (ai|X|a;). (2.222)
a;
Uma caracteristica importante € que o tragco de um operador € independente da representacao, ou

seja, pode-se usar um outro conjunto como kets de base como mostrado a seguir:
Tr(X) =Y (ailX|a;) ZZ): ailbi) (bi|X|b;){(bjlas), (2.223)
a; :

logo,
X) =YY (bjlbi) (bilX|bj) =) (bi| X |bi). (2.224)
bi bj bi

i Oj i

2.13.3 Diagonalizacdo

Suponhamos que os elementos de um operador B na base antiga {a;} sdo conhecidos,
resta-nos agora saber, como encontrar os autovalores e os autovetores deste operador. Queremos

obter os autovalores b; e os autokets |b;) que satisfazem a propriedade:
B|b;) = bi|b;). (2.225)
Reescrevendo a equacao (2.225), ficamos com

Y (aj|Blai){ailbi) = bi(a,|bi). (2.226)

Quando |b;) na equacio (2.225), representar o l-ésimo autovetor de B, podemos

entdo o representar matricialmente como

By B Biz .. C! C!
B21 By By; ... |- Cé =D C12 , (2.227)
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tal que

B;; = (a|Bla;), (2.228)

Ci = (axlbr), (2.229)

no qual 1,j, e k, variam até N, e no qual corresponde a dimensdo do espaco dos kets.
As solugdes ndo triviais para C,lC sdo possiveis apenas se a equagdo caracteristica for

satisfeita[4]. Portanto, a equagdo caracteristica € dada por
det(B—AI) =0, (2.230)

que é a equagdo algébrica de ordem N em A. Entdo, se conhecemos os autovalores, consequente-

mente podemos determinar os autovetores.
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3 FORMALISMO MATEMATICO DE DIRAC PARA ESPECTROS CONTINUOS

Tudo o que foi construido anteriormente em termos do formalismo de Dirac, considerava-
se apenas observaveis que possuiam espectros discretos. Vimos que no caso das particulas de
spin 1/2, a projecdo de spin podia assumir apenas dois valores reais, —i/2 e +h/2[4]. No
entanto, na mecanica quantica alguns observaveis possuem a propriedade de assumir espectros
continuos, por exemplo, a posicdo e 0 momento. Estes dois observaveis especificos, em principio
possuem um conjunto infinito de valores para o resultado da medida.

Para trabalhar com tais observaveis, € preciso antes fazer algumas generalizagdes
de resultados obtidos anteriormente para observaveis de espectros discretos. Iniciemos com a

equacgdo de autovetores e autovalores, que para espectros continuos fica

E|E) = &|&). (3.1)

Em resumo, o ket |;) é um autovetor de & com autovalor &;.
De modo geral, para esta generalizagdo os resultados expressos em termos de um
somatdrio, torna-se-do uma integral sobre a varidvel continua &;, e 0s que eram expressos em

termos da delta de Kronecker, tornar-se-do uma funcéo delta de Dirac®. Logo

<ai‘aj> = 6aiaj - <‘§1|€]> = 5(51 - éj)v (3.2)

N Foe A
Ylalal =1 [ agle)&l=1, (33

aj

@) = ¥ laala) — o) = [ d&16)Ela), G4

a; -

Y|l =1 [ ag|i&laf* =1, 65)

(Blo) = X (Blai)(ala) — (Bla) = [ d&(BI&) (&la), (6

a; -

(ajlAlas) = aidua, — (E1]E|&) = &S (E; - &). (3.7)

Caso haja interesse do leitor em aprofundar o conhecimento acerca das Fung¢des Delta, consulte[23]

6
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3.1 Autokets e Medidas de Posicao

Vimos que os observédveis com espectros continuos exigem uma nova descri¢cdo em
contraste do que foi visto com observaveis de espectros discretos. Vejamos entdao um exemplo
especifico, o operador posicao.

Temos que os autovetores |x;) do operador hermitiano X que satisfazem
X|x,~> = xi|xl~), (38)

formam um conjunto completo. Podemos ainda, expandir um ket arbitrério |ct) na base {x;}, da

seguinte forma:

Joo
o) = / dxilxi) (xi| @) (3.9)

A regra de Born, no caso do operador posi¢do € dada por
2
Py, = | (xi|ot) | dx;, (3.10)

que deve ser interpretada como a probabilidade de medirmos um ket arbitrario inicial |o) em
uma posi¢ao entre x; € x; + dx;.

Por outro lado, a probabilidade de encontrarmos a particula entre —oo e 40, é dada
por

p= /_:w|(x,-|a>‘2dx,-. 3.11)

Notemos que se a particula existe, ela serd medida em algum lugar no intervalo (—eo, 4-o0). Ou
seja, se |a) é normalizado, o resultado da integral em (3.11) é 1, pois
—+o0
P:/ (o) (il )y = (ot ) = 1. (3.12)
Notemos ainda que a fung¢@o de onda para o estado fisico representado por |a) é dada por

l[/a(x,-) = <X,‘|O€>. (3.13)

Podemos ainda generalizar e representar um ket |@) em termos de autokets de

posicao em trés dimensdes. Logo,

la) = / / dxidyidzi|xi,yi, zi) (xi, i, zi| @) (3.14)
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Simplificando a (3.14), ficamos com

o= [ " Bl (0, (3.15)

cujo ket |x;) € autoket simultaneo dos operadores £, §,Z, ou seja,
IXi) = [xi, 31, 2i)- (3.16)

Agora, se sdo simultaneos, os operadores correspondem a observédveis compativeis. Portanto,

R|xi) = xi[xq), (3.17)
PIxi) = yilxi), (3.18)
2|xi) = zi|Xi)- (3.19)

Disto segue, que os operadores £, y,Z comutam entre si. L.ogo,
(£, %], (3.20)

no qual X7,X> e X3 representam X;, y; € Z; respectivamente.

3.2 Operador Translacao

Consideremos agora a introducao de um novo operador que muda o estado que de
inicio era bem localizado em torno de |x;), para outro estado também localizado, quer seja
|x; + dx;). O operador 8 (dx;) que realiza esta mudanga é chamado de operador de translacéo,
e a operagdo deste tipo é chamada de translacio infinitesimal. Temos que

f&(dxi)\xﬁ = ‘Xi+dXi>. (3.21)

Ou seja, o operador de translacdo 8 (dx;) aplicado em um ket de posicéo, resulta em um novo

autoestado de posic¢do, mas transladado por um fator dx;. Notemos ainda, que |x;) ndo é autovetor
de 3 (dx;)[4].

Verifiquemos agora, qual é o efeito causado sobre um ket arbitrério | o), se aplicarmos

sobre ele o operador de translacdo:

& (dx;)| ) = 8 (dx;) / ™ Bl (xi] ) = / 7 Bl + dx) (x| ). (3.22)
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Antes de definirmos propriamente o operador de translacao, € util antes listar algu-
mas propriedades inerentes a ele. A primeira é a propriedade da unitaricidade, imposta pela
conservacao de probabilidade. Ou seja, o ket transladado SAS(dXi) |ot) também é normalizado.
Logo,

(o o) = (|37 (dx;)S (dxi)|er) = 1, (3.23)

o que leva na unitaricidade da translac¢do infinitesimal,
§t(dx;) 3 (dx;) = 1. (3.24)

A segunda propriedade estd associada as composicdes de translagdes, ou seja, as
translacOes infinitesimais sucessivas. Se primeiro hd um deslocamento dx; e depois por dx;j, no
qual dx; € dx;j, ndo precisam necessariamente estd na mesma dire¢do. Podemos entdo afirmar
que

8 (dx;)3 (dxi) = 3 (dx; + dx;). (3.25)

Ou seja, para espacos euclidianos, o operador de translagdo tem um cardter aditivo’. Esta
propriedade € importante e veremos mais a frente que para espagos curvos, o operador deixa de
apresentar esta caracteristica.

A terceira propriedade garante que uma translacao na direcao oposta € equivalente

ao inverso da translagdo original. Logo,

A

§(—dx;) =37 (dx). (3.26)

Como quarta propriedade, temos que quando dx; — 0, a operacado de translacado se

reduz ao operador identidade. Portanto,

anfS(dxi) =1. (3.27)

dx;—
Agora, a partir destas propriedades ¢ fécil verificar que o operador translacdo pode
ser definido como

S(dx;) =1— ik - dx;. (3.28)

Todas as propriedades mencionadas s@o satisfeitas se considerarmos que as componentes de K
sao operadores hermitianos[4]. Por questao de brevidade no texto, a demonstragao de algumas

destas propriedades encontram-se inseridas no Apéndice A.
7

A demonstracio dessa propriedade que se encontra no apéndice A é considerada para um espago euclidiano.
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A partir desta defini¢dao, podemos agora deduzir uma relagdo fundamental entre Xe

K. Notemos que

X&(dx)|x;) = X|x; +dx;) = (x;+ dx;)|x; + dxi), (3.29)
c
fs(dxi)f(\xi) = xif’s (dx;)|x;) = xi|x; + dx;), (3.30)
logo,
X, (dx)] %) = (X8 (dx;) — S (dxi)X) %) = (xi +d%;)|xi +dx;) —xi[x; +dxi),  (3.31)
o que levaa

(X, 3 (dxi)] [x%i) = dxilxi +dxi) ~ dxi|xi), (3.32)

no qual o erro cometido ao se fazer a aproximacao no ultimo passo de (3.32) € de segunda ordem
em dx;[4].
O ket |x;) pode ser qualquer ket de posi¢@o, e além disso, esses kets formam um

conjunto completo. Portanto, temos um operador identidade
[X,S(dx;)] = dxi, (3.33)

ou

—i[X,R]dx; = dx;, (3.34)

no qual do lado direito da equacdo (3.33) e da equacdo (3.34), dx; deve ser interpretado como um

nimero dx; multiplicado pelo operador identidade no espago de kets gerado por |x;)[4]. Temos

ainda que,
X,k =1, (3.35)
€
X,K] = [X,K,] =0; (3.36)

Deste modo, se escolhermos dx; na direcdo de Xy, e realizarmos um produto escalar com X,
ficamos com

[ m71€n] = iémn; (3.37)

no qual devemos interpretar ,,, como estando multiplicando o operador identidade[4].
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3.2.1 Momento como Gerador de Translacoes

Até agora, o operador hermitiano K foi definido em termos do operador de translagio
infinitesimal, mas ainda ndo foi dado a ele uma interpretacado fisica. O operador ﬁ(dxi) é
adimensional, o que nos leva a afirmar, pela equagio (3.28), que K tem dimensio de inverso de
comprimento[4]. Se queremos entdo, tomar emprestado a ideia de que o momento é gerador de

translacdo infinitesimal assim como ocorre na mecanica cldssica, podemos impor que

K==, (3.38)

Al ~»

no qual C é uma constante universal com dimensdo de acdo. A constante que aparece na equacao

(3.38) ¢ a mesma constante /2 que aparece na relacao de L. de broglie[12, 24],
p
k=—== 3.39
- (3.39)

no qual A é o comprimento de onda. Notemos a partir da equagao (3.38) e da equagdo (3.39), a
semelhanca de k e K, ambos os termos tém a mesma dimensdo e se relacionam com 0 momento.

Deste modo, escrevemos o operador 3 (dx;) como

>

l

$(dx;) = 1— —dx;, (3.40)

=

no qual P e 1 sdo 0o momento e a constante de Planck dividida por 27, respectivamente. A relacio

de comutacao na equacdo (3.37), fica entdo

(X, ] = inSyun. (3.41)
A equacdo (3.41) € conhecida como a relagdo de comutagdo fundamental da mecanica quantica[4].

Notemos que as relacoes de comutacdes em (3.41), implicam que se m = n, 0s
observaveis sdo incompativeis. Como ja vimos, se isso ocorre, torna-se impossivel achar
autoestados simultineos de X, e de P,. Desta ideia, para dois observaveis AeB quaisquer, temos

o3

=t
I
—~
—~
\E/
[\
~
—~
—~
E

%2 [([A.B)), (3.42)

em especifico para os operadores X e P, temos o Principio da Incerteza de Heisenberg
expresso em

070, = (AX)*)((Apx)?) > —. (3.43)

It
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3.2.2 Operador de Translagdo para Translacoes Finitas

Definimos o operador de translagdo considerando apenas transla¢des infinitesimais;
no entanto, se considerarmos uma sucessao de translac¢des infinitesimais, obteremos no fim uma
translacdo finita. Consideremos entdo uma translagao finita exclusivamente na direcdo do versor

X, por uma distancia Ax;, temos
S(AGR)|x;) = |xi + Axix;). (3.44)

Para uma composic¢do de N translagdes infinitesimais de comprimento Ax;/N na diregdo £, e

tomando o limite N — oo, obtemos

N—seo

a3 A . A~ ipx N ipx
S(AxX) = lim | 1 — mAx,- =exp| — foi , (3.45)
no qual utilizamos um dos limites fundamental do célculo:

X
lim = (1 +X) — e (3.46)
X

X—>o0

Portanto, pra qualquer operador X, podemos expandir a exponencial em termos de uma série de

poténcias,’ da seguinte forma:
K=Y =14+ (3.47)

Experimentalmente, é possivel medir o momento de uma particula ao longo de
trés eixos ortogonais, ou seja, aplicagdes sucessivas de translacdes em diferentes dire¢des, nos

permitem obter informacdes precisas acerca das medidas[4]. Logo,

[B,,B)] =0. (3.48)
Consequentemente, temos:
‘Pl> = |pxi7py,~7pzi>> (349)
0 que nos leva a
Polpi) = plpi), (3.50)
Blpi) = pylpi), (3.51)

7 Consulte mais sobre série de potencias em [18].
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P.|pi) = p:|pi)- (3.52)

A

Podemos ainda afirmar que |p;) é, diferentemente de |x;), autovetor de 3(dx;), pois

S (dx;)|P;) = (i - %dxi) pi) = (i - %dxi) IPi)- (3.53)

Notemos que o autovetor ¢ o mesmo, mas ele sofre uma pequena mudanga de fase[4]. Deste

modo,

2,3 (dx;)] = 0. (3.54)

3.3 Funcio de Onda no Espaco das Posicoes

Na descri¢do de Schrodinger da mecénica quantica, a funcdo de onda descreve o
estado quantico do sistema de uma ou mais particulas[1, 8]; mas na descri¢do de Dirac, a funcao
de onda é derivada de um ket arbitrério |a). Por questdo de simplicidade, e considerando apenas

o caso unidimensional, na nota¢do de bras e de kets, ela pode ser dada por
Vo (xi) = (xi|@). (3.55)
Os autovetores de base de |@), sdo justamente os kets de posi¢do, que satisfazem
X|x;) = x;]x;). (3.56)

Para o caso de espectros continuos, um ket que representa um estado fisico pode ser

expandido em termos da base |x;), como
~+oo
|OC> = dxi|x,-> <)C,'|OC>. (3.57)

—o0

O coeficiente (x;|a) é interpretado de tal forma que
| (xif ) [Pdlx; (3.58)

significa a probabilidade da particula ser encontrada no entorno [x; — dx;, x; + dx;]. De acordo
com a (3.55), este coeficiente de expansdo nada mais € do que a funcao de onda no espaco das
posicdes para o estado |ot)[4].
Considere o produto interno (8|a), tal que
oo +oo

(Bloy = | dxi{Blxi){xila) = | duxiwg (i) W (i) (3.59)
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Portanto, podemos interpretar (3|c) como sendo a amplitude de probabilidade do estado |o) ser
encontrado no estado |f).

Analisemos agora a expansao
o0y =Y |ai) (ail or), (3.60)
ai
usando os conceitos de fung¢do de onda. Realizemos o produto interno (x;|a), temos entdo:

(xi| @) :Z<x,~|ai><a,—\a>, (3.61)

o que levaa

Vo (xi) =Y Cai9u;(xi), (3.62)

no qual ¢, (x;) é autofungdo de A com autovalor a;. Logo,
$a; (xi) = (xilai). (3.63)

Analisemos agora (]A|a), e observamos como este pode ser escrito em termos das

funcdes de onda para os kets |o) e |B). Logo, obtemos

Bilay = [ [ dnd (Bl ldbe) (e, (3.64)

o que levaa
—+oo —+oo

BlAle) = [ [ dndxv o) (ulAbe) ). (3.65)

— o0 —

Notemos que a equacio (3.65) torna-se interessante quando A é funcio do operador X. Em
particular, consideremos o caso que

A=2X> (3.66)

temos entao,

(X xj) = xF il = 278 (x; — x;). (3.67)

Lembremos que os kets de base sdo normalizados de tal forma que a condi¢@o de ortogonalidade

para espectros continuos se torna

<xl~|xj) = 6()6,'—)6/'). (368)
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Portanto, a integral dupla na equacgdo (3.65), se reduz a uma integral simples
R ~+o0 ~+o0 . n ~+oo . 2
BlAle) = [ [ andxype) sl valn) = [ duyhe)dvetn),  (:69)

em geral,
A oo
(BIE()o) = | dxiyg (i) f (i) War i) (3.70)

3.3.1 Operador Momento na Base de Autovetores de Posigcdo

Consideremos agora, como fica a forma do operador momento, quando os autovetores
de posicao siao usados como kets de base. Partindo da defini¢do de momento como gerador de

translagdes infinitesimais[4], temos:

. o 'pri e A
3(Ax,-):(1—l . >|a>:/ duxi S (Ax; ) |xi) (xi ox)
+oo
_ / dxi|x; + Axi) (xi] t) (3.71)
~+oo
:/ dxi|x;) (x; — Axi| ),
0 que nos leva a
. - A . —+o0
(1 - ZP;?XZ> o) = [ dxilxi) Wa(xi — Ax;). (3.72)

Cabe-nos agora, analisar quem € Wy (x; — Ax;) em fungio de Yy (x;). Notemos que pela série de
Taylor®, temos

= 1 d"

Ar =Y 2
Vot A) = 2, g

n

1
Ax = y(x0) + ' (xo)Ax + 51,/”(x0)Ax2 + ... (3.73)

Deste modo, considerando a aplicacdo da translacio até a primeira ordem, ficamos com

(i _F ;‘xl‘) o) = [ dxlx) ((x,-|oc) _ ihi<x,~|a>Ax,-) . (3.74)

— oo 8)61'

Comparando ambos os lados, obtemos

Pla) = / 7 i) (—iha%@,-ym). (3.75)

—o0

Temos também,

{5}

ilPlay = [

d
a’xi<xj|xi) ( — iha—Xi <xi|06>> R (376)

Consulte mais sobre Séries de Taylor no Cap. 5 de [18].

8
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e pela propriedade de filtracdo da funcdo delta de Dirac[18, 23], obtemos

(xi|P|at) = —ihaixi@,-yay (3.77)

Para os elementos da matriz P na base {|x;)}, temos

A . 0 e,
(xj|P|x;) = _lh8_)6i<Xi|xj> = —lha—xi5(x,- —X;). (3.78)

Agora da equacdo (3.75), obtemos a seguinte identidade:

. o d o d
(B|P|lat) = : dx,-<ﬁ|x,->(—iha—m<xi\a>) = : dxiwg(xi)(—iha—m> Yal(xi). (3.79)

Podemos notar, que o operador momento no espaco das posicoes € identificado como

P— —ihi. (3.80)
8x,~

Aplicando a equacdo (3.77) repetidamente, chegamos a

. o"
(o P7l) = (=2 (). asn
€
A o o
<ﬁ|P|(X> = » dx,l//[’;(xl)(—lh)"a—x?l//a(x,) (382)

3.4 Funcao de Onda no Espaco dos Momentos

Ainda trabalhando no espaco unidimensional, queremos agora trabalhar com a fung¢ao

de onda na base dos momentos. Sabemos que para o operador momento,

13|Pi> = pilpi), (3.83)

a (3.83) é satisfeita. Similarmente ao que foi dito com os autokets de posi¢do, temos

(pilpj) = 8(pi—pj)- (3.84)

Podemos também escrever um ket genérico | o), como

o) = [ aplp) (il (3.85)

no qual os coeficientes de expansio (p;|a), nada mais é do que a func@o de onda no espaco

dos momentos. Portanto,

Do (pi) = (pil@). (3.86)
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Como esperado, temos que

[P (pi)|*dp = |(pilo)|*dp, (3.87)

pode ser interpretado como a probabilidade de que uma medida de P, produza um autovalor p;
num intervalo p; € p; +dp;.
Agora sendo |a) normalizado, temos

(alo) = [ aplalp)ipla) = [ dp@i(p)@alp) = [ dpl@alp)f =1.  (G88)

o)

Para o caso de mudanca de representacdo, relativo ao caso discreto, tinhamos a
relacdo dada por uma matriz de transformac¢do em (2.212). Para estabelecer uma relacdo entre a

representacdo x e a representacdo p, consideremos os elementos (x;|p;)[4]. Da equagdo (3.77),

temos

(xil Plpi) = —ihaiximlp», (3.89)
0 que nos leva a

pilxi|pi) = —ih%(xﬂp,). (3.90)

A solucao desta equacdo diferencial é dada por

(xilpi) = N.exp(’pgx”), (3.91)

no qual N € a constante de normalizacdo, que por convencdo a temos como um nimero real
puro e positivo. Notemos ainda, que a func¢do de transformagio (x;|p;), é uma fun¢io de duas
variaveis com x; € p;. Se fixarmos apenas p;, podemos interpretd-la como sendo a amplitude de
probabilidade de se encontrar na posi¢do x;, um autovetor de momento especificado por p;[4].
Em resumo, é a funcio de onda para o autovetor de momento |p;), ou seja, a autofungdo de
momento no espaco das posicoes.

Para encontrar a constante de normalizacdo N, consideremos

400
Gl = [ dpitalpi) i) (392

o que leva a
ipi(xi—x

) oo i) 2
8 (xi —x;) = [N| / dpie” 7 =2m|N*8(xi —x)), (3.93)
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no qual utilizamos a seguinte propriedade

Lo -a)
o(x—a) :E/ e'’r dp. (3.94)
Da equagdo (3.93), obtemos
N = ! (3.95)

V27h

Portanto, substituindo a equacdo (3.95) na equagdo (3.91), chegamos a

g1 ipiX;
(xi|lpi) = \/ﬁexp< - ) (3.96)

Diante de tudo isso, agora podemos demonstrar a relacdo que ha entre a fungao de

onda no espaco da posicdo e a fun¢do de onda no espaco do momento. Logo, para fazermos

transformagdes entre as bases {|x;)} e {|pi)}, temos:

oo
(xi|a) :/w dpi(xi|pi)(pila), (3.97)

Joo
(pilo) = dxi(pilxi) (xi|e). (3.98)

—00

O que nos fornece a fun¢do de onda no espago das posicdes e a fun¢do de onda no espago dos

momentos respectivamente,

1 ] oo ipix;
llfa(xi) = \/ﬁ dpie h q)a(pi)? (399)
c
[ 1 ] too —ipx;
Do (pi) = Nt dxje 7 Py (x;). (3.100)

Notemos que a fungio de onda no espaco das posigdes é a transformada de Fourier® da funcio
de onda no espacgo dos momentos; ja Dy (p;), € a transformada de Fourier inversa de vy (x;),

no qual a diferenca decorre do sinal do expoente[4, 8].

3.5 Generalizacio para o Espaco Tridimensional

Foi trabalhado estes aspectos da teoria nas ultimas secdes, exclusivamente conside-

rando o espa¢o unidimensional. No entanto, € importante generalizar as equacdes ja discutidas

8 Consulte mais sobre as transformadas de Fourier em [18].
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no espago tridimensional, realizando as mudangas necessdrias. Os kets de base, sejam de posi¢ao

ou momento satisfazem respectivamente:
X |xi) = xi[xi),
Plpi) = pilpi),

no qual obedecem as seguintes condi¢cdes de normalizacdao

(xilxj) = &7 (x; — x}),

e
(pilpy) = &° (pi — py).
A relagdo de completeza, é dada por
/ &xi|xi) (xi| = 1,
e

/ & pilpi) (pi| = 1,
no qual, para um ket de estado arbitrario, temos
o) = [ dximixilan,
o) = [ dpilmn) (v,
no qual para os coeficientes de expansao, temos
(xilor) = wa(xi),
(pila) = Py (pi)-

Generalizando a (3.79), para o caso tridimensional, temos

~+o0

(B|P|or) == . d*x v (%) (— iR V3) Wo (%)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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Ja a funcdo de transformacao andloga a (3.96), fica

1 : iPi - Xj
<Xi|pi>—{ﬁ} exp( - ) (3.112)

Finalmente, as fun¢des de onda, nos espaco das posi¢des e no espaco dos momentos, sdo dadas

respectivamente por

13 e P - X
mx&):{gﬁ} _mtfp{ap(mhx)}¢a@a, (3.113)
© 3
AN B Y eI R .
Dy (pi) = {Znh} - d x; {exP< 5 >] Vo (Xi). (3.114)

3.6 Evolucao Temporal e a Equaciao de Schrodinger

O que mostramos até aqui a respeito dos sistemas fisicos, ndo consideramos a
evolucdo dinamica dos kets, ou seja, em resumo, no qual os sistemas fisicos evoluem no tempo.

Desta forma, nosso objetivo agora € analisar como um ket de estado evolui no tempo.
3.6.1 Operador Evolucdo Temporal

Analogamente ao que foi feito com o operador de translacao, hd um operador que
nos permite obter informacdes dos kets de estado[4]. Consideremos entdo, um ket de estado
arbitrario |@), num instante fy, denotamos o ket correspondente ao estado em um tempo futuro
por

lot, 1o, 1), (3.115)

no qual o sistema evolui de 7y para t.
Em resumo, nosso objetivo é saber como o sistema muda por um deslocamento
temporal 7, — . Analogamente ao operador de translacdo, vamos assumir que € o operador de

evolucdo temporal o responsavel por tal evolucao. Deste modo, temos

A

U (t,t0)| 0, t9) = |t to,t). (3.116)

O operador em questao, € munido de algumas propriedades importantes. A primeira delas € a
unitariedade, consequéncia da conservagdo de probabilidades. Neste caso, se escrevermos |Q, ),

como combinacdo dos kets {|a;) }, temos

|ot,10) = Y Ca, (10)]ai).- (3.117)
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Para o estado evoluido, temos

o, 10,1) = Y C, (1)]as). (3.118)

Em geral, esperamos que

? (3.119)

|Cait0)]” # |Cus2)

Por outro lado, temos:

Y |Ca o) = L lca )] (3.120)

ou seja, a soma das probabilidades de se obter |, %)), em um dos possiveis autokets de A é 1.
Logo,

(o, 100, t0) = 1 = (o, tg,t| 0t 19,1) = 1. (3.121)

Sendo entdo,

(o, 10|% ¥ (1,10) (1,10)|et, 1) = 1, (3.122)

nos leva a afirmar que a condi¢do de unitariedade estd satisfeita. Portanto,
U (t,10)% (t,10) = 1. (3.123)

Uma outra propriedade fundamental deste operador, € a propriedade de composi¢ao:
OZ/A(ZQ,Z‘()) :@/A(t%[l)ﬂé(thto)’ (3.124)

ou seja, obter a evolucdo temporal de #y a 1, € equivalente a obter primeiro a evolu¢io temporal
de tp aty, e depois de t; a 1.

Consideremos um operador de evolugio temporal infinitesimal U (fo + dt,1)):
ot g, t0 +dt) = U (tg + dt o) | et, 1), (3.125)
uma outra propriedade importante € a redu¢do a identidade. Logo,

lim % (1o +dt,1p) = 1. (3.126)
dt—0

Diante destas propriedades, o operador infinitesimal de evolucao temporal tem o
seguinte formato:

U (to+dt,t9) = 1 — Qdr, (3.127)
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no qual & é um operador hermitiano. Portanto,
Q' =Q. (3.128)

E de se esperar que w (fo+dt,1y) seja adimensional, e isso nos leva a afirmar que
Q tem dimensdo de frequéncia ou de inverso de tempo[4]. Deste modo, assim como fizemos
uma relagdo entre K e 0 momento, usando a equacio de de broglie para o operador de translacio,
faremos algo semelhante para o operador de evolucao temporal. Logo, pela relacdao de Planck-

Einstein[12][24], a frequéncia @ estd relacionada a energia E por:
E=ho. (3.129)

Para este caso entdo, ¢ o hamiltoniano que € o gerador de evolugdo temporal[22]. Portanto, agora

relacionamos 2 com o hamiltoniano H da seguinte forma:

Q=

:«l@

. (3.130)

Em sintese, o operador evolucao temporal infinitesimal pode ser escrito em termos
do hamiltoniano como:

U (to+dt,10) = 1 — —dt, (3.131)

3"|m>

no qual H, é obviamente hermitiano.
3.6.2 Equacdo de Schrodinger

Queremos agora, a partir do que foi mostrado, deduzir uma equacgao diferencial para

o operador de evolucdo temporal U (t,19). Para tal, exploremos a propriedade de composicao:
U (t+dt,tg) =X (t+dt,0)% (1,10), (3.132)

0 que nos leva a

U (t+dt,tg) = (1——dt) % (t.1), (3.133)

:“lm>

no qual a diferenca r — ty, ndo necessita ser precisamente infinitesimal. Temos entao:

A A

H .
U (t+dt,tg) — U (t,19) = —Edt%(t,to), (3.134)
que ao reajustar os termos, chegamos a seguinte equacio diferencial:

ih%@?(z,m) =A% (t,10). (3.135)
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Com a (3.135), chegamos entdo a equagao de Schrodinger para o operador evolugdo temporal.

Multipliquemos a (3.135), em ambos os lados por |, y) a direita, temos:
L0 oA NP
lhg [% (f,lo)‘(l,to)] = H[% (l‘,l())lOC,I())} 5 (3136)

0 que nos leva a

d -
ihE|OCJ,lO> =H|a,t,19). (3.137)

Se conhecemos % (t,t9) e como ele atua sobre um ket de estado inicial, ndo é preciso se preocupar
com a equacdo de Schrodinger para o ket em (3.137). Tudo o que se precisa, € aplicar w (t,tp) em
|, to), e obter um ket de estado para um tempo t qualquer[4]. Deste modo, o objetivo principal
consiste em obter as solucdes formais de (3.135). Temos trés casos a se considerar:
Caso 1: O Hamiltoniano é independente do tempo.
Neste caso, mesmo quando o parmetro t varia, A, permanece inalterado. Deste modo, a solucio
de (3.135) é dado por: X
U (t,10) :exp<#_to)>. (3.138)
Caso 2: O Hamiltoniano é dependente do tempo, mas os H’s para diferentes
tempos comutam.
Neste caso, a solugdo de (3.135) € dado por:
U (t,10) = exp ( — Fil lolﬁ(z/)d/) : (3.139)
Caso 3: O Hamiltoniano é dependente do tempo, mas os H’s para diferentes
tempos nao comutam entre si.
Neste caso, a solucao de (3.135) é dada por:
noortp

R R oo s n t R
%(I,to):l—}—z (fl) t dllH(tl)H
n=1 0

j=27%

dt;H(t)). (3.140)
3.6.3 Autokets de Energia

Queremos agora calcular o efeito do operador de evolu¢ao temporal em um ket
inicial geral |a). Vamos considerar um conjunto de kets de base {|a;)}, que sdo autokets de um
operador A, tal que

A

[A,H] =0. (3.141)
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ComoAe H comutam, os autokets de A sido também autokets de A , chamados de Autokets de

Energia. Pela equacdo de autovetores e autovalores, temos
Hl|a;) = Eg |a;), (3.142)

no qual E,, sdo os autovalores de H, com os autokets |a;).

Note que tomando 7y = 0, temos

@Z(z,):exp< ’Ht) aZ,Da’ a,|exp( ())|a,-><aj|. (3.143)

Mas pela expansao de Taylor, temos:

. —iE,t —IiE2t?
_ (1_ gt a; +'_')|ai> (3.144)

Logo,

= Zzexp(_ - ) ai){ailaj) aj] (3.145)

2 )la ol

Com isso, podemos resolver qualquer problema de valores iniciais, desde que a expansao do ket

inicial em termos do conjunto de kets {|a;) }, seja conhecida[4]. Para exemplificar, suponhamos

que a expansao do ket inicial seja dado por
ot tg =0) =) |ai){aila) =) Ca,(t0)ai). (3.146)

Temos que o ket evoluido € dado por

]a,t0:O> :%(l‘ to ’OC th=0 Zexp( )]a,->(a,~]a>

—iE, 1
=Y Calwern( = ) ai,

Desta forma, concluimos que o coeficiente de expansao varia com o tempo:

(3.147)

Cay(t0) = Cay(to)exp ( ﬂf“’) - (3.148)
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3.6.4 Dependéncia Temporal dos Valores Esperados

Suponhamos agora que em ¢ = 0, o estado inicial seja um dos autokets de um
observavel A que comuta com H. Queremos analisar agora, como os valores esperados de um
observavel B, que ndo necessariamente comuta com A ou com H, varia em fun¢do do tempo[4].

Para um tempo posterior temos,
aito =0,1) = % (1,0)|a;). (3.149)

Logo, (B) é dado por

(B) = (ai(t)|Blai(1)) = (ai| %" (1)B (1)|a;)

E,t o —iE, t
= <ai|exp(l%) -B-exp( lhal >|a,~) (3150)
(ailBlas),

que nio tem uma dependéncia temporal. Portanto, o valor esperado de um observavel ndo varia
com o tempo quando calculado com relacdo a um autoket de energia; € neste sentido, que os
autokets de energia sdo chamados de Estados Estacionarios[4].

Agora se o valor esperado é calculado com relagdo a uma superposi¢cdo de autokets

de energia, ou um estado nao estaciondrio, é de se esperar que a situagdo mude. Seja,
ot 19 = 0) = ) Cyy(10) |ai)- (3.151)
a;

Neste caso, temos:

A

(B) = o) Bla0) = (0l 7 (0B (1))
- [Zct aen( %)) 5 [an,-ao)exp( ol )ja)]

aj

ZZC’ (t0)Ca, (t0) {ail Blay)

<—i(Eaj —Eai)t>
= exp T .

Notamos agora que o valor esperado consiste em termos oscilantes no qual as frequéncias

(3.152)

angulares sdo determinadas pela condi¢do de Bohr sobre as frequéncias:

(Eq, —Eg;)
4 e

a)aja,- - h

(3.153)
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4 FORMALISMO DO OPERADOR DE TRANSLACAO DEPENDENTE DA POSI-
CAO

A partir de agora, discutiremos resumidamente o formalismo do operador translagdo
dependente da posi¢do (PDTO), uma teoria desenvolvida a partir de primeiros principios, com o
objetivo de estudar as propriedade quanticas quando ha uma quebra de simetria de translagao.
Para este trabalho, o objetivo serd, a partir do trabalho de Braga[6], entender quais os efeitos dessa
quebra de simetria de translacdo, quando causada pela métrica do espaco na teoria quantica[6].
Para isso, generalizaremos o espago das posi¢des, ou seja, 0 espago agora a se considerar ndo

mais € euclidiano, mas sim riemanniano.

4.1 Formalismo PDTO Unidimensional

Segundo Riemann, a geometria se fundamenta em dois fatos[25]. O primeiro deles
consiste no fato de que o espaco tridimensional € continuo, € um ponto P pode ser descrito pelo
sistema de trés valores de coordenadas g1, ¢ e ¢3. Sendo entdo P = (¢1,¢2,43), em um ponto

neste espago, consideremos a seguinte transformacao:

X :x(QIaQZa%)»

y:y<Q17q27q37) (41)
= Z<q17q27Q3)7
que nos leva a
dx
dx = Z Tdcli,
dy = Z dqz, 4.2)
dz = —d
; 94,07

O segundo fato da geometria, segundo Riemann, consiste que o quadrado da distancia
ds* de dois pontos infinitamente préximos P = (q1,¢2,¢3) ¢ P' = (q1 +dq1,q2 +dq2,q3 +dq3)
¢ uma forma quadrética das coordenadas relativas dg;[4],

ds’ =Y ¥ gijdqidq;, (4.3)
i=1j=1

no qual g;; = gj;. Notemos que por (4.2), temos

47 = Z aql (4.4)
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O produto d7 - d7 é dado por

o7 )
dr-d7 = ds* = dqgidqg;. 4.5)
,Z{ ,Z’l (9% dq;)
Comparando a equacdo (4.5) com a equagdo (4.3), temos
Jdr  Jd7F
===, (4.6)
7 9g: 9q

no qual podemos representar g;; por uma matriz quadrada:

g1 g12 &3
8ij=1| &1 &2 &3 |> 4.7)
831 &32 £33

e no qual g;; é conhecido como Tensor Métrico ou simplesmente Meétrica®. A métrica do
espaco vai fornecer a informacao de como € a descricdo geométrica deste espaco. Mas em
resumo, pela equacdo (4.3), podemos afirmar que o espago € um continuo métrico[6].

Como foi dito anteriormente, nao nos foi restringindo ficar apenas no espaco euclidi-

ano, que € um caso particular do espaco de Riemann, ja que
gij = Ojj; (4.8)

Além disso, o quadrado da distancia ds? entre dois pontos infinitamente préximos P e P’, no

espaco euclidiano é dado por

ds? = dx* +dy* + dz>. (4.9)

Trataremos inicialmente, por questdo de simplicidade, apenas o caso unidimensional
do formalismo PDTO. A principio, postulemos que o espaco das posicdes € o espaco de Riemann
unidimensional, que agora poder4 ser escrito de forma continua pelo sistema de valores de uma
Ginica coordenada x[6]. Deste modo, o quadrado da distancia entre dois pontos P(x) e P'(x + dx),

infinitamente proximos, pode ser dado por
ds® = g(x)dx*. (4.10)

Para o espago das fun¢des de onda, o espago de Hilbert .77, definimos que em um

certo intervalo [a, D], ele serd dotado de um peso associado pela métrica do espago[6]:

/}y/ > \/g(x)dx < oo, (4.11)

Para um aprofundamento em coordenadas curvilineas, consulte [18, 19]

9
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no qual este espaco é munido de um produto interno,

0lv) = [ 000 v Vs, @12)

Notemos que o espago de Riemann € um espaco real em que a particula se move; ja o espaco de
Hilbert, € um espaco puramente abstrato, um recurso matematico da teoria.

Da definicao acima, segue as seguintes propriedades:

(0ly) = (v]¢)" (4.13)
(OIM v +Ayn) = A (d|yr) + 22(|wa) (4.14)
(M101+ 22| W) = A (d1y) + A5 (92| y) (4.15)

Dado agora duas fungdes y(x) e ¢(x), elas sdo ditas ortogonais se

(y(x)[¢(x)) =0. (4.16)

Por outro lado, a norma ||y(x)|| é definida como

()| = v (yly), (4.17)

que deve ser positiva-definida.
Para uma particula bem localizada em torno de um ponto P(x), e descrito pelo ket

|x>, a equacio de autovalores e autovetores fica,
X|x) = x|x). (4.18)

Levando em consideragdo agora a métrica do espaco, generalizemos e observemos

como fica a forma do operador identidade para o espaco das posi¢des. Considerando que

0" (x) = (9|x) e y(x) = (x|y), pela equagdo (4.12), temos

Olw) = [ (ol ) Vs

— 01| [ VeGasa) o] 1,

(4.19)

o que levaa

/_ j Ve@)dxlx) (] = 1. (4.20)
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Desta forma, um ket de estado fisico arbitrario |y), expandido em termos dos kets de base {|x) },

fica

v)= [ Vel ). @21

Outro ponto a se considerar € a forma que o produto interno dos autokets do operador

posicao ird tomar. Para isso, notemos que
400
o6) = alo) = (| [ /aGasta) ] )
= [ Vel (o) “22)
= [ Vs tuboo .

Mas pela propriedade da filtracdo da integral de Dirac:

:, F0)8(x—x))dx = f(x). (4.23)
Deste modo, afirmamos que
() (xilx) ¢ (x) = w(x)8 (x —xy), (4.24)
portanto,
(ilx) = g7 V2 (%) 8 (x — xy). (4.25)

Generalizando a ideia de R.N.Costa Filho et al.[11], postulamos que o operador de

translacdo 3 ¢(dx), atua sobre um ket de estado |x) da seguinte forma[6]:
B (dx)]x) = |x+ g2 (x)dx). (4.26)
Quando g(x) for expresso da seguinte forma:
g 12 (x) =1+, (4.27)
espera-se os resultados obtidos por R.N.Costa et al.[11]; e como podemos notar, se
glx)=1 (4.28)

recaimos na mecanica quantica tradicional para o espago euclidiano.

Das equacdes (4.10) e (4.26), notamos que

8o (ds)|x) = [x+dx). (4.29)
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O que nos mostra que para levar um estado |x) para um estado |x + dx) nesse espaco, nao é
necessdrio fazer apenas uma translacdo de comprimento dx, mas uma translacdo de comprimento
ds[6].

Como consequéncia disso, o operador 8 ¢ D@0 apresenta mais um cardater aditivo

como antes. Para mostrar isso, consideremos que

Sy (@) (dx")|x) = g (dn') e+ g~ (x)dx")

(4.30)
_ |x+g‘1/2(x)dx”+g_l/z(x+g_1/2(x)dx”)dx’>.

Por outro lado, temos

Sy(dr' +dx")[x) =[x+ /7 (x)(d¥ +dx"))
4.31)
= |x+g " 2x)dx" + g7 2 (x)dx').
Notemos que g(x) e g(x+ g~ '/?(x)dx"), geralmente ndo sio equivalentes, podemos entdo

concluir que

B (dx)34(dx") # By (dx’ +dx"). (4.32)

Portanto, comprovamos a ndo aditividade de .

Outra propriedade importante que se mantém a mesma € a da reduc@o a identidade,

lim 3,(dx) =1. (4.33)

dx—0

Além disso, das equacdes (4.18) e (4.26), temos

A A

X, Sg(@)l) = (x+ g~ 2 (x)dx) [x + g~/ (x)dx) — xlx+ g~/ (x)dx)

(4.34)
=g P (x)dx|x+ g7/ (x)dx),
no qual podemos fazer uma aproximacao de até segunda ordem em dx, tal que
R, S (x)]|x) = g~ /2 (x)dx|x) = g~ /2(X)dx|x). (4.35)

Considerando que o momento generalizado P, € o gerador de translacdo, temos

R . 1Pd
Sy (dx)=1-" ‘ ) (4.36)

Deste modo, das equacdes (4.35) e (4.36), temos a nova relacdo de comutacdo entre os operadores

posicdo e momento[6],

A

X, B,] = ing~'/*(x). (4.37)
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Agora, vamos obter uma expressdo para P, no espaco das posi¢Oes. Para isso,

consideremos a equacao (4.36),

N 1P,ds
Se(ds)ly) = ) === Iw), (4.38)
no qual ds, definido como,
ds =/ g(x)dx, (4.39)

€ muito pequeno.
Utilizando as equagdes (4.10) e (4.20), podemos reescrever a equagao (4.38) da

seguinte forma:

feo A 1P,ds
| dsiSg(ds)l) (xly) = ) — == W), (4.40)
no qual ds; = \/g(x;)dx;. Agora da equagdo (4.26), temos
teo
dsiSq(ds)|x; + dx) (xi|y)
oo,
= dsiS(ds)|x;) (xi — dx|y) (4.41)
1P,ds
=) ==~

Agora se usarmos a relacdo aproximada de primeira ordem, obtida pela expansao de Taylor,

d
(i — dxly) = (xily) —ds—-(xil ), (4.42)
na equacao (4.41), obtemos
Foo 4 d 1P,ds
assua (v -asg i) = - @

Por fim, se aplicarmos (x| & esquerda da equacdo (4.43), das equagdes (4.20) e (4.25) obtemos

Foo 0 T 0 I, A
| dsitin g talv) = [ b0 (lv) = s@lBlw), @

—o0

oque levaa

. d
(x| Py yr) = —zha—s<x|w>- (4.45)

Portanto,

N d
(el el ) = —ihg ™2 (x) ~(x] W), (4.46)
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no qual a equacao (4.46), € a expressao desejada para o espaco das posi¢des. Deste modo, o

momento generalizado € dado por[6]
P, = —ihDy, (4.47)

no qual temos,
d

D, =g '/? : 4.48
e =8 T(x)—- I (4.48)
O operador momento ﬁg ¢ hermitiano no espago de Hilbert com um peso[6], definido

pelas equagdes (4.11) e (4.12).

Demonstracio:

91Ew) =0 [ /g0d) xw) = / w (9dx9° (3) (- m”@ﬂiMW)
= —ih / dx¢* (x / 0" (x ) v(x)dx.

(4.49)

Notamos que pela na equagdo (4.49), ﬁg atua no espaco de Hilbert com um peso da mesma forma
que p = —ih% atua no espacgo de Hilbert[6].
Realizando uma integracdo por partes em (4.49), e supondo que o produto ¢*(x) y(x),

assume o mesmo valor nos limites de integracdo, temos
—+oo

lEy) = [ v m-/”%‘h

\f_ﬂ “(x)dx

:o@w*(x) S )00 = wike)”
L vamve(-n ggsa)en]

No espaco das posi¢des, a equacdo de Schrodinger dependente do tempo é dada por

(4.50)

d A
th= (x| (1)) = (x|He|y(1)). (4.51)
Considerando que o Hamiltoniano generalizado é dado por
A, B 1% 4.52
_ — t .
e =t V(xD), (452)
entdao temos,
zhi‘P(x 1) = —h—zﬁ W(x,t)+V(x,t)¥(x,1)) (4.53)
dt T om 8T ’ e '

Supondo agora que o potencial V ndo dependa do pardmetro tempo, ou seja, V =

V(x), podemos buscar um conjunto de solugdes particulares para a (4.53), tal que

P(x,1) = y(x)O(). (4.54)
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Substituindo a equacao (4.54) na equagdo (4.53), temos

2
m%% (1) = —j—m@zﬁgw(x) V(). (4.55)

Notemos que no lado esquerdo da equagdo (4.55), temos uma equacao diferencial ordindria de
primeira ordem que depende s6 de t; do mesmo modo a direita, com a diferenca que € uma
equacdo diferencial de segunda ordem e que depende apenas da posi¢ao. Deste modo, para a
continuidade da validade da equagdo (4.55), € necessario que os dois lados da equacdo referida,

sejam constantes[6]. Deste modo,

”olo.
(&
14
ey @0 = 4.57)

O(t) = exp ( - %I) . (4.58)
Da equagdo (4.56), temos
n
— 5Dy (%) +V(x)w(x) = Ey(x), (4.59)

2m

ou ainda,

hzld[ld

"o ) & e o

no qual E, a constante de separagdo, € a energia da particula.

w(x)} V() = Ep(x), (4.60)

A mecanica quantica tradicional, no qual usualmente estd apresentada nos livros
textos[1, 4, 8], € um caso particular do conjunto de resultados que tém pdr condicao, g(x) = 1.
Nos referimos entdo ao formalismo do operador de translagdo dependente da posi¢ao quando

nos referimos a estes conjuntos de resultados[6].

4.2 Consequéncias Fisicas do Formalismo PDTO

Agora discutiremos algumas consequéncias fisicas do formalismo do operador de
translacao dependente da posicdo. Em um primeiro momento, mostraremos que a evolucao

temporal é deterministica, ou seja, quando conhecemos o estado inicial |y(zp)) do sistema
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considerado, podemos determinar exatamente um estado posterior qualquer |y/(z)) para todo
e qualquer ¢ > f9[6]. Também iremos generalizar o teorema de Ehrenfest, que na mecanica
quantica tradicional[1, 4, 8], para os valores médios dos observaveis fisicos, a mecanica quantica
recai na mecanica cldssica. No entanto, em um espago nao-euclidiano, veremos que o formalismo
PDTO, para os valores médios dos observaveis fisicos, recai aparentemente na mecanica cldssica

em um referencial-ndo inercial.
4.2.1 Determinismo da Evolucdao Temporal

A evolugdo temporal € deterministica, no sentido que se conhecermos o estado inicial
|w(tp)) do sistema, podemos determinar exatamente o estado final |y/(¢)), para todo ¢ > f9. Em
seguida, veremos que a evolucdo temporal € unitdria, ou seja, conserva a sua norma.

Notemos ainda, que mesmo apds a mudanca do operador momento, devido a nao
aditividade de S ¢» @ equacgdo de Schrodinger, equagio (4.53), continua sendo uma equagao
diferencial de primeira ordem em t, linear e homogénea. Com isso, hd a garantia de se determinar
precisamente a evolucdo dos sistemas fisicos, ou seja, dada uma condig@o inicial |y(z)), o
estado posterior |y/(t)), fica unicamente determinado[6]. Deste modo, se W(x,7) = (x|y/(t)) é

dado por
W (x,1) = % (t,10)¥(x,10), (4.61)

no qual w (t,t9) é o operador evolugdo temporal, e se a hamiltoniana ﬁg ndo for dependente do
tempo, entdo o operador de evolugao temporal € da forma:

i

St

U (t,10) = exp{ Hy(t —ro)} : (4.62)

Demonstracao:

Para realizar esta demonstracao, seguiremos duas etapas: a primeira consiste em
mostrar que w (t,t0) satisfaz uma equacdo do tipo de Schrodinger; ja a segunda etapa, consiste
em mostrar que a equacao (4.62) € uma solugdo desta equagdo[6]. Logo, substituindo a equagdo

(4.61) na equagdo (4.53), e considerando que o potencial s6 depende da posi¢do, obtemos
2

zh% (% (t,10)¥(x,10)] = —g’—mljg (% (t,10) ¥ (x,10)] +V (x,0) [ (t,10) ¥ (x,80)].  (4.63)

Como W¥(x,1#y) independe do tempo t, reescrevemos a equagio (4.63) como

2
zh%[@?(r,to)}‘l'(x,to): —;—mﬁg?}(z,to)+v(x)@2(t,zo) ¥(x,19), (4.64)
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que ¢ vilida para toda e qualquer condi¢@o inicial ¥(x,7y). Deste modo, temos

d o . .
lhEOZ/(t,to) = —%Dg%(t,to) +V(X)% (t,1), (4.65)
o que levaa
zh%@?(t,to) = H 2 (t,10), (4.66)

que € a equacdo do tipo Schrodinger para o operador evolug@o temporal vista na equacdo (3.135).
Agora, como dissera antes, cabe mostrar que a equacao (4.62) satisfaz a equacao

(4.66). Para isso, expandido-a em série de Taylor, obtemos

. o iHy(t—19)  (—i)? [H,(t —to)
=] g 4.67
U (t,19) 7 + 5 7 + ( )
Finalmente, derivando em relagdo a t a equagao (4.67), temos
J - i~ .o Hg
z = CH (i) B (- 4.68
500 = AP () + (@68
o que levaa
J . i [~ iHy(t—1g) (—i)? [H(t —1o)
= =——Heq1-—2 g 4.
5 7 (i) = =3 g{ R 2 | T (469
Logo,
d . i~
_- = —— ) 4.70
at%(t,to) hHg%(t,tO) (4.70)
Agora, se |y (1)) e |ya(t)) forem solugdes da equagdo (4.53), entdo
[w() = Mlwi(t)) +A2|ya (), (4.71)

também € solucao. Deste modo, continua sendo véalido o principio da superposi¢ao.
4.2.2 Conservagao da Probabilidade

Sendo H, hermitiano, mostraremos a seguir, que a norma de um estado fisico
permanece constante na evolucao temporal. Calculemos entdo, a derivada temporal do seguinte

produto interno:

d

Wy (o) = (W) [ 1w)] + [ v ). @72

Da equagao (4.51), temos,
d i A
SW(0) =~y (o). (473)
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Logo,
—(y(t)| = —H, (y(t) = —(y(t)|H, 4.74
SO = LByl = w0, (4.74)
no qual a igualdade na equag@o (4.74), é vdlida desde que V (x,t) seja real.

Substituindo as equagdes (4.73) e (4.74) na (4.72), obtemos,

d

W0 y(n) =0, 475)

Portanto, concluimos que se um estado inicial |y(#y)) estd normalizado, entdo |y/(z)), também

estard, ou seja,

(w(to)ly(w0)) =1, (4.76)

gera como consequéncia,

(w(@)|y()) =1. (4.77)

Agora, deduziremos uma equagdo da continuidade para a densidade de probabilidade
dado por:
p(x,1) =¥ (x,0)¥(x,1). (4.78)

Agora, derivando a equagdo (4.78) em relacdo ao tempo, temos,

d RN, 9 gy
Ep(x,t) =¥ (x,t)E‘P(x,t)—l—‘P(x,t)E‘P (x,1). (4.79)

Utilizando-se das equacdes (4.51) e (4.52), temos,

%p(x,t) _ (W (x,1) D W (x,1) — P (x,1) Dy W* (x,1)].. (4.80)

2m

Da equacdo (4.48), é facil notar que

Dy[0(x)w(x)] = w(x)Dg[y(x)] + w(x)Dg ¢ (x)]. (4.81)

Deste modo, das equacdes (4.80) e (4.81), podemos extrair a seguinte equagao:

ih

5D [ (1, ) D ¥ (x,8) =¥ (x,1) D ¥ (x,1) | = 0. (4.82)

0
EP(XJ) +

Se definirmos a corrente de probabilidade matematicamente por:

J(x,t) = %Dg [W(x,1) DgW* (x,1) — W™ (x,1)Dg ¥ (x,1)], (4.83)
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das equagdes (4.82) e (4.83), temos

0 .
Ep(x,t) +DgJ(x,t) =0, (4.84)

que € a equacdo da continuidade para a densidade de probabilidade no formalismo do operador
de translac@o dependente da posicdo, e € ainda, a expressdo matemaética da conservacao local da

probabilidade.
4.2.3 Teorema de Ehrenfest Generalizado

Consideremos um determinado observédvel A, dado por

(A) = (w()|Aly(0). (4.85)
O que queremos agora é analisar como o valor médio de A, dado pela equacdo (4.85),
varia com o tempo no contexto do formalismo do operador de translacao dependente da posicao.

Derivando entio a equagdo (4.85), em relacdo ao tempo, obtemos

d . d A 9A ~[d
) = [ SOl )+ w0l 5 w0)+ w0l Svo). s
Das equacdes (4.73) e (4.74), temos
d . i - . JA
21 A) = =2 (= (WO [HAY) (1) + (w(D)|AH [w) (1)) + (5 -)- (4.87)
Logo, o teorema de Ehrenfest se resume a
d . i x5 JA
E<A> =—E<[A7Hg]>+<§>- (4.88)

Agora usando a equagdo (4.88), para o caso particular em que temos os operadores

X € ﬁ, temos:

d i i s
—(X)=——([X,H,|) = ——=(X . 4.
Como demonstrado no apéndice A,
(X, P = [X,B,] P, + By [Py, X]. (4.90)

Considerando ainda a equacao (4.37), temos

CR) = 5 (%) B, @o1)
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Supondo que haja uma série de Taylor associada a gV 2(X), entdo

g 2R Z a X", (4.92)
logo a equacdo (4.91) fica,
Li%) =9y + = ¥ a,{x"EY) (493)
— = — a . .
dt m' ¢ 2m = 8 8

Para o caso em que nosso observavel fisico A, trata-se de ﬁg, da equacdo (4.88),

temos,
d I, A i .
E(Pg>:_#[PgaHgD:_E<[Pg>v(x)]>- (4.94)
Como mostrado no apéndice A, temos que
[P,V (X)] = —ihD,V (X), (4.95)
logo,
d 4 A .
(B =~ DoV (). (496)

Agora derivando em relacdo ao tempo a equacdo (4.93) e utilizando-se da equagao

(4.96), obtemos

oy O R Y LR B 497
20 == OO + 5 B 0 (KA, (497)
o que levaa ,
s . A A 1 & d .
By = =DV 45 Vans (R ), (498)
n=1

Notemos que a equacido (4.98), assemelha-se a segunda lei de Newton para referenci-

ais ndo-inerciais, no qual o primeiro termo a direita, aparentemente corresponde as forgas reais e
d f ao-i iais’. P 1 ¢dios dos observaveis fisi-

o segundo termo, as forcas ndo-inerciais”. Portanto, para os valores médios dos observaveis fisi
cos, no contexto do formalismo do operador de translacdo dependente da posicao, recaimos entdo
a mecanica cldssica de referenciais ndo-inerciais[6]. No entanto, também poderiamos interpretar
estes termos extras como sendo forgas reais de origem geométrica em um referencial inercial
considerando o principio da equivaléncia de Einstein, no qual afirma que em um referencial ndo

inercial com a acelerac@o equivalente a aceleracdo da gravidade local num campo gravitacional.

®  Consulte mais sobre forcas de Inércia no Cap. 13 de [26]
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Deste modo, as leis fisicas sdo as mesmas que em um referencial inercial na auséncia de um
campo gravitacional, as forcas de inércias sdo indistinguiveis das forcas de campo.

Consideremos um caso particular em que ap =1, a1 =7, ar = [32 eap>3=0,a

equagdo (4.93) fica, .
d . (Po) | Y iio 5
— (X)) = 2L+ X P,}). 4.
Considerando que,
B, =g 2(R)P=(1+yR 4+ BX?)P, (4.100)

no qual P é o operador momento no espago euclidiano. Deste modo, temos

d (X?P) 2 B>

—<X>=%>+H’Z<XP>+[32 +l<{)2,ﬁ}>+y—<{)2,)2ﬁ}> T_({X,X%P}). (4.101)

dt 2m 2m 2m

J4 a equacgdo (4.96), torna-se
by — ) — 2 v — B v — L ) — g L
APy = (V) — 1R V) — PRV (R)]) — v (RP) — B (£2P).

(4.102)

no qual utilizamos também a equacdo (4.100). Desta forma, notemos que quando y =10 e

B =0, as equagdes (4.101) e (4.102), recaem em semelhanca a equacao do teorema de Ehrenfest
tradicional.

Derivando agora, a equagdo (4.101) em relag@o ao tempo, e utilizando-se da equagdo

(4.102), obtemos

2
)=~ - V) P )
2 2.4 '
e+ D g ke + B g g0y,

cuja forma, para Yy =0 e 8 = 0, assemelha-se em muito com a segunda lei de Newton.

4.2.3.1 Mecdanica Cldssica em um Espaco Deformado

Agora, iremos obter as equacdes de movimento de uma particula cldssica em um

espaco unidimensional deformado com a seguinte métrica:

1 2

ds* = d 4.104

T U B 10
A lagrangiana'® do sistema é dado por
1

Z:T—Vzims'z—V(x), (4.105)

10" Consulte mais sobre a dindmica lagrangiana no Cap. 1 de [27]
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no qual a velocidade v é dado por

X
N 1+ yx+ B2

V=S¢

(4.106)

Das equacdes (4.105) e (4.106), obtemos

1 mx?
L= 5 (It 2t B2 —V(x). (4.107)

As equacdes de Lagrange mantém a sua forma estrutural mesmo para espagos

0% d (0%
3?‘@6&)—“ (4108)

deformados[28], logo,

Deste modo, substituindo a equacgdo (4.107) na equacao (4.108), chegamos a equacdo de movi-

mento para a particula no formalismo lagrangiano,

mi mi(y+2Bx) _dv

T+t B (Lt B22P  dx 10

O momento da particula € definido por,

07

PEW, (4.110)

0 que nos leva a
mx
1+ yx+ B2x2)

P= 4.111)
(
Via a transformada de Legendre da lagrangiana, a hamiltoniana!! do sistema é dado
por

H(x,p) = px— 2L (x,%), (4.112)

que ao usarmos a equagdo (4.111), concluimos que

2.2\2
H(x,p):<1+yx2—;ﬁ v, 4.113)

Diferenciando entdo, a equagado (4.112), obtemos

dH = pdx+xdp — %;.x%dx_ O-)a;'fdx, (4.114)

que ao se utilizar da equagao (4.108) e da equagdo (4.110), chegamos a

dH = idp — pdx. (4.115)

11" Consulte mais sobre a dindmica Hamiltoniana em [27].
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Por outro lado, temos que

ati = P gy a—Hdp, (4.116)
dx dp

que se compararmos com a equacao (4.115), concluimos que

i
=5 4.117)
e
PR 4.118)
ox

que sdo as equagoes canodnicas de Hamilton[6].
Das equacdes (4.113), (4.117) e da equagdo (4.118), obtemos as equagdes de movi-

mento da particula no formalismo hamiltoniano:

1 2.2\2
i +YX;B ¥, (4.119)
c
1 2.2 2
po  UEWEFT dy (4.120)
m dx

As equacgdes (4.119) e (4.120), s@o equivalentes as obtidas no formalismo de Lagrange e podem

Ser reescritas respectivamente como:

2

2 2
=24 pr—f— ﬁ—x2p+ l(xp—f—px) + y—(xxp—l—xpx) + ﬁ(xxzp +x%px),  (4.121)
m m m 2m 2m 2m
e
e v — 822 v 0 — v L ey — 2L (2
p=— V) =y Vi) = Bt Vix) — v (p) = BT (). (4.122)

Notemos que as equacdes (4.121) e (4.122), sdo as equivalentes classicas das equacdes (4.101) e
(4.102).
Agora se derivarmos em relagc@o ao tempo a equagao (4.121) e utilizarmos a equagao

(4.122), obtemos,

d d d d
mit = =V (x) = xSV (3) — BV (@) + LS (ap k)
dx dx dx 2dt (4.123)
+y—2i(xxp +xpx) + ﬁi(xxzp +x%px)
2 dt 2 dt ’

que € a equivalente classica da equacao (4.103). Portanto, essa é a expressao para a segunda

lei de Newton para o espaco deformado com a métrica definida na equacao (4.104)[6]. Como
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escrito anteriormente, tanto a equacao (4.103) quanto a equacdo (4.123), aparenta ser a segunda
lei de Newton para referenciais ndo-inerciais; os termos extras existentes se devem pela origem
da métrica nao-euclidiana do espaco.

Notemos que € fato que ndo identificamos nenhum referencial acelerado em relagdo
a um referencial inercial, no entanto, se considerarmos o principio da equivaléncia de Einstein,
os termos extras da equacgao (4.104) e da equacdo (4.123), podem ser interpretados como forgas
de origem puramente geométrica, no qual a presenga se justifica com a métrica ndo-euclidiana do
espaco. Notamos que estes termos, dependem de y e B, que por sua vez, dependem diretamente
do tensor métrico do espaco; este tensor, € alterado pela presenca de campos gravitacionais.
Deste modo, ndo € um absurdo conjecturar que estas forgas correspondam a forcas gravitacionais.
No entanto, como a teoria ainda € incompleta, ainda falta estabelecer estas conexdes, e por

exemplo, mostrar qual seria a causa destes possiveis campos gravitacionais.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, apresentamos a representacdo de Dirac da mecanica quantica
tradicional[1, 4, 8]. Foi mostrado que para este formalismo, um estado quantico pode ser
representado matematicamente por um ket de estado, um vetor de estado que pertence a um
espaco vetorial complexo e abstrato. Definimos este espago, o espago dos bras, e também suas
propriedades fundamentais; discutimos as func¢des de onda; vimos que os observaveis fisicos
agora poderiam ser representados por operadores hermitianos e que, os possiveis resultados das
medidas eram dados pelos autovalores correspondentes a estes operadores.

Em resumo, numa primeira parte deste trabalho, apresentamos o formalismo mate-
matico de Dirac para espectros discretos, no qual apresentamos 0s primeiros conceitos, primeiras
defini¢des e algumas propriedades fundamentais. Em seguida, generalizamos todo o formalismo
de Dirac para espectros continuos, no qual vimos que o momento pode ser interpretado como
gerador de translacoes.

No Capitulo 4, apresentamos o formalismo do operador de translacdo dependente da
posi¢do, para o caso unidimensional, no qual consiste em uma teoria desenvolvida a partir de
primeiros principios, cujo objetivo € verificar quais sdo os efeitos sobre a teoria quantica com
a quebra de simetria de translagdo, que neste caso € causado por espacos curvos, ou seja, ha
uma mudanca da métrica do espaco. Inicialmente definiu-se que o espago das posicoes seria o
espaco de Riemann unidimensional, e ao associarmos por consequéncia, um peso ao espaco de
Hilbert, as relagdes de completeza e ortonormalizagio dos autoestados do operador X foram
modificadas[6]. Agora, o operador de translacdo espacial ndo apresentava mais um carater
aditivo, no qual resultou em uma nova relagdo de comutag@o entre os operadores de posicdo e de
momento. Além disso, notamos que como consequéncia da mudanga da métrica do espaco, até
mesmo a equagdo de Schrodinger foi modificada.

Exploramos também algumas consequéncias fisicas do formalismo PDTO. Vimos
que o determinismo na evolugao temporal continua ainda valendo, que o principio da superposi-
¢do e a conservacdo da probabilidade local e global também continuam sendo validos. Além
disso, generalizamos também o teorema de Ehrenfest, no qual mostramos que para os valores
médios dos observaveis fisicos, o formalismo PDTO, se reduz aparentemente a mecanica clas-
sica em um referencial ndo-inercial. Além disso, vimos que pelo principio da equivaléncia de
Einstein, poderiamos interpretar or termos que surgiu na segunda lei de Newton para um espago

deformado, como sendo forcas de origem puramente geométricas.
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Como perspectiva para trabalhos futuros, pretendemos estudar o formalismo bi-
dimensional e tridimensional do operador de translacdo dependente da posi¢do. Além disso,
pretendemos estabelecer conexdes entre os coeficientes ¥ e B com os fatores de escala, ao

expandir o formalismo PDTO em coordenadas generalizadas.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES MATEMATICAS

Por uma questdo de complementacao para este TCC, este apéndice contém algumas
demonstragdes de propriedades importantes.

I) Demonstracio da unitariedade do operador de translacao.
ST (dx)3(dxi) = (1+iKT-dx;) - (1 —iK - dx;), (A.1)
o que levaa

ST (dxi)S(dxi) = 1 —i(K —K") - dxi +0[(dx;)*] = 1, (A.2)

no qual or termos em segunda ordem de dx; foram ignorados para o caso de uma translacio
infinitesimal.

II) Demonstracao da aditividade do operador de translacio.
S(dx;)3(dx;) = (1 —iK-dx;) - (1 - iK - dx;), (A.3)
o que levaa

3(dxj)§(dxi) ~ 1 — iR (dx; +dx;) = 3 (dx; +dx;). (A.4)

III) Queremos demonstrar a seguinte formula:

A A A A

|A,B"] = [A,B]B"+ BJA,B" ).

Demonstracao:
|A,B") = AB" — B"A = ABB"! —BB"'A. (A.5)
o que levaa
[A,B"] = ABB" ! —BAB" ' + BAB" ! — BB 'A. (A.6)
Portanto,
|A,B"] = [A,B]B"+BJA,B" ). (A7)

IV) Queremos demonstrar a seguinte formula:

[Py, X" = —nihg~' /()R 1.



Demonstracao:

Utilizando-se das Eq. (A.7) e (4.37) seguidas vezes temos

logo,

[P, X" = —nihg~'/2(X)%" !

V) Queremos demonstrar a seguinte formula:

[ﬁgvf(f)] = _ihﬁgf(f()-

Demonstracao:

Supondo que a fungdo f(z) possua uma série de Taylor, logo temos,
Z) = Z "
n=0
Deste modo, a correspondente fungio para um operador A é definido como[1]
n=0
Portanto, ficamos com a seguinte relacao de comutagao:
NEIRIS WEL B WA !
n=0 n=0
Substituindo entdo, a Eq. (A.9) na Eq. (A.12), temos,
[P, (X Zf —nihg~ 1/2 ))A("_l] = —ihg~ 1/2 anX" !

Portanto,

[ngf(ﬁ)] = _ihf)gf(f()-
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(A.8)

(A9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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