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“Até onde as leis da matematica se referem

a realidade, nao ha certeza; E, até onde ha

certeza, elas nao se referem a realidade.”
(Albert Einstein)



RESUMO

Nesta dissertacao, revisitamos a desigualdade isoperimétrica para triangulos, que fornece
uma relacao de desigualdade envolvendo area e perimetro de um triangulo, bem como o
problema isoperimétrico para triangulos, cuja solucao garante que o triangulo equilatero
é o triangulo de maior area, dentre todos os triangulos com um mesmo perimetro fixado.
Inspirado na desigualdade isoperimétrica, estudamos em que condig¢oes dois niimeros reais
positivos correspondem exatamente a area e perimetro de um triangulo. Para além disso,
mostramos como obter triangulos a partir da sua area e do seu perimetro, concluindo que
a partir de qualquer triangulo nao equildtero, podemos encontrar infinitos triangulos nao

congruentes a este, que possuem mesma area e perimetro do triangulo inicial.

Palavras-chave: Triangulo. Geometria. Perimetro.



ABSTRACT

In this dissertation, we revisit the isoperimetric inequality for triangles, which gives an
inequality relation involving area and perimeter of a triangle, as well as the isoperime-
tric problem for triangles, whose solution guarantees that the equilateral triangle is the
triangle with the largest area, among all triangles with the same fixed perimeter. Inspi-
red by isoperimetric inequality, we study in which conditions two positive real numbers
correspond to area and perimeter of a triangle. Furthermore, we show you how to obtain
triangles from its area and perimeter, concluding that from any triangle non-equilateral,
we can find infinite triangles not congruent to this one, which have the same area and

perimeter as the initial triangle.

Key words: Triangle. Geometry. Perimeter.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Euclidiana, particularmente, é um dos ramos da Matematica
mais fascinantes. Sendo o triangulo, uma das formas geométricas mais basicas da Geo-
metria Euclidiana, procuramos responder, nesta dissertagao, a seguinte questao: Existem
condicoes, necessarias e suficientes, que dois ntimeros reais positivos, devem satisfazer
para que correspondam a area e ao perimetro de um triangulo? Pra este fim, abordamos
diversos temas da matemadtica bésica, ligados a geometria e a algebra, relevantes para as
demonstragoes dos principais resultados que serao apresentados.

No segundo capitulo, intitulado por Preliminares, apresentamos os principais
conceitos e alguns resultados sobre triangulos, destacando as relacoes de congruéncia e
semelhanca, concluindo o capitulo com o Teorema de Pitagoras e a férmula de Heron,
usada para determinar a area de triangulos. Sempre que possivel, buscamos detalhar,
com demonstragoes ou indicacoes de referéncias, os resultados apresentados no decorrer
do referido capitulo.

Ja no terceiro capitulo, que tem o titulo Polinomios, buscamos apresentar
uma abordagem sobre os nimeros complexos, com suas representagoes (algébrica e polar)
e suas operacoes fundamentais. Tratamos também, em linha gerais, sobre os polinomios
com uma variavel, dando destaque aos polinémios e equagoes do segundo e terceiro graus.
Finalizamos este capitulo, apresentando as formulas resolutivas das referidas equagoes,
sempre na perspectiva de subsidiarmos o leitor para uma melhor compreensao do capitulo
principal.

No quarto capitulo, denominado Resultados, obtemos uma demonstracao al-
ternativa para a desigualdade isoperimétrica e uma nova maneira de chegar a solugao
do problema isoperimétrico para triangulos. Na sequéncia, obtemos condigoes sobre dois
nimeros reais positivos que, uma vez satisfeitas, garantem a existéncia de triangulos,
cuja area e o perimetro coincidem com os numeros reais dados. Para finalizar, mostramos

também como determinar triangulos, conhecendo previamente a area e o perimetro.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo, apresentamos conceitos relevantes a este trabalho, en-
volvendo os triangulos e seus elementos, bem como as suas principais propriedades. Este
contetdo sera tratado aqui de forma parcialmente resumida, deixando o estudo mais de-
talhado a cargo de leitor e indicando as seguintes referéncias: Barbosa (2006), Dolce e

Pompeo (2000) ou Muniz Neto (2013b).

2.1 ELEMENTOS DO TRIANGULO

A principio, recordamos a defini¢ao de triangulo, bem como alguns elementos

relacionados.

Definicao 2.1 Dados trés pontos distintos, coplanares e nao colineares, chama-se triangulo,
ou trilatero, a figura formada pelos trés segmentos que unem os referidos pontos.
Figura 1 - Triangulo AABC.
A

B
Fonte: Autor (2021).

Na Figura 1, os pontos A, B e C' sao denominados wvértices, os segmentos
AB, AC e BC sao os lados e AéC, BCA e CAB sio os angulos internos do triangulo,
indicado por AABC.

Definicao 2.2 Chama-se de perimetro a soma das medidas dos lados de um triangulo,

que indicaremos por P. Mais precisamente, tem-se que

P =AB + AC + BC,

onde AB, AC e BC denotam as medidas dos lados AB, AC' e BC, respectivamente.

Observagao 2.1 No triangulo AABC, dizemos que o lado BC' é oposto ao vértice A
(ou vice-versa) e adjacente, aos vértices B e C. De modo andlogo, aplica-se essa mesma
terminologia aos demais lados e vértices. Num triangulo, um angulo ¢ oposto a um lado,
se seu vértice for oposto a esse lado, e o angulo é adjacente ao lado, se seu vértice for
adjacente a esse lado.

Podemos destacar nos triangulos, dois tipos de angulos, chamados internos e
externos. Os angulos internos, ou simplesmente angulos, sao aqueles situados no interior
do triangulo. Ja os angulos externos, sao aqueles formados por um lado e o prolongamento

do outro, no exterior do triangulo.
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Figura 2 - Triangulo com angulo externo.

A

¢ - - -

B
Fonte: Autor (2021).

Um resultado basico, mas bastante importante, quando trata-se de angulos em
um triangulo, é o seguinte:
Proposigao 2.1 Se, num triangulo, os angulos internos medem a, b e ¢, entao
a+b+c=180°.

Demonstracao: De fato, consideremos o triangulo da Figura 3, no qual tracamos um
segmento de reta r, paralelo ao lado AC' e passando pelo vértice B.
Figura 3 - Triangulo AABC.

Fonte: Autor (2021).

Agora note que
r+b+y=180°,
implicando que
a+b+c=180°,
ja que os angulos com medidas z e a sao alternos internos (cf. DOLCE e POMPEO, 2000)

e 0 mesmo ocorre com os angulos de medidas y e c. 0

Observagao 2.2 Denotaremos, a partir de agora, a medida de um angulo ABC por
m(ABC).

Os triangulos podem ser classificados de acordo com a medida de seus lados e
de acordo com a medida de seus dangulos. Dessa forma, temos as Definigoes e a

seguir:
Definicao 2.3 Dizemos que:

(a) O triangulo é escaleno quando as medidas de seus lados, dois a dois, sdo diferentes;
(b) O triangulo é isdsceles quando pelo menos dois lados tém a mesma medida;

(c) O triangulo é equildtero quando os trés lados tém a mesma medida.
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Definicao 2.4 Dizemos que:

(a) O triangulo é acutingulo quando todos os seus angulos sao agudos, ou seja, todos os
seus angulos medem menos de 90°;

(b) O triangulo é obtusingulo quando tem um angulo obtuso, ou seja, um de seus angulos
mede mais de 90°;

(c¢) O triangulo é retingulo quando tem um angulo reto, ou seja, um de seus angulos
mede 90°.

Figura 4 - Triangulo escaleno, isésceles e equilatero.

IS ARAN

Fonte: Autor (2021).

Figura 5 - Triangulo acutangulo, retangulo e obtusangulo.

N A

Fonte: Autor (2021).

Observagao 2.3 Num triangulo retangulo, os lados que formam o angulo reto sao cha-

mados de catetos e o outro lado, oposto ao angulo reto, chamado de hipotenusa.

Defini¢ao 2.5 Dois triangulos sdo congruentes (cf. Figura 6) quando é possivel estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca, entre os vértices de um e do outro, de tal sorte que
lados correspondentes e angulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 6 - Tridangulos congruentes.

C F

A B D E
Fonte: Autor (2021).

AB =~ DE, ABC = DEF,
AABC 2 ADEF < <{ BC~EF, ye { BOA~EFD,
AC =~ DF CAB =~ FDE
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As relagoes anteriores sao condigoes, necessarias e suficientes, que os triangulos
devem satisfazer para serem congruentes, trés para lados e trés para angulos internos,
no entanto existem condigcoes minimas para que se estabelega a congruéncia entre dois

triangulos, que chamamos de casos de congruéncia.

Vamos, inicialmente, postular o primeiro caso de congruéncia, posteriormente

enunciaremos e demonstraremos outros casos de congruéncia.

Postulado 2.1 (Lado, Angulo, Lado - L.A.L.) Se, num triangulo, dois lados e o angulo
compreendido entre eles, forem congruentes aos dois lados correspondentes e o angulo

compreendido entre eles, do outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes.

Proposicao 2.2 Num triangulo, angulos opostos a lados congruentes sao congruentes.

Figura 7 - Triangulo AABC isésceles.

A

B D C

Fonte: Autor (2021).
Demonstracao: Considere um triangulo AABC, tal que AB = AC (cf. Figura 7),

vamos mostrar que ABC =~ ACB. Nestas condicgoes, a reta que divide o angulo BAC em
dois angulos congruentes, intersecta o lado BC' no ponto D. Pelo Postulado , podemos
inferir que AABD = AACD, logo ABD =~ ACD e, consequentemente, ABC ~ A@B,
pois m(ABD) = m(ABC) e m(ACD) = m(ACB). O

Uma consequéncia da Proposicao ¢ que, num triangulo isésceles, existem,
pelo menos, dois angulos que sao congruentes. Uma outra consequéncia dessa proposi¢ao

é que todo triangulo equilatero é equiangulo, ou seja, seus trés angulos sao congruentes.

Proposicao 2.3 Num triangulo AABC arbitrario, tem-se AB < BC se, e somente se,
m(ACB) < m(BAC).
Figura 8 - Triangulo AABC.
A

H
B P c

Fonte: Autor (2021).
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Demonstracgao: Por ser uma dupla implicacao, dividimos a prova em duas partes:
1* Parte: AB < BC = m(ACB) < m(BAC)

Sendo AB < BC, entdo consideremos um ponto P € BC, tal que PB = AB.
Agora, no triangulo AABP, observe que, pela Proposicao 7 segue que BAP = BﬁA,
pois PB = AB. No entanto, BPA é angulo externo do triangulo AAPC, logo

m(BPA) > m(PCA) = m(ACB) = m(ACB) < m(BAP) < m(CAB)

= m(ACB) < m(BAC).

22 Parte: m(ACB) < m(BAC) = AB < BC

Vamos supor, por absurdo, que AB > BC, logo AB = BC ou AB > BC.
Sendo AB = BC temos, pela Proposigao , que ACB =~ BAC contrariando a hipétese
de que m(ACB) < m(BAC). Por outro lado, sendo AB > BC, segue da demons-
tragao da 1* Parte que m(BAC) < m(ACB) contrariando, novamente, a hipdtese de
que m(ACB) < m(BAC). Portanto concluimos que AB < BC'.

Nestas condicoes, juntando os resultados das 1* e 2% Partes, finalmente con-
cluimos que AB < BC se, e somente se, m(ACB) < m(BAC). O

Vejamos a seguir os outros casos de congruéncia entre triangulos:

Proposicao 2.4 Se, em um triangulo, dois angulos e o lado comum a eles forem congru-
entes aos dois angulos correspondentes e o lado comum a eles, do outro triangulo, entao
os triangulos sao congruentes.

Figura 9 - Tridngulos Congruentes (A.L.A.).
A D

B C E F
Fonte: Autor (2021).

Demonstracgao: Consideremos os triangulos AABC e ADFEF, tais que, por hipotese,
BC = EF, ABC =~ DEF e ACB =~ DFE (cf. Figura 9). Logo, para mostrarmos que
esses triangulos sao congruentes, basta concluirmos que AB = DFE, para recairmos no
Postulado . Suponhamos, por contradicdo, que ocorre AB % DE, entdo AB > DE
ou AB < DE. Sem perda de generalidade, vamos considerar AB > DE, pois o outro
caso pode ser deduzido de modo andlogo. Sendo AB > DE, existe um ponto P € AB
com BP = DE. Pelo Postulado 2.1}, temos que

APBC 2 ADEF = PCB~ DFE =~ ACB = PCB =~ ACB,

chegando a uma contradicdo, pois PB < AB. Portanto, concluimos que AB = DE e,
consequentemente, AABC = ADEF. O
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Proposicao 2.5 Se, em um triangulo, os trés lados sao congruentes aos trés lados cor-
respondentes, do outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes.
Figura 10 - Triangulos Congruentes (L.L.L).
A D

B C E F
Fonte: Autor (2021).

Demonstracgao: Considere os triangulos AABC e ADEF, de modo que AB = DF,
BC = EF e AC = DF (cf. Figura 10). Vamos mostrar que BAC = EIA)F, para recair
no Postulado . Para isso, em um dos semi-planos determinados pela reta H’ , ao qual
D nao pertence, marcamos o ponto P de sorte que PE = AB e PEF =~ ABC.

Nestas condigoes, sabendo por hipdtese que BC' = E'F', deduzimos que

APEF = ANABC = PF = AC= DF = PF = DF

e, de modo andlogo, podemos deduzir que PE = DE. Agora, observe que, no triangulo
ADFP, tem-se DF = PF, logo, pela Proposicao , obtemos PDF = DPF. Outrossim,
no triangulo ADFEP, tem-se DE = PFE, logo, pela mesma proposicao, constata-se que

PDE =~ DPE. Consequentemente, vamos ter
m(PDF) +m(PDE) = m(DPF) + m(DPE) = EDF =~ EPF =~ BAC.
Portanto, pelo Postulado 2.1} concluimos que AABC = ADEF. O

Proposicao 2.6 Se, num triangulo, um lado, um angulo adjacente e o angulo oposto
forem congruentes ao lado correspondente, um angulo adjacente e o angulo oposto, do
outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes.

Figura 11 - Triangulos Congruentes (L.A.A,).

A D

B C E F
Fonte: Autor (2021).

Demonstracao: Por hipotese, temos as congruéncias CAB =~ FDE ¢ BCA ~ EFD
(cf. Figura 11), logo ABC = DEF, pois sendo a soma dos angulos igual a 180°, tem-se
m(CAB) +m(ABC) + m(BCA) = m(EFD) + m(FDE) + m(DEF)
= m(ABC) = m(DEF).
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Nestas condigoes, podemos aplicar diretamente a Proposicao 2.4} visto que
BC = EF, BCA~ EFD e ABC = DEF. Portanto, concluimos a relacao de congruéncia
ANABC = ADEF. O

A congruéncia de triangulos pode ser interpretada como um caso particular de

semelhanca de triangulos, que definimos a seguir:

Definicao 2.6 Dois triangulos sao semelhantes quando é possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca, entre os vértices de um e outro, de tal sorte que angulos corres-

pondentes sao congruentes e lados correspondentes sao proporcionais.

Observagao 2.4 A semelhanca de triangulos, assim como a congruéncia, também possui

condigbes minimas, similares aos casos de congruéncia (cf. BARBOSA, 2006).

Na sequeéncia, apresentamos uma condi¢ao que trés segmentos devem satisfazer

para formarem um triangulo.

Proposicao 2.7 (Desigualdade Triangular) Num triangulo, a medida de um dos la-

dos é sempre menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

Demonstragao: Considere um triangulo AABC, conforme a figura a seguir:
Figura 12 - Tridngulo AABC.

B a C
Fonte: Autor (2021).

Vamos demonstrar apenas que a < b+c, visto que as outras duas desigualdades,
b<a+cec<a+b, podem ser demonstradas de modo analogo. De fato, no triangulo
AABC (cf. Figura 12), podemos prolongar o lado AB, no sentido oposto a semi-reta zﬁ ,
até um ponto D, tal que AD = AC. Nestas condigdes, o triangulo ADAC (cf. Figura 13)
é isdsceles e, consequentemente pela Proposigao , vamos ter CDA =~ ACD.

Figura 13 - Tridngulo auxiliar isésceles ADAC.
D

JA

]
1
A}
1
A}
1
]
L]
]

[}
Al 5
[}

]
1
]

b

Fonte: Autor (2021).
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Agora vamos supor, por contradi¢ao, que a > b+-c. Logo, a > b+coua = b+c,

dal passamos a examinar os seguintes casos:
1° Caso: a =b+c.
Sendo essa igualdade verdadeira, pela Proposicao tem-se que
m(CDA) = m(BCD) = m(BCA) + m(ACD),
mas, CDA = A@D, logo temos
m(CDA) = m(BCA) + m(CDA),
onde essa ultima igualdade é um absurdo.
2° Caso: a > b+ c.
Sendo essa desigualdade verdadeira, pela Proposicao tem-se que
m(CDA) > m(BCD) = m(BCA) + m(ACD),
no entanto, CDA = A@D, logo temos
m(CDA) > m(BCA) +m(CDA),

onde essa ultima desigualdade é um absurdo.

Finalmente, concluimos pelos casos apresentados que, como a > b + ¢ nao

ocorre, 86 pode ocorrer a < b+ c.

2.2 TEOREMA DE PITAGORAS

O

Nessa secao, apresentamos mais alguns conceitos importantes sobre triangulo

para chegar ao Teorema de Pitagoras e concluir com a férmula de Heron, aplicada ao

calculo de area de triangulos.

Recordando que uma ceviana é um segmento que liga um vértice do triangulo

a reta que contém o lado oposto a esse vértice, vamos definir as principais cevianas.

Definicao 2.7 A altura é a ceviana que liga um vértice a reta suporte do lado oposto a

ele, formando com a mesma um angulo reto.

Figura 14 - Tridngulo com altura AH.
A

-
B H C

Fonte: Autor (2021).
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Definicao 2.8 A mediana é a ceviana que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto

a ele.
Figura 15 - Tridangulo com mediana AM .

A

B i pe H p
Fonte: Autor (2021).
Definicao 2.9 A bissetriz é a ceviana que divide o angulo, naquele vértice do triangulo,
em dois angulos congruentes.
Figura 16 - Triangulo com bissetriz AD.
A

B D C
Fonte: Autor (2021).
Dando continuidade, enunciamos e demonstramos, o Teorema de Pitédgoras.

Proposicao 2.8 (Teorema de Pitagoras) Num triangulo retangulo, a medida da hi-

potenusa ao quadrado ¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstracao: No triangulo retangulo, tracamos a altura BH relativa a hipotenusa,
obtendo dois novos triangulos retangulos, ABHC e AAHB (cf. Figura 17).

Figura 17 - Triangulo retangulo com altura BH.

b=x+y
Fonte: Autor (2021).
Da semelhanca dos triangulos AABC e AAH B, tem-se que

C Yy 2
l c c Y, ( )

enquanto a semelhanca dos triangulos AABC e ABHC' nos fornece a relagao

%zg = a*=b-z (2)
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Para finalizarmos, somamos, membro a membro, as equagoes e , obtendo
a4+ =br+y = b =ad+c,
concluindo a demonstracao. U

Na sequéncia, recordamos o conceito de area, principalmente no contexto de

triangulos, visando chegar a férmula de Heron.

Definicao 2.10 A area da superficie de um triangulo é um ntimero real positivo associado

a superficie do mesmo.

Observagao 2.5 Segundo Muniz Neto (2013b), a drea de uma superficie plana deve

satisfazer as seguintes condigoes:

(a) Figuras congruentes tém a mesma area;

(b) A uma soma de superficie esta associada uma &rea que é a soma das dreas das su-
perficies parcelas;

(c) Se uma superficie estd contida em outra, entao sua drea é menor que a drea da outra
que a contém,;

(d) Um quadrado cujo lado mede 1u.c. (denominado unitdrio) tem area igual a 1 u.a.

Dessa forma, medir a area de um triangulo consiste, precisamente, em saber
quantas vezes ele contém um quadrado unitario. Esta quantidade de vezes corresponde a
area do triangulo. Nesse sentido, apresentamos um conhecido resultado sobre a area do

triangulo.

Lema 2.1 Num triangulo, a area ¢ igual a metade do produto da medida de um lado
pela medida da altura, relativa ao vértice oposto a esse lado.

Demonstragao: Considere um triangulo AABC' de base medindo b e altura medindo h,
entao existe um ponto D tal que AB é paralelo a DC' e AD é paralelo a BC.

Figura 18 - Triangulo de base b e altura h.

Fonte: Autor (2021).

Observe que o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo com base medindo b
e altura medindo h (cf. Figura 18), cuja drea é igual a soma das dreas dos triangulos
AABC e ADCA. Mais precisamente, escrevemos

Aupep = Anape + Aapca.
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Por outro lado, pelo caso de congruéncia de triangulos (L.L.L), temos que
ANABC = ADCA, acarretando em

Aapep =2 Aapc = Aapc = % - Aapob,
mas segundo Dolce e Pompeo (2000, p. 316), vale a relacdo Aapcp = b+ h e assim
Aapc = % +Aapcp = Aapc = %b - h,
concluindo a demonstracao. 0

Para concluir, enunciamos e demonstramos uma versao da férmula de Heron,

que expressa a area de um triangulo em termos do perimetro e das medidas dos seus lados.

Proposigao 2.9 (Férmula de Heron) Se as medidas dos lados de um triangulo sao

denotadas por a, b e ¢, entao sua area é dada por

A= }l\/P(P — 2a)(P — 2b)(P — 2¢).

Demonstracgao: Considerando um triangulo ABC' arbitrario, tragamos a altura C'H
relativa ao lado AB, conforme a Figura 19 a seguir:

Figura 19 - Triangulo com altura C'H.

C
b a
h
0
A = H v B
e +

Fonte: Autor (2021).

Decorre do Teorema de Pitagoras que
P =b -2 e h=d—y'=d>—(c—1) (3)
entao comparando-as, obtemos
v — 2% =a® — (c— 1),

consequentemente,
b? + % — a?
2c ’

T

Substituindo em , vamos ter

B2 402 — (b* + & — a?)? _ [2bc + (b + ¢ — a?)][2bc — (b* + & — a?)]

4c? 4c? ’

implicando que

B2 — [(b+¢)* = a®][a® — (b= ¢)’] _ (a+b+c)b+c—a)b—c+a)la+c—Db)
4c? A2 -




Sabendo que P = a + b + ¢, obtemos da ultima igualdade que

_ /P(P —2a)(P — 2b)(P — 2c)
n 2c ’

h

entao conclui-se pelo Lema [2.1] que

V/P(P —2a)(P — 2b)(P — 2c)
1 ,

A=

conforme queriamos demonstrar.

22
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3 POLINOMIOS

Neste capitulo, abordamos os niimeros complexos na forma algébrica e polar,
bem como os polinomios e equagcoes polinomiais, enfatizando os polinomios e as equagoes
dos segundo e terceiro grau, incluindo as férmulas de Bhéaskara e de Cardano-Tartaglia,
usadas na resolucao de equacoes polinomiais do segundo e terceiro graus, respectivamente.
Aproveitamos para indicar, no caso de uma leitura mais detalhada, as referencias: lezzi
(1999), Lima (2006) ou Muniz Neto (2013a).

3.1 NUMEROS COMPLEXOS

Segundo Boyer (1994), historicamente, os nimeros complexos, foram vistos
com um certo ar de mistério, pois sua existéncia foi duvidosa até o século XIX. Podemos
dizer que o conceito de niimero complexo é uma ampliacao evolutiva da ideia de niimero
real, pois, com os numeros complexos, obtemos diversos avancos que nao sao possiveis

com 0S numeros reais.

Definicao 3.1 Chama-se nimero complexo todo aquele que pode ser escrito na forma

a + bi, onde a e b sdo numeros reais e i = y/—1 (unidade imaginaria).

Observacao 3.1 Indicando o conjunto dos nimeros complexos por C, temos que
C={a+bi;acR, beRei=+—1},
onde R ¢ identificado com o subconjunto de C formado por elementos a + bi com b = 0.
Dado z = a+ bi € C arbitrario, dizemos que a € a parte real de z e b é a parte

imaginaria de z, denotados por Re(z) e Im(z), respectivamente. Essa representacao do

nimero complexo é conhecida como forma algébrica.

Definicao 3.2 Dois nimeros complexos sao iguais quando possuem a mesma parte real

e a mesma parte imagindria.

Definicao 3.3 A soma de dois niimeros complexos é um nimero complexo cuja parte real
¢ a soma das parte reais das parcelas e a parte imaginaria é a soma das partes imaginarias

das parcelas.

No que se refere a multiplicacao de nimeros complexos, tem-se a seguinte

definicao:
Definicao 3.4 Dados nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, tem-se que
z-w = (ac — bd) + (ad + be)i.
Observacgao 3.2 As operagoes aritméticas de adigao e multiplicacao, em C, gozam das

mesmas propriedades validas em R, ou seja, propriedades comutativa, associativa, existén-

cia do elemento neutro, do simétrico e do inverso, bem como distributividades.
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Definicao 3.5 Chama-se conjugado de z, indicado por Z, o nimero complexo obtido de z
trocando-se o sinal da parte imaginaria de z. Mais precisamente, o conjugado de z = a+bi

¢ dado por Z = a — bi.

Dado um numero complexo, representado em sua forma algébrica z = a + bi,
podemos representd-lo no plano cartesiano, pois é possivel a identificacao entre C e R2,

associando z = a + bi a um par ordenado (a, b).
Figura 20 - Plano de Argand-Gauss.

Ya

z=a-+bi — (a,b)

73 - (a’ib)
i
1
|
i
+ 0 ri _'X

A

Fonte: Autor (2021).

Considerando a Figura 21, temos que a medida do segmento OP corresponde
ao mddulo do nimero complexo z, indicado por |z|. Mais precisamente, passamos a

proxima definicao.

Definicao 3.6 Dado um nimero complexo z € C aribrério, dizemos que o seu médulo é

o numero real definido por

2] = \/Re(2)? + Im(2)2.

Figura 21 - Plano com o médulo de z.

I'm ,
o P

I

1

I

21/ !

I

1

0 I
“ » i >
O a1 Re

Fonte: Autor (2021).
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Proposicao 3.1 Dados os niimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + dz, temos que:

Demonstragao: Por um calculo direto, segue que:

(a) z+Z=(a+bi)+ (a—bi)=(a+a)+ (bi—bi) = 2+Z=2a= 2+7Z=2Re(z).
(b) z—Z=(a+bi)—(a—bi)=(a—a)+ (bi+bi)=>2—-2=2bi = 2—Z=2Im(z).
() z-z=(a+ ) (a—bi)=|z]%
(
(

=
I

+w=(a+c)—(b+d)i=(a—0bi)+ (c—di) =% +w.
e) Z-w = (ac — bd) — (ad + bc)i = (a — bi)(c — di) = Z - w. O

Na sequéncia, vamos definir o simétrico e o inverso multiplicativo de ntimeros

complexos.

Definicao 3.7 Dado um numero complexo z = a + bi € C arbitrario, definimos:
(a) —z = (—a) + (=b)i (simétrico);

(b) 27! = # para z # 0 (inverso).

De posse das defini¢oes de simétrico e inverso, podemos definir a subtracao e

quociente de nimeros complexos.

Definicao 3.8 Dados z,w € C, definimos subtracao e quociente de niimeros complexos,
respectivamente, por:
(a) z —w =z + (—w);

(b) z+w =2z -w! para w # 0.

Definicao 3.9 Se z € C é nao-nulo, dizemos que o angulo central ¢, de primeira volta,
formado por O? e @? , marcado a partir de 5? no sentido anti-horario, é o argumento
principal de z.

Figura 22 -Argumento de z.

Im ,
I P

1

1

I

1

I

1

P I
< Iy } >
o a Re

Fonte: Autor (2021).
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Observacao 3.3 Importante frisar que um nimero complexo z nao-nulo tem infinitos
argumentos, congruentes dois a dois. Dessa maneira, um argumento de z é da forma
O, = 0 + 27k, onde k € Z e 6 denota o argumento principal.

Da Figura 22, seguem as relacoes

cos(f) = % = a=|z|cos(f), (4)
bem como,
b
sen(f) = H = b= |z|sen(h), (5)

para todo z € C nao-nulo.
Agora, considerando z = a + bi nao-nulo, de tal sorte que seu argumento seja
0 e substituindo as relagoes e (5)), tem-se

z = |z| [cos(0) + isen(d)],
que é chamada de forma trigonométrica (ou polar) do nimero complexo z.

Para tratarmos de potenciacao em C, vamos primeiro apresentar o resultado

da multiplicacao de dois niimeros complexos, representados na forma trigonométrica.

Proposicao 3.2 Considerando niimeros complexos nao-nulos na forma polar, dados por:
21 = |z1][cos(60y) +isen (01)] e 23 = |za|[cos(62) + isen(6s)],
entdao o produto satisfaz 2129 = |21||22|[cos(0; + 02) + isen (01 + 65)].
Demonstracao: Por um célculo direto, obtemos
2129 = |21]]22|[cos(61) + isen(6)][cos(62) + isen(6s)],
logo, segue que
2129 = |21]] 22| {cos(6) cos(02) — sen(6y)sen(0z) + i[sen(62) cos(6y) + sen(6y) cos(62)]},
daf usamos as férmulas do seno e do cosseno da soma (cf. IEZZI, 1999b), implicando que

2129 = | 21| 22| [cos(0; + O2) + isen(0; + 02)]. 0

Definigao 3.10 Dado z € C arbitréario e n € Z, definimos
1,sez2#0en=0
z,sen =1

z-2" 1l sen>1
(z )™ sez#£0en<0

Agora podemos enunciar a proposicao seguinte, conhecida como 1* Férmula
de Moivre.
Proposicao 3.3 Sendo z = |z|[cos(f) + isen(d)] com z # 0 e n € Z, entdo

2" = |z|"[cos(nB) + isen(nd)].
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Demonstragao: Vamos dividir a nossa demonstracao em dois casos, sendo o primeiro

para n > 0 e o segundo para n < 0.
1° Caso: n > 0.

Usando indugao, temos para n = 0 que

|2|°[cos(0 - 0) + isen(0 - )] = cos(0) + isen(0) = 1 = 2°,

dai supomos que o resultado vale para n = k e mostraremos que vale para n = k + 1.
Nestas condigoes, tem-se

2F = |2|¥[cos(kO) + isen(k)] = z - 2 = 2 - |2|*(cos(kO) + isen(kh)),
implicando pela Proposicao [3.2] que

= o 2F = |2  cos[(k + 1)0] + isen[(k + 1)6]}.

2° Caso: n < 0.

Sendo n € Z com n < 0, temos n = —k com k € N e das Definicoes e[3.10],

segue-se que
R (ﬁ) — ot (6)
no entanto,
Z = |z|[cos(0) — isen(0)] = |z|[cos(—8) + isen(—0)],
entao decorre do 1° Caso que
7" = |z|*[cos(—kO) + isen(—k0)] = |z|"[cos(nb) + isen(nf)).

Substituindo a ultima igualdade em @, conclui-se que

2" = |z|"[cos(nb) + isen(nd)]. 0
Enunciamos o tltimo resultado desta secao, conhecido como 2* Férmula de

Moivre.
Coroldrio 3.1 Sendo z = |z|[cos() + isen(f)] com z # 0 e n € N, entao z admite n

raizes n-ésimas, dadas por

0+ 2k 0+ 2k
z = /7| {cos( i 7T) +z'sen( il W)] ,
n

n

onde k =0,1,...,n— 1 e 6 denota o argumento de z.

Demonstragao: Decorre da Primeira Férmula de De Moivre (cf. Proposi¢ao .

3.2 POLINOMIOS E EQUACOES POLINOMIAIS

Nesta secao, estamos interessados em polindomios e nas equagoes polinomi-
ais, em especial polindmios e equagoes polinomiais de segundo e terceiro graus, ou seja,

polinémios e equagoes quadraticos(as) e ciibicos(as).
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Definicao 3.11 Chama-se polinomio sobre os reais, em uma variavel, a toda expressao

que pode ser escrita na forma
P(z) = apx™ + ap_12™ '+ -+ ag2?® + ayx + ay,
onde x é a variavel, n € NU {0} e ag, ay,...,a, € R s@o os coeficientes.

Definicao 3.12 Chama-se polinomio identicamente nulo, ou simplesmente nulo, quando

todos os seus coeficientes sao iguais a zero.

Defini¢ao 3.13 Chama-se de grau de um polinomio P(z) nao-nulo, denotado por 0P(x),

o maior expoente da variavel de termos nao-nulos.
Definicao 3.14 Dois polinomios sao iguais, quando os coeficientes dos termos correspon-
dentes coincidem.

Diante da defini¢ao de polinomio e grau de polindmio, podemos definir equagao

polinomial.

Defini¢ao 3.15 Chama-se de equagao polinomial de grau n (ou equagao do n-ésimo grau)
sobre os reais, em uma varidvel, a toda equac¢ao que pode ser escrita na forma P(z) = 0,

onde P(z) denota um polinomio de grau n sobre os reais.

Definimos a seguir raiz (ou zero) de polinomio e equagao polinomial em uma

varidvel sobre os reais.

Defini¢ao 3.16 Dados um polinémio P(z) e um ntmero complexo a € C, dizemos que
a é uma raiz do polinémio P(z) ou uma raiz (ou zero) da equagao polinomial P(z) = 0,

quando P(«) é nulo.

Na sequéncia, definimos soma e produto de polindomios sobre os reais em uma

mesma variavel.
Definicao 3.17 A soma de dois polinomios sobre os reais na mesma variavel, expressos
por

P(z)=ap 2"+ - +ax+ap e Qx)=bya" + - +bx+ by,
é definida como a seguir

(P+Q)(x) = (an + bp)x" + (an—1 + bp_1)x" "+ + (a1 + b1)z + (ag + bo)

Definicao 3.18 O produto de dois polinomios sobre os reais na mesma variavel, expressos
por

Px)=ap 2"+ - +ax+ap e Qx)=buz"+- -+ b+ by,
é definido como a seguir

(PQ)(2) = Cogn®™ ™ + -+ + 12 + g,

onde ¢ = agbg + arbp_1 + -+ + ap_1b1 + axby para todo k € {0,1,...,m +n}.
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Nesse momento, ficaremos restritos a polinomios e equagoes do segundo e ter-

ceiro graus.

Definicao 3.19 Chama-se equacao do segundo grau, ou equagao quadratica, toda aquela
que pode ser escrita na forma
ar® 4+ bx +c =0,
onde a,b,c € R com a nao-nulo.
Na sequéncia, vamos demonstrar um resultado que nos da as raizes de uma

equacao quadratica a partir dos seus coeficientes.

Proposigao 3.4 (Férmula de Bhaskara) Se az? + bz + ¢ = 0 com a,b,c € R e a
nao-nulo, entao suas raizes reais ou complexas sao dadas por
—b+ VA
r=——
2a
onde A = b? — 4ac.

Demonstracgao: Sendo a nao-nulo, temos que

b n b2 b? n c 0
_x —_— e —
2a 4a®>  4a®> o«

organizando-se, o quadrado obtido na ultima igualdade, tem-se

+b 2 bz—4ac_0
v 2a 4a2

b
ar’ +br+c=0 < $2+—ZE+£:O s 2 +2.
a a

donde segue que

Xz

b VA
N 2a
onde A = b* — 4dac. O

Um resultado importante, na busca das solucoes de uma equacao quadrética,

é o que relaciona soma e produto, das raizes, com os coeficientes da equacao.

Proposicao 3.5 Se as raizes complexas da equacao quadrética ax? +bx +c=0sao r; e

ro, €ntao:
c

b
(a) 7“1—1—7‘2:—5; (b) r1~r2:a.

Demonstragao: Usando o algoritmo da divisao de polinoémios (cf. GONCALVES, 2013),

obtemos

b
az® +bx +c=a(z —r)(x — ) =22+ —x+ - = (x —r)(x —ro),
a a
consequentemente,
2 b ¢ 2
x +ax+a = —(T1+T2)$+T1 " T2,

entao comparando-se os polinomios obtidos nos dois membros, chegamos as relagoes dos

itens (a) e (b) O
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Definicao 3.20 Chama-se equacao do terceiro grau ou equacao cubica, aquela que pode
ser escrita na forma
az® +br* +cx+d =0,

onde a,b,c,d € R e a nao-nulo.

Na sequéncia, apresentamos a férmula de Cardano-Tartaglia, aplicada a re-
solucao de equagoes do terceiro grau. Uma férmula mais recente, obtida por Pereira e
Silva Filho (2019), permite calcular as raizes de equagoes do terceiro grau, conhecendo

previamente uma delas.

Proposigao 3.6 (Férmula de Cardano-Tartaglia) Se az® + bx? + cx +d = 0 com

a,b,c,d € R e a nao-nulo, entao suas raizes complexas sao dadas por

PO LN/ N SN/
3a 2 2

q 3ac — b? 20% + 27ad — 9abe D m? N n?
onde m=——— n= e D= — 4 .
3a2 27a3 33 22
Demonstragao: Com efeito, observe que
b d
az® + bz’ +cx+d=0 & x3+—x2+2x+—:0,
a a a

dai completando o cubo, temos que

- 3+ T ) pa=o (7)
T 3u m\ T 3 n =\=u,

onde m — 3ac — b? om— 20° + 27a2d — 9abe
T 3a? a 27a3

b
Observe que em 1} podemos fazer y = x + 3q obtendo a equagao seguinte
a
v +my+n=0.
entao escrevendo y = y; + y2, temos que

Y+ v + Byaye + m)(y1 + y2) + n = 0.

Para ocorrer a ltima igualdade, basta obter as condicoes

Yi+ys=-n e 3yy=—m, (8)
ou ainda,
3
m
wity=—n eyl ==

Na sequéncia, consideremos a equagio quadrdtica cujas rafzes sao vy e s,

expressa por
m3
Pty =0 & Panz- =0,

logo, aplicando a férmula de Bhaskara, temos que
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3&3

2
n n
= & =——=£1/—
z z 5 4+2

~J

I
o3
AN
{ER

LY LA LN IRy Lo

1= 775 4 % 2
5 n n2+m3 - s/ n 2+m3
27y 1 o7 =727V 27"

b b
t=—ty=—o+{/—=+VD+ -2 - VD. [
3a 3a 2 2

AN
S

implicando que

No proximo resultado, mencionamos a relacao que existe entre a quantidade

de raizes reais e o sinal do discriminante da equagao do terceiro grau.

Corolério 3.2 Se ax® +bx?> +cx +d =0 com a,b,c,d € R e a nao-nulo, entao valem as

afirmagoes:

(a) Se D < 0, entdao a equagao possui trés raizes reais distintas.
(b) Se D = 0, entao a equagao possui um raiz real nao-simples.

(c) Se D > 0, entao a equagao possui uma raiz real e duas complexas nao-reais.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Lima (1987).

Proposicao 3.7 Se as raizes de uma equacao do terceiro grau az® + bz +cx +d = 0 sao

denotadas por ry, ry e r3, entao:

b
(@) i +ro+1r3 = —?

C
(b) T1T2+7’17’3+T27’3:—;
a

d
C) TTer3 = ——.
(c) rirars "
Demonstragao:

Decorre do algoritmo da divisao de polinémios (cf. GONCALVES, 2013) que
azr® +br? +cx+d=a(x —r)(z — 1) (1 —73),

entao desenvolvendo e simplificando, o lado direito desta tltima igualdade, segue que

d

b c
a (373 + axQ + P a) = alz® — (ry + 1o + 13)2% + (rirg + 1173 + rar3)T — Ti7TaT3),

portanto basta comparar os coeficientes para concluir a demonstracao. 0
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4 RESULTADOS

Nesse capitulo, apresentamos os resultados chave que fornecem importantes
relacoes entre perimetro e area de um triangulo, chegando a desigualdade isoperimétrica
para triangulos. Ademais, apresentamos os resultados principais que buscam caracterizar
triangulos com mesmo perimetro e mesma &area, bem como mostrar como determinar

triangulos conhecendo apenas seu perimetro e sua éarea.

4.1 RESULTADOS CHAVE

Aqui vamos apresentar alguns resultados que contém informacoes adicionais
sobre perimetro e area de triangulos, que serao usados numa prova alternativa da desigual-
dade isoperimétrica para triangulos e aplicados na demonstracao dos resultados principais.
O primeiro resultado nos traz uma desigualdade que deve ser satisfeita pelas medidas dos

lados de um triangulo.

Proposigao 4.1 Seja AABC um triangulo de area A, perimetro P e a € R a medida de

qualquer um dos seus lados, entao vale a desigualdade
P(P — 2a)a* > 16.4°.

Demonstragao: Suponhamos, por contradicao, que
16A4° > P(P — 2a)a’,

entao

1
A > Za\/P(P — 2a),
implicando pela formula de Heron que

VPP —20)(P — (P — 26) > yay/P(P — 2a),

onde b e ¢ representam as medidas dos outros dois lados de AABC.

Nestas condigoes, segue-se que

\/(73 —2b)(P —2¢) > a,

ou equivalentemente,

(P —2b)(P — 2¢) > a?,
que pode ser reescrito na forma
(a+c—b)a+b—c)>a*> ou (b—c)?<0,

mas esta ultima desigualdade é uma absurdo. 0
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Na proposicao a seguir, mostramos como obter as medidas dos lados de um

triangulo conhecendo o perimetro, a area e a medida de um dos lados.

Proposigao 4.2 Dado um triangulo AABC' com éarea A e perimetro P com um dos
lados medindo a € R, entao as medidas dos demais lados sao dadas por

b:%[(P—aH\/A_a} e czl[(P—a)—\/A_a}7

2

16.42
P(P —2a)

onde A, = a? —

Demonstracao: Pela féormula de Heron, temos que

A= }l\/P(P — 2a)(P — 2b)(P — 2¢),

ou equivalentemente,

16.42
P(P —2a)’

onde b e ¢ sao as medidas dos outros dois lados do triangulo AABC.

(P —2b)(P —2c) =

Na tltima igualdade, podemos fazer ¢ = P — (a + b) e obter

16.42
—2b —2a) —2b = ——r—
nos fornecendo a igualdade
16.42
2 PR j— —_ —m
4b* — 4b(P — a) + P(P — 2a) + PP — 2a) 0.

que corresponde a uma equacao quadratica em b.

Na sequéncia, decorre da formula de Bhaskara e da relacdo ¢ = P — (a+b) que
1 1
b:—[(P—a):t\/Aa] o c:_[@_a) Aa],

portanto, sem perda de generalidade, conclui-se que

b:%[(P—aH—\/Ka} e c:%[(P—a)—\/A_a}

sao as medidas dos demais lados de AABC. O

Como uma consequéncia da Proposicao (ou Proposicao |4.2)), obtemos a

desigualdade isoperimétrica para triangulos.

Corolario 4.1 Dado um triangulo AABC' arbitrario, vale a desigualdade

\/g 2
< P
A 36

onde A e P denotam a area e o perimetro de AABC', respectivamente.
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Demonstracao: Decorre diretamente da Proposicao (ou Proposicao 4.2)) que

P(P — 2a)a* > 1642,
ou equivalentemente,
2Pa’® — P*a® + 16.4° < 0.
Aplicando a regra do sinal de Descartes (cf. LOPES e RUGGIERO, 1997),
podemos afirmar que o polinémio do terceiro grau, dado por

P(x) = 2Pz* — P*2* + 16.4°

possui uma raiz negativa. Como a > 0 e P(a) <0, entdo P(z) possui uma raiz positiva,

implicando que seu discriminante satisfaz

Pt — 43242

D=-——m A <0,
Da tultima desigualdade, deduzimos que
Pt — 43247 > 0,
consequentemente, /3
3
A< £7?2,
concluindo a prova. O

4.2 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nessa tltima secao, apresentamos os resultados principais do trabalho que,
essencialmente, nos fornecem uma interessante condicao de existéncia para triangulos,
inspirada na desigualdade isoperimétrica, bem como um novo critério de congruéncia

entre triangulos e uma forma de determinar triangulos partindo do perimetro e da &rea.

Diante do exposto, enunciamos e demonstramos o primeiro teorema deste

capitulo.
Teorema 4.1 Sejam A, P € R positivos, entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Os nimeros A, P € R satisfazem a desigualdade

V3
A< P2
— 36
(b) Existe um nimero a € R positivo, tal que

P(P — 2a)a* > 16.4°.

(c) Existe um triangulo ABC com éarea A e perimetro P, cujos lados medem

BC=a, AC = [(P—a)+ VA e AB=_[(P—a)~ VA,
16.4%

_ 2
onde A, = a PP —2a)
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Demonstragao: Dividiremos a demonstragao em trés partes.
12 Parte: (a) = (b).
Suponhamos, por contradicao, que nao existe a € R positivo, tal que
P(P — 2a)a* > 1642,

ou seja,
P(P — 2x)z* < 1642,

para todo x € R positivo.

Usando a hipdtese, temos que

3

1642 <P (2> :

3

logo P\3
P(P —2z)z* < 1642 < P (g) :

(P —27)2* < <§)3

Por inspecao, verifica-se que a = 3 ¢ um numero real positivo que satisfaz

(P — 2a)a* = <§)3

implicando que

gerando um contradicao.
22 Parte: (b) = (c).

Decorre diretamente da desigualdade do item (b) que P > 2a, logo

P_a:m:\/P(P—Qa)+a2>\/a2_ 16.4°

implicando que
[(P—a)~|— \/Aa} e c=

sao numeros reais positivos.

(P—a) = VA,

a, b=

DN | —
DN | —

Suponhamos, por contradi¢ao, que esses niimeros reais positivos nao satisfazem
a desigualdade triangular, entao passamos a analisar os seguintes casos:
1° Caso: a +b <c.

Nestas condigoes, temos que

a+1[(73—a)+\/A_a} <

2

(P—a) = VA,

N | —
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consequentemente,

a + V Aa, S 07
chegando a um absurdo.
2° Caso: b+ c<a.

Neste caso, obtemos

P —a+ VA + 5 [P0 - VA <a

2
logo
P —2a <0,
contrariando a desigualdade do item (b).
3° Caso: a+c¢ <hb.

Finalmente, vamos ter

0+ [(P-a)- VA <

2

implicando na desigualdade

16./42
2 — — 2
Va2 =a <A, \/a P = 2a)

(P—a)+ VA,

1
2

novamente chegando a um absurdo.

Diante dos casos analisados, concluimos da Proposi¢ao 5.12 de Barbosa (2006)
que existe um triangulo ABC, cujos lados tém medidas, dadas por

o b= [P-a+VA] e e=[P-a)-VA]

2 2

concluindo a demonstragao.
32 Parte: (c) = (a).

Por hipétese, existe um triangulo de area A e perimetro P. Nestas condigoes,

pelo Corolario 4.1}, conclui-se que
V3
A< —
— 36
finalizando a demonstracao. O

7)2

Dando continuidade, trazemos um resultado que junto com o Corolario 4.1

correspondem a uma solucao do problema isoperimétrico para triangulos.

Corolario 4.2 Sejam A, P € R nimeros positivos, entao

_ V3
A= 2P

se, e somente se, existe um triangulo equilatero com area A e perimetro P.
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Demonstracgao: Por tratar-se de uma dupla implicacao, divimos a prova em duas partes:

1* Parte: Supondo que

V3
A=-—P%
36
entao pelo Teorema [4.1] existe um triangulo de area A e perimetro P. Observe que,
indicando as medidas dos lados por a,b e ¢, temos pela féormula de Heron que
V3
36

i\/P(P —2a)(P — 20)(P — 2¢) = —P?

Da tultima igualdade, obtemos

(P — 2a)(P — 2b)(P — 2¢) = (g)g

que equivale a igualdade

{)/(P_Qa)(P_%)(P_QC):g: (P—Qa)—F(Pga)—i—(P—QC), ()

entao a igualdade anterior nos mostra que a média geométrica de trés valores € igual a

média aritmética destes mesmos valores, logo
P—-2a=P—-2b="P —2c,
portanto concluimos que a = b = ¢ e o triangulo é equilatero.

22 Parte: Vamos assumir que exista um triangulo equildtero com drea A e perimetro P.

Indicando-se a medida dos lados deste triangulo por a, tem-se que
P =3a

mas por outro lado, segue da formula de Heron que

A= \/Tga2,

V3

implicando pelas duas tltimas igualdades que A = —P2.

36
Finalmente, pelas duas partes apresentadas, concluimos a demonstracao do
referido coroléario, garantindo que de todos os triangulos com mesmo perimetro, aquele
que possui maior area ¢é o triangulo equilatero. 0]
No proximo resultado, mostramos a existéncia de infinitos triangulos escalenos

com mesma area e mesmo perimetro.

Corolario 4.3 Sejam A, P € R ntimeros positivos, tais que

V3.
A<%Ip,

entao existem infinitos triangulos escalenos com area A e perimetro P.
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Demonstracao: Observe que o discriminante do polinomio do terceiro grau, dado por
P(x) = 2Pz* — P?2? + 16.4°

assume a expresséo

Pt — 43242
D=—-———"" A
27P? A
no entanto, a hipdtese nos fornece a desigualdade
Pt > 4324%,

portanto D < 0 e o polindmio em questao possui trés raizes reais.

Decorre da regra do sinal de Descartes que P(z) possui raiz negativa r; € R,

entao pelo algoritmo da divisao de polinomios, podemos escrever

P(z) = 2P(x — r)Q(x),
onde Q(z) é um polindmio quadratico ménico. Usando o Teorema e o Corolario ,
existe a € R positivo, tal que P(a) < 0 e assim

P(a) =2P(a—r1)Q(a) <0,
implicando que Q(z) e P(x) possuem duas raizes ry, 73 € R positivas com ry < 73.
Diante do exposto, podemos reescrever a expressao de P(x) na forma
P(z) =2P(xz —r1)(z — o) (x — 13),

portanto para todo a € [rg, r3], obtemos P(a) < 0 e assim

2Pa*® — P?*a* + 16.4% < 0,

ou equivalentemente,

P(P —2a)a® > 1642,
entao o Teorema [4.1] garante que existem infinitos triangulos com area A e perimetro P.

Supondo que um triangulo ABC' com area A e perimetro P nao é escaleno,

temos trés casos a considerar:
12 Caso: BC = AC =aou BC = AB=a
Aplicando diretamente o Teorema, obtemos

a—l[(P—a)j:\/A_a}

donde segue que
16.4%

(3a—73)2:a2—m

ou ainda,

P(4a — P)(2a — P)* — 164> = 0,

portanto a igualdade BC' = AC' = a ocorre no méaximo para trés nimeros reais, visto que

a ¢é raiz de uma equacgao do terceiro grau.
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20 Caso: AC = AB

Nesse caso, vamos ter

Lo+ va]-

donde segue que A, = 0 e assim

2Pa® — P%a® + 16.A4% = 0,

l\')l»—l
l—l

—a) = VA,

implicando que a = 3 ou a = r3, consequentemente
P =19 P —rs

BC=r, ¢ AC=AB= ou BC=r; e AC=AB= 5

garantindo a existéncia de dois triangulos com area A e perimetro P que nao sao escalenos.

Por fim, segue dos casos analisados que o ntimero de triangulos nao escalenos
com area A e perimetro P é finito e como existem infinitos triangulos com &area A e
perimetro P, concluimos que também é infinito o nimero de triangulos escalenos com

area A e perimetro P. d

Apresentamos agora o ultimo teorema que fornece condi¢oes para determinar

triangulos, conhecendo apenas o perimetro e a area.

Teorema 4.2 Os numeros reais positivos A, P,a € R satisfazem

NP 1 + 2 cos(&Him) ,
< = 3 < g < T TT\3
A_BGP e 5 P<a< 5 P,

se, e somente se, existe um triangulo com area A e perimetro P, cujos lados medem

AB = a, B_C:%[(P—a)—i—\/ﬁ—a] e AC =[P —a)— /A

2
16.42
onde 0 = cos™* (w) e A, =a?— ———.
P P(P — 2a)
Demonstracgao: Inicialmente, vamos revisitar a inequagao do terceiro grau, dada por
P(P — 2x)z* > 1642, (10)

equivalente a inequacgao
2Px® — Pir? + 1642 <0,
onde A e P sao numeros reais positivos.

Usando a féormula de Cardano-Tartaglia, tem-se que as raizes da equagao
2Pz — P?2* + 16.4% = 0 (11)
sao dadas por

P — 8644 \/ Pt — 86442 3
rk_—+\/ S16p +VD+ S16p —VD (k=1,2¢3), (12)

onde o discriminante sera expresso por

2\ 3 4 2\ 2 4 2
b (P, (L PIoseaan\t_ PloanA
36 216P 27P?
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3
Supondo A < 3—\/6_732, podemos escrever o primeiro radicando de 1} na forma

Pt—8644>  —
ST R
em particular,
Pt — 86442\ 2 Pp?
= - vV—D) = —
12 \/( 216P ) +(V=D) = o

visto que nestas circunstancias, verifica-se que o discriminante é nao-positivo.

Nessas condigoes, obtemos a expressao

Pp3 <P4—864A2 216y/—D )
J— + 3 . 7/ ,

7 216 pi P

entao escrevendo z na sua forma trigonométrica, vamos ter

z = |z|(cos @ +isend),
Pt — 86442

P4 ‘
Usando a 2* Férmula de De Moivre, temos

2 2
V2= W[cos (6+3k7r) +1-sen <6+ lm)]’

onde o argumento é dado por # = cos™* <

3
daf fazendo a substituicdo de /z e de ¥/Z em , segue-se que
P 2P {9—1—2(1{:— 1)#]

T, = — + —— coS

6 6 3
ou ainda, beoth 1
1—{—2005[%}
Th = 6 P (k=1,2¢3).
Sabendo que 0 < # < 7, obtém-se a desigualdade
0 m 0 P P
l<=<=-=>-=-< -] <l==-<nrn< =
3=3 72 COS<3>— g S =9
bem como,
2 0+ 2 0+ 2 1
il +7r<7T$—1<cos +em —— = ——<1ry3 <0
3 2
camda L i s 1 64 dr\ 1 P
T + 4m v +4m
— < <—=—=< <-=0<r3< —
3 T 2 COS( 3 >—2 =g

portanto 71 e r3 s@o raizes positivas e ry raiz negativa da equagao ((12)).

Diante do exposto, podemos entao afirmar que a € R satisfaz a inequagao ((10)
se, e somente se,
rs < a <1,
ou equivalentemente,
1 + 2 cos( &) 1+ 2cos(%)

3 <a<
6 Psas 6

P.
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Neste momento, combinamos a equivaléncia obtida acima com o Teorema |4.1
para deduzir a primeira implicagao. De maneira reciproca, admitimos a existéncia de um

triangulo conforme enunciado e usamos o Teorema para garantir a desigualdade

V3
A< Xop?
36
e por fim, novamente combinamos a mesma equivaléncia com o Teorema para concluir

a segunda implicacao e a demonstracao do resultado. 0

Para encerrar, apresentamos um corolario que determina os triangulos isosceles

que possuem perimetro e area, previamente conhecidos.

Corolario 4.4 Sejam A, P € R numeros positivos, tais que
< \/g

36
entdao defina 6 = cos™! (%) . Nestas condigoes, tem-se que os triangulos isosceles
ANABC com éarea A e perimetro P possuem lados com medidas, dadas por:

A P2,

_ 149 O+4m 5 _9 O+4m
(a) BC =~ COGS( s )p o AC—AB- Cf;( i p
— 1+2cos(Z —_ __ 5-—2cos(?
(b) B :+TCOS(3)7D e AC — B:%(?v)p

Demonstracao: Considere um triangulo AABC' que possui area A e perimetro P, cujos

lados satisfazem AB = AC e BC = a. Nestas condicoes, segue do Teorema que
1 1
S |P-a+VA] =5 [P0 - VAl

portanto A, = 0 e assim
2Pa® — P*a* 4+ 1647 = 0.

Usando o Teorema [£.2] podemos concluir que

0+4rm 0+4nm
B_O:1+2003(+T)P . _C:E:5_2COS(+T) 7
§ 12
ou , ,
- 142 z - — 5-=2 =
B(j:&(&%)p o A(JzAB:&(?’)P,
6 12
que correspondem aos itens (a) e (b), respectivamente. O

Para finalizar a secao, apresentamos quatro exemplos nos quais aplicamos os
Teoremas [4.1 e [£.2] Comecamos com dois exemplos referentes ao Teorema [4.1]

Exemplo 4.1 Determinar dois triangulos que possuem area A = 6 e perimetro P = 12,

usando o Teorema (.11

Solugao: Primeiro, precisamos encontrar solugoes da equacao

12(12 — 2a)a®* > 16 -6° <= (12 —2a)a* > 48,
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9

entao note que a = 3 e a = 3 sao solugoes. Decorre do Teorema que os triangulos com

medidas

15 + V17 o —0_15—\/17
4 4
possuem area A = 6 e perimetro P = 12.

B_ng, AB —

Exemplo 4.2 Obter dois triangulos que possuem &area A = 3 e perimetro P = 9, usando
o Teorema .11

Solugao: Inicialmente, resolvemos a seguinte equacao
9(9 —2a)a® > 16-3* <= (9 —2a)a® > 16,

7

observe que a = 4 ¢ a = 5 sao solugoes. Do Teorema acarreta que os triangulos com

medidas . - __ 5
BC =4 e AB:AC:§
e
5o -1, E:—11+4m ) m:—”‘4ﬁ

tém area A = 3 e perimetro P = 9.

Finalmente, passamos aos dois tultimos exemplos do trabalho, nos quais aplica-
se o Teorema .2

Exemplo 4.3 Determine dois triangulos que possuem area A = 6 e perimetro P = 12,

usando o Teorema [£.2

Solucao: Primeiro, precisamos escolher um a € R, tal que

2 {1+2(:os (624W)} <a<?2 |:1—|—2COS (g)] ,

onde 6 = cos™! (—%) = %” Essa tultima desigualdade equivale a termos

2,69459269... < a < 5,06417777...,

dai podemos escolher a = % oua = ;.

Ne)

Decorre do Teorema [4.2] que os triangulos com medidas

B_C:% _B:26+6\/E . —0226—6\/E

15 4+ V17 . —0_15—\/17
4 4
possuem area A = 6 e perimetro P = 12.

B—czg, AB —

Exemplo 4.4 Obter dois triangulos que possuem area A = 10 e perimetro P = 18,

usando o Teorema [4.2]
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Solucao: Primeiramente, vamos escolher um nimero real a de tal sorte que

0
3 |:1+2COS (0—;471)} <a<3 ll—l—Zcos (5)1 ,

onde 6 = cos™! (;1—33) = 1,39290483.... Esta ultima desigualdade é equivalente a

2,64442545... < a < 8,36480712...,

logo, podemos tomar a = 7 ou a = 8. Portanto concluimos, pelo Teorema [4.2] que os

triangulos com medidas

BC—7 AB- BVl 33 — /241
6 6
_ _ p _ 2
BC =38, AB:5+§\/ﬁ e AC:5—§\/ﬁ

tém area A = 10 e perimetro P = 18.
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5 CONCLUSAO

Conforme os resultados obtidos nesta dissertacao, chegamos a conclusao que
os Teoremas e fornecem condicoes, necessérias e suficientes, para que dois nimeros
reais positivos representem a area e o perimetro de um triangulo, bem como maneiras
de determinar os triangulos cuja area e o perimetro coincidem com os referidos nimeros.
Essas informacoes podem ainda ser interpretadas como condigoes de existéncia de um
triangulo e garantem que dois triangulos com mesmo perimetro e mesma area nao neces-
sariamente sao congruentes.

Por fim, devemos ressaltar que os Teoremas [4.1]e[4.2] as Proposigoes [£.1] e [4.2]
bem como os Corolarios e nao foram encontrados na literatura, motivando assim
a continuacao e aprofundamento dos estudos que foram realizados durante a elaboracao
do presente trabalho, podendo vir a resultar na elaboracao de um artigo cientifico para

ser submetido para publicacao.
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