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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar as isometrias no plano euclidiano, e que algumas delas
formam grupo, e como podemos analisar e ensinar, na educagdo basica, através da
transposicdo didatica esses conceitos matematicos, pois a teoria moderna de grupos nao é
ensinada a nivel médio e as isometrias mal sdo abordadas e/ou sdo apenas estudadas de forma
superficial. Definiremos grupos e subgrupos, conheceremos as isometrias no plano euclidiano,
a saber, Reflexdo, Translacdo, Rotacdo e Reflexdo com Deslizamento. Também verificaremos
quais delas séo grupos, abordaremos o conceito de transposicdo didatica, e por fim, traremos
questdes que abordam as isometrias no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e na
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Para obter tais
resultados fizemos um estudo geométrico das isometrias, e também analisamos problemas do
ENEM e da OBMEP que abordam o contetdo.

Palavras-chave — Isometria; Transposicdo didatica; Teoria de Grupos.



ABSTRACT

The objective of this work is to show the isometries in the Euclidean plane, and that some of
them form a group, and how we can analyze and teach, in basic education, through the
didactic transposition of these mathematical concepts, because modern group theory is not
taught at an average level and isometries are barely addressed and/or are only studied
superficially. We will define groups and subgroups, we will know the isometries in the
Euclidean plane, namely, Reflection, Translation, Rotation and Reflection with Gliding. We
will also verify which of them are groups, we will approach the concept of didactic
transposition, and finally, we will bring questions that address isometries in the National High
School Exam (ENEM) and in the Brazilian Public School Mathematics Olympiad (OBMEP).
To obtain such results, we did a geometric study of isometries, and we also analyzed problems
from ENEM and OBMEP that address the content.

Keywords — Isometry; Didactic transposition; Group Theory.
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CAPITULO 1- INTRODUCAO

Na referéncia [1] podemos verificar que a Matemaética que é aprendida e ensinada nos
dias atuais, foi pesquisada em uma ordem bem diferente da apresentada, visto que muito do
que foi feito veio de um trabalho arduo e na busca por resolver problemas. No Brasil o maior
centro de pesquisa em matematica é o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), e que
tem como objetivos, estimular a pesquisa cientifica em Matematica, formar pesquisadores,
difundir e aprimorar a cultura matematica no Brasil. Dentre as diversas areas de pesquisa no
IMPA, podemos citar a Algebra, Anélise e EquacBes Diferenciais Parciais, Computacéo
Gréfica, Dindmica dos Fluidos, Economia Matematica, Geometria Complexa e Folheacbes
Holomorfas, Geometria Diferencial, Geometria Simplética, Otimizacdo, Probabilidade e
Sistemas Dinamicos e Teoria Ergoédica. No Ceard, essas pesquisas também podem ser
encontradas no departamento de matematica na Universidade Federal do Ceara (UFC), que é
um dos precursores, no pais, da pesquisa e ensino de pds-graduacdo nos diversos campos da
Matemaética Pura e Aplicada. Sendo criada em 1965, para promover uma ampla e profunda
disseminacdo do conhecimento matematico na regido. Na UFC as areas de concentracdo sao
Geometria Diferencial, Anélise, Topologia e Singularidades, Combinatdria e Algebra. Nesse
trabalho, buscamos fazer parte, nem que seja de forma infima, do quadro de pesquisas
realizadas no Ceara.

Nas universidades brasileiras, o estudante ingressa no curso de licenciatura em
matematica e busca sair conhecedor da Matematica necessaria a ser ensinada na educacao
bésica, e das praticas que devem ser exercidas, mas sera que isso é suficiente para suprir as
necessidades no ensino de matematica na educacdo basica? Se o discente s6 se limita ao
conhecimento que ele ira expor, lhe fara falta a capacidade de levar aos alunos aos horizontes
insuspeitados da matematica. Citamos a geometria plana, como exemplo, 0 que nesta é
essencial? Como poderiamos a partir desta construir outras geometrias?

Na educacdo bésica adquirimos o conhecimento do plano cartesiano e também o de
isometrias. Constatamos isso no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) onde
encontramos questdes sobre projecdo que remetem ao conhecimento de rotacdo e também de
reflexdo. No ano de 2017 tivemos no caderno azul questédo 144 um bom exemplo de rotagéo, e
também, na segunda aplicacdo do Enem de 2018 verificamos varias isometrias utilizadas,
como rotacao e reflexao.

Nesse trabalho pretendemos especificamente abordar a moderna teoria de grupos e

isometrias, e quais das isometrias no plano podem verificar como sendo grupo. Além disso,
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iremos fornecer material didatico para os docentes utilizarem na educacdo basica,
principalmente no que diz respeito a levar o conhecimento cientifico até sua
adequacao/adaptacdo ao conhecimento escolar, abordando problemas e deixando evidente a
aplicacdo desse conhecimento, e sugerimos solucdes para que o docente possa ter um norte na
hora de sanar duvidas, ou até mesmo, buscar caminhos distintos para resolver 0 mesmo
problema. Assim, queremos ir mais além do conhecimento de isometrias e grupos, visando
melhorar a formagdo do professor de matematica, e para esse momento procuramos
ressignificar o ensino de grupos e expandir as aplicagdes em geometria, de modo que
p0Ssamos associar grupos a isometrias.

Essa dissertacdo tem como objetivo ajudar a conhecer e demonstrar as isometrias do
plano R?, estudar a teoria moderna de grupos e quais das isometrias do Rz podemos
classificar como grupo, e também como o discente pode introduzir esses conhecimento aos
estudantes da educacéo basica, e assim o estudante do curso de licenciatura podera observar
varias estruturas interessantes, a saber: as reflexdes podem ser compostas, e a partir disso
podemos formar grupos, como por exemplo, a translacdo, e como podemos abordar, mesmo
que de forma superficial, essas ideias matematicas na educacao basica.

Iremos estudar isometria a partir de sua definicdo verificada em [2], que pode, de
maneira menos rigorosa, ser visto em [3], que diz que “as isometrias sdo transformacoes
geométricas que preservam as distancias entre pontos e as amplitudes de angulos”. Em [3]
verificamos que uma isometria entre os planos IT e [T’ em R2 é uma fungdo T: IT — IT’ que
preserva distancia. Isto significa que, para quaisquer pontos X, Y € I1, pondo X’ =T(X) e Y’
=T(Y), tem-se que d (X, Y) =d (X’, Y’). Em [2] verificamos distancia no plano como sendo

uma funcdo D: R x R — R, tal que D (u, v) = w, onde u = (X1, y1) € V = (X2, y2). Também

verificamos que podemos calcular d (u, v) = /(x; — )2 + (1 — ¥,)?
Ainda em [3] verificamos que as isometrias no plano séo: a translacdo, rotacao,
reflexdo, e reflexdo com deslizamento. O que nos leva a conhecer tais conceitos um a um,

para gque assim possamos melhor entender o produto final do estudo.

1.1 Transposicao Didatica
Para que o estudante aprenda certo contetdo, é evidente que se faz necessario o0 uso de
“ajustes” na abordagem a ser feita, pois ao apresentar o conhecimento cientifico na sua forma

mais pura encontramos barreiras na aprendizagem, visto que os estudantes ndo possuem a
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base necessaria para isso. Sendo assim, a transposic¢do didatica visa suavizar as barreiras do
“saber sabio” até chegar ao estudante através do “saber ensinado”.

Em [4] podemos verificar que o termo “transposi¢cdo didatica” foi empregado
inicialmente pelo socidlogo Michel Verret em sua tese de doutorado Le temps des études,
publicada em 1975. Ainda em [4], verificamos que didatica “¢ a transmissdo de um saber
adquirido. Transmissdo dos que sabem para oS que ainda ndo sabem. Daqueles que
aprenderam para aqueles que aprendem”, sendo assim, a didatica se desdobra em duas: a
pratica do saber e a pratica da transmiss&o.

Yves Chevallard tem uma grande importancia para essa dissertacdo, pois segundo [4]
ele é do campo do ensino de matematica e leciona no Institut Universitaire de Formation des
Maitres de I’Académie d’Aix-Marseille, onde coordena a pesquisa sobre formacao docente em
matemaética. Ele publicou o livro La Transposition Didactique (1985) que é uma referéncia
marcante para a pesquisa educacional brasileira. Em [4] verificamos que para Chevallard a
terminologia, inicialmente abordada, por Verret “transmissdo” € recusavel, visto que para ele
“Falar de um saber e da sua transmissao, com efeito, é reconduzir a imagem da caixa preta,
aquela da sala de aula onde supfe-se a transmissdo de um suposto saber, onde ndo iremos
olhar e, se formos, veremos primeiro o professor, depois 0s alunos, e quase nunca o saber,
sempre invisivel, como a filosofia medieval, segundo Alain de Libera. De fato, carecemos
cruelmente de conhecimento sobre a vida ‘intima’ dos saberes nas salas de aula: a metafora
substancialista que comporta a pretensa transmissdo do saber explica, em grande parte, esse
desconhecimento.”

Em [4] observamos que o trabalho de Chevallard, que foi atualizado em 1991,
acrescenta estudo de caso, e com isso mostra um exemplo sobre como ocorreu e foi feita a
investigacdo da transposicao didatica, através do conhecimento sobre distancia, ou seja, algo
que serd discutido nessa dissertacdo, sendo assim, essa analise que vem a colabora com o
abordado, no capitulo 3 veremos a definicdo formal sobre distancia, nos capitulos 4 e 5
iremos abordar estratégias didaticas para ensinar tal conceito e ainda verificar situagdes

problemas onde o “saber sabio” sofre a transposi¢do até chegar ao “saber ensinado”.
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Figura 1.1 - Mapa conceitual da teoria da Transposicdo Didatica incluindo o contrato didatico.

(TEORIA DA TRANSPOSICAO DIDAT!CA]

Define como

SABER SABIO denominado—{ O Saber Cientifico produz—{ Ambiente ou comunidade
Cientifica

Através das
NOOSFERA
Transposigdo Didatica i (Professores, pesquisadores,
Externa (TDe) ou Dcnomnnada—(Oruentacbes Curriculares; Referenciais; Parémeuos)‘—“co’ yena especilaistas):
TD stricto sensu Vigildncia Epistemoldgica

se transforma

(Savoir & Ensigner) Livro Didético, apostilas, h
denominado , apostilas, hipertextos SABER ESCOLAR
SABER a ENSINAR (Texto do Saber - Chevallard, 1991) denominado (Savoir écolaire - Henry, 1991)

se transforma

Como o conhecimento : P St ]
SABER ENSINADO 2 » Teoria das Situagdes Didaticas
ou TD lato sensu denominado e :I:':Z:d;gas estudado ( desenvolvida por Brousseau

definido como

Motivacionais
R (Relacdo ao saber do aluno
Contrato Didatico Bdpectos Conhedimento prévio /

Hipoteses acerca do novo saber)

epistemolégicos e afetivos
(Relacdo ao saber do
professor)

T

aspectos

Metodoldgicos
(métodos e técnicas
de ensino)

Fonte: Mello, 2019.

O mapa conceitual representado na figura 1.1 nos traz desde a definicdo da teoria da
Transposicdo Didatica, até os aspectos do contrato didatico, sendo esse ultimo bastante
conhecido, pois engloba a epistemologia, as motivacfes e as metodologias. No escopo do
mapa podemos identificar que através dos parametros e/ou orientagdes curriculares o “saber
sabio” se transforma no “saber ensinado” (com o uso do material didético), ou seja, no saber

escolar e/ou no saber a ser ensinado.

1.2 Escopo do trabalho

Alguns estudos relacionados a isometrias foram identificados no repositério nacional
do PROFMAT, a saber [5], [6] e [7], todas abordam isometrias, algumas com particularidades
incluindo plano de aula e/ou exemplos em questdes OBMEP, mas sem abordagem na teoria
de grupos, e nem intencionalmente introduzindo os conceitos de transposicdo didatica, da
mesma forma, podemos verificar as dissertagdes sobre grupos em [8] e [9], que abordam

teoria de grupos, em particular de simetrias, mas sem mostrar qual isometria seria grupo e
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como ensinar na educacao basica, e por fim, transposicdo didatica é abordada em [10] e [11],
mas ndo define realmente o que seria a transposi¢ao e nem associa a grupos e/ou isometrias.

Considerando as ponderacdes feitas, esse trabalho consegue reunir os conceitos de
grupos, isometrias e transposicdo didatica, fazendo assim uma conexdo entre esses trés
conceitos em um anico trabalho, tornando assim esse trabalho relevante e de contribuicao
para o repositorio PROFMAT.

Por fim, essa pesquisa foi realizada em cinco etapas, na primeira fizemos um estudo
de outras dissertacdes ou artigos, [1], [3] a [11] e [16] que tenha alguma ligacdo com o tema
escolhido, logo temos conhecimento preliminar de outros escritores sobre topicos que
contribuiram para a realizacdo dessa dissertacao.

Na segunda etapa estudamos alguns livros que contribuem para nosso tema [2], [12] e
[13], e assim fechamos o embasamento tedrico do que nos proporcionou a dissertar a respeito,
e obviamente ter uma bagagem de informacdes para escrever e refletir sobre o tema, e assim
construir verdadeiramente uma pesquisa.

Na terceira etapa focamos nas reunides com o orientador, pois j& havia tido reunies
para definir o objeto estudado e as referéncias bibliograficas, entdo pela continuidade fizemos
um fechamento dos dados e da proposta de pesquisa, visando assim termos algo mais
consolidado, e assim orientando e orientador puderam interagir.

A quarta etapa foi a de escrever tudo que foi verificado e refletido sobre a producéo da
dissertagdo, e nesse momento foram tomadas as devidas cautelas, para que ficasse tudo nos
conforme segundo as normas estabelecidas no programa de mestrado PROFMAT.

Na quinta etapa ocorreram 0s Ultimos ajustes e correcfes para que a defesa fosse
tranquila e organizada, visto que ap6s todo o trabalho realizado, esse significa 0 momento de
maior gratificacdo, pois é o termino de uma jornada que iniciou desde o primeiro dia, na

primeira disciplina, e agora se torna realidade.
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CAPITULO 2 - TEORIA DE GRUPOS

2.1 Grupos

Para esse capitulo utilizamos a referéncia [12], onde abordaremos a nogéo de grupos e
suas propriedades. Este conceito, aparentemente pouco geométrico, nos surpreenderd quando
fizermos a conexao com 0s grupos que iremos estudar.

Em [16] verificamos que 0 matematico francés Evariste Galois (1811-1832) foi quem
deu origem a teoria moderna de grupos quando estudou sobre solubilidade por radicais de
equacOes polinomiais, mas foi o britanico Arthur Cayley (1821-1895) que em 1854 inseriu a
definicdo moderna sobre grupos, a saber

Definicéo 1. Um conjunto G ndo vazio munido de uma operac¢do binéria (G, .), tal que

unGxG—-G
(@, b) > ab
€ um grupo se, e sé se, segue as seguintes condi¢oes:
i) A operacdo é associativa, isto € a.(b.c) = (a.b).c, paratodoa,bec e G
ii) Existe um elemento neutro, isto €, existe e € G tal que e.a=a.e = a, paratodo a €
G.

iii) Todo elemento possui 0 seu inverso com relacdo a operacao, isto é, paratodo a €
Gtemosa’ € Gtal quea.a’ =a’.a=e.

Ainda podemos verificar uma quarta condicdo, que nao € obrigatoria para ser grupo, mas

que acrescenta uma classificacdo como grupo comutativo (ou Abeliano)

iv) O grupo serd Abeliano (ou comutativo), se 0s elementos comutam, isto €, a.b =
b.a, paratodo a, b € G.

Observagdes. O elemento neutro € unico, pois supondo que temos dois neutros e,e” € G,

entdo e =e¢.e’ = ¢’, portanto e = ¢’. O elemento inverso também sera unico, pois sejaa € G

e b,b’ € G inversos de a, dai temos que b=b.e =b.(a.b’) = (b.a).b’ =b’, portanto b="b".

Exemplos de Grupos:

1) (Z, +), pois temos valida a associatividade. O elemento neutro sera o 0 e cada
elemento a teremos o - a como inverso. Da mesma forma teremos (Q, +), (R, +) e

(C, +). (obs.: Todos com a soma usual)
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2) (Q_\{0}, .), (R\{0}, .) e (C \{0}, 0) séo grupos multiplicativos Abelianos. As

propriedades acima seguem diretamente da defini¢do de cada conjunto.

3) O Conjunto das Matrizes com entradas reais de ordem n (n>1) invertiveis GLn(R)
munido com a Operagdo Multiplicacdo formam um grupo. Este € um grupo nao
comutativo. Este grupo é denominado grupo linear geral de grau n.

Demonstracdo. Para verificar que € um grupo basta considerar A, B € GLa(R). Logo det A #
0 e det B # 0. Como o det(A.B) = det A.det B # 0, segue que A.B € GLy(R). A
associatividade decorre das propriedades das matrizes e o0 elemento neutro é a matriz

identidade 1. (Como queriamos demonstrar — CQD)

0 1

1 0] obtemos

Observacdo. Este grupo ndo é comutativo, pois tomando A = [(1) _01] eB=

que A.B#B.A
4) O conjunto das funcdes continuas que admite inversa f: R — R, C(R, R) é um

grupo com a operacdo composicdo. O elemento neutro é a funcao f(x) = x,

para todo x pertencente a R.

2.2 Subgrupos

Definicéo 2. Seja (G, .) um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de G
(denotamos H < G) quando utilizando a operacdo de G, o conjunto H ainda € um grupo, isto é,
quando as condicdes seguintes sdo satisfeitas:

i) hi.h2 € H, para todo hy,h, € H

ii) hi.(h2.h3) = (h1.h2).hs para todo hi,hz,hs € H.

iii) Existe en € H tal que en.h = h.en = h, paratodo h € H.

iv) Para todo h € H, existe k € H tal que h.k = k.h = en.
A condig&o ii) é sempre satisfeita, pois essa igualdade € valida para todos os elementos de G e
isso inclui os de H. O elemento neutro de H sera necessariamente 0 mesmo de G, pois
tomando a € H, que esta contido em G, temos que en.a = a, mas dai temos que en.a.a” = a.a
que por fim obtemos que en = e. E por fim, dado h € H, o inverso de h em H ¢
necessariamente igual ao inverso de h em G, pois tomando k como o inverso de h em H,

temos que h.k = k.h = en, logo h.k = k.h = e, portanto k é o inverso de hem G. (CQD)
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Proposicao 1. Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Entdo H é um subgrupo de G se,
e somente se, as duas condic¢des seguintes sdo satisfeitas:

1) hi.h2 € H, para todo hi.hz €H.

2) hleH,paratodoh € H.
Demonstracdo. Suponhamos que H seja um subgrupo de G. A condicdo 1) é satisfeita por
definicdo. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, temos que h possui um inverso em H, mas
como haviamos verificado anteriormente, o inverso em H também sera inverso em G, isto é,
tem que ser necessariamente igual a h, portanto h'* € H. Reciprocamente, suponhamos que
as condicdes 1) e 2) sdo satisfeitas.
Como ja vimos a condicéo ii) é sempre satisfeita, também verificamos que o elemento neutro
e € H, pois tomando h € H, temos pela condicdo 2) que h € H, logo e = h.h’%. Por fim, a

condicdo 2) ja defini a existéncia do elemento inverso. (CQD)

Exemplos de Subgrupos

1) Seja 2Z os multiplos de 2 em Z (2, +) € um subgrupo de (Z, +). De maneira geral
sejan € Z, (nZ, +) é um subgrupo de (Z, +).

2) Se G é um grupo, entdo {e} e G sdo subgrupos de G. (Esses sdo denominados
subgrupos préprios de G)

3) O grupo linear especial SL(R) = {A € GL:,(R); det A = 1} é um subgrupo de GLy(R).
Basta ver que A, B € SLq(R) ,entdo det (A.B) =det A.det B =1, ouseja, AB€

SLn(R). Além disso, AL € SLn(R), pois det(Al) =—— =1.

det (A)
4) O grupo O(n) das matrizes ortogonais, onde A' é a transposta da matriz A. O(n) é um
subgrupo de GLq(R).

2.3 Classes Laterais, subgrupos Normais e Grupos Quocientes

A ideia principal dessa sessdo é conhecer de forma mais especifica 0s grupos
quocientes, dando assim uma maior profundidade sobre a continuidade das pesquisas

modernas sobre grupos e seus elementos.

2.3.1 Relacéo de Equivaléncia
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Definicéo 3. O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado A x B, é o conjunto de
todos os pares ordenados onde o primeiro elemento pertence a A e 0 segundo pertence a B, ou
seja,

AxB={(ab);aeA beB}
Definigdo 4. Uma relagdo R entre conjuntos A e B é um subconjunto do produto cartesiano A
x B. Define-se semelhantemente uma relacéo entre varios conjuntos A, onde i pertence aos
naturais, como subconjunto do produto cartesiano A1 x Az X ... X A,
Uma relacdo €, portanto, um conjunto de n-uplas ordenadas.
Se um par (x, y) pertence a uma relacdo R, denotamos xRy. Podemos também denotar xRy

quando (X, y) € R.

Definicdo 5. Uma relacdo R em um conjunto A €:

» reflexiva se aRa para todo a € A,

* transitiva se aRb e bRc implicam em aRc para todos a, b, ¢ € A,
* simétrica se aRb implica em bRa para todos a, b € A,

* antissimétrica se aRb e bRa implica que a=b.

Definicao 6. Uma relacéo é dita de equivaléncia se é simétrica, reflexiva e transitiva.

Exemplos de relagdes de Equivaléncia:
1) Seja F o conjunto de todas as fungdes de R em R. Defina que fRg se e somente se
existe uma constante c tal que f(x) = g(x) + ¢, para todo x. Entdo R € uma relagdo de
equivaléncia.

* (reflexiva): f(x) = f(x) + 0.

* (simétrica) se f(x) = g(x) + ¢, entdo g(x) = f(x) + (—¢).

* (transitiva) se f(x) = g(x) + c1 e g(x) = h(x) + c2, entdo f(x) = h(x) + c2 + C1.
2) Dados a, b e m € Z dizemos que a ¢ congruente (=) a b modulo m, se ¢ s6 se, m
divide b menos a (a menos b). A congruéncia modulo m, com m pertencente aos
inteiros, € uma relacdo de equivaléncia. Para todo a, b, ¢, m € Z.

* (reflexiva): trivialmente, a = a mod m, Se e sO, m|(a —a = 0), pois todo nimero divide 0.

* (simétrica) se a =b (mod m), b = a (mod m), ora, se m|(a — b), que equivale a m| - (b — a),

dai m| (b —a)

* (transitiva) se m|(a — b), e m|(b — ¢), entdo m|[(a — b) + (b — ¢)], e claramente m|(a — ¢).
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2.3.2 Classes Laterais

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Sobre G, defina a relacdo de equivaléncia ~ da
maneira seguinte:
y ~X <« 3 heHtalquey = xh.
* (reflexiva) x ~ x, pois basta tomar o elemento neutro he, dai temos que X = xhe
* (simétrica) y ~ X e X ~ y, pois y = xh <> yh't = x, portanto x = yh’, onde h’ € H

* (transitiva) y ~ X ¢ X ~ z temos que y = xh e x = zKk, dai y = zkh portanto y ~ z.

Definicéo 7. A classe de equivaléncia que contém x é o conjunto {y e G\y ~x}={xh\h €
H}; denotaremos esse conjunto por xH e o chamaremos de classe lateral a esquerda de H em
G que contém x. Analogamente podemos definir a classe a direita de H, dai teremos que y ~ x
< 3 h e Htal quey = hx, ou seja, a classe lateral a direita de H em G, que seria Hx = {hx \ h
€ H}.

Proposicdo 2. Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade de H.
Demonstracéo. Basta utiliza a fungdo f: H — xH, onde h — xh, como para cada h € H

teremos um Unico xh € xH, essa funcéo é biunivoca. (CQD)

2.3.3 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Queremos ver se a operacdo de G induz de
maneira natural uma operacao sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, isto
¢, se a operacdo (xH, yH) — xyH ¢ bem definida, no sentido de ndo depender da escolha dos
representantes x e y.
Demonstragdo. Dados X, y € G e h,k € H arbitrarios, entdo x e xh s&o representantes da
mesma classe xH e, y e yk sdo representantes da mesma classe yH. Assim, a operagéo
induzida sobre as classes laterais a esquerda é bem definida se e s6 se
xyH = xhykH, para todo x,y € G e para todo h,k € H;

logo, se e so se,

yIxxyH = yIxxhykH, ou seja, H = y'hyH, paratodo y € G e para todo h € H,
e, portanto, se e so se ghg™* € H, paratodo g € G, e para todo h € H (CQD)
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Proposicao 3. Seja H um subgrupo de um grupo G. As afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
i) A operagdo induzida sobre as classes laterais a esquerda de H em G é bem definida.
i) gHg* C H, paratodog € G.
iii) gHg'=H,paratodog € G.
Iv) gH =Hg, paratodo g € G.
Demonstracao.
1) < ii) foi feito anteriormente.
iii) < iv) gHg?=H < gH g'g=Hg < gH = Hg.
iii) < ii) é imediato, pois se gH g* = H, entdo gHg* C H. Para demonstrar a volta
Suponhamos que gHg™ C H, para todo g € G; queremos mostrar que H C gHg™* para todo g
€ G. sejam entdo h € He g € G; temos h = g(g*hg)g™ € g(g*Hg)g™ C gHg™. (CQD)

Defini¢éo 8. Um subgrupo H é um subgrupo normal de G (escrevemos H « G) se ele satisfaz
as afirmacgdes equivalentes da proposicdo anterior. Neste caso, as classes laterais a esquerda
de H sdo iguais as classes laterais a direita de H; vamos chama-las apenas de classes laterais
de H.

Definigdo 9. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes
laterais, com a operacdo induzida de G, é chamado de grupo quociente de G por H; ele sera
denotado por G/H.

Exemplos. Z12/ H onde os elementos desse novo grupo séo definidos como sendo as classes

laterais, ou seja, Z12={0, 1, ..., 11} e H = {0, 3, 6, 9}, teremos:

Ziol Zo={0+HT+H. .. T1+H}={H {1,%,7 10}, {2,5,8 T1}} ={H, T+ H, 2 + H},

onde n significa a classe representante dos restos da diviséo por 12.

Exemplo. Seja G = {1, i, -1, -i} e H = {1, -1}, temos que (G, . ) ¢ um grupo ¢ que H « G,
como XH = Hx, entdo H é um subgrupo normal, e portanto podemos fazer o quociente de G
por H. Os elementos desse conjunto G/H = {xH / x € G}, ou seja, G/H = {1.H, i.H, -1.H, -

i.H} = {1.H, i.H} (onde i é a unidade imaginaria dos complexos).
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CAPITULO 3-ISOMETRIAS NO PLANO

Nesse capitulo abordaremos desde definicdo de métrica a de isometria no plano
euclidiano, utilizando [2] como referéncia, e buscando formalizar o conhecimento cientifico
na formacao do docente. Iremos formalizar o conceito de métrica e quais propriedades devem

ser obedecidas, e daremos 0 exemplo da métrica usual no R2.

3.1 Métrica

Em Matematica, a métrica generaliza o conceito de distancia e torna mais preciso o
que ¢ “medir”, ou seja, nos diz como generalizamos o conceito de distdncia em um conjunto
qualquer, espaco e/ou superficie, como é feito logo em seguida.
Definicdo 10. Uma métrica sobre um conjunto Il ndo vazio é uma aplicacdo

d:MxMN->R

verificando, para quaisquer X, y, z € 1, as seguintes propriedades:

i) d (X, y) = 0. (é positivamente definida)

i) d (x, y) =0 se e somente se x =Y. (é nula apenas em pontos coincidentes)

i) d (x,y) =d (y, x). (é simétrica)

iv)d (x,z)<d (x,y) +d(y, 2). (Obedece a Desigualdade Triangular)
Exemplo: A métrica candnica no R? ¢é a fungéo

d:Rz2— R
d(A,B)=z;AB€EeR?ez€ER

Sendo A = (a, b) e B = (c, d) temos que

d(A, B) =/(c — a)? + (d — b)?

Demonstracgao. i), ii) e iii) sdo imediatos. Supondo X = (a,b), Y = (c,d) e Z = (e,f), temos que
d2(X,Y)=(a—-c)?+ (b—d)? dai, d(Y,Z2) = (c—e)2+ (d - )3, ed’(X,Z2) =(a—e)?+ (b1
Logo, d2(X,Y) + d3(Y,Z) =(a—c)®>+ (b—d)2+ (c—e)2+ (d—f)2=a?—2ac+c®>+b?>—2bd +
d? +c? - 2ce + €® + d? — 2df + 2 > ¢® — 2ce + e® + b? — 2bf + 2 = d2(X,Z), entdo d(X,Y) +
d(Y,Z2) > d(X,Z). (CQD)

3.2 Isometrias no Plano
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As isometrias no plano cartesiano sdo conceitos abordados, em algum nivel, no Ensino
Fundamental, mas aqui iremos formalizar cada uma delas. E as utilizaremos para fazer o
“link” entre o plano cartesiano e os problemas encontrados no cotidiano, e assim mostrar ao
final dessa dissertacdo como sdo e quais sao 0s contextos aplicdveis utilizando isométricas ao

plano. Em [2] verificamos que

Definigdo 11. Uma isometria no plano é uma funcdo T: R>— RR2 que preserva distancia, ou
seja, para quaisquer pontos X, Y € R? com T(X) = X’ ¢ T(Y) = Y’, tem-se que d(X, Y) =
dX’,Y’)

Proposicao 4. Toda isometria leva reta em reta.

Demonstracdo. Seja r contida no R? uma reta. Tomemos dois pontos distintos A e B em r,
temos que T(A) = A’ e T(B) = B’ e iremos chamar de r’ a reta que passa pelos pontos A’ ¢ B’.
Dado qualquer ponto X € r, um dos trés pontos A, B ou X esté entre o0s outros dois. Suponha
sem perda de generalidade que seja B, dai temos que AX = AB + BX, como T(X) = X’ temos
que A’X’ = A’B’ + B’X’, portanto o ponto B’ est4 entre os pontos A’ e X, portanto A’, B’ e
X’ sdo colineares, logo se X € 1, entdo X’ € r’. Portanto para todo ponto X pertencente a reta

r, obtemos X’ pertencente a r’, assim, temos uma isometria entre r e r’. (CQD)

Definicdo 12. Dada & funcdo T: R? — R?, dizemos que A é um ponto fixo de T se T(A) = A.

Definicédo 13. A reflexdo R em torno de umaretar: y = ax, a € R*, € uma funcdo R;: R? — R?
assim definida, Ri«(x,y) = (x’,y’), tal que a distancia d(X,r) = d(Y,r) e a reta r é perpendicular a
reta formada por X e Y.

Figura 3.1 — Reflexdo em torno da reta r.

¥

Fonte: Arquivo proprio
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Daremos um significado mais algébrico a defini¢do. Sejam x’ e y’ como na figura 3.1,

podemos observar que o ponto médio do segmento XY estd contido na reta r, e tem como

xX+x1 y+yr
2 ' 2

coordenadas Xm = ( ), logo temos que

y Ty =a(x+x’)

y-y _ -1
x'—x '

A inclinacdo da reta XY é i’:—z: como essa reta € perpendicular a reta r, temos que
Dai, temos que
y+y' =alx+x")
-1
r_ - r_
y—y=—G-x

Resolvendo o sistema anterior temos que

,_1—a2 N 2a
et T 11 a2
2a 1—a?

!

y

:1+a2x_1+a2y

Podemos também generalizar reflexdo para aretar: y = ax + b, dai y — b = ax, que se refere a

reta utilizada anteriormente, portanto obteremos no caso mais geral,

,_1—a2 N 2a (& — b)
x—1+a2x 1+a2y

, 2a 1—a?

y x (y —b)

1+ 1+a2

Proposicéo 5. A reflexdo é uma isometria.
Demonstragdo. Dados os pontos X,Y € R? e a reta r, analisaremos dois casos, primeiro com
X e 'Y do mesmo lado da reta, e no segundo em lados opostos. (obs.: R¢(X) = X’ e R(Y) =
Y).

i) Estando X e Y no mesmo semi-plano, tragamos 0s segmentos XA e X’A’, paralelos a
r,com A e A’ no segmento YY’. Os triangulos retangulos XAY e X’A’Y’ tém os catetos com
0 mesmo comprimento, logo com mesma hipotenusa, assim d(X,Y) =d(X’,Y").

Figura 3.2 — Caso | de isometria de reflexéo

Y

A

X! A’,
]YI

Fonte: Arquivo proprio

A
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i) Estando X e Y em semi-planos opostos, sejam A e B os pontos de intersecdo de XY e
XX’ com a reta r. Os tridngulos retdngulos ABX e ABX’, tem o mesmo cateto AB, e como
d(B,X) = d(B,X’), entdo suas hipotenusas t€m o mesmo comprimento, ou seja, AX = AX’.
Analogamente, d(A,Y) = d(A,Y’). Assim os tridngulos AXX’ e AYY’ sdo isosceles, portanto,
suas medianas sdo bissetrizes, ou ainda, XAB = X’AB e¢ Y’AC = YAC (sendo C o ponto de
encontro entre r ¢ YY?). Por outro lado, XAB = YAC, pois sdo opostos pelo vértice. Entdo
XAB + X’AB = Y’AC + YAC. Como Y’AC + YAC ¢ o suplemento de XAY’, segue-se que
XAB + X’AB também é, logo X’, A e Y’ sdo colineares. Portanto, XY’ = X’A + AY’ = XA
+ AY = XY (CQD)

Figura 3.3 — Caso Il de isometria de reflex&o

Y:

Y

Fonte: Arquivo proprio

Definicdo 14. A translacdo Tv: R* — R?, determinada pelo vetor v ndo nulo, é a
transformacéo que leva cada ponto P do plano no ponto Tv(P) = P + v, ou seja, dados o ponto
P = (x,y) e o vetor AB = (0, ), a translagdo de Tv(P) =P’, onde P’ = (x,y’) = (x + o, y + B).

Também podemos verificar que a translacdo é a composicdo de duas reflexdes em torno de

duas retas r e 1’ paralelas, ou seja,r:y=axer’:ax +b
1-a? 2a 2a 1-a? _  ,1-a? (1-a? 2a 2a 2a 1-a?
R (1+a2 x+ waz? et T i y) - (1+a2 ' (1+a2 x+ 1+a? y) + 1+a? ((1+a2 X e y) B b)’
2a (1—a2x n 2a )_ 1-a? ( 2a y— 1-a? ) _p)a b) _ (X 2ab + 1-a? b) _ (X ta
1+a? " \1+a? a2 1+a? \ \1+a* 1raz) 1+a?’ y 14+a?’ Y

).




25

Figura 3.4 — Translacao.

A X
.
a
<
. Y AB
X
N
7
Y

Fonte: Arquivo proprio

Proposicao 6. As translagbes T formam um grupo.
Utilizaremos v = (o, B), u = (a1, B1) e w = (02, B2).
i) E fechado.
Demonstracdo. TvoTu(x,y) = Tv(Tu(x, y)) = Tv(x + a1, y + f1) = (X + a + az, y + B + B1) que
pertencea T.
i) O elemento neutro I ¢ a identidade, pois [ o Tu(x, y)=Ix+a,y+pB)=x+a,y+
B) =Tu(xy)
iii) E associativo, pela associatividade de funcdes.
iv)  Todos tém inverso, pois Ty © T-(X, ¥) = Tu(Tu(X, ¥)) = Tu(x + a*, y + B*) = (x + a
+ a*,y + B + B*). Portanto, se a* =- a e p* =- B, entdo Tv o T-u(X, y) = I(X,y)
V) Comutativo. TvoTu(X,y) = TW(Tu(X,y)) = Tux t o, y + ) =x ta+ o,y + B+
B1) = Tu(x + a, y +B) = Tu(Tu(X, ¥)) = Tu © Tu(X,y).

Proposicao 7. Toda translagdo € uma isometria.

Demonstragdo. Basta tomarmos dois pontos arbitrarios X e Y € R? e suas imagens Tv(X) =

X’ e TWY) = Y’. Dai temos que d(X, Y) = +/(x; — x,)% + (y; — ¥,)?, fazendo o mesmo
passo com relacdo a X’ e Y’ obtemos, d(x, Y’) =

VI + @) = (e + @ + [+ B) — (72 + B)I?, portanto d(X,Y) = d(X’,Y"). (CQD)
Observagéo. A translagdo ndo possui pontos fixos. Salvo a fungéo I(x,y).

Definic&o 15. Sejam O um ponto tomado no plano R? e a = AOB um angulo de vértice O. A

rotagdo de angulo o em torno do ponto O ¢ a fungdo po,«. R> — R? tal que, po.«(O) = O e,
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para todo X # O em R?, po«(X) =X’ é o ponto do plano R2 tal que d(X,0) = d(X’,0), XOX’
= o, e 0 sentido de rotacdo de A para B é o mesmo de X para X’.

Também podemos verificar que a rotagdo ¢ a composic¢ao da reflexdo em torno daretar e r’,
tal que r e r’ sdo retas concorrentes.

A condicdo XOX’ = a significa, em termos geométricos, que se tomarmos os pontos A ¢ B

tais que AO = OB = OX = 0X’ entdo AB = XX".

Figura 3.5 — Rotacao de angulo a.

ANY

Fonte: Arquivo proprio

A exigéncia de que o sentido de rotagdo de X para X’ seja 0 mesmo que o sentido de A para B
¢ bem clara intuitivamente e pode ser formulada em termos precisos dizendo-se que 0s
angulos BOX e AOX’ tém a mesma bissetriz. Ainda podemos ter a rotagio de centro O’ =

(a,b) e 0 angulo a transformando o ponto P = (x,y) no ponto P’ = (x’,y’) tal que
x"\ _ 7 cosa senay x—a
(y’) - (—sena cosa)'(y - b)

Proposicao 8. Toda rotacdo € uma isometria.
Demonstrac&o. Dados os pontos X, Y € R?, diferentes de O, e sejam X’ e Y’ suas imagens

pela rotacdo poa ou seja, pouX) = X e pooY) = Y. Temos que, d(X)Y) =

\/(X,— xn)z + (yr_ yu)z e que ’

40X Y™ = {{(x" —a).cosa — (y' — b).sena] — [(x"" — a).cosa — (y"" — b).sena]}?* +
(XY= {[(x" —a).sena — (y' — b).cosa]? — [(x"" — a).sena — (y"" — b).cosa]}?

fazendo as contas, iremos obter que d(X, Y)=d(X’,Y”), como queriamos demonstrar.

Observagéo: A rotagdo possui o ponto O como ponto fixo, por definicdo.



27

Observacdo: Também podemos demonstrar utilizando a geometria sintética®, pois dados os
pontos X, Y € R? diferentes de O, sejam X’ ¢ Y’ suas imagens pela rotagdo po,,, OU S€ja,
p0.u(X) =X’ e poa(Y) =Y’ como angulos X’0OY e XOY’ tém a mesma bissetriz, segue-se que
XOY = X’0Y’. Sendo OX = OX’ ¢ OY = OY’, concluimos que os tridngulos XOY X’OY’
sdo congruentes pelo caso LAL. Portanto, X’Y’ = XY, ou seja, po,. € Uma isometria, tendo O
como ponto fixo.

Figura 3.6 — Rotacdo como Isometria.

Fonte: Arquivo proprio

Definicdo 16. Sejam v um vetor ndo nulo e r uma reta no plano R2. A reflexdo com
deslizamento D, determinada pelo vetor v e pela retar, é a funcdo D: R2 — R2, obtida fazendo
a translacao Ty e a reflexdo R:.

Observacdo.: Assim como na translacdo, a reflexdo com deslizamento também nao possuli
ponto fixo. Exceto na identidade |I. Também podemos verificar que a reflexdo com
deslizamento D transforma o ponto arbitrario D = (x,y) no ponto D’, tal que D(x, y) = Tv 0
Rr(X, y) = Rr 0 Tu(X, Y).

Figura 3.7 — Reflexdo com Deslizamento.
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Fonte: Arquivo proprio

! Geometria sintética, aquela na qual as figuras se estudam em si mesmas sem intervencdo alguma de
formulas, enquanto que na analitica essas se aplicam constantemente mediante o uso dos sistemas
coordenados. Na realidade, a diferenca entre ambas espécies de Geometria é puramente qualitativa: segundo
que predominem as formulas ou as figuras, se tem uma ou outra Geometria, ja que uma Geometria Analitica
ndo pode, sem perder seu nome, prescindir em absoluto da representacdo geométrica, nem pelo contrario, a
Geometria Sintética pode ir muito além sem expressar de um modo preciso, com férmulas adequadas, seus
resultados. (KLEIN, 1927)
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Proposicéo 9. A reflexdo com deslizamento D é um grupo.
i) E fechado, pois (Rr0 Tv) 0 (Rr 0 TW)(X, y¥) = (Rr0 Tv) 0 (Tu 0 Rr)(X, y) =Rr0 (Tv 0
T)OoRrX Y)=Rr0(TOR:)(X,Y)=Rro(Rr0T)=(RroRr)0T=R0S€D
i) O elemento neutro | é a identidade, pois | o D(x,y) =T o( Rr 0 Tu(X, ¥)) = (I o Ry)
0 Tu(X, y) = Tv 0 Ri(X, y).
i) E associativo, pois toda composicao de fungio é.
iv) Todos tém inverso, pois D1 o D= (Tyv o Ry) o (T o R) = (Tv) o (Rr o Ty’) 0
(Re)=(TvoTy)o(RroRp)=TioRi=Dj,onder’=rev’ =-v.
V) E Comutativo, pois D1 0 D2= (Ty o Ry) o (Ty' o Ry) = (T 0 Rr) o (Ty o Ry) = D2
o D1
Proposicao 10. A reflexdo com deslizamento é uma isometria.
Demonstracdo. A reflexdo com deslizamento é a composicédo de duas isometrias, logo € uma
isometria.
Jé& verificamos as isometrias no plano IR2, mas poderia haver outras, e para ndo ficar ddvidas

temos a proposicéo a seguir.

Proposicdo 11. Existem apenas quatro tipos de isometrias T: R? — R2 no plano Rz
translacdo, rotacao, reflexdo e reflexdo com deslizamento.

Demonstracdo. Seja T: R* — R2 uma isometria diferente da identidade. Existe um ponto A €
R? tal que T(A) = A’ # A. Seja T(A’) = A”’. Como T ¢ uma isometria fica evidente que
d(A’,A’’)=d(A,A’) > 0. Assim, ha trés casos a considerar.

Primeiro caso: A, A’ e A’’ sdo ndo colineares.

Figura 3.8 — Casos ndo colineares dos pontos A, A’ e A”’.

Fonte: Arquivo proprio
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A imagem do tridangulo AA’A’’ pela isometria T ¢ um triangulo que tem A’ ¢ A’ como
vértices. Como os lados desse tridngulo tém medidas iguais as dos lados AA’A’’, existem
duas posic¢des possiveis, B1 e Bz, para o seu terceiro vértice, conforme ele e 0 ponto A estejam
ou nao do mesmo lado da reta A’A”’.

Na primeira hipétese, o ponto B: = T(A’’) forma com A, A’ ¢ A”’ a poligonal convexa
AA’A’’By1, na qual os lados tém a mesma medida e os angulos A’ e A** sdo iguais, logo ela
pode ser inscrita huma circunferéncia de raio AO, cujo centro O é o ponto de encontro das
mediatrizes dos segmentos AA’, A’A’’ ¢ A’’B1, donde O’ = O. Assim, se considerarmos a
rotagdo p de centro O e angulo AOA’, teremos p(A) = A’ = T(A), p(A”’) = A = T(A") e
p(A”’)=B1=T(A”). Segue-se entdo que T é uma rotag&o.

Figura 3.9 — Primeiro caso néo colinear.

Fonte: Arquivo préprio

Na segunda hipdtese temos em paralelogramo no qual AA’ e A’’B2 sdo lados opostos e A’A”’

é uma diagonal.

Figura 3.10 — Segundo caso ndo colinear.

Fonte: Arquivo proprio

Segue-se que o0s pontos médios M, P e N desses trés segmentos estdo sobre uma reta r. Se

considerarmos a isometria S = Tmn 0 Ry, composta da translagdo Tmn com a reflexdo em torno
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de r, vermos que S e T coincidem nos pontos nao colineares A, A’ ¢ A’’, logo T = S.
Concluimos entdo que T é uma reflexdo com deslizamento. Finalizando o primeiro caso.
Segundo Caso: A, A’ e A’’ sdo pontos distintos e colineares.

Como AA’ = A’A’’, vemos que A’ é o ponto médio do segmento AA’’. A reta r, que contém
os trés pontos dados, € transformada em si mesma pela isometria T. Além disso, T coincide,
nos pontos A e A’ com a transla¢ao Ty, onde r = AA". Segue-se que, em todos os pontos de r,

T coincide com esta translagdo. Consideremos um ponto B fora dessa reta r.

Figura 3.11 — Casos colineares dos pontos A, A’ e A”’.

B B:

B:

Fonte: Arquivo préprio

O tridngulo AA’B ¢ transformado pela isometria T em outro tridngulo que tem A’ e A’> como
vértices e lados com as mesmas medidas que os de AA’B. Existem duas possibilidades, B1 e
B>, para o terceiro vértice desse triangulo, conforme ele e B estejam do mesmo lado ou em
lados opostos da reta r.

Na primeira hipotese, AB e A’Bi1 sdo lados opostos de um paralelogramo, logo considerando
a translacdo Taa’: R> — RR?, vemos que ela coincide com a isometria T nos pontos nao
colineares A, A’ e B. Segue-se que T = Taa’, portanto T ¢ uma translagao.

Na segunda hipotese, como o ponto Bz é simétrico de B1 em relacdo a reta r, considerando a
reflexdo com deslizamento S = Taa' 0 Rr: R? — R?, vemos que S(A) = T(A) = A, S(A’) =
T(A’) = A” ¢ S(B) = T(B) = B2, logo S = T. Assim é uma reflexdo com deslizamento.
Finalizando o segundo caso.

Terceiro Caso: A’ = A. Nesse caso, a isometria T transforma o segmento de reta AA’ em si
mesmo, logo T(M) = M se M € o ponto médio de AA’. A mediatriz ‘s’ desse segmento ¢

entdo transformada em si mesma por T.
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Figura 3.12 — Hipoteses de A’ = A.

A MAI T

Fonte: Arquivo proprio

Seja B um ponto dessa mediatriz, diferente de M. Ha duas possiblidades, ou T(B) = B ou T(B)
= B’, ponto simétrico de B relativamente a reta r = AA’. Na primeira hipdtese, T coincide
com a reflexdo Rs: R* — R? nos pontos A, A’ ¢ B, logo T = Rs. Na segunda hipétese, T
coincide com a rotagdo p: IT — IT em torno do ponto M, com angulo de 180°, nos pontos nao

colineares A, B ¢ M, logo T = p. (CQD)
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CAPITULO 4-PROBLEMAS ENVOLVENDO GRUPOS E ISOMETRIAS

Nesse capitulo vamos analisar problemas envolvendo grupo e principalmente as isometrias e
como podemos lecionar através desses problemas, ou seja, antes de aplicar as definigdes mais
formais, como podemos construir a no¢cdo mais basica sobre o conteudo, tornando assim o
“saber ensinado” mais intuitivo e aos poucos ir introduzindo o “saber sabio” aos estudantes,

que devem conseguir acompanhar e até mesmo descrever melhor cada objeto estudado.

4.1 Grupo Aditivo

Ao estudarmos o conjunto dos nimeros naturais, 0s estudantes chegam no ensino
médio ja& tendo a nocdo sobre os algarismos, mas podemos ir além do algoritmo aprendido,
pois podemos aprofundar um pouco mais o conceito sobre grupos utilizando esse
conhecimento prévio.

No material estruturado organizado pela equipe do projeto Cientista Chefe, que faz
parte de uma iniciativa do governo do estado do Ceara, através da secretaria de educacdo,
observamos uma breve abordagem sobre os nimeros inteiros, onde conceitos como simétrico,
neutro, valor absoluto, dentre outros sdo expostos.

Inicialmente podemos abordar a ideia basica que somar dois nimeros inteiros resulta
como sendo um ndmero inteiro, e tendo como principal ferramenta para ensinar sobre o grupo
aditivo no conjunto dos inteiros pode utilizar a reta numérica, marcando apenas o valor
discreto que ela contém, conforme a figura 4.1, dai, fica bem visual o comportamento da
operacdo soma, pois podemos observar que para cada valor positivo, temos um simétrico
negativo, que ao somarmos obtemos o valor nulo (0), ou seja, para qualquer n inteiro,

obtemos k, tal que n + k = 0, ou melhor ainda, n + (-n) = 0.

Figura 4.1 — Pontos na Reta.

= | e
GA-7TH-54-3-2-1 012 3456789

Fonte: Arquivo proprio



33

Assim o estudante pode perceber que ao juntar um numero com 0 Seu Simétrico
obtemos o valor nulo, e isso sempre ocorre. E para finalizar, eles podem utilizar quaisquer trés
inteiros e a ordem de soma ndo fard diferenca, assim podemos finalizar afirmando que
chamamos esse conjunto com essa operacdo tendo essas caracteristicas de grupo.

Esse exercicio abordado anteriormente faz com que o estudante comece a perceber
mais a natureza dos conjuntos e operacfes e menos o algoritmo metddico. Podemos agora,
pedir ao estudante, como exercicio individual, que cada um tente utilizar a operacao produto e
verifica se encontramos as mesmas caracteristicas no conjunto dos inteiros, e por fim, pedir
para eles, depois de verificar que ndo funciona produto nos inteiros, facam a mesma coisa

utilizando os niimeros racionais.

4.2 Problemas Envolvendo Isometrias

4.2.1 ENEM

No ano de 2017 o ENEM nos trouxe uma questdo que tratava basicamente do conhecimento
de rotacdo, pois tendo um ponto fixo B deveriamos girar um quadro de tal forma que ele
voltasse a sua posicao original, vejamos a questao:

(ENEM 2017 — Questdo 147 caderno amarelo)

A imagem apresentada na figura € uma cdpia em preto e branco da tela quadrada intitulada O
peixe, de Marcos Pinto, que foi colocada em uma parede para exposicdo e fixada nos pontos
AeB.

Por um problema na fixacdo de um dos pontos, a tela se desprendeu, girando rente a parede.
Apbs o giro, ela ficou posicionada como ilustrado na figura, formando um angulo de 45° com

a linha do horizonte.

Am
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Para recolocar a tela na sua posicéo original, deve-se gira-la, rente a parede, no menor angulo
possivel inferior a 360°.

A forma de recolocar a tela a posicao original, obedecendo ao que foi estabelecido, é girando-
aem um angulo de

A) 90° no sentido horario

B) 135° no sentido horério

C) 180° no sentido anti-horario

D) 270° no sentido anti-horario

E) 315° no sentido horario

Ao analisarmos o quadro antes de soltar o prego, vemos que se houvesse uma rotacéo inicial
de 90° teriamos, figura abaixo,
Figura 4.2 — Rotacao de 90° no sentido anti-horério.

ie

Fonte: Arquivo proprio

E por fim, basta fazer mais uma rotagéo de 45°, entdo teremos no final uma rotacdo de 135° no
sentido anti-horario, portanto para voltar a posicao original basta fazer a mesma rotacao de

135° no sentido horario, logo devemos marcar como correto o item B).

(ENEM 2018 Reaplicacdo PPL — Questdo 175 caderno amarelo)
Isometria € uma transformacéo geomeétrica que, aplicada a uma figura, mantém as distancias

entre pontos. Duas das transformacgdes isométricas sdo a reflexdo e a rotagdo. A reflexdo
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ocorre por meio de uma reta chamada eixo. Esse eixo funciona como um espelho, a imagem
refletida € o resultado da transformacdo. A rotagdo ¢ o “giro” de uma figura ao redor de um
ponto chamado centro de rotacdo. A figura sofreu cinco transformagdes isométricas, nessa
ordem:

¥y

1%) Reflexao no eixo Xx;

2%) Rotacdo de 90 graus no sentido anti-horario, com centro de rotacdo no ponto A;
3% Reflexdo no eixo y;

4%) Rotacdo de 45 graus no sentido horario, com centro de rotagdo no ponto A,

5%) Reflexd@o no eixo Xx;

Disponivel em: www.pucsp.br. Acesso em: 2 ago. 2012

Qual a posic¢éo final da figura?

A) B) C) D) E)
4 b
J 4 O
v 's
Analisaremos as instru¢fes dadas uma a uma.

1%) Reflex&o no eixo Xx.

Figura 4.3 — Reflexdo no eixo x — parte |

¥y

Fonte: Arquivo proprio

2%) Rotacéo de 90 graus no sentido anti-horario, com centro de rotacdo no ponto A.
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Figura 4.4 — Rotacdo de 90 graus no sentido anti-horério.
l.rll.

N,
<3

Fonte: Arquivo proprio

3% Reflexdo no eixo y;

Figura 4.5 — Reflexdo no eixo y.
l.I-II.

e

Fonte: Arquivo préprio

4%) Rotacdo de 45 graus no sentido horario, com centro de rotacdo no ponto A.

Figura 4.6 — Rotacao de 45 graus no sentido horario.

yﬂ

) -
-

iy

Fonte: Arquivo proprio

5% Reflexdo no eixo x.
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Figura 4.7 — Reflexdo no eixo x — parte Il
IFJI.

—1 ,
U '

Fonte: Arquivo proprio

Portanto, depois da analisarmos cada uma das instrucdes, temos entdo como resposta o item
C.

4.2.2 OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP teve sua primeira
edicdo em 2005 visando estimular talentos na matematica nas escolas publicas do Brasil, séo
estudantes do 6° ano do ensino fundamental até o 3° ano do ensino médio. A olimpiada possui
duas fases, sendo a primeira fase voltada para selecdo local onde cada escola seleciona seus
candidatos representantes, ja na segunda fase os selecionados resolvem seis questdes abertas
de acordo com cada nivel, que sdo no total de trés, no nivel 1 temos alunos do 6° e 7° ano do
ensino fundamental, no nivel 2 sdo alunos do 8° e 9° ano, e por fim, no nivel 3 sdo alunos do
ensino médio.

Nesse capitulo, vamos apresentar e discutir problemas OBMEP que utilizam o0s

conhecimentos abordados.

OBMEP 2019 — Questdo 01. A Figura 1 é uma planificacdo de um cubo. Fazendo as dobras

necessarias e colando as arestas soltas, obtemos o cubo da Figura 2.
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®
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1
Fngra 2

A

a) Em uma outra vista do mesmo cubo, mostrada abaixo, esta faltando o desenho na face da

@ | <

Figura 1

VRO
|

frente. Faca esse desenho.

-

/

Solucao: Verifique que o circulo vazado estd marcado na face superior e que o triangulo com
base paralela a aresta esta na frente e se deslocou para a direita, isso significa que houve uma
rotacdo no sentido anti-horario com relagéo as faces laterais, portanto:

Figura 4.8 — Rotag&o no sentido anti-horario

— >
. /
<

Fonte: Arquivo proprio
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b) Abaixo temos outras duas vistas do mesmo cubo, cada uma com a face da frente sem

desenho. Faca os desenhos que faltam nessas faces.

Solucdo para figura 4.13: Nesse caso basta fazer a rotacdo de 90°, ou seja, fazer o giro uma
Unica vez trazendo a bola pintada que estava na face de tras para a parte superior e depois
fazer uma reflexdo lateral, levando o quadrado vazado da esquerda para a direita, sendo assim

a face da frente fica com triangulo pintado apontando para a face superior.

Figura 4.9 — Rotagdo em dois eixos.

- -~

Fonte: Arquivo proprio

Solucdo para segunda figura: Nesse caso basta fazer a rotagéo e trazer o circulo pintado para a

parte superior, e assim o circulo vazado fica na frente do cubo.
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Figura 4.10 — Rotagdo Simples.

=, /-

Fonte: Arquivo proprio

c) Abaixo temos outra planificacdo do mesmo cubo. Faca, nessa planificacdo, os desenhos

que estéo faltando.

Solucéo: Posicionando a figura original, tal que a bola pintada fique a esquerda e o quadrado
vazado fique na parte de tras, obtemos a figura a baixo

Figura 4.11 — Planificag&o.

inferior direta

frente superior

Fonte: Arquivo proprio
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Agora basta verificar quem fica oposto a bola pintada e quem fica oposto ao quadrado vazado,

e por fim para onde cada triangulo aponta, portanto obtemos,

Figura 4.12 — Planificagdo com Figuras Laterais.

O/
_IN4

Fonte: Arquivo proprio

OBMEP 2016 — Questdo 09. Jodozinho fez duas dobras em uma folha de papel quadrada
ambas passando pelo centro da folha como indicado na figura 1 e na figura 2. Depois ele fez

um furo na folha dobrada, como indica na figura 3.

> \ 5
\ ¢ \ /
\ {
N/ \\"
\ \
Figura 1 Figura 2 Faura 3

Qual das figuras abaixo representa a folha desdobrada?

A) ~O B) al C) “

o[ © 5] &
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Solucdo: Jodozinho fez duas dobras na folha conforme indicado na abaixo.

Figura 4.13 — Cortes Diagonais.

Fonte: Arquivo proprio
Ao verificarmos a Figura 4.21, podemos notar que o buraco é feito na parte inferior na direita
do papel, logo ao desdobrarmos esse buraco reflete no superior esquerdo, e ao desdobramos
novamente, os buracos ficam a direita e a esquerda da linha diagonal da esquerda para a
direita, tanto na parte inferior como superior, isso utilizando do conceito de reflexao.

Figura 4.14 — Furos Simétricos.

Fonte: Arquivo proprio

Portanto, o item correto é 0 A).
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OBMEP 2012 — Questdo 12. O retangulo abaixo que foi recortado de uma folha de papel
quadriculado mede 4 centimetros de largura por 5 centimetros de altura. Qual é a area da

regido cinzenta?

A) 10 cm? B)1lcm? C)12,5cm? D) 13 cm? E) 14, 5 cm?
Resolucdo: Usando reflexdes e translacdes, figura abaixo, podemos reduzir o problema a
verificar apenas que a area hachurada é a metade da area do retangulo, portanto A = 10 cm?.

Figura 4.15 — Simetria de Areas.

Fonte: Arquivo proprio
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CAPITULO 5 - PLANOS DE AULAS PARA O ENSINO DE GRUPOS E
ISOMETRIAS

Neste capitulo fazemos sugestfes de planos de aula, sendo dividido em grupos e isometrias,
buscando organizar as aulas e a sequéncia didatica que acreditamos ser a adequada, nessa
perspectiva, sugerimos que primeiro sejam apresentados os problemas propostos (CAPITULO
6), e que depois de resolvido o primeiro, seja iniciado a aula tedrica, pois, na nossa visdo, fica
mais evidente o motivo de estudarmos algo que ja precisamos para resolver problemas que

anteriormente fomos desafiados.

5.1 Plano de Aula Sobre Grupos

TEMA: Grupos na Algebra Moderna

CARGA HORARIA: 2 horas-aulas

PUBLICO ALVO: 12 série do Ensino Médio

OBJETIVO GERAL.: Compreender o conceito moderno de grupos utilizando conhecimentos
prévios adquiridos pelos estudantes durante o ensino fundamental.

OBJETIVOS ESPECIFICOS: Aprender as operacdes basicas e associar o que foi aprendido a
matematica moderna que conceitua os grupos; Dar exemplos de grupos que os estudantes ja
conhecem, mas que ndo sabem que séo grupos.

CONTEUDO: Conjuntos numéricos; Operacdes com ndimeros naturais, inteiros e Racionais;
METODOLOGIA: Utilizar o conhecimento prévio do estudante sobre o conjunto dos
nameros inteiros para fazer perguntas sobre as operacdes conhecidas nesses conjuntos, e
depois disso abordar as propriedades ja conhecidas, a saber, associatividade, elemento neutro,
a existéncia do elemento inverso (considerando a opera¢do soma) e comutatividade, e por fim
completar a ideia de que podemos ter uma operacdo fechada (explicando o que isso significa)
para 0 conjunto e com essas propriedades, e dai obtemos o estudo da algebra moderna, que
estuda grupos.

AVALIACAO: Pediremos para que o estudante identifique qual conjunto consegue ser grupo

utilizando a operacao produto e para ele justificar sua resposta.

5.2 Plano de Aula Sobre Isometria
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TEMA: Métrica e Isometria

CARGA HORARIA: 6 horas-aulas

PUBLICO ALVO: 92 série do Ensino Fundamental

OBJETIVO GERAL: Compreender o conceito de métrica e utilizar esse conceito para
aprender sobre isometria, e finalizar estudando cada isometria separadamente.

OBJETIVOS ESPECIFICOS: Entender a definicdo de métrica utilizando como exemplo o
pano; Aplicar a ideia de meétrica para observar uma isometria (sugiro utilizar a ideia de
tridngulos congruentes), aprender as isometrias de forma mais especifica, a saber, reflexao,
rotacdo, translacdo, e reflexdo com deslocamento; Resolver problemas utilizando o que foi
aprendido com as isometrias.

CONTEUDO: Métrica; Isometria; Reflexdo; Rotacdo; Translagdo; Reflexdo com
Deslizamento.

METODOLOGIA: Utilizar o conhecimento prévio do estudante sobre o contetdo abordado,
perguntando o que € medir, e utilizar as respostas para intuir que medir é ter como resultado
um numero real, além de retornar sempre aos problemas para fazer a analogia entre teoria e
préatica, isso no momento de compreender o que € um isometria utilizando tridngulos
congruentes, visando sempre deixar claro para o estudante que podemos utilizar da geometria
para nos dar a ideia intuitiva do que ocorre (uma ideia € usar o geogebra), mas que no final
precisamos amadurecer a escrita descrevendo o que esta ocorrendo. Por fim, utilizando o que
a forma feita antes, devemos estudar as quatro isometrias abordadas, cada uma com suas
caracteristicas e seus exemplos, sendo alguns deles abordados nessa dissertacdo. Sempre
ressaltando a importancia da intuicdo do problema e dos desenhos para poder descrever
melhor cada uma e utilizar essa ideia em outros contetidos da Matematica.

AVALIACAO: Resolver problemas em vestibulares e olimpiadas utilizando o que foi

aprendido de isometrias, e fazer isso detalhando qual delas esta sendo utilizada.
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CAPITULO 6 - CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho conseguiu obter éxito em fazer um estudo sobre teoria de grupos e as isometrias no
plano euclidiano, e utilizando a transposicao didatica no intuito de conduzir o “saber sabio” na
direcdo do “saber ensinado”, fazendo assim com que sejam evidenciadas as mudangas
necessarias para que chegue aos estudantes o “saber ensinado”. Mostramos analises de casos
onde podemos averiguar e conhecer problemas a serem resolvidos, ajudando assim a
compreender melhor o que foi ensino, e na pratica entender como os problemas ocorrem e
como eles podem ser resolvidos. Caso o leitor queira continuar seus estudos sobre esse
assunto, existem maneiras de buscar essa mesma pesquisa utilizando as dissertaces, 0s
artigos e os livros referenciados. Buscamos fazer todo o embasamento terico matematico,
mas com o objetivo final de deixar claro que a transposi¢do se faz necesséria, pois aplicar
esses conceitos da forma que o “saber sabio” aponta, traria ndo apenas dificuldades aos
estudantes, mas também ndo consegue alcancar a melhor forma de compreender os conceitos,
sendo assim, ir imediatamente para as defini¢bes e a formalidade, causa o distanciamento da
intuicdo e imaginacgdo do estudante, nos levando ao enrijecimento da matematica e a aversdo

das criancas e jovens do querer aprender mais.
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