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“Os numeros governam o mundo. (Platao).”



RESUMO

No presente trabalho estudamos a construcao dos niimeros reais a partir do conjunto dos
nimeros naturais, este introduzido através dos Axiomas de Peano. Em seguida cons-
truimos os nimeros inteiros e os nimeros racionais usando o conceito de relagao de equi-
valéncia. Por fim completamos a construgao dos reais através do método dos Cortes de
Dedekind.

Palavras-chave: Axiomas. Relacao de equivaléncia. Cortes de Dedekind. Construcao

dos Reais.



ABSTRACT

The present work studies the construction of real numbers from the set of natural numbers,
which is introduced through the Peano’s axioms. Then, we build integers and rational
numbers using the concept of equivalence relation. Finally, we completed the construction
of the reals numbers through the cut Dedekind “s method.

Keywords: Axioms. Equivalence relation. Cuts of Dedekind. Construction of the Real

numbers.
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1 INTRODUCAO

A histéria da matemética nos dé possiblidades de investigar sobre descobertas
e origem numéricas segundo contexto histérico quando o ser humano deixando de ser
nomade fixou-se em um sé lugar, dedicava-se ao cultivo de certas plantas e a criacao de
rebanhos ai sentia necessidades de fazer contagem dos seus rebanhos, medir areas que ele
precisava fazer cultivo entao ele precisava contar e numerar as coisas. A partir dai que
surgiram os numeros, nao ¢ possivel determinar uma data exata para a aparicao dessa
forma de linguagem, mas provavelmente, ela precedeu de varios milhoes de anos a apari¢cao
da escrita.

Quando antigas civilizagoes como Egipcios, Mesopotamia ou Babilonia, Ro-
mana, Chinesa, Grego, Maia, Indo-Arabica sentiam necessidades de efetuar contagens
mais extensas, o processo de contar teve de ser sistematizado. A partir dai cada civi-
lizagao desenvolveu o sistema de numeracao ou um sistema numérico de acordo com a
ordem da grandeza dos objetos.

Indo-Arébico é um sistema de numeracao que foi adotado por mateméticos
persas e arabes na India e repassado para outros povos ao longo do tempo eles utilizavam
um sistema decimal sao os dez digitos 0,1, 2,3,4,5,6,7,8 e 9, criados com base no sistema
numérico Indo-arabico o sistema mais comum para a representacao simbdlica de nimeros
no mundo atual.

Assim de acordo com o sistema de numeracao do Indo-Ardbico que hoje, o
que chamamos conjuntos dos nimeros naturais se baseiam do latim que significa Ntimero
[Do lat. Numeru.], o conjunto de todos os conjuntos equivalentes a um conjunto dado
por N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,...}. Segundo (Lima, 2012) os niimeros sao entes abstrato,
desenvolvidos pelo homem como modelos que permite contar e medir, portanto avaliar
as diferentes quantidades de uma grandeza. Com isso a matematica nos fornece modelos
abstratos para serem utilizadas em situagao concretas do dia-a-dia e das ciéncias.

Inicialmente fazemos um capitulo de preliminares tratando das nogoes basicas
de conjunto, par ordenado, produto cartesiano e por fim abordamos a relacao de equi-
valéncia, usando R para denotar relacao de equivaléncia.

No terceiro capitulo comegamos a construcao dos niimeros naturais através de
axiomas de Peano e para construimos os niimeros naturais usamos os conceitos de sucessor
e antecessor de um numero natural. Abordamos operacoes, propriedades e ordem dos
naturais.

No quarto e quinto capitulo que é construcao dos niimeros inteiros e nimeros
racionais, construimos com base baseando no conceito relacao de equivaléncia. Abordamos
também as operagoes, propriedades e relagao de ordem.

No sexto capitulo construimos os niimeros reais comecando pela comensura-
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bilidade e incomensurabilidade onde os matematicos do século XIX principalmente os
gregos na escola pitagérica queriam dar explicagao sobre teorias sobre razoes envolvendo
comensuraveis e incomensuraveis baseando pela diagonal de um quadrado que mede la-
dos 1. Em seguida mostramos o trabalho de Dedekind sobre os niimeros reais. Outros
matematicos do século XIX cuidaram da construcao dos ntimeros reais, entre eles karl
Weierstrass, Charles Méray e Georg Cantor mas a teorias dos nimeros reais que perma-
neceram foram a de Dedekind e de Cantor. Entretanto neste trabalho de conclusao do
curso vamos trabalhar com as teorias desses autores citadas ,vamos nos concentrar mais
nas ideias de Dedekind, procurando dar uma boa compreensao de todo o seu trabalho
principalmente da propriedade e teoremas dos nimeros reais.

Por fim apresentamos uma conclusao e as referéncias bibliograficas que servi-

ram como base para este trabalho.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo estudaremos a nogao intuitiva dos conjuntos, par ordenado,
produto cartesiano e relacao de equivaléncia que sao conceitos necessarios para que se

definam construgoes numeéricas.

2.1 Conjuntos

Abordaremos um pouco do conceito de conjunto, com isso admitiremos a
nocao intuitiva de conjuntos e particularmente nesta secao o nosso maior foco é estu-
dar conceitos rigorosos dos conjuntos numéricas e das suas propriedades basicas de suas
operacoes.

Agora definiremos o conjunto da seguinte maneira:

Definicao 2.1 Um conjunto é qualquer colecao, dentro de um todo de objetos definidos
e destinguiveis chamados elementos da nossa intuicao ou pensamento.

Exemplo 2.1 O conjunto de todas as cadeiras na sala de aula.

Exemplo 2.2 O conjunto de todos os estudantes na Unilab.

Exemplo 2.3 O conjunto de todos os nimeros naturais.

Exemplo 2.4 O conjunto de todos os nimeros inteiros;

Exemplo 2.5 O conjunto dos paises de lingua portuguesa;

Neste trabalho adotaremos letras maitsculas para denotar conjuntos e letras
mintsculas para denotar elementos.

Exemplo 2.6 Sem € elemento de um conjunto M, entdo escrevemos m € M e lemos “m
pertence a M”. Caso contrdrio escrevemos m ¢ M e lemos “m ndo pertence ao conjunto
M.

Os conjuntos sao frequentemente designados fechando-se entre chaves os simbolos
que representam seus elementos, quando pretendemos escreveé-lo:
Exemplo 2.7 M = {a,b,c,d, e}

Exemplo 2.8 N ={0,1,2,3...m,...} (Niumeros Naturais)
Exemplo 2.9 Z={...,—k,...,—1,0,1,...,m, ...} (Numeros Inteiros)

Quando o conjunto nao tem elementos, é chamado de conjunto vazio e denotado
pelo simbolo (). Quando temos dois conjuntos A e B onde todos os elementos do conjunto
A pertencem a um conjunto B dizemos que A estd contido em B ou A é subconjunto de
B e denotamos por A C B.

Definicao 2.2 Dois conjuntos A e B sao iguais ou idénticos quando contém os mesmos
elementos. Isto €, A = B significa que (Vx)[(x € A) & (x € B)].
Definicao 2.3 Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A € elemento de B, entao

A € chamado um subconjunto de B. Em simbolos: A C Bou B D A. Se A € subconjunto
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de B, entao B ¢ chamado um superconjunto de A.

Assim, escrevendo logicamente,

ACB=(Va)[(z € A) = (z € B).

2.1.1 Conjunto das Partes

Definicao 2.4 Seja A um conjunto. O conjunto das partes de A, ou conjunto das
poténcias de A, denotado por P(A), € o conjunto cujos elementos sio os subconjuntos

de A.

Exemplo 2.10 Se A = {a,b}, entio P(A) = {0, {a},{b},{a,b}}.

Exemplo 2.11 Se A = {c}, entao P(A) = {0,{c}}.

Exemplo 2.12 Se A =0, entdo P(A) = {0}, pois @ é o tinico subconjunto de A.

Exercicio 2.1 Descreva P(A) quando A ={1,2,3}

Solugao. Como A =1{1,2,3}. Entao P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}};

2.1.2 Par Ordenado e Produto Cartesiano

Antes de falarmos da relacao de equivaléncia gostaria falar um pouco sobre
par ordenado e produto cartesiano. Nao é o foco neste trabalho mas é pré-requisito para
os proximos capitulos.

Um par ordenado p = (z,y) é formado por um objeto z, chamado de pri-
meira coordenada de p e um objeto y, chamado de segunda coordenada de p. Dois pares
ordenados p = (z,y) e ¢ = (u, v) serdo chamados iguais quando tiverem a mesma primeira
coordenada e a mesma segunda coordenada. E permitido considerar o par ordenado (z, )
no qual a primeira coordenada coincide com a segunda.

O par ordenado p = (z,y) nao é a mesma coisa que o conjunto {z,y} porque {z,y} =
{z,y} sempre, mas (z,y) = (z,y) somente quando = = y.

O produto cartesiano X x Y de dois conjuntos X e Y é o conjunto X x Y
formado por todos os pares ordenados (x,y) cuja primeira coordenada x pertence a X e
cuja segunda coordenada y pertence a Y. Simbolicamente:

XxY ={(z,yze X,y Y}

Definicao 2.5 Dado um conjunto A, o produto cartesiano de A por A, denotado por
A X A, € o conjunto de todos os pares ordenados compostos por elementos de A, isto €,
AxA={(z,y) | z,y € A}.

Exemplo 2.13 Se A = {1,2}, entao A x A={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Se A =10, entao A x A=10.

Se A={1,2,3} entao Ax A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) }.
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2.2 Relacao de Equivaléncia

Vamos abordar relagao de equivaléncia de forma superficial. Nao vamos
aprofundar o tema, sé para ter nocao sobre relacao de equivaléncia. Relagoes de equi-
valéncia sao particularmente importantes na matematica moderna e bem t1til nos sistemas
numeéricos.

Dado um conjunto A qualquer, chamamos de relacao binaria sobre o conjunto
A todo subconjunto R de A x A. Assim dizemos que R é uma relacao de equivaléncia
sobre o conjunto A, e denotemos por R, se os elementos a, b e ¢ € A obedecem as seguintes
propriedades:
1. Reflexiva
Definicao 2.6 Dizemos que R € reflexiva quando todo elemento a se relaciona a si
mesmo. Ou seja, quando, para todo a € A entdo aRa.
Exemplo 2.14 A relagao A = {(a,a), (b,)), (¢, c),(a,b),(b,c)} e B = {(a,b,c)} €
reflexiva porque existe relagdo entre o mesmo elemento , afa, bRb e cRe.
Observacao 2.1 Notemos que uma relacao A sobre B nao € reflexiva quando existe
um elemento a em B tal que (a ndo se relaciona com a).
2. Simétrica
Definicao 2.7 Dizemos que R € simétrica se aRb entao bRa, ou seja, se afe, entdo
cRa.
Exemplo 2.15 A relagao A = {(a,a), (a,b), (b,a),(c,c)} é uma relagio simétrica
sobre B = {a,b, c}.
Observagao 2.2 Notemos que uma relagao A sobre B nao € simétrica se existem
a eb em B tais que aRb e (b nao se relaciona com a).
3. Transitiva
Definicao 2.8 Dizemos que A € transitiva se altb e bRc entao a¥c
Exemplo 2.16 A relacao A = {(a,b), (b,b), (b, c), (a,c),(c,c)} sobre B = {(a,b,c)}
¢ transitiva.
Observacao 2.3 A propriedade transitiva sobre o conjunto dos niumeros naturais
esta definida por aRb se e somente se , a < b € transitiva, pois dados trés naturais
a, bectem-se:a<beb<c=a<c.
Observacao 2.4 Notemos que uma relagdo A sobre B nao € transitiva se existirem
a, b e c em B tais que aRb, bRec, e (a ndo relaciona com c). Assim por exemplo,
a relagao A = {(a,a), (a,b),(b,c), (c,c)} sobre B = {(a,b,c)} nao é transitiva, pois
aRb, bRc e (a nao relaciona com c).
4. Antissimétrica
Definicao 2.9 Dizemos que A € antissimétrica se a = b sempre que altb e bRa. ou
seja, se atb e bRa, entao a =b
Exemplo 2.17 A relagio A = {(a,a), (a,b),(b,c),(c,a)} sobre B = {(a,b,c)} é
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antissimétrica.

Observagao 2.5 A relagao R de divisibilidade sobre o conjunto dos nimeros na-
turais aRb se e somente se a | b (Ié-se "a € divisor de b" ) é antissimétrica, pois,
dados dois nimeros naturais,a e b sea | b eb| a, entio a =b.

Observagao 2.6 Notemos que uma relagdo A sobre B ndo € antissimétrica se exis-
tirem a e b em tais que a # b e aRb e bRa.

A ={(a,a),(b,b),(c,c),(b,c),(c,b)} sobre B = {(a,b,c)} ndo é antissimétrica, pois
b # ¢, bRc e cRD.
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3 CONJUNTOS DOS NUMEROS NATURAIS

Os ntimeros naturais se remetemos aos tempos mais antigos pela necessidade o
ser humano de contar seus objetos fazendo comparagoes dos seus conjuntos de objetos com
valores abstratos que tornaram mais organizados e preciso a nogao de quantidade. E por
conta desse processo de contagem que decorreu muitos milénios, podemos hoje descrever
concisa e precisamente o conjunto N dos niimeros naturais, valendo-nos da notavel sintese
feita pelo matematico Italiano Giuseppe Peano no século XIX.

Chamamos N um conjunto cujos elementos sao chamados nimeros naturais
e forma da caraterizagao de N reside na palavra “sucessor” Intuitivamente, quando n,
n €N, dizer que n’ é o sucessor de n significa que n" vem logo depois de n, ndo havendo
outros numeros naturais entre n e n’ Evidentemente, estd explicacdo apenas substitui o
sucessor n por n + 1. Portanto nao é uma definicao. O termo primitivo “sucessor” nao
é definido explicitamente. Seu uso e suas propriedades sao regidos por algumas regras,
abaixo enumeradas:

1. todo nimero natural tem um tinico sucessor;

2. numero naturais diferentes tem sucessores diferentes;

3. existe um unico nimero natural, chamado um representado pelo simbolo 1, que nao
é sucessor de nenhum outro.

4. seja X um conjunto de niimeros naturais (isto é, X C N). Se 1 C X e se além disso,
sucessor de todo elemento de x ainda pertence a X, entao X = N.

Os itens acima citadas sao conhecidos como os Axiomas de Peano. Tudo o que vamos
falar dos ntimeros naturais pode ser demonstrado como consequéncias desses axiomas.
Exemplo 3.1 Mostre que n # s(n) para todo n € N,

Prova: Faremos a prova por indu¢ao, definindo o conjunto X = {n € N : n # s(n)} assim
considerando dois passos a seguir:

1. Provar que 1 € X. Pelo terceiro axioma de peano existe um tnico niimero natural,
chamado 1 que nao é sucessor de nenhum outro natural, logo 1 # s(1) e portanto
1eX.

2. Suponha que um natural k € X, entao s(k) # k = s(s(k)) # s(k), onde usamos o
segundo axiomas de peano. Dessa forma, tem-se s(k) € X, portanto 4* axioma de
peano garante queX = N.

Entao para enumera-lo recorremos ao processo, chamado Sistema de Numeracao De-
cimal que permite representar todos os numeros naturais com o auxilio dos simbolos
1,2,3,4,5,6,7,8,9. Além disso, os primeiros niimeros naturais tém o sucessor, excepto o
nimero 1 que nao tem sucessor, e o resto niimeros, por exemplo, numero “dois” o sucessor
de dois chama-se “trés” e o sucessor de “trés” chama-se “quatro”, .... A partir de um
certo ponto, esses nomes tornam-se muito complicados, sendo preferivel abrir maos deles

e designar os grandes nimeros por sua representagao decimal. (Na realidade os nimeros
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muito grandes nao possuem nomes. Por exemplo, como se chamaria o ntimero 102°097?).
Podemos perceber que conjuntos de N = 1,2,3... dos niimeros naturais é sequéncia de
objetos abstratos que, em principio vazios de significado. Cada um desses objetos (um
nimero natural) possui um lugar determinado nesta sequéncia. Nenhuma outra proprie-
dade lhe serve de defini¢do. Todo nimero tem um sucessor (Unico), e com excecao de 1,
tem também um tnico antecessor (nimero do qual é sucessor).
Podemos dizer também que os niimeros naturais sao numeros ordinais: 1 é o primeiro, 2,
é o segundo, etc.
Observagao 3.1 Nds consideramos o zero (0) como nimero natural porque desde ensino
bdsico, fundamental, ensino médio e universidade sempre os meus professores considerava
o zero (0) como o numero natural entio aprendemos com eles e consideramos também o
zero como o numero natural. Mas quando nos estdavamos estudar a disciplina de analise
da reta no semestre 2017.1 o nosso professor de analise disse que a consideracao de zero
como numero natural € questao de preferencial.

Na matemdtica grega, sequndo apresentado pelo (Lima, 2016) que os gregos
nao consideravam 1 como um numero mas como unidade. FEntao ele nos convida a nao
dar muita importincia d eterna questao de saber se 0 (zero) deve ou nao ser incluido

entre 0s numeros naturais.

3.1 Axiomas da Indugao

Para demonstrar como sao construindo os nimeros naturais recorremos ao
ultimo axiomas de Peano que ¢ conhecido como axioma da Inducao. Ele é base de um
eficiente método de demonstragao de proposi¢ao referentes a nimero naturais (demons-
tragdo por inducao, ou por recorréncia). Enunciado sob a forma de propriedade em vez
de conjuntos, ele se formula assim:

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que
i) P(1) é verdadeiro;
i1) se para P(n) é verdadeiro, implica que P(n') também é verdadeiro onde n'’
¢ o sucessor de n.
Entao n é verdadeiro para qualquer que seja o nimero natural n € N.
Com efeito, se chamamos de X o conjunto dos nimeros naturais n para os quais P(n) é
valido, veremos que 1 € X em virtude de i) e que n e X = n’ € X em virtude de ii).
Logo, pelo axioma da indugao, concluimos que X = N.
Exemplo 3.2 Queremos provar a validade, para todo nimero natural n, da igualdade
Pn):1+3+5+...+(2n—1)=n%
Prova: Para demonstra-lo usaremos inducao.
Para n =1, P(1) se resume a afirmar que 1 = 1.

Supondo que P(n) é verdadeiro para um certo valor de n, somamos 2n + 1 ambos os
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membros da igualdades acima, obtendo
14+345+...+2n—1)+2n+1)=n*+2n+1,
ou seja :
143+5+...+2n+1)—1=(n+1)>~%
Mas esta dltima igualdade é p(n + 1). Logo P(n) = P(n+ 1). Assim, p(n) é valido para
todo n € N. Entdo concluimos que 1 +3+5+ ... + (2n — 1) = n?.

3.2 Operacoes e Propriedades dos Niimeros Naturais

Entre os niimeros naturais estao definidas duas operagoes fundamentais, adi¢ao
e multiplicacao onde, representamos a soma n + p para todo p € N e a multiplicacao, que
lhes associa o produto n.p para todo p € N.
A soma n + p é nimero natural que se obtém a partir de n aplicando-se p vezes seguidas
a operacao de tomar o sucessor. Em particular, n + 1 é sucessor de n; n + 2 é o sucessor
do sucessor de n; etc. Por exemplo, tem se 2 + 2 = 4 simplesmente porque 4 é o sucessor
do sucessor de 2.
Daqui para frente; o sucessor do niimero natural n, sera designado por n + 1.
Quanto ao produto, poe-se n.1 = n por defini¢cao e, quando p # 1; np é a soma de p
parcelas iguais a n.
Como vimos que a soma n + p e o produto n.p. por isso as operacoes fundamentais devem
ser definidas por inducao como se segue.
Adicao: n+ 1 = sucessordenen+ (p+ 1) = (n+ p) + 1. Esta ultima igualdade diz
que se sabemos somar p & todos os nimeros naturais n, sabemos também somar p + 1 :
a soma n + (p+ 1) é simplesmente o sucessor (n+ p) + 1 de n + p. O axioma da indugao
garante que a soma n + p esta definida para quaisquer n,p € N.
Multiplicagao: n.1 =n e n(p+ 1) = np + n. Ou seja: Multiplicar um ntimero n por 1
nao altera. E se sabemos multiplicar todos os niimeros naturais n por p, sabemos também

multiplica-los por p + 1 : basta tomar n(p + 1) = np + n.

3.2.1 Propriedades da Adicao dos Numeros Naturais

Defini¢ao 3.1 Dados m,n € N, definimos a soma deste nimeros por m +1 = s(m) e
m+ s(n) = s(m+n)

Propriedades da Adigao;

[A.1]Associatividade: m + (n+p) = (m+n) +p; Vm,n e p € N;

[A.2]Comutativa: m +n =n+m;Vmen € N

[A.3]Lei de corte: m+p=n+p=m=mn; Ym,nepecN;

[A.4]tricotomia:Dados m,n € N ou m = n, ou existe um p € N tal que m = n +p ,ou

existe um ¢ € N tal que n = m + ¢, Vm,n € N.
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Seguem as demonstragoes:

A.l1Dado X =p,m+(n+p)=(m+n)+pVm,nepecN.

A prova serd feita por inducao sobre p, tomando m, n fixos;

i)Dado, 1 € X, pois ora p = 1, pela defini¢do temos que para p = 1, m+ (n + 1) =
m+s(n) = (m+n)+1;

ii) Suponhamos valido para um p € N dai temos m + (n + p) = (m +n) + p;

iii) Agora vamos verificar parap+1, m+(n+(p+1)) = m+ (n+ (s(p)) = m+ s(n+p)
= s(m+(n+p)) = s((m—+n)+p) pela hipétese (ii) = (m+n)+s(p) = (m+n)+p+1=
m+(n+@p+1)=m+n)+p+1

comol € X, epe X = p+ 1€ X,. Concluimos por indugao que X = N, ou seja
m+(n+p)=(m+n)+pYmnepeN.

[A.2] Dado X =p,m+p=p+m,Ym,p € N Agora, a prova serd feita por indugao sobre
p, tomando m fixo.

i) tomando p = 1;

i.l)sem=1,temos 1+1=1+1,logo 1€ X;

i.2) se m # 1 podemos escrever m = my+1 comissom+1= (m;+1)+1=my+(1+1)
=14 (my + 1) pela associatividade = m + 1 = 1+ m;

ii) suponhamos valido para um p € N | temos m + p = p + m.

iii) Agora iremos verificar para p+ 1, m + (p+ 1) = (m + p) + 1 (pela associatividade)
= (p+m)+1,deii)) =p+(m+1)=p+{1+m)=p+1l)+m=>m+(p+1) =

(p+1)+m.
comole X jepe X = p+ 1€ X, Concluimos por inducao que X = N ,ou seja, m + p
=p+m,p € N.

[A.3] Dado X =pm+p=n+p=m=nVm,nepeN

A prova serd feita por inducao sobre p, tomando m e n fixos.

i) Dado, 1 € X, pois seja p =1, temos m+ 1 =n+1 = s(m) = s(n) = m = n ( pela
injetividade );

ii) Suponhamos valido paraum p € N | temos m+p=n+p=m =n;

iii) Agora vamos verificar para p+1, m + (p+ 1) = (m + p) + 1 (pela associatividade) =
(n+p)+1=s(m+p)=sn+p) = m+p=n+ppelainjetividade) = m = n (por
ii) como 1€ X e de pe X =p+1¢€ X, Concluimos, por indugao, que X = N | p seja,
m+p=n+p=>m=n,Ym,n e peN.

[A.4] Deixaremos esta a demonstragdo para apés definirmos a ordem dos niimeros natu-

rais;
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3.2.2 Propriedades da Multiplicacao dos Niimeros Naturais

Definicao 3.2 Dados m,n € N ,definimos o produto destes numeros por m.1 = m e
m(n+1)=m.n+m

Propriedades da Multiplicacao

[M.1] Associativa: m.(n.p) = (m.n).p;¥Ym,n e p € N;

[M.2] Comutativa: m.n = n.m;Vm e n € N;

[M.3] Lei de corte: mp=np=m=nVm,nepeN;

[M.4] Distribuitiva:m(n + p) = m.n +m.p Ym,n e p € N.

Seguem as demonstragoes:

Vamos comegar demonstrando [M.4], pois, pela definigao ja vimos que ela indica a validez
da propriedade associativa.

[M.4] Seja X = p;m(n+ P) =mmn+ m.p,Ym,nep e N.

Prova sera feita por inducao sobre p, tomando m, n naturais fixos.

i) Ora, 1 € X, pois seja p = 1, temos m(n + 1) = m.n + m (da defini¢do).

ii) suponhamos valido para um p € N, ou seja, m(n + p) = m.n + m.p;

iii) Agora iremos verificar para um p+ 1, m(n+ (p+1)) = m((n+p)) = m(n+p)+m (da
definigao)= (m.n+m.p)+m = m.n+ (m.p+m) (associativa da adicao)= m.n+m.(p+1);
comol € Xepe X = p+1 € X. Concluimos, por inducao que X = N, ou seja, m.(n+p)
=mmn-+m.p,Vm,nep¢& N.

[M.1] Seja X = p,m.(n.p) = (m.n).pVm,nepeN

A prova serd feita por indugao sobre P, tomando m,n naturais fixos

i) Para p = 1 temos, m.(n.1) (definicdo)= m.n =(definigdo) (m.n) = (m.n).1, logo 1 € X
ii) suponhamos valido para um p, ou seja, m.(n.p) = (m.n).p (hipétese de inducao)ii)
Agora iremos verificar para um p+ 1 € N dai m.(n(p + 1)) =(defini¢ao) m(n.p +n) =
m.(n.p) +m.n (de M.3)= (m.n).p+ (m.n).1 ,(por ii)= (m.n)(p + 1).

comol € Xedepe X = p+1 € X, concluimos por inducao que X = N, ou seja,
m.(n.p) = (m.n).p Vm,n ep € N.

[M.2] seja X =n:m.mn=nm,Ym,n €N

A prova serd feita por indugao sobre n tomando m um natural fixo.

i) Ora 1 € X, pelo definigao;

ii) Suponhamos vélido para um n € N ou seja m.n = n.m

iii) Agora iremos verificar para um n+1 € N, m.(n+1) = (defini¢do) m.n+m = n.m+m
(por ii)pela lei do cancelamento da edigao temos que m.n = n.m, logo iii) verdadeiro como
le X, edene X = n+1e€ X. Concluimos por inducao, que X = N, ou seja, m.n =
n.m, Vm en € N.

[M.3] Seja X =p, mp=np=m=n,Ym,neN

A prova serd feita por inducao sobre p tomando m,n naturais fixos,
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i) Para p = 1 temos, m.1 = n.1 = m = n pela defini¢do, portanto 1 € X.
ii) Suponhamos valido para um p ou seja, m.p = n.p = m = n.
iii) Agora iremos verificar para um p + 1 € N;
m.(p+1)=n.(p+ 1) = m.p+m = n.p+ n, (pela definicio) = m + m = n + n, (por ii)
= m=n.
Comole X,ene X =n+1¢€ X. Concluimos, por inducao que X = N, ou seja, m.p
=np=m=nVm,nepelN.
[ |

3.3 Ordem Entre os Niimeros Naturais

Nossa breve descri¢ao é sobre ordem do conjunto dos nimeros naturais (N) e
é escrita pela seguinte, relacao de ordem m < n.
Definicao 3.3 Dados m,n € N, dizemos que m é menor do que n, e escrevemos m < n,
entdo para significar que existe algum p € N tal que n = m + p. (isto quer dizer que n é
0 sucessor do sucessor de m, ato de tomar o sucessor sendo iterado p vezes).
A relagdo m < n tem as seguintes propriedades :
[P.1] Transitividade: Se m <n en < p entdo m < p.
[P.2] Tricotomia: Dados m,n € N, vale uma, e somente uma, das alternativas: m =
n,m<mnoun < m;
[P.3] Monotonicidade: Se m < n entao, para qualquer p € N, tem-se m+p <n+pe
mp < np.

Seguem as demonstragoes das propriedades de ordem dos niimeros

naturais.
[P.1] seja m < n e n < p, temos pela definigdo de ordem que existe r e s € N tais que
m+r =nep=n+s,dal obtemos que p = (m+r)+s=m+(r+s) =p=m+(r+s),
pela definicao temos m < p.
[P.2] Diremos que os nimeros naturais m,n sao compardveis quando se tem m = n,
m<noun<m.
seja X= ( p,p é compardvel a um m,p e m € N )
i) Dado, 1 € X, como ja vimos, sendo m # 1 temos 1 > m.
ii) Suponhamos vélido para um p € N, ou seja, p é compardvel a um nimero natural m.
iii) agora iremos verificar para p + 1, sabemos de (ii), que podemos ter m < p, ou m = p,
ou p < m, vamos verificar cada uma das possiblidades;

1. m < p, temos que p < p+ 1 e dai por transitividade teremos que m < p + 1.

2. m=p,ondem=p<p+1,entao m <p—+ 1.

3. E por fim ,p < m, entao m = p+ n, neste caso temos as seguintes possiblidades, ou

setem n =1 e dai n = n+1 e consequentemente m = p+ (n+ 1), entdao m < p+ 1.
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Como isso vimos que p 4+ 1 é comparavel a qualquer niimero natural m.
[P.3] Analisaremos as seguintes situagoes:
1. Sem < nem = n, existiria um p € N tal quen =m+pem =n, entao n = n+p;
com isso obtemos n+1=(n+p)+1=n+l=n+(p+1)=1=p+1=1=
s(p) , absurdo!
2. Sem <nem>n,existiriaumpeqge N, taisquen=m+pem=n+qg=m=
(m+p)+q¢g=m+1l=m+(p+q¢+1=1=(p+q) +1=s(p+q) =1, absurdo!
3. m <nem =n, segue analogo a 1°.
[P.4] Analisares também pela seguintes situagoes:
1. Sem < n, entao existe r € Ntalquen=m+r ,dain+p=(m+r)+p=n+p
=(m+p +r=n+p>m+p.
2. Se m < n, entao existe r € Ntal quen =m+r ,dainp = (m+7r)p = np=
m.p—+r.p=np>m.p.
[

3.3.1 Boa Ordenagao e o Segundo Principio de Inducgao

Definigao 3.4 Dados X C N e p € X, dizemos que:
a)p é menor elemento de X (ou elemento minimo), quando p < X para todo = € X.
b) p é maior elemento de X (ou elemento maximo), quando p > X para todo = € X.
Observacao 3.2 O menor elemento de um conjunto X (ou elemento minimo) € o maior
elemento de um conjunto X (ou elemento mdzrimo), caso existam, serdao denotado para
min(z) e mazx(z), respectivamente.
Proposicao 3.1 Dados um conjunto X C N ,temos que:
a)Se x admite um menor elemento, entao este seria tnico.
b)Se x admite um maior elemento, entao este seria tnico.
Demonstracao:
a) Suponha por absurdo a existéncia de dois elementos minimos de X, denotados por p;
e pa. Nestas condicoes, tem-se que:

e P < X para todo x € X; em particular p; < ps.

e P, < X para todo x € X; em particular py < py.
Diante das conclusoes acima, segue-se p; = ps :
Teorema 3.1 Principio de Boa Ordenacao: Todo subconjunto nao vazio X C N
possui um menor elemento.
Demonstragao: Considere o conjunto In := {p € N;1 < p < n,}ouseja, In = {1,2;...n}.
Dai definimos o conjunto A := {n € N: In C N— X} Ou seja se tivermos n € A; logo
n € X e todo natural menor que também nao pertencem a X.

Podemos analisar dois casos distintos:
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1. 1 € X neste caso,l seria o menor elemento de X e pela Proposicao [3.1] estaria

aprovado.

2. 1 € X neste caso tem-se 1 € A e além disso, observe que A # N, pois X é nao vazio.
Dessa forma, podemos afirmar pelo 1* principio da inducgao que existe n € A, tal que
n+1 € A, ou seja, todos os naturais, a partir de 1 até n pertencem ao complementar de
X en+ 1 pertencem a X, entao n + 1 serd o menor elemento de X.

[ |
Proposicao 3.2 (2° principio de Inducao): Dados um subconjunto X C N, satisfa-
zendo a propriedade:

e Se todos os numeros naturais menores que K +1 € N pertencem a X, entao k+1 €

X.

Nestas condigoes, temos que X = N.

Demonstracao: Defina Y := N — X e suponha por absurdo que y # 0; entao existe
um elemento minimo, p € y; logo k € X para todo k£ < P e assim p € X; que é uma

contradicao.
[ |
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4 CONJUNTOS DOS NUMEROS INTEIROS

Neste capitulo faremos uma construcgao rigorosa com todas as demonstragoes
precisas do conjunto dos niimeros inteiros, através das nogoes basicas de Teoria dos Con-

juntos e de relagoes de equivaléncia.

4.1 Construcao do Conjunto dos Numeros Inteiros

A construcao dos numeros inteiros que vamos trabalhar aqui vai ser baseado pela relagao
de equivaléncia no conjunto N x N.
Segundo (Ferreira, 2013)um nimero inteiro sera entao definido como classe de equivaléncia
dada por essa relacao. O conjunto Z dos nimeros inteiros serd portanto o conjunto de
classes de equivaléncia. Definiremos duas operagoes aritméticas em Z e mostraremos que Z
é copia algébrica de N, num sentido que precisaremos oportunamente. Enfim definiremos
a operacao de subtracao em Z que , restrita a elementos da cépia de N em Z, trard as
operacoes do tipo 7-9 e 4s demais operacoes ao longo desenvolvimento deste capitulo.
Teorema 4.1 A relagio R em N x N definida por (a,b)R(c,d) quando a +d =b+c é
uma relagdo de equivaléncia.
Observacgao 4.1 Se admitirmos por algum momento 0s nossos pensamentos sobre os
numeros inteiros e de subtragao, entao perceba que a +d =b+ c <= a—b=c —d, isto
¢, dois pares ordenados sao equivalentes sequndo a defini¢ao acima, quando a diferenca
entre suas coordenadas, na mesma ordem, coincidem.
Logo vamos seguir a demonstragao do Teorema acima citado.
Demonstragao.

1. Reflexividade: Se (a,b)R(a,b), pois a + b = b+ a. para todo (a,b) € N x N;

Assim, a reflexividade de R é heranga da comutatividade da adigao em N.

2. Simetria: Se (a,b)R(c,d) = (¢, d)R(a,b). para todos (a,b) e (¢,d) € N x N;
Demonstracao: Se (a,b)R(c,d) = a+d=b+c=c+b=d+a=c+d=d+a=
(¢, d)R(a, b).

3. Transitividade: Se (a,b)R(c, d) e (¢, d)R(e, f) = (a,b)R(e, f). Para todos (a, b)(c, d)
e (e, f) e NxN.
Demonstragao: Se (a,b)R(c,d) e (¢,d)R(e, f) segue a +d=b+c; c+ f=d+e,
assim associamos cada igualdade teremos:
a+d+c+f=btct+d+e
a+(d+c)+f=b+(c+d) +e
a+ f+(d+c)=b+e+ (c+d)
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cortamos pares semelhantes e resta somente
a+ f=b+e= (a,b)R(e, f)

Notagao Se (a,b) é um elemento qualquer de N x N; denotemos por (a, b) a classe de

equivaléncia de (a, b) pela relagao R, isto é (a,b) = {(z,y) € Nx N: (z,y)R(a,b)}.
Definigao 4.1 O conjunto quociente N x N /R, constituido pelas classes de equivaléncia
(a,b), se denota por Z e serd chamado de conjunto dos nimeros inteiros.
Assim,

Z=(NxN/R) ={{b) | (a,b) € NxN}.

4.2 Operagoes em Numeros Inteiros

No conjunto dos nimeros inteiros sao definidas também duas operagoes que sao : Adigao

e multiplicacao.

4.2.1 Adigao de Niumeros Inteiros

Perceba que no Teoremal[d.1] nés d4 uma intuitiva de subtragao em Z, temos: (a,b)R(z, y)

que equivale a (a,b) = (z,y), expressa o fato de que a — b = x — y. Vamos usar essa ideia

como o ponto de partida para ter uma definicao melhor da adi¢ao dos nimeros inteiros.

Vejamos o que deveria ser (a, b) + (¢, d).Se(a, b) expressa, em esséncia, a “diferenca” (a —

b) e (¢, d) expressa (c—d), a matematica elementar nos da (a—b)+(c—d) = (a+c)—(b+d).

Esta ultima expressao se traduz, no nosso contexto, como classe (a + b,b + d).

Defini¢ao 4.2 Dados (a,b) e (¢,d) em Z, definimos a soma (a,b) + (¢,d) como sendo o
inteiro (a + ¢,b+ d).

Por exemplo , pela definicao acima teriamos que (3,5) + (4,1) = (7,6). No entanto,

(2,4) = (3,5) e (3,0) = (4, 1), logo deverfamos ter (2,4)+ (3,0) também (3,5)+ (4,1) que

iguala (7,6). Pela definicao dada,(2,4) 4 (3,0) = (5,4) infelizmente, nao ¢ igual a (7,6).

Em seguida mostraremos que a definigao acima dada nao depende dos representantes das

classes de equivaléncia envolvidas. Diz-se neste caso que a adicao estd bem definida.
Teorema 4.2 Se (a,b) = (a,V) e (¢,d) = (¢,d'), entdo (a,b) + (¢,d) = (a' +V) +

(¢ 4+ d), isto €, a adi¢ao de nimeros inteiros estd bem definida.

Demonstragao. Lembre da ideia de relagao de equivaléncia estudada no capitulo ante-
rior temos (a,b) = (a’, V'), entdo (a,b)R(a’, V'), isto é,

1* equagao: a+b’=b+a’.

da mesma temos (c,d) = (¢, d’), entao (¢, d)R(c,d'), isto é,

22 equacgao: c+d’=d+-c’

temos:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) e () + (¢, d) = (a/ + UV + ).
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Mostremos que dois segundos membros acima coincidem. Isso equivale a mostrar que
(a+c)+ U +d)=(b+d)+ (a' + ). Usando 1* e 2* equagao teremos:
(a+c)+ W +d)=(a+V)+(c+d)=(b+d)+(d+) = (b+d)+ (d + ), como
queremos chegar.
[ |
Teorema 4.3 A operacao de adi¢ao em Z € associativa, comutativa, tem 0 := m como
elemento neutro e vale a lei do cancelamento, como em N, Além disso vale a propriedade
do elemento oposto(ou simétrico, ou inverso aditivo).
[ A.1 ] Associativa da adigao: (a«+p)+d=a+ (f+0) Va,Bed €Z
Demonstragao: Sejam a = (a,b); 3 = (c,d) e § = (e, f) assim temos:
(a+pB)+d=a+ (8+9)
(@) + (e d)) + (e ) = (@) + [0 + (& F)]
a+b)+[(cted+ f)
+(c+e),b+ (d+ f)]
(a+c)]+e[(b+d)+ f]
at+c,b+d)+(e+ f)
=[(a,0) + (c.d)] + (e, /) = a + (B + ).
[ A.2 ] Comutativa da adigao: a+f=pF+aVaepcZ
Demonstragao: Sejam a = (a,b); 8 = (¢, d) assim temos:
a+f3=[(a,b)]+[(c,d)]
=[(a +¢,b+d)]
= [(c+a,d+b)]
= [(c,d)] +[(a,0)] = B+ .
[ A.3 ] Elemento neutro da adi¢ao: a +0=0+a=a Va €Z

= (
= [a
[
= (

Demonstragao: Suponhamos que a = (a, b) pois tem-se 0 = m tal que a + 0 = «,
assim temos:

a+0=[(a,b)] 4+ [(1,1)]

=[(a+1,b+1)]

= [(a.b)] =

[ A.4 ] Cancelamento da adigao: o+ =0+ =a=0, YVa,B e d € Z.
Demonstragao: Dado a = (a,b),5 = (¢,d) e 6 = (e, f),assim temos: o+ =39 +
@)+ 6d=N+0d

= (a+c,b+d)=(e+c f+d)

=(a+c)=(f+d)=(b+d)+(e+c)

=(a+f=b+e)

= (a,0) = (e, f)

=a=90

[ A.5 ] Simétrico ou Oposto para a adigao: Existe a € Z tal que a + (—a) = 0.

Entao podemos definir em Z a operacao de subtracao, estabelecendo que aa — § = a +
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(=B) Vae B €Z.
Demonstragao: Sejam o = (a,b) € Z e —f = (b,a) Yn € N onde pares (n,n) = (1,1)

assim teremos:

a+(=f) = [(a,0)] = [(b, a)]

=[(a—b,b—a)]
=[(a —b,a —b)]
(D] = 0.

[ |
Teorema 4.4 A subtragio em Z, denotada por (-), € a opera¢ao definida da sequinte
forma: Se o, B € Z,entao:
a—fF=a+(-pP).
Assim, a subtracao a — 8 nada mais é do que a soma de a com o simétrico de f3.
Proposicao 4.1 Para o, 5 e § € Z, vale:
i) = (—a) = a;
i) —a+p=0—q
ii)o — (=) = a+ B;
w) —a—f=—(a+p);
via—(B+90)=a—LF—0.
Vamos demostrar i) e ii) e deixamos o restante dos itens para os leitores. Assim temos as

seguintes demonstragoes :

i)Suponhamos que a = (a,b), entdo —(—a) = —(b,a) = (a,b) = a.

ii)Suponhamos que o = (a,b) e (¢, d) pois —a = (b, a) assim temos:

—a+ = (ba)+ (¢,d)=(b+c,a+d)=(c+b,d+a)=(c,d)+ (b+a)=0—a.

4.2.2 Multiplicagao de Niimeros Inteiros

Definicao 4.3 Sejam (a,b) e (¢,d) em Z , definimos o produto (a,b).(c,d) como sendo o

numero inteiro (ac + bd, ad + bc).

Por exemplo, pela defini¢ao a cima terfamos que (4, 6).(10,9) = (40, 54). Agora mostrare-
mos em caso geral da definicao dada acima que nao depende de representantes de classe
equivaléncia envolvida, entao aceitamos sempre que ela esta bem definida.

Teorema 4.5 Se (a,b) = (a/,V') e (c,d) = (¢, d'), entdo (a,b).(c,d) = (', V).(¢,d"), isto

¢ , Multiplicacao dos nimeros inteiros estd bem definida.

Teorema 4.6 A multiplicacao em 7. € comutativa, associativa, tem (2,1) como elemento
neutro da multiplicacao e € distributiva em relacao d adicao. Além disso, vale a pro-

priedade do cancelamento multiplicativo, isto é se o, 5 e 6 € Z, com § # (1,1) e ad =
B9, logo a = p.
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Seguem as demonstracgoes das propriedades multiplicativas dos nimeros In-
teiros .
B).0 =a(p.0) Va,Bed € Z
Demonstracgao: Sejam a = (a,b); 3 = (¢c,d) e § = ( f) assim temos:
(@.8):8 = [(@,5).(e, )& F)
= [(ac + bd,ad + bc)].(e, f)
= [((ac+ bd).e + (ad + be). f, (ac + bd). f + (ad + be).e)]
(ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee))
(ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf )]
a(ce +df) + b(cf + de),alcf + de) + b(ce + df)
= (@,0).[(ce + dF, cf + de)]
— @ B[ d) (e, F))) = a(5.9).

[ M.2 |Comutativa da multiplicagao: o.f = f.a Va e ) € Z
Demonstracao: Sejam o = m; £ = W assim temos:
a.f = [(a,0)].[(c, d)]
= [(ac + bd, ad + bc)]
= [(ac+ bd, bc + ad)]
= [(ca + db, cb + da)]
= [(c,d)].[(a,0)] = B.a
[ M.3 | Existéncia da unidade em Z : a.1 = l.a = a Va € Z.
Demonstragao: Sejam o = (a,b) € Z e 1 = (2, 1) assim temos:
al= mm
=[(a.2+b.1,a.1 + b.2)]
= [(2a + b,a + 2b)]
=a+(a+b),b+ (a+0b)
= (a,b) = a
[ D ] Distributiva da multiplicacao relativamente a adigao: (a.(f +90) = a.f +
a.d Va,Bed e Z.
Demonstracao: Sejam a = (a,b);8 = (¢,d) e 6 = (e, f) assim temos: «a.(f).0) =
(a,0).[(c,d).(e, [)]

— @b fcreds )

=lalc+e)+bd+ f),ald+ f)+blc+e)]
[(ac+ ae 4+ bd + bf,ad + af + bc + be)]
= (ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be)
[(ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf,af + be)]
= (a,b).(c,d) + (a,b).(e, f)
= a.f + a.o.
[ M.4] Cancelamento multiplicativo: a.f =0.0 = a =46, Ya,f e € Z.

[ M.1 ] Associativa da multiplicagao: («.

=
=
=

Demonstracao: Sejam o = (a,b),3 = (¢,d) e 6 = (e, f) # (1,1) assim temos:
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a.f=00=
(ae +bf,af +be) = (ce + df,cf + de) = ae + bf + cf + de = af + be + ce + df.
Usando a aritmética dos naturais nessa igualdade, obtemos:

e(fa+d)+ f(b+c)=elb+c)+ f(a+d). como (e, f) # (1,1), entdo e # f. Suponhamos
e > f, sem perda de generalidade, o que equivale a e = f + ¢, para algum g € N*.

Substituindo e por f + g na penultima igualdade , obtemos:
fla+d)+gla+d)+ f(b+c)= f(b+c)+ gb+c) + f(a+ d). Usando o cancelamento

aditivo em N vem: g(a + d) = g(b+ ¢). Como g € N*, segue cancelamento multiplicativo

em N que a +d = b+ ¢, ou seja, (a,b) = (¢,d). Como queriamos, o = f3.
[

4.3 Ordem Entre os Numeros Inteiros

Defini¢ao 4.4 Sejam a = (a,b) e 5 = (¢,d) Vo e 5 € Z e dizemos que a < 3 se somente
sea+d<b+ec.
Exemplo 4.1 a < <= a+d < b+ c onde é definida por N.
Teorema 4.7 Ora temos «, 3 e § € Z € uma relacao de ordem dos inteiros que possui o
sinal < em 7 e apresenta as sequintes propriedades de relacao de equivaléncia.

1. Reflexiva: Se o € Z onde o < a.

Demonstragao:sejam o = (a,b) logo temos
a<a=(ab) <(a,b)= (a+b) =(b+a).

2. Antissimetrica: Se a,f € Zeondea=pFa<fe < q;

Demonstragao: Sejam o = (a,b) e 5 = (¢, d) logo temos:
a<pf=(ab)<(cd)=a+d<b+coup<a=(,d <(a,b)=b+c<a+d

portanto o = = (a,b) = (¢, d).

3. Transitiva: Se a <, < ¢ entao a < §;
demonstracao:Sejam a = (a,b), 3 = (¢,d) e § = (e, f) logo temos :
a<pfef<i=a<i(ab) <(c,d)e(c,d)<(e,f)=a+d<b+cec+f<d+e
pois se consideramos ainda existem m,n € N tais que
12 eq:\a+d+m:b+c‘e ‘c+f—|—n:d+e‘2" eq:

somando igualdades de primeira equagao com igualdades da segunda equacao tere-

mos:
a+d+m+c+f+n=b+c+d+e=a+f+m+n=>b+ecomom+neN
podemos concluir que a + f < b+ e ou seja (a,b) < (e, f).

4. Associatividade da soma: Se a < fVa fed € Z.
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Demonstragao. Sejam o = (a,b), 5 = (¢,d) e 6 = (e, f) logo temos:
(a,b) < (¢,d)=a+d<b+c=a+e+d+f<b+f+c+e=(a+eb+f)<
(ct+ed+f)=(a,b)+ (e, f) < (c,d) + (e, f) =a+d< f+0.

5. Associatividade da multiplicagao: Se a < e d > 0= af < [6;
Demonstracao Sejam a = (a,b), 8 = (¢,d) e § = (e, f) logo temos:
(a,b) < (c,d) e (e, f) = (1, 1)
(a+d)<(b+c)ec>f
pois podemos considerar que ainda existe m,n € N taisque b+c=a+d+mee=
f + ¢ logo teremos:
)b+c=a+d+m= be+ ce=ae+de+me
ii)b+tc=a+d+m=0bf +cf =af +df + mf
iii)e=f+n=me=mf+mn
Logo Somamos o segundo membro da 1* equacao com o primeiro da igualdade
2%equacao e o primeiro membro de 1* equagao com o segundo de 2% equagao, assim
teremos:
ae+de+mf+mn+bf +cf =be+ce+af +df +mf
ae+de+bf +cf +mn =be+ce+af +df
ae+de+bf +cf <be+ce+af+df
(ae +bf,af +be) < (ce +df,cf + de)
(a,b).(e, f) < (e.d) e, ) = 0.6 < B.5.

Defini¢ao 4.5 Seja (a,b) € Z, dizemos que:

i)(a,b) é positivo quando (a,b) > (1,1);

i1)(a, b) é ndo negativo quando (a,b) > (1,1);

i) (a, b) é negativo quando (a,b) < (1,1);
iw)(a, b) é ndo positivo quando (a,b) < (1,1).
Observe que (a,b) > (1,1) significa a +1 > b+ 1, isto é, a > b. Analogamente, temos:
(a,b) > (1,1) <= a>b,(a,b) < (1,1) <= a<be (a,b) <(1,1) <= a <b.
Teorema 4.8 Seja f : N — Z dada por f(m) = (m+ 1,1). Entao f € injetora e valem
as sequintes propriedades:

1 f(m+n) = fm) + ()

2. f(mn) = f(m)f(n);

3. Sem < n, entao f(m) < f(n).

Demonstragao: Provemos inicialmente que f é injetora. De fato, f(m) = f(n) —

(m+1,1)=Mm+1,1) >m+1+1=14+n+1— m =n. Agora vamos provar os trés
itens. Sejam m,n € N. f(m+n) =(m+n+1,1)=m+n+1+1,1+1)=(m+1,1)+
(n+1,1) = fm)+f(n); f(mn,1) = (mn+1,1) = (mn+1+m+n+1,1+m+n+1)=
(m+Dn+1)+1,(m+1D).1+n+1).1)=m+1,1).(n+1,1) = f(m)f(n); Se m <
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n, temos que, (m+1,1) < (n+1,1), ou seja, f(m) < f(n).
n
O teorema acima nos garante que f é um homomorfismo injetor, ou seja, um
monomorfismo. Dessa forma, o conjunto f(N) = Z* = {(m + 1,1); m € N}, tem a mesma
estrutura algébrica que N.
Exemplo 4.2 Por exemplo, 2 + 3 = 5, corresponde, via f, a (2+1,1)+ (3+1,1) =
(7,2) = (5+1,1). Do mesmo modo, 2.3 = 6, corresponde, via f, a (2+1,1).(3+1,1) =
(+DB+D)+1,2+1+3+1) =(23+2+3+1+1),2+3+1+1) = (23+1),1).
A relagao 2 < 3 se preserva, via f, como (24 1,1) < (3+1,1), confirmando a ideia de

que a ordem em Z é uma extensao da ordem em N.
Dizemos que N é um subconjunto de Z.

A funcao f descrita acima, chama-se imersao de N em Z.

Notemos que, se m € N, o simétrico de (m + 1,1) é (1, m + 1), logo, se identi-

ficarmos (m + 1,1) com m através de f, obtemos —m = —(m + 1,1) = (1,m + 1). Dessa
forma, identificando N com Z7, via f, obtemos o que serd definido a seguir.

Definicao 4.6 Definimos o conjunto dos inteiros como
Z={-m;meN}U{0O}UN={...,—m,...,—1,0,1....m, ...}

Usaremos, a partir de agora, esta identificacao e, entao, consideraremos N como
um subconjunto de Z. Assim podemos obter a — b= (a+1,1) — (b+1,1) = (a +1,1) +
(—(b+1,1) = (a+1,1)+ (1,b+1) = (a+1+1,b+1+1) = (a,b) conforme nossas

motivacoes intuitivas feitas anteriormente. Dessa forma, sendo x um inteiro qualquer,

podemos identificar —x por (—1).z, pois, sendo = = (a,b), (—=1).x = (1,2).(a,b) = (b,a) =

—(a,b) = —x

4.4 Boa Ordenacao dos Numeros Inteiros

Segundo (Gongalves, 2015). Em niimeros inteiros existem as nogoes de ordem
7 <7 e de modulo | . | as quais admitimos com suas propriedades basicas em citadas.
Neste caso vamos assumir inicialmente o principio de boa ordenacao.
Principio de boa ordenagao: Todo subconjunto nao vazio K de Z de elementos nao
negativos possui um primeiro elemento, isto €, existe xy € K tal que xq < x para todos
r e K.

Agora segue proposicao abaixo.

Proposicao 4.2 Nao existe inteiro p tal que 0 < p < 1.
Demonstragao: De fato suponhamos por absurdo que existe um p inteiro tal que 0 < p <
1. Entao o conjunto S = {p € Z : 0 < p < 1} é nado vazio e do principio da boa ordenagao

existe pg = min(s). Como py € S segue que 0 < py < 1 e onde temos 0 < p2 < py < 1 e



isto contradiz a minimalidade de py € S.
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5 CONJUNTOS DOS NUMEROS RACIONAIS

Neste capitulo faremos uma construcao rigorosa do conjunto dos niimeros raci-
onais a partir do conjunto dos inteiros e suas propriedades ja demonstradas. Utilizaremos
o conceito de relacao de equivaléncia, do mesmo modo que o utilizamos para definir um

nimero inteiro a partir dos naturais.

5.1 Construcao dos Numeros Racionais

Seja o conjunto Z x Z* = {(a,b) tal que a € Z e b € Z*}; entdo dizemos que
hé relagao R entre (a,b) e (¢,d) quando a.d = b.c.
Teorema 5.1 R ¢ uma relagao de equivaléncia (a,b)R(c,d) quando a.d = b.c.
Demonstrcao. Vamos demonstra-lo através das propriedades de relacao equivaléncias
que sao a reflexiva, a simétrica e a transitiva.
Reflexiva se (a,b)R(b,a) Va,b € Z x Z*;
Demonstracao: Se (a,b)R(a,b) < a.b = b.a é reflexiva.
Simétrica Se (a,b)R(c,d) = (¢, d)R(a,b) V(a,b), (c,d) € Z x Z*;
Demonstragao: Se (a,b)R(c,d) = (¢, d)R(a,b) como (a, b) se relaciona com (¢, d) temos
que a.d =b.c = c¢.b =d.a = (c¢,d)R(a,b) é simétrica;
Transitiva. Se (a,b)R(c,d) e (¢, d)R(e, f) = (a,b)R(e, f) V(c,d), (a,b) e (e, f) € Z x L*;
Demonstracao: Se (a,b)R(c,d), e se (¢,d)R(e, f) entdo a.d = c.b, e c.f = d.e assim
temos:
a.d+c.f=bcde
a.(d.c).f =b.(cd).e
a.f.(d.c) =b.e + (c.d)
logo cortamos pares semelhantes na igualdade acima
a.f =b.e = (a,b)R(e, f) Portanto é transitiva. Logo é uma relagao equivaléncia.

|

Defini¢ao 5.1 Seja (a,b) € Z x Z*, denotamos por % (que se lé “razao a sobre b”) a
classe equivaléncia do par (a,b) pelas relagio R acima. Assim temos:
% ={(z,y) € Z X Z* tal que (x,y)R(a,b)}.

1

Exemplo 5.1 5= {(z,y) € ZXZ* tal que (z,y)R(1,2)} = {(x,y) € ZXZ* tal que 2z =
Y}

: 1 1 1
Assim temos : (1,2) € 5 (—31,-62) € 5 (2,5) ¢ 5
Definicao 5.2 Denotamos por Q, e denominamos conjunto dos nimeros racionais, o
conjunto quociente de Z X Z* pela relagao de equivaléncia R, isto é
Q:(ZxZ)/éR:{%meZebez*},

como nos aprendemos no ensino fundamental.
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5.2 Operacgoes em Numeros Racionais

Na construcao dos nuimeros racionais sao definidas quatro operacoes basicas
que reinam as propriedades dos racionais e esses operacoes sao as seguintes: Adicao em

Q, Subtragao em Q, Multiplicacao em Q e Divisao em Q

5.2.1 Adicao em Racionais

C

.~ a - . . .
Definicao 5.3 Dado m = 7 e n = p sao 0s numeros racionais, isto para todos os

elemento de m,n € Q

Chama-se adigao m com n e elemento da QQ sao definido da seguinte maneira:
ad b.c ad+ bc -
T rd s pela notagao dos pares teremos (a,b) + (¢, d) = (ad + be, bd).
2 1 2x241x3 7
E lo5.2 i) 4+-=—""— " = —
xemplo 2)3 + 5 5 5
12 1 2 -1 243(-1 1
i)+ (—5)=5+—F = =) _

m-+n=

3 2 3 2 6 6
...)2+4 2x6+3x4 24 4
Wi+ —=———"" " =" = _

. 3 6 3 x6 18 3 . .
Entao queremos provar que a soma a + b independente dos pares escolhidos para definir
men.

. a a’ C c’

Assnntemosm:—:yenzc_izg

Entao ab = ba’ e cd' = dc’ .
Multiplicando a primeira dessas igualdades por dd' e a segunda por bb’ e somando membro

4 membro obtemos:

adb/d' +cbd'b' = bda'd +db'd'd ou seja (ad = ¢b)d'b = bd(a’'d +b'¢’) o que nos da

ad+cc ad +bcd
bd d'v

d logo a correspondéncia (m,n) = (m+n) .

Pela definicao podemos obter, de imediato, algumas regras praticas

i) Dado: UL min (imediata);
1 1 1
X X
ii)Dado:m—l—E:m aq;n a:a(m+n):(m+n) logo;
a a a ax a a
0 0 x X X
i) dado: - 4 L _ZdXniEmxa _axm_m

a n axn axn n’

0 0 - N
A classe — ou — (usual) é elemento neutro da adigao de racionais
a a
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/

C C ta
—E entao

!/
a a
Teorema 5.2 As operagoes em Q estao bem definidas, isto €, se 7= €7

a ¢ d

vraT vt o
Demonstragao : Por hipétese, ab’ = ba e cd’ = dc/, temos 7 + 7=
ad+bc o ¢ dd+V

Ty + 7 = po v dueremos provar que as duas
somas sao iguais, ou seja, que (ad + be)b'd = (d'd + b/'d)bd, isto é adb'd’ + beb'd =
a'd'bd + V' c'bd,
ou ainda (ab’)(bd') + (cd’)(bb') = (a’b)(dd') + (bV')(c'd) ,0 que segue a hipdtese acima

abl =ba' e ed =dc.

5.2.2 Subtracao em Niumeros Racionais

Se, m,n € Q, denomina-se diferenca entre m e n, indica-se por m — n, o
seguinte elemento de () :
m—n =m+ (—n) como (—n) € Q , para todo n € Q, entdo: (m,n) = m —n ¢ uma
operacao sobre QQ , a qual chamamos subtracao em Q.
Sejam dois niimeros racionais quaisquer na forma de fracao a subtracao é a operacao que a
a=b com (c # 0). Observe

que a subtragao nao é fechada em Q. contrariamente & adicao. Com efeito, a diferenca

a . .
cada par ordenado (—, -), faz corresponder o niimero racional
c c

entre dois niimeros racionais positivos pode ser um nimero racional negativo.
2 3 1

Exemplo 5.3 ETETE

Na subtragao ( o operacao inversa da adigdo), caso as fra¢oes tenham denominadores
diferentes, ha que primeiro, obter fragoes equivalentes a dados de tal modos que os deno-
minadores fiquem iguais e se possa aplicar a regra anterior.

Nesta operacao, como nas outras, podemos mais compreendé-lo com a utilizacao de di-

versos modelos como o de area, o de comprimento ou de tempo.

5.2.3 Multiplicagcao em Numeros Racionais

A multiplicagdo entre racionais é definida por L L por pares
n s ns
(m,n) x (r,s) = (mr,ns). Ou ainda se considerarmos m = % €Qen= c_ci € Q define-se
ac
o produto de m por n o elemento mn =m x n = vd € Q.

2 2 2x2 4 2
Exemplo 5.4 — x — = =—=-
3 6 3x6 18 9
2 1 2x1 2 1
E lo5.5 —x == =—-==
XOMPIO Y B 3T ox3 6 3
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0 2 0x2 O
E ] . — —_ = —= - =
xemplo 5.6 1><3 %33 0
Pela definicao da multiplicagao, podemos ter algumas regras:
laea'Ddaxb—aXb l2><3—6'
regra: Dado © x 7 = —— ezemplo - x 7 = -

22 regra Dado a classe E = {1, 2, §, _—4,} temos que E oo Lo T, assim
1 1'2°3" —4 1 n b n n
concluimos que a classe E ¢ o elemento neutro da operacao de multiplicacgao.
m Oxm 0 0

0
3% regra:— X — = =—=-,a
1 n n n 1

classe 1 ¢ chamada de elemento anulador.

5.2.4 Divisao em Numeros Racionais

A divisao de dois nimeros racionais é definida como a multiplicagao do pri-
meiro nimero pelo inverso do segundo, ou seja:

Entende-se por divisdo em Q a operagao de Q x Q* em Q definida por: (m,n) =
m T m s ms

mntou— + - = — x = = — ou(m,n) ~ (r,s) = (ms,nr) é o elemento mn~" é
nos n o nr
chamado quociente de m por n e pode ser indicado por m =+ n.
. 2 5 10
1. Suponhamos quea =-eb=—-, entdoa+-b= - X - = —;
5 0 3 5 3 1 3
2. ET1= nao ¢ definida.
0 0 4 0
574 573 15
1 3 1 4 4
4. -+ -==-X=-==
1 4 1 3 3

5.3 Propriedades dos Numeros Racionais

5.3.1 Propriedade da Adicao

I)Associativa(% + 2) + ? = % + (2 + —) Va,b,c,de, f € Q.
Demonstracao : Dado r = g, s=Set="S
b d f
temos:
a ¢, e
t=(-+4+— =
(r+s)+ (b+d)+f
B ad—i—bc_i_g
bd f

_adf + (bef + bde)
- bdf
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a cf +de
=+
b df
a c e
—E—F(E—F?)—T—i—(S—Ff).
a ¢ ¢ a
InC tativa. — + - = -+ —-Va,b,c,d
)Comutativa b+d d—i-bVa, o, d e Q
- a c
Demonstracgao : Dado r = 53¢ 5=7
t ts= ot S
emos: 1+ s =—+ —
b d
b+ da
 bd
_ bc+da
b
C sy
=—4+ =5+
d b
. .0 0 )
[IT)Elemento Neutro. Classe de equivalencia — = 5 =,€0 elemento
neutro onde r = % assim temos.
a n 0
b 1
_ax14+0xb
N bx1
ax1
S bx1
a n 0
=—our+ -
b 1
_ax14+0xb a
bx1 b "
IV)Elemento inverso (simétrico)g + (—%) = ( para Todo a € Q
admite simétrico aditivo(Inverso) em Q : Se a = m , logo —a = -m ,pois teremos:
n n
m  —m
N _l’_ -
n n
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5.3.2 Propriedade da Subtracao

A propriedade da subtragao é muito semelhanante as propriedade da adicao, a diferenca
esta no sinal da operagao assim teremos propriedades, envolvendo o oposto da adicao:

i) —(a+b)=—a—b

ii) (a—0)+b=gq

ili)a+z=bsr=>b—a

iv)a+b=a+c=b=c

5.3.3 Propriedade da Multiplicacao

a c e a c e
i)Associativa: (- X =) x == - X (= x =) Va,b,c,d e f €Q;
) (5% 3) ;< f) feQ
Demonstracao: r = 2 s=Set="C assim terremos : (rxs)xt= (g x xS =
' b’ d ' b d f
aXxc e axcxe a cXxe
bxd) x— = =- X =rx(sxt).
( ) f bxdxf b (dxf) ( )
")comutativaa C S Y b e de Q;
1 ——=—.- ,C, :
b'd db
- ) a c .
Demonstragao: Seja r = 5 65=7 assim, teremos:
ac ac ca ca
r§=-—=-—=—=— =S
bd bd db db
a —a
iii)Elemento inverso(simétrico): Existe r’' tal que r + ' = 7T r = ;T =
ab+ (—ab m
% =7 ou seja, todo — € Q a # 0, admite simétrico multiplicativo(inverso):
n
n m n  mn
Se a = — entao m # 0 e dai — € Q e portanto — x — = — = 1; indicando por a™ !,
n m, . n_m nm
como é praxe, o inverso de a = —,a # 0 = a~! = — assim decorre também se a # 0 :
n m
(a_l)_1 = % = a outro fato importante no que refere os inversos é que se a e b sao

elementos nao nulos:

(ab)™t = a~ta™! de fato, como (ab)(a~1b7!) = (aa"!)(bb~!) = 1, entdo efetivamente

b
a='b71 6 o inverso de ab. como — é inverso de (%)*1 =—.
a
2 3 2x3 1
Exemplo 5.7 a)(g)_l =3 OIS i I; elemento neutro(%).l = %.

5.3.4 Propriedade Distributiva

[V)(Distributiva) % X (2 + E) - % X Cfl +% X

(&

?va7b’cad)67f6 Q77
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e :(aXc)(bxf)—i—(axe)(bxd)
f (b>xd)(bx f)

Demonstracao: % X(=+=)= % X

5.3.5 Propriedade da Divisao

Na divisao dos niimeros racionais sao necessarias seguintes propriedades.

Suponhamos que a,b,c € Q, onde ¢ # 0. Assim teremos:

~ . r ~ r

i) (a+b)+-c=a+c+b+caindase c=— (r,s € Q), entdao: (a+0b)+c=(a+b) x —=
S S

s S r r
aX—-—+bx-=a+-+b-=a+c+b+ec.
r r S s

5.4 Relacao de Ordem Entre os Nimeros Racionais

C

. . , L a c
Definicao 5.4 Sejam — ¢ p numero racionais com b,d > 0, escrevemos 3 < p quando

S| Qo 2

ad < bc e dizemos que — € menor do que ¢

Os simbolos >, > e < serao utilizados da mesma forma que fizemos para a relagao de
ordem dos numeros naturais.

Teorema 5.3 A relacdo menor igual que definimos acima € uma relagao de ordem em Q

~ . . ~ . a
Demonstracgao: Inicialmente vamos demostrar que relacao esta bem definida. Dado 7=

/

7 isto é, ab = ab temos que Z < c_ic = ad < be e como b > 0 assim terremos ab'd < bel/,
assim pela igualdade acima, a’bd < beb’ onde podemos concluimos que a’'d < ¢b/, ou seja,
o C
b~ d )
C c ! / ac / / / ! / 7/ ! /
De tal modo, como p = E:cd :dc;ga =sdd<ch =ddd <cbd <add <ddb=
Jd b,:>a’ ca<c’ ) a<c:>a’ c a,<c:>a’<c’
d — < —e— < —. pois como — < — — - < = — < —;
b’_d’b’_d’p I B e R A A
f a_c a <€
concluimos que — < - = — < —
Wer=a7v=a o
Agora vamos provar a relacao de ordem em relagao equivaléncia.
1. Reflexiva: Se - € Q cl fe, = = — isto é = < -
. Reflexiva: Se — claramente, — = — isto é — < —;
b b b b~ b
a ¢ ¢ _a
2. Simétria: Se E Q, E ke E 7 temos que ad < bc e cb < ad , dai pela
. . ,a
tricotomia dos mtelros obtemos, ad = bc , isto é it
c e a ¢ ¢ _e
3. Transitiva: Se , - < -e-=<—,temos ad < bce cf < ed.
b d f b~ d d f’ /
Multiplicando f na primeira e b na segunda desigualdade (podemos fazer isto, pois

, b, d>0); obtemos:
adf <bcf e bcf < bed, dai, pela transitividade dos inteiros, obtemos, adf < bed,
ou ainda, af < be e (d > 0), que significa, % < ‘.

f
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[ |
Exemplo 5.8 (compatibilidade da ordem com as operagoes em Q) Mostre que, para
a, 8,0 € Q, vale:
1. Se a < 3, entao a+ 8 < B+ 6;

2. Sea<fed>—, entao ad < B9;

o =IO

3. Sea<p 6531, entdo ad > 9.
Vamos resolver a primeiro exemplo e os dois ultimos ficam como exercicio para o leitor.

Assim temos a resolucao da primeira é dada pela seguinte maneira:

12 Dado o = %,ﬁ = fl e = ? assim temos % < cgl <= da < bc <= daf < bcftem-se

f > 0 ainda temos
<= daf + dbe < bef + dbe

< d(af 4+ be) < b(cf +de) <= df (af + be) < bf(cf + de)

af +be _cf +de a e _c¢ _c e
< = ot 5+
bf df b f—fod f

Teorema 5.4 (Lei da Tricotomia em racionais ) Seja m,n € Q. Uma, e apenas uma das

situagoes sequintes ocorre: oum =mn, oum <n oum >n

- a c oL
Demonstracao. Escrevendo m = 5 en = —, com b,d > 0, comparemos os inteiros ad e

d

be. Pela lei da tricotomia em Z, ou ad = bc, o cujo caso ocorre m = n, ou ad < bc, o cujo
caso ocorre m < n, ou ad > bc, em cujo caso ocorre n < m.

[ |

Vamos ver agora a fungao imersao de Z em Q, a mesma que falamos, de N em

Z, na construcao dos inteiros.

Teorema 5.5 A funcio i : Z — Q, definida por i(n) = % S injetora. Além disso, ela

preserva as operagoes e a relacao de ordem de Z em Q no sequinte sentido:
1. i(m+n) =i(m) + i(n);
2. i(mn) = i(m)i(n);
3. Sem <mn, entdo i(m) <i(n).

Demonstragao. Inicialmente, provaremos que f é injetora. Se i(m) = i(n), temos que
T=71 isto é, m.1 = n.1, ou ainda, m = n, logo, i(m) = i(n) — m = n, portanto, i é
injetora. Agora verificaremos as trés condigoes:

. m-+n 1l.m+m.l m n ) .
1. i(lm+n) = — = 4+ = =i(m) +i(n);
mn 1mn mTIz'l 1 1
imn) == =37 =77~
3 m<n=ml<nl=

Novamente temos um homomorfismo injetor, de modo que, o conjunto i(Z) =
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n / /7 . / .
{T; € Z} é uma cépia algébrica de Z em Q.
Teorema 5.6 O conjunto dos numeros racionais nao possui elemento mdximo e nem
elemento minimo.

Demonstragao: Suponhamos que existe um elemento maximo em racionais. Que é

) ,a a . + , :
my = ]—9, sto é — < P para todo — € Q. Asim, tem-se P +1= P4 € Q, além disso
9 b~ q b q q
b < b q7 o que contradiz a maximalidade de m,. Portanto Q nao possui um elemento
q

maximo. Procedendo da mesma forma, obtemos que Q nao possui elemento minimo.
Lembre que o conjunto X C Q diz-se limitado superiormente quando existe algum b € Q
tal que X < b para todo x € X.

[ |
Neste caso, diz-se que b é uma cota superior do X. Vejamos a partir disso a
seguinte definicao.
Definicao 5.5 Seja X C Q limitado superior e nao vazio. Um numero b € Q chama-se o
supremo do conjunto X quando é menor das cotas superiores de X, isto €, quando é cota
superior minima de X. Em outras palavras b é supremo de X quando cumpre as sequintes
condicoes :
1. Para todo x € X, tem-se x < b;
2. Se C e Q € tal que X < C para todo x € X entao b < C
Escrevemos b = SupX para indicar que b é supremo do conjunto X. O infimo é dado
analogamente, sendo a maior das cotas inferiores (cota inferior méxima de ) e escreve-se
a =1infX quando a é o infimo do conjunto X.
Temos que, se existe o supremo b de X, entao este supremo é tnico. De facto, supomos
que existam dois supremos b; e by. Dessa forma. X < b, para todo z € X e se C € Q tal
que x < (' para todo x € X entao by < C. Dai, como by, by € Q, Entao by < by e by < by
logo by = bs.
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6 CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

6.1 Conjunto dos Numeros Irracionais

Neste capitulo abordaremos o conceito de niimero real desde os tempo remonta
aos gregos da escola pitagorica, com descoberta da incomensurabilidade entre o lado e
a diagonal de um quadrado que correspondem aos numeros chamados irracionais. Em

seguida completamos os racionais através de corte de Dedekind .

6.1.1 Comensuraveis e Incomensuraveis

Na antiga Grécia os nimeros conhecidos naquela época eram os niimeros na-
turais eles consideravam o nimero um (1) como unidade, a partir da qual se formavam os
nimeros. Mas ao decorrer do tempo surgiu fragoes na forma de razao de duas grandezas
por exemplo, volume de uma esfera e segmento de reta. Também nessa época os niimeros
irracionais nao eram conhecidos .

Segundo (Avila, 2006) os nimeros Irracionais surgiram na escola pitagérica na tentativa

de explicar a diagonal de um quadrado e os catetos do triangulo retangulo.

Figura 1: Diagonal do quadrado de lado 1

A B
1

Fonte: Benedito Gastao Mendes

Exemplo 6.1 : Quando mede o comprimento da diagonal do quadrado da figura 1 ¢
Solugao: Como (AC)?> = (AB)*+(CD)* e AB=1,BC = 1. Entio (AC)* = (1)*+(1)%
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Assim (AC)* = 2.

Logo AC' = /2 que é um nimeros irracionais

Entao a partir dessa demonstragao podemos perceber que diagonal de um quadrado sao
grandezas incomensuraveis.

Os matematicos do século XIX queriam dar explicacao sobre teoria sobre razoes en-

volvendo grandeza comensuraveis e incomensuraveis onde eles adotam trés segmentos
retilineos AB CD e EF.

Figura 2: Segmento de trés retas AB ,CD e EF

E——F

Fonte: Autor: Benedito Gastao Mendes

Para explicacao acerca disso, eles criaram toda teoria das proporgoes que sé
dependiam dos niimeros naturais.
Suponhamos os dois seguimentos retilineos AB e CD. Dizer que a razio AB/CD é um
numero racional m/n, significa que existe um terceiro segmento EF' tal que AB seja m
vezes EF e C'D n vezes esse segmento.
Segundo (Avila, 2006) o criador dessa teoria exposta no livro V' dos elementos de Euclides,
foi EUDOXO, matematico e astronomo ligado & escola pitagdrica que percebeu que A esta
para B assim como m estd para n onde m,n € N equivalia a dizer que nA = mB. Entao,
no caso de quatro segmentos, dizer que A estd para B assim como C' esta para D deveria
significar a existéncia de dois nimeros naturais m e n onde nA = mB e nC = mD.
Observacgao: No caso em que A e B é considerado incomensuraveis, igualdade do tipo
nA = B nao pode ocorrer. Mas se for dois numeros m e n, podemos sempre testa-lo que
nA > mB, nA = mB ou nA < mB; outra vez se nC > mD, nC' = mD ou nC < mD,;
Pois se percebemos sao esses testes que EUDOXO discipulo de Pitagoras utilizava para
dar uma defini¢ao de igualdade de duas razoes, A : B e C : D, que se aplica sempre sejam

0s segmentos comensuraveis ou nao.

Defini¢ao 6.1 (Dado pelo Eudoxo). Dadas quatro grandezas da mesma espécie, A, B, C
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e D (segmento, dreas ou volumes), diz-se que A estd para B assim como C' estd para D
se, quaisquer que sejam os numeros naturais m e n, se tenha:

nA >mB < nC >mD;nA =mB < nC =mD;nA <mB < nC <mbD.

Esta definicao, valida para quaisquer grandeza serviram como fonte de inspiragao para

Richard Dedekind na construgao dos niimeros reais.

6.2 Cortes de Dedekind

Richard Dedekind nasceu em 1831 na Alemanha e comegou o seu estudo em
Gottingem, onde foi aluno de Gauss e Dirichlet. Em 1858 tornou-se professor em Zu-
rique, transferindo-se em 1862 para Braunschweik (Brunswick), sua terra natal, onde
permaneceu pelo resto de sua vida. Ele contou ainda que inicio da carreira dele teve
muita dificuldade de ensinar cdlculos diferencias e percebeu que a falta de fundamentacao
adequado para os nuimeros reais, principalmente quando teve que provar que uma funcao
¢é crescente e limitada tem limite. Dedekind ao perceber suas dificuldades comecou a
intensificar os estudos sobre os numeros reais baseando puramente na aritmética onde
introduziu cortes dos ntimeros reais através da inspiracao de Eudoxo onde associava a
cada par de grandezas (A, B) e fez cortes de uma reta em duas partes que possa separar
os numeros racionais em duas classes A e B onde A < B. Dessa forma cada corte produz

um e um s6 nimero real, com isso temos dois casos a considerar:

1. O ntmero real racional é dito corte se A tem um maior elemento ou se B tem um

menor elemento.

2. O numero real irracional é dito corte se A nao tem um maior elemento e B nao tem
um menor elemento.
Entao foi através desses cortes que Richard Dedekind conseguiu ampliar o conjunto dos

racionais e introduziu os numeros Irracionais .

Exemplo 6.2 Sejam A = Q_U{z € Q|2? <2} e B={x€Q|2*>2}. Entio para
determinar cortes perceba que A nao tem maior elemento e B nao tem menor elemento.

Portanto o corte definido € um numero irracional de V2

Figura 3: Corte de Dedekind nos nimeros reais
-2 V2
o - } I
-3 -2 -1 01 1 2 3
3
Fonte: Benedito Gastao Mendes
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Defini¢ao 6.2 Dedekind considera como corte a todo par (A, B) de conjuntos nao vazios
de numeros racionais, cuja uniao seja Q e tais que todo elemento de A seja menor que
todo elemento de B.
Por outro lado segundo (Avila, 2006) todo corte de Dedekind possui elemento de se-
paracao, que tantos podemos incorporando A como seu maior elemento ou B como seu
menor elemento de separagao. Assim todo corte do conjunto B tera minimo apds de
introduzimos relacao de ordem, pois ele observou & existéncia de cortes sem elementos de
separacao no conjunto Q e os nimeros racionais é a expressao aritmética da descontinui-
dade de Q Se juntamos novos elementos de nimeros Irracionais e obtemos o conjunto de
R ao contrario de Q portanto os Irracionais vem para preencher as vagas deixadas pelos
Q.
E em seguida faremos cortes de dedekind através do trabalho realizado pelo
(Ferreira, 2013) no seu livro intitulado construgoes dos nimeros.
Definicao 6.3 Um conjunto o de niumeros racionais diz-se um corte se satisfaz as se-
guintes condicoes :
1.0Aa#Q
2. Sea€aeb<a (bracional) entdo b € o
3. Em « nao existe elemento madximo.
Exercicio 6.1 Mostre que o conjunto A ={x € Q |z < %} € um corte:
Demonstragao. Provaremos as trés condigoes citadas a cima :
1. A#Ppois0€ Ae A#Q, pois1 €Qel¢ A
2. Dado a € A, poistemosqueb<a,:>b<a<§:>b<glogobeA;
3. Suponhamos que existe uma méxima em A, digamos m, sendo assim a < m para
todo a € A. Veja que m < (m + 2);' < =
Logo (m + %)5 ' € A, o que contradiz a maximalidade de m. Entdo A ndo possui maximo,
portanto, A é um corte.
Exercicio 6.2 Mostre que o conjunto B={r € Q| z > %} nao € um corte:

Demonstragao. Provaremos em duas propriedades:
1. B#0poisle€ Be B#Q, vistoque 0 € Qe 0 ¢ B;

2. Dado a € B pois b < a, tem-se a = 1 e b = 0 entretanto ,b < a pois b € B Portanto
B nao é um corte. 5
Exercicio 6.3 Mostre que o conjunto C ={z € Q| z > 5} nao € um corte:

Demonstragao. Provaremos em trés propriedades:

1. C#Dpois0¢CeC#£Q,vistoquel €QeleC;
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3 3
2. DadoaeCpoistemosqueb<a,:>b<a<g=>b<g. Logo b € C;

3. Temos que x < g para todo x € C sendo assim dizemos que m = % é 0 maximo
deste conjunto, por definicao de maximo. Portanto C' nao é um corte.
Proposicao 6.1 Seja a um corte e a € Q. Entao, a € cota superior de o se, somente se
aceQ)\
Demonstracao. (=) Se a é uma cota superior de « entdao =z < a para todo = € «,
entretanto o ndo existe elemento méximo, portanto a ndo esta em «, isto é, a € Q \ o
(<) Dadoa € Q\aeb € o temos que, ou a > b, ou a < b. Assim de acordo com defini¢ao
da corte (item 2) a € a e b < a onde a é racional entao b € «, Logo se percebemos é uma
contradicao com a hipotese. Portanto a > b, isto é, a uma cota superior de «.
[ |

Proposicao 6.2 Seac€ Q ea={z € Q |z < a} entdo a é um corte e a é menor cota
superior de .
Demonstracao.

l.a#0 poisz=a—1€aea#Qvistoquea € Qeaé¢ a;

2. Sejam b€ aet <b Assim,t <b<alogot<a,ouseja,tc q;
b € «. Portanto ,b

3. Basta observar que se b € «, entao b < GT—H) € Q. Logo a4
nao é elemento maximo de «. Esse argumento também mostra que a é menor cota
superior de a.

[ |
Definicao 6.4 Os cortes do tipo da proposicao anterior sao denominados cortes racionais
e se representam por a*.
Proposicao 6.3 Todo corte que possui cota superior minima € racional.
Demonstracao: Admitimos que o é um corte com cota superior minima de a, isto é,
x < a para todo z € . Assim temos que a € « pois, caso contrario, a seria maximo de
a, 0 que nao aconteceu como (Ferreira, 2013) definiu os cortes no comego e correlagao
isso x < a para todo x € a. Como a é a minima das cotas superiores de «, temos que,
qualquer b € Q tal que b < a, nao é cota superior de « isto é pertence a «. Portanto, se
supomos que a € Q é cota superior minima de «, entdao a = {x € Q \ x < a}, ou seja « é

racional.

[ |
Agora vamos fazer dois exemplos para concluir a demonstracao dessa pro-

posicao

Exemplo 6.3 A equacdo x*> = 2 ndo possui solugdo em racionais. De fato supomos o

a a
contrario, isto é que o racional 7 reduzido a uma fragao irredutivel, seja tal que (E>2 = 2.

logo a® = 2b%, logo a® € um numero inteiro par, o que implica que a é par, isto é a = 2ay,
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pois ay € Z. Portanto (2a)* = 202, isto ¢ , b* = 2ay, de onde seque que b* € par, ou seja
,b € par. Mas isso contradiz a hipotese de que % era uma fracao irredutivel.

Exemplo 6.4 Mostrar-se que o comprimento C' de uma circunferéncia de diametro d € Q

nao é um numero real, isto é, C = nd ¢ Q. Além disso ,m* ¢ Q, de modo que m ndo é

solucdo de nenhuma equacdo do tipo x° = q, com q € Q.

Teorema 6.1 Seja o= {r € Q| 2* <2} UQ*. Entdo a é um corte que ndo é racional.

Demonstragao: Demonstremos esse teorema em trés condigoes de um corte
l.a#0pois0Ocaea#Qpois2€cQe2¢a

2. SejamacaebeQ,b<a.
e Sea<0entao b € a;
e b>0eb<a,entdaob® <a®?<2istoé, bea.
3. Para cada a € « é possivel encontrar um racional b € « tal que a < b. De fato,
supomos que a € a, logo a® < 2.

e Sea<O0,entaob=1€aea<b
2

9 _
e Sea>0ea?<2 tomemos heQ,0<h<leh< n
a

condigoes pois Q é (arquimediano) e por b = a + h logo b € Q,b > a.
Temos b* = a®+h?*+2ah = a®>+ (h+2a)h. Como 0 < h < 1,0* < a®*+(1+2a)h,

2 —a?
+1;b2 <a’+ (2—a%) =2. Portanto, b€ a e a < b.
Mostramos, entao, que « é um corte. Verificamos agora que « nao possui cota

(existe h nessas

Dai, como h <

superior minima. Observe primeiramente que os racionais que nao pertencem a
« sao os positivos que tém quadrado > 2. Sabemos que nao existe racional cujo
quadrado ¢ 2. Logo y € Q\ « se, e somente se, y > 0 e y*> > 2. Sabemos, da
proposigao 5.1.1, que todo elemento y € Q\ « é maior que qualquer elemento x € a.
Vamos entdo mostrar que dado y € Q \ «, existe z € Q \ a com z < y, de onde
decorre o que queriamos provar.

Novamente busquemos h racional positivo tal que (y —h)? > 2 e fagamos z = y — h.
Nao perdemos a generalidade se supusermos h < 1.

A condicao (y — h)? > 2 equivale a y*> — 2hy + h?> > 2 ou y*> — h(2y — h) > 2 ou
_ 2 _

5 h,jéquer—h>0(poisy>leh<1).Comoh>0,entéoy

y_

2y—he

h <

2 2

. Assim tomando h < min{1,

maior do que } em Q%, o que é possivel

2

h? =
2y +

pois Q é arquimediano, obtemos: (y — h)? = y* — 2hy + h? > y* — 2yy
24 h?> 2.
[ |
Agora temos condi¢bes para introduzir o conceito de niimeros reais
Definigao 6.5 O conjunto R formado por todos os cortes, racionais ou irracionais, €

chamado de o conjunto dos niumeros reais e seus elementos de niumeros reais.
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6.3 Relacao de Ordem Entre os Niimeros Reais

Agora vamos definir ordem dos reais como Jamil Ferreira definiu ordem dos cortes dos
reais dado pela seguintes defini¢oes:

Definicao 6.6 Sejam o, € C. Dizemos que o« é menor do que 3 e escrevemos o < f3
quando B\ a # (.

Valem aqui as observacoes notacionais para desigualdades andlogas as feitas na ordem dos
nimeros inteiros assim temos o seguinte exemplo:

Exemplo 6.5 Seja < uma relagao de ordem em 7Z para todos o, 3,0 € 7Z arbitrdrios,
entao vale:

i)af=a+0 <[+ 0;

Definicao 6.7 Se a € C e a > 0" chama-se corte positivo. Se a < 0%, € dito corte
negativo. Se a > 0%, a chama-se corte nao negativo e se a < 0", o chama-se corte nao
positivo.
Exemplo 6.6 Mostre que, para o, f € C, valem as equivaléncias:
1. a<f<<=acCfea/f
2. a< <= aCp.
Demonstracao:
1. (=)a < B queremos mostrar que o & B se suponhamos que existe p € o e p & [
logo o« & 5.
(<) Suponhamos que o & [ queremos mostrar que o < (. Entdo existe p € [ e
p & « logop € 5\ a portanto a < .
2. (=)a<fB=a<f oua=_p peloitem anterior o C f3;
(<)a C B implica, que pelo item anterior, que o < 3, ou seja, o < [3.
Teorema 6.2 Tricotomia Para o, 5 € C, temos que uma e apenas umas das possibli-
dades a sequir ocorre.
a=pFoua<f oua>p.
Demonstragéo.E claro que a = [ exclui as outras duas possiblidades, pela defini¢ao de
igualdade de conjuntos. De modo andalogo, as possiblidades a < 8 ou a > 3 claramente
excluem o = (3, pelo exercicio anterior, mostremos que as igualdades excluem mutua-
mente. Suponhamos o contrario, isto é que a < [ e a > [ ocorram simultaneamente.
Entao existem a € f\ a e se o'\ .
Deacfeb¢ fresultaa <bedeb€ aead¢ aresulta b < a, contradizendo a lei da
tricotomia em Q. Assim concluimos que no maximo uma das trés possiblidades ocorre.
Para mostrar que uma delas necessariamente ocorre, temos que a =  ou a # 3. Se
a = 3, nada hd o que 4 provar. Suponhamos o # 3. Entao o\ 8 # 0 ou 8\ a # 0 (pois,

caso contrario, « = [3). No primeiro caso,5 < « e no segundo caso, a < f3.
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[ |
Teorema 6.3 A relagcio < € uma relacao de ordem em C.
Demonstragao. Demonstremos esse Teorema por relacao de equivaléncia, visto nos
capitulos anteriores. Assim teremos:
1. Reflexiva: Seja a € C. Obviamente o = «, portanto,a < «;
2. Antissimétrica: Sejam ;5 € C, a < f e f < a. Pela tricotomia, a = f3;
3. Transitiva: Sejam a,fed € Condea<fef <6
sea<f=acC/f
se f<d=pC6;
Portanto pela transitividade o conjunto o« C f e f C ¢ implica que a C ¢ logo
a < 4.
[ |

6.4 Operacoes em Numeros Reais

Segundo (Ferreira, 2013) os cortes dos niimeros reais nos permite definir as duas operagoes
(+,.) onde ele enunciou um Teorema fundamental que define operagoes nos cortes.
Teorema 6.4 Sejam o, € C. Sed={a+b|acaebe f} entiod e C.
Demonstragao. Vamos demonstrar as operagoes que 0 satisfaz as trés condigoes para
ser cortes dos niimeros reais :
1. E claro que § # 0. Sejamt € Q\aeu e Q\ [. Comot > aeparatodoa € ae
u > b, para todo b € 3, entao t +u > a + b, para todo a € «, para todo b € f3, isto
é, t+u¢d,logod #Q.
2. Sejam a € § e b < a (racional), mostremos que b € 4, a é do tipo p+ ¢, com p € «
e ¢ € 8. Entao, de b < p + ¢, podemos escrever b = p + ¢’ com ¢’ < ¢ e, portanto,
q € B.Logo,b=p+¢,compeaeqg €f,istoé, bed.

3. Vamos mostrar que em ¢ nao ha elemento méaximo, isto é, se a € 9, existe b € 9
com b > a. temos: a =p+¢q,comp € ae g e . Como existe p’ € a com p' > p, o
racional b = p' + ¢ € § e é maior do que a.

[ |
Definicao 6.8 Dado «, f € C definimos o+ 3 como sendo o corte do Teorema anterior,
ou visto que,
a+pf={a+blacaebec}.
Teorema 6.5 A adicao em C é comutativa, associativa e tem 0* como elemento neutro.
Demonstragao.
Comutativa. Dado o, 8 € C' queremos mostrar que a + 8 =  + « entao temos a + b €

a+ (8 tal que a € a e b € 8 pois lembre que a propriedade comutativa é valida para os
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racionais. Logo a+b=0b+4acoma+b € f+a poisb € fea € asendo assima+b € S+
entao a+ 3 C B+ a da mesma forma S+ a C a+ (. Portanto concluimos a+ 8 = + a.
Associativa. Dado «, 8 e 6 € C' queremos mostrar que a + (8 + 0) = (a + ) + § entao
a+(b+c)€ea+(f+0)talquea € a,b € fece€d: Também é valida para os racionais.
Logo a+ (b+¢) = (a+ b) + ¢ pois tem-se (a +b)+c€ (a+ )+ dcoma € a,be fe
c € 4, pois, tem-se a + (5 +0) C (a+ B) + ¢ da mesma forma (o + ) +0 C a+ (5 +0)
portanto o + (8 +0) = (a + ) + 4.
Elemento Neutro. Dado o € C, queremos mostrar que a + 0* = «, vamos verificar em
duas inclusoes: o+ 0* C a e a C a+ 0*.
Sejaa € a+0*. Entao a =p+¢q; com p € a e q € 0%, isto é,¢ < 0. Assim, a < p € « e,
portanto, a € «a logo, a + 0* C «a.
Seja agora a € a. Tomando b € «, com b > a podemos expressar a como a = b+ (a — b);
onde a — b < 0 e, portanto, ele pertence 0*. Assim, a € a4+ 0" e a C a + 0*.

[ |
Lema 6.1 Seja a € C' e a € Q. Entao existem niumeros racionais p e q tais que p €
a,q ¢ «, q nao € cota superior minima de « e ¢ — p = a.
Demonstragao. Tomemos b arbitrariamente em « e consideremos a sequéncia bn = b+na
paran =0,1,2... Dado A = {n € N: bn € a} Temos que:

e A C N; por definicao de A;

e A+#0, pois 0 € A;

e A ¢ finito, por consequéncia das condicoes 2 e 3 para ser corte. Logo podemos dizer
que o conjunto A assume um méximo m. Isto acarreta que bn € aebn+1 € a :
Entao provemos esta afirmacgao através do principio de Boa Ordenacao.

Se b+ (m + 1)a nao for cota superior minima de «, devemos tomar p = b+ ma e
g=b+ (m+1)a,dai ¢g—p=a.

a
Se b+ (m + 1)a for cota superior minima de «; devemos tomar p = b+ ma + 5 e

q:b+(m+1)a+%, dai, ¢ — p = a.

|
Teorema 6.6 Seja o € C. Eziste um unico f € C tal que f+ o = 0" : Como nos casos
dos inteiros e racionais, tal § denota-se por —a e se chama simétrico (ou inverso aditivo)
de a.
Demonstracao. No inicio vamos provar a unicidade do simétrico. Assim se supomos
a+ b =a+ [y =0* :E bom que lembremos que a adicao de cortes é comutativa, assim
obtemos:
Po = Pa+0" = Pa+ (a+ 1) = (B2a+ )+ 1 = 0"+ S = (1. Para mostrar a existéncia do
Simétrico de o consideremos inicialmente um caso particular simples, digamos o = {3}*
e em simetria —{3*} = {—3}* em caso geral temos 3* = {a € Q | a < 3},(=3)" = {b €
Qlb<-3}ed3*+3) ={a+beQ|aec3*ebec (-3)}.

Para provar que 3* 4+ (—3)* = 0* pois provaremos em duas inclusdes pertinentes 3* +
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(—=3)* C 0" e Vice-versa. Sejat € 3*+(—3)*. Entao t = a+b; onde a < 3eb < —3 : Logo,
t=a+b<3+(—3)=0; portanto t € 0*.
Seja agora t € 0*; ou seja, t < 0, para [ se tomemos a ideia t = —2, como expressar 0o
—2 como uma soma a + b com a < 3 e b < —3. Entao pelo Lema [6.1], existem a € 3*
e a € 3* com a # 3* é igual a cota superior minima de 3*, tais que a’ —a = 2, ou
ainda,—2 = a + (—a’).Como o’ > 3,entdao —a’ < —3, ou seja,—a’ € (—3)*.
Provemos agora a existéncia de um corte § que satisfaz o + § = 0* : Primeiro caso é
tomar um S e mostrar que é um corte.
Seja B ={p € Q| —p ¢ o —p nao é cota superior minima de a}.
1. Mostraremos que 3 # ) assim temos dois casos a considerar;
e Admitimos que o nao possui cota superior minima.
Prova:como « ¢ corte, entdao a # Q e logo, existe ¢ € Q tal que g ¢ « se
tomamos p = —qg € Q e —p = ¢ # «, tem-se p € 8 e portanto [ # (;
e Admitimos que « possui cota superior minima m.
prova: Como m é cota superior minima de a,m € o se m € «, seria maximo
de «, que contradiz a definicao de corte e com isso escrevemos m+1 € a: Dado
p=-m—1€Qe—-p=m+1¢€q,ealém disso, —p = m + 1 # m : portanto
peBef#0D.
b) Mostraremos que 5 # Q assim temos dois casos a considerar
e Admitimos que « possui cota superior minima:
Prova: Como « é corte, entdao a # (), e portanto existe a € « pois a € Q.
Tomemos p = —a € Q e portanto, —p = a € a. Logo p € Q , isto é, § # Q.
e Admitimos que « possui cota superior minima m:
Prova: Como m é cota superior minima de «, entao m—1 € « caso contrario,m—
1 seria uma cota superior de & menor do que m, contradizendo a minimalidade
dem). Sejap=-m+1€Qe —p=m—1€ a. Portanto,p € a e p € Q, isto
6, 8+Q.
2. Seja p € f e g € Q. Queremos mostrar que ¢ € 5. Como p € 3, temos que —p ¢ «
e —p nao é cota minima de . Como g < p entao —p < —q pois —q € « tem-se
—p ¢ . Temos também que —g nao é cota superior minima de «, ( pois caso con-
trario, sabendo que —p ¢ «a. Ou seja é uma cota superior de a.) Assim terfamos
—q < —p, contradizendo equagao como q € Q,q ¢ « e —¢ ndo é cota superior

minima de « concluimos que g € f3.

3. Dado p € 8 queremos mostrar que existe ¢ €  tal que ¢ < p. Assim temos dois
itens a mostrar.
e ( Nao possui cota superior minima;
Prova: Como —p ¢ « e ndo possui cota superior minima entao existe um cota

superior ¢ de « (isto é, ¢ ¢ « ), tal queb ¢ < —p. Assim,—q € e p < —¢, logo
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£ nao possui maxima.

e « possui cota superior minima m.
. —-m-+p .y

Prova: Sejaa = ——— € Q. Como p € 3, temos que —p ¢ «, ou seja, é uma
cota superior de «, mas nao é cota superior minima de «, portanto ,m < —p,

dai p < —m. Sendo assim,
-m+p —m p_p P

— — > — —_ = ,
¢ 2 T3 37 3P
por outro lado,

m_p_m_p_m n m
—a=—=—=—-=>—4 —=m.
2 2 272 "2 i _

Portanto, —a # m. Como —a > m, entdo —a ¢ «. Finalmente como a € Q,-

a ¢ a e —a nao é cota superior minima de «, temos que a € 5 e p < a, logo,
nao possui maximo.
Agora vamos finalizar que o+ = 0* com isso temos inclusao para mostrar a+3 C 0*
e 0" Ca+p.
e Sejag+a+aca+pfcomqgeaeacflacQ, —a¢ ae—anadoé cota
superior minima de «). Como q € @ e —a ¢ «, entao ,q < —a, dai ¢+ a < 0,
pois ,q +a € 0.
e p=0"=peQep<0(—p>0).Sejam a € a e d ¢ a (a’ ndo sendo cota
superior de «), tais que ' — a = —p (pelo lema 5.1) segue que p = a + (—d’),
coma € ae —ad € f,ouseja.p € a+ (. Portanto oo + 8 = 0*
[ |
Definicao 6.9 Como nos casos de Z e Q, definimos a subtracao em cortes por a — 3 =
a+ (=), para todos o e B € cortes.
Proposicao 6.4 Dado «, 3 e d pertence cortes portanto vale sequintes propriedades opos-
tas.
i) —(—a) =
i) —a+p=0—q
i) 0 — (—f) = a+
iV) —a— B = —(a + B);
vVia—(f+0)=a—LF—7;
Demonstragao. Sendo na proposicao tém-se a mesma ideia no caso de Z e de Q, a
demonstracao é estreitamente algébrica, isto é, apenas utiliza as propriedades da adicao
e de elemento neutro e de elemento simétrico, que sao mesmas nas duas situagoes e na
presente. Confirme este fato realizando demonstracao desta proposicao.
[ |
Teorema 6.7 (Compatibilidade da relagao de ordem com a adigdo) Sejam «, 3,6 €
cortes tais que o < 3. Entao o+ 0 < 3+ 0.
Demonstracao. a < <= a C . Dadot € a+4,isto é ,t =a+bcoma € a e
bed Comoa C S, entaoa € fet=a+bec [+9, ouseja, «a+ 0 C [+ o. Portanto
a+d<B+o.
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[ |
A partir de agora vamos fazer a multiplicacdo em cortes, em seguida fazemos os mesmos
passos realizados na definicao da adicao e de suas propriedades. Faremos demonstracoes
e alguns serao deixados como exercicios para os leitores que estao interessados em apro-
fundar o conteudo.
Teorema 6.8 Para o, € C com a > 0" e > 0% sejad =Q* U{a € Q| a=pq, com
pEaeq€ fB,p>0eq>0}. Entdo, § é um corte e § > 0.
Demonstracao: Demonstremos que ¢ satisfaz trés condigdoes como definimos os cortes
assim temos:
i)p = —1 € 0 portanto § # (), Assim temos:
a # Q = existe p’ € Q tal que p' ¢ o
B # Q = existe ¢ € Q tal que ¢ ¢ 5. Logo p'q’ € Q.
Mostremos agora que p'q’ € 0, isto é existe p € ae g € fp > 0e g > 0 tal que
P'q" = pg; pois nao podemos ter p’ < p (pois terfamos p’ € a ), nem ¢’ < ¢ (pois teriamos
q € B).Assim p < p’' e ¢ < ¢’ pois concluimos que pg < p'q’ 0 que é uma contradi¢do com
P'q" = pq. Portanto p'q’ ¢ ¢ logo § # Q.
1. temos a € ¢ suponhamos a € {a € Q|a=pgcomp € aeqe fB,pg >0} = a>0;
2.5¢a=0b<a=0=beQ_"=bey;
21)Sea>0>b=bCQ_"=1bed;
23)Sea>b>0=a=pq comp€ a,q€ P, p,g>0comob<a= pqtome

b
(= €Qldp=b=qdp<pi=q<qg=q&PFlogob=pgcompeac
q € [ portanto b € 4.

3. Dado a € ¢ e mostremos que existe b € ¢ tal que a < b. tem-se a < b. Entao se
tomarmos b = © < 0, dai b > a. Se a > 0. Neste caso ad significa que a = pgq, com
pEaeqe f,p>0eq>0entaoexistet € aeu € f tais que p <t e q < u pois
« e [f nao possui elemento maximo.

[ |
Defini¢ao 6.10 Se o, € Cortes e a > 0%, > 0*, definimos o produto . (ou af3)
como sendo o corte 6 do teorema anterior.
Para definir produto de cortes que contém fatores negativos, comecamos com a nocgao de
valor absoluto de um corte de modulo de um numero inteiro.
Definicao 6.11 Dado o € Cortes definimos o valor absoluto de o (ou o mddulo de

a),representado por | « |, do sequinte modo:

o a, se o> 0%

ol =
—a, se a<0".

Exemplo 6.7 Mostre que para qualquer o € Cortes, tem-se | o |> 0*.

Solugao: Suponha que oo > 0*, entao | o |= o > 0%, dai | a |> 0*.
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Se a < 0%, entdo | o |= —a e ainda,—a > 0* pela proposicao anterior, temos | a |> 0*.
Exemplo 6.8 Mostre que para qualquer o € C| tem-se | o |= 0* Se e somente se a = 0.
Solugao: (=) Dado | a |= 0*. Se o > 0* entao | a |= a > 0%, contradigdo, pois tem-se
hipote-se | o |= 0%;

(<) Dada o =0*,a = 0* =| a |= a = 0*.

Exemplo 6.9 Mostre que para qualquer o € Cortes, tem-se | a |=| —a | .

Definicao 6.12 Se «, 3 € cortes, definimos:

—(lallB]), se a<0"8=0%
af =93 =(allB]), se a=0%5<0%
la || B, se a<0%5<0".

Proposicao 6.5 Para aff € Cortes, temos (—a) = a(—f) = —af, e (—a)(—f) = af.
Demonstracao. A demonstracao das duas primeiras igualdades é subdividida em casos,
todos tratados de maneira similar. A terceira igualdade é consequéncia das duas anteri-
ores, usando a primeira regra de sinais dada na Proposicao [6.4] Demonstremos apenas
a igualdade (—a)f = —af para o caso a > 0 e > 0 e deixaremos os demais como
exercicios para quem quer aprofundar.
Pois pela definicao de multiplicacao temos seguintes:
()8 =(lallB])=—([—(-a)]B) = —(af).
Analogamente, verificamos que a(—03) = —(af).

[ |
Teorema 6.9 A multiplicacdo de cortes é comutativa, associativa, tem 1* como elemento
neutro e «, 5,0 € cortes e vale sequintes exemplos.
i)Comutativa: aff = fa;
Demonstracao.Dado a € aff suponhamos que a < 0 pois a € Sa entao pela definicao
do produto. Por outro lado a > 0. Entao a =pq,p € aep € Bep > 0e g > 0 entretanto
a=pgondep € aeqe B,q>0ep >0 pois tem-se a € fa. Portanto af C fa se
analisamos que a € fa = a € af isto é fa C aff podemos concluir que af = fa.
ii)Associativa: (af)d = a(B6);
Demonstracao. (af)d ={p e Q|p<0}U{g€ Q]| q= (abc,a € a,be Pecc
d onde a > 0,b> 0 e c> 0} por outro lado {p € Q | p < 0} U{q € Q = a(bc),onde a €
a,befeced, coma>0,b>0ec>0}=a(pd).
iii)Elemento Neutro: a.1* = o
Demonstracgao. Dado a € «, suponhamos que a < 0 pois temos a € « pela definicao do
produto. Se a > 0 pois se tomemos p € a tal que 0 < a < p (pois @ nao tem elemento
méximo ), por outro lado se ¢ = r entdao 0 < ¢ < 1 entretanto ¢ € 1*. Assim podemos
concluimos que, como a +pgondepe aeqge 1*,p>0e g >0 entao a € a.1*. Portanto
a C a.1* Logo a = a.1%.

[ |



Teorema 6.10 Para a, f € Corte entdo temos (—a)f = a(—pF) = —(af)e(—a)(—fF) =
af.
Demonstracao. Temos (—a)f + aff = (—a+ «a)f) = 0.5 = 0*.
Por outro lado se a(—f) + aff = a(—F + ) = a.0* = 0*.
Suponhamos pelas igualdades opostas temos dois casos a considerar:
12 caso. (—a)(—p) = af;
2% caso. (—a)(=f) = —(a(=h)) = =(=(af)) = af.

[ |
Teorema 6.11 ( Compatibilidade da relagao de ordem com a Multiplicagdo) suponha que
a<pfed>0" entao ad < 9.
Demonstragao. Temos o < 3 pelo Teorema [6.7], 0* = a + (—a) < 8 + (—a) portanto
que S(—a) > 0* por outro lado como ¢ > 0* temos (8 + (—«)),d > 0* pela definigdo
da multiplicacao de corte temos ad + (—a)d > 0*. Portanto concluimos pelo teorema em
cima citada que $6 C «ad isto é ad < So.

|
Teorema 6.12 Se o, € cortes e a < 3, entao existe um corte racional a* tal que
a<at <a.

Demonstragao. Demonstremos esse teorema em dois casos:

1. « é um corte racional, digamos, o = b*. Como « < (3, existe a € §\ «( a racional),
com a > b.(caso contrario), 8\ a = {s}, ¢,/ = aU{s}, contradicao (iii) da defini¢ao

de corte.) De a € f e a ¢ a*, obtemos a* < 3. Como b < a, entdao o = b* < a*.

2. a nao é um corte racional. Como « < 3, existe a € f\ « (a racional). De a € 3\ a*,
obtemos a* < 5. como a é cota superior de o e & nao ¢é corte racional, entao a nao
é cota superior minima de « e, dai existe b € a* \ «, ou seja, o < a*.
[ |
Definicao 6.13 O conjunto de C dos cortes serd, a partir de agora, denominado de
conjunto dos numeros reais e denotado por R. Os cortes racionais serao identificados, via
a injec¢ao f, com os numeros racionais. Todo corte que nao for racional serd denominado
numero irracional.
Observagao 6.1 Perceba que f(Q) com Q nos permite escrever Q C R. O conjunto R\ Q
representa o conjunto dos niumeros irracionais .
Teorema 6.13 (Dedekind) Sejam A e B subconjuntos de R tais que:
)R=AU B;
ii)AN B = {;
iii) A# 0 e B # 0
iv) Seaw € Ae B € B, entao a < 5.

Nessas condicoes existe um, e apenas um, numero real ¢ tal que a < § < [, para todo
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«a € A e para todo § € B.
Demostragao. Unicidade: suponhamos que existam dois nimeros d; e da,com d; < 0o
nas condi¢oes do enunciado. Consideremos 93 tal que §; < d3 < 2, 0 que é possivel pelo
teorema 5.10 quando 0; < dy resulta 03 € A, pois B > dy(> 03), para todo § € B e
AU B = R. Analogamente, de §; < d3, resulta d3 € B. Obtemos entdao d3 € AN B, uma
contradicao.
Agora vamos provar existéncia.
Sejad ={a € Q| a € a, para algum o € A}. Mostraremos que § é um corte e segue trés
(3) condigoes para ser corte:
1. 0 # 0 # Q : Desigualdade () # § resulta imediatamente de A # (). Para mostrar que
d # Q, tomemos 5 € B. Seja b ¢ [ um racional. Como « C f3, para todos o € A,
entdao b ¢ «, para todo o € A, de onde resulta b ¢ y.
2. Sea€deb<aentaob e d: Temos que a € o para algum o € A e como b < a,
entao b € o de onde segue que b € 9.
3. Se a € ¢, entao existe b > a com b € § : Temos que a € « para algum a € A, e como
« é um corte, existe b > a em «, logo b € 9.
Assim 0 é um nimero real e temos que o < §,Va € A, pois, pela definigao de 6,
sabemos que o C 0, Va € A.
Mostraremos agora que 0 < (,V3 € B. Suponhamos que exista § € Bcom [ < 6.
Neste caso, existe um racional a € \ 3. Por pertencer ¢, a é um elemento de algum
a € A e nao sendo elemento de (3, obtemos 3 < «, contrariando a hipétese.
|
Corolario 6.1 Nas condicoes do teorema anterior, ou existe em A um numero maximo,
ou em B, um niumero minimo.
Demonstracgao. Seja ¢ como no teorema anterior. Entao d estd em A ou em B, pela
hipétese (1*) e, por (2*), em apenas um desses conjuntos. Se d € A, entdao 4 é elemento

maximo de A e, se § € B, ) é elemento minimo de B.

[ |

Se percebemos ainda no conjunto A do Teorema [6.13| nao converte ¢, entao
ele é um corte em R, no sentido da definicao de cortes do ntimeros racionais .A diferenca
entre ambas situacao é que em racionais nao tem necessariamente do Teorema [6.13| para
os nimeros reais, um elemento como ¢. Essas lacunas é que geram os cortes (nimeros )
Irracionais , e tal lacunas nao ocorrem em R entao cortes em R dos seguintes tipos, onde
a e b sao reais com a < b :
Exemplo 6.10 1.]a,b|={z € R|a <z < b};
2. [a,b]={z€R|a<x<b}
3.]a,bl ={r e R |a<x<b};
4. a,b) ={x €R |a <z < b}
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5.]a,+oo[ ={z € R | x > a}; e analogamente, para intervalos: [a,+oo[;]—00,al;]—00, d

e |—o0, +oo[ = R.

O proximo Teorema destaca a importancia fundamental na analise matematica. Com isso

recorremos ao Teorema do valor Intermediario e o Teorema de Weierstrass. O primeiro

mostra a definigao de fungao por intervalos fechados [a, b] , a valores reais, todos os valores

entre f(a) e f(b). O segundo Teorema mostra fungdo maxima e fungdo minima nesse

intervalos de dois Teoremas. Assim temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 6.14 1. Seja A um subconjunto de R. Dizemos que A € limitado superior-
mente se existe k € R tal que K > x,¥Y v € A. Um tal K diz-se cota superior de A

(como) jd definido para subconjunto de Z.
2. De modo andlogo, define-se subconjunto de R limitado inferiormente e cota inferior.
3. A diz-se limitado se for limitado superiormente e limitado inferiormente.

4. Suponhamos que A seja limitado superiormente e que exista uma cota superior de
A, digamos b, que seja minima (no sentido de que qualquer cota superior de A seja

maior ou igual b). Neste caso b diz-se supremo de A e é denotado por sup A.

5. De modo andlogo, define-se infimo de A (para conjuntos A limitados inferiormente,
denotado por inf A, como sendo uma cota inferior mdzrima para o conjunto A.
Definicao 6.15 1-Dado A = {1,%, %, o %,} = {% | n € N*}. Temos: A € limitado,

SupA =1 einfA=0. Observe que SupA € A, mas infA € A.
2—A={zxeR|x>0}. A élimitado inferiormente, mas nao é limitado superiormente.
Seu infimo € 0.

Teorema 6.14 Se X C R € um conjunto nao vazio e limitado superiormente, entdo
existe SupX.

Demonstracao. Definamos A = {a € R | a < z, para algum z € X}, isto é /A é o
conjunto constituido precisamente pelo niimeros reais que nao sao cotas superiores de X.
Seja B = R\ A, isto é, B é o conjunto constituido pelas cotas superiores de X. Vamos
verificar que A e B satisfazem as condigbes do Teorema [6.13

as condigoes (i) e (ii) sdo claramente validas. Quanto a (iii) temos que, sendo X # 0,
existe x € X e, portanto, qualquer o < z é elemento de A, logo A # (). Ainda, como X ¢
limitado superiormente, B # ().

Para verificar (iv), sejam o € A e f € B. Assim, existe z € X tal que o < z. Como
8 > x, obtemos [ > a.

Pelo o que visto no Corolario 6.1, ou A possui maximo, ou B possui minimo. Vamos
mostrar que a primeira alternativa nao pode ocorrer, de onde decorrera que B possui

minimo, que é tese do Teorema.
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Tomemos, entao, « arbitrario em A. Existe x € Xtal que o < z. Consideremos o’ tal que
a < o <z Como o <z, entao o/ € A e é maior do que «, ou seja, nenhum elemento de
A é maior do que os demais, como queriamos verificar.

[ |
Teorema 6.15 O conjunto N dos numeros naturais é limitado em R.
Demonstragao. Suponhamos N limitado superiormente em R e seja o = sup de N.
Assim,a > n, para todo n € N. Como n+ 1 € N, para todo n € N, entao n+ 1 < «, para
todo n € N, de onde obtemos a« — 1 > n, para todo n € N, isto é ,a — 1 é cota superior
para N menor do que o sup N, uma contradicao.

[ |
Exercicio 6.4 Como uma aplicacao do que acabamos de estudar, vamos mostrar que
existe um 1inico numero real positivo cujo quadrado € 2,isto é, a equacaoxr® = 2 tem uma
unica solugao real positiva (que jd sabemos que nao € racional). Entdo tal solug¢ao €
denotado por V2. Como o? = (—a)?, para todo o € R, entao —V/2 também é solugao da
equacao acima.
Dado X = {X € R*, | X2 < 2}. E claro que X # 0.X ¢ limitado superiormente, por
exemplo, polo nimero 4.De fato, 4 > = > 0 equivale a 42 > 22, que é verdadeira para
x € X, pois, para esses niimeros, x? < 2.
Pelo teorema anterior, X possui o supremo, digamos, S. Mostraremos que S? = 2,por
Exclusao dos casos S? < 2.ComoR ¢ arquimediano, podemos argumentar como na de-
monstracao do teorema ( falta citar teorema)e tomarmos h real positivo menor do que

2 _ 2
55 +81 }. Obtemos:

(S+h)?2=s*+2sh+h?><s®+2sh+h=s>+h(2s+1) <s*+

min{1,

2 — g2

2s+1
é ,(s+h)* < 2;logo s+ h € X, contradizendo o fato de s ser menor cota superior de X.

(2s+1) = 2,isto

Se s* > 2 como na demonstragao de teorema (falta para citar)e maus uma vez se tomar-

9 _
mos h real positivo tal que 0 < h < min{1, 2—8}, obtemos: (s —h)? = s? —2sh + h* >
s

2 — g2

5?2 — 2s + h? =2+ h* > 2 pois (s — h)* > 2 entretanto s — h > z,Vor € X; con-
tradizendoso fato de s ser menor cota superior de X. Portanto chegamos onde queriamos
chegar.

Enfim a construcao numérica feita aqui tem grande importancia para educacao
em matematica porque ajuda os alunos nos primeiros anos em licenciaturas de matematica
ter a capacidades e habilidade de compressao de construcao numéricas, que posteriormente

facilita a compressao de cédlculo aritmética, calculo diferencial, analise e estrutura algebra
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7 CONCLUSAO

Concluimos que a construcao numeérica teve muitos avancos no calculo aritmético,
calculo diferencial, Analise e algebra. E com base nessas disciplinas e conhecimentos re-
passadas pelos os nossos professores durante a graduacao foi possivel compreender as
construcoes numéricas feitas aqui, partindo desde niimeros naturais usando o conceito de
Axiomas de peano nos faz entender a modelagem satisfatéria para a dedugao das operacoes
de soma, produto e relacao de ordem dos nimeros naturais. Também concluimos que é
a através do conceito de relagao de equivaléncia, conjuntos, pares ordenados e produtos
cartesianos que podemos definir os niimeros inteiros e racionais. Concluimos que na cons-
trugao dos numeros reais ¢ possivel completar o conjunto dos nimeros racionais criando
um sistema continuo de nimeros baseando-se pelo método de corte de Dedekind que é
corte no conjuntos dos niimeros racionais.

Por fim esperamos que este trabalho de conclusao de curso, venha de alguma
forma contribuir para o ensino de matemética. Em resumo finalizamos usando a seguinte

expressao N C Z C Q C R.
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