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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo revisitar o problema da quadratura de figuras geométricas
planas, utilizando o método de Euclides, ou seja, com régua ndo graduada e compasso,
propondo mecanismos alternativos que auxiliem, de forma didatica, seu uso em salas de aula,
contemplando especialmente estudantes do Ensino Fundamental Il das Escolas do Macico de
Baturité e dos Paises parceiros da nossa Universidade. Entendemos que o ensino bem feito nos
anos iniciais, onde os alunos tém seus primeiros contatos com a geometria plana, € de
fundamental importancia para que tenham um sélido aprendizado que véo ser refletidos,
positivamente, na aprendizagem nos anos futuros. Quadrar figuras planas consiste da
construgdo de um quadrado com érea equivalente & area de um poligono dado. E mostrada,
detalhadamente, a construcdo, com régua e compasso, da quadratura de um retangulo e de um
tridngulo, poligonos de quatro e de trés lados, respectivamente e, posteriormente, é feita a
generalizacdo da construcdo da quadratura de um poligono qualquer de n lados. Com a
decomposicdo de figuras e sua equicomposicdo em outras, Sdo propostas atividades praticas
para serem trabalhadas em sala de aula, abordando o conceito de equivaléncia de figuras planas
e o calculo de areas que, posteriormente, tem suas formulas algebricamente deduzidas através
da equicomposicao para poligonos como o retangulo, o tridngulo, o paralelogramo e o trapézio.
Verifica-se entdo que a geometria pode ser uma ferramenta muito didatica que, se usada de
forma criativa e, por que ndo, divertida pode despertar a atencdo dos alunos e seu consequente
interesse pelos estudos desta disciplina e também de outras dentro da matematica, obtendo um
melhor rendimento e aprendizagem do aluno, além de aumentar o leque de opgdes pedagdgicas

de ensino para o professor.

Palavras-chave: Quadratura de figuras planas. Figuras Equicompostas. Ensino-aprendizagem.



ABSTRACT

This paper aims to revisit the problem of quadrature plane geometric figures, using the
Euclidean method, ie, with no graded and compass ruler, proposing alternative mechanisms to
assist, in a didactic way, its use in classrooms, contemplating especially students of Elementary
School Il of the Baturité Massif Schools and partner countries of our University. We understand
that teaching well done in the early years, where students have their first contact with the plane
geometry, is crucial to have a solid learning that will be reflected positively on learning in future
years. Quadrate plane figures is the construction of a square with area equal to the area of a
given polygon. It is shown in detail the construction with ruler and compass, the square of a
rectangle and a triangle, four polygons and three sides, respectively, and subsequently is made
to generalize the construction of quadrature any polygon of n sides. With the breakdown of
figures and their equicomposicéo in others, it is proposed practical activities to be worked in
the classroom, addressing the concept of equivalence of plane figures and the calculation of
areas which subsequently has its algebraic formulas deduced by equicomposicéo for polygons
such as rectangle, triangle, parallelogram and trapezoid. It appears then that the geometry can
be a very educational tool that, if used creatively and, why not, fun can arouse the attention of
students and their consequent interest the study of this subject and also other within
mathematics, obtaining better performance and student learning, and increase the range of

educational options for teaching the teacher.

Keywords: Quadrature plane figures. Figures equalizer. Teaching and learning.
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1 INTRODUCAO

A matematica em geral € uma componente curricular muito importante, ela é a base
para o ensino de outras disciplinas como fisica, por exemplo. A matematica esta presente em
tudo o que fazemos diariamente e segundo Velho e Lara (2001) apud Andrade (2013), a
matematica é necessaria para a sobrevivéncia e que sem ela o convivio social e as possibilidades
de ascensdo social ficam muito condicionadas. Ela apresenta uma importancia singular no dia-
a-dia. Embora a matematica seja muito importante, Santos J., Franca e Santos L. (2007)
mostram que os alunos consideram a matematica como sendo uma disciplina de dificil
compreensdo e que os alunos apresentam inumeras dificuldades no aprendizado desta
componente curricular. Leonardo, Menestrina e Miarka (2014) dizem que a matematica € a
disciplina que apresenta indices de aproveitamento mais baixos, atraves de exames realizados
pelo brasileiro. Silva (2014) apresenta como maior dificuldade para os alunos o fato de os
elementos tedricos ensinados para resolver problemas ndo estarem ligados a realidade, o que
resulta num desinteresse dos alunos no aprendizado. Neste contexto, que surge a necessidade
da utilizacdo de técnicas e novos elementos no ensino da matematica como forma de captar a
atencdo dos alunos e aumentar o seu interesse pela disciplina. A geometria e 0 ensino da
quadratura de figuras geométricas surgem como forma de auxiliar nesse problema (SILVA,
2006 apud SOUZA, 2015) afirma que os desenhos das figuras geométricas apresentam parte

importante para a compreensao, fixacdo e a imaginacdo criativa.

A geometria nasceu das necessidades das civilizagbes antigas como a Egipcia e a
Babildnia de resolver problemas cotidianos. A palavra geometria vem do grego e é formada por
“Geo” que se refere a terra, “Metria” que se refere a medida, o que pode ser traduzida como
medicdo da terra. A geometria nasceu dessas civilizagdes e 0s primeiros conceitos criados foram
a nocgdo de distancia e de area. Essas civilizacdes pioneiras deixaram um legado para ndés como
o calculo da area do triangulo, do retangulo, do quadrado e até do circulo através de seus

tabloides e papiros.

Outra civilizagdo que contribuiu muito para o desenvolvimento da geometria foi a
civilizacdo grega que substitui o carater empirico e pratico da geometria Egipcia e Babilénica
e transmite um caracter mais légico e dedutivo. A geometria € levada para a Grécia por Tales

de Mileto onde ela é estudada e difundida em muitas escolas filoso6ficas. Na Grécia ela é
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desenvolvida até que Euclides retne todo o conhecimento geométrico em treze livros que sao
conhecidos como “Os Elementos” de Euclides. Euclides reune entdo os conhecimentos
Pitagoricos nos livros I-1V e IX, o conhecimento de Architas no livro VIII, os conhecimentos
de Eudoxo nos livros V, VI e XIl, os conhecimentos de Teeteto nos livros X e XIllI
(PENEIREIRO; SILVA, 2008), O livro VII retne os conhecimentos acerca dos nimeros,
grandezas e o papel da medida (ROQUE; CARVALHO, 2012), enquanto que o livro XI aborda
a problematica da geometria espacial (MOL, 2013).

Este trabalho tem como objetivo utilizar o método de Euclides para o célculo de
areas, utilizando apenas régua ndo graduada e compasso. Revisitar o problema da quadratura
de figuras planas, obtendo, da literatura, os principais conceitos ja estudados e os mais eficientes
do ponto de vista do ensino. Estudar equivaléncia de areas através da equicomposic¢éo de figuras
e desenvolver mecanismos que proponham uma forma mais didatica para uso em sala de aula,

buscando sempre melhorar a aprendizagem do ensino da Geometria Euclidiana Plana.

O trabalho esta dividido em seis capitulos. No Capitulo 1, fazemos uma breve
introducdo acerca do tema a ser discutido e apresentamos o0s objetivos do trabalho. No Capitulo
2, fazemos um levantamento histérico do surgimento da geometria e dos primeiros gebmetras
da Babil6nia e do Egito até o surgimento da obra de “Os Elementos” de Euclides. No Capitulo
3, apresentamos alguns meios didaticos para o ensino do calculo de areas de alguns poligonos,
construindo o conceito através da equicomposicdo de figuras até chegar a deducdo algébrica
das formulas que conhecemos e utilizamos hoje. No Capitulo 4, abordamos o conceito de
quadratura e apresentamos as quadraturas do retangulo e do triangulo, utilizando o método de
Euclides, ou seja, com régua e compasso. As quadraturas do retangulo e do triangulo séo a base
para a construcdo da quadratura de qualquer poligono de n lados, com o auxilio do famoso
Teorema de Pitagoras. No Capitulo 5, sdo apresentadas algumas atividades propostas para o
ensino do calculo de area e equivaléncia de figuras planas para aplicacdo em sala de aula. As
propostas sdo para turmas do Ensino Fundamental 11, com o objetivo de facilitar o ensino da
geometria nos anos iniciais de aprendizagem da disciplina. Finalmente, no Capitulo 6,

apresentamos nossas consideragdes finais do trabalho e perspectivas.
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2 BREVE HISTORIA DA GEOMETRIA NA BABILONIA E NO EGITO

O desenvolvimento do conhecimento acerca da geometria deve-se a necessidade
das civilizagdes antigas como a egipcia e a babildnica de solucionarem problemas cotidianos
de suas atividades. Segundo Piaseski (2010), a geometria nasceu da necessidade de
compreender melhor o meio onde viviam. Eves, (1997) apud Piaseski (2010), afirma que as
primeiras consideracfes feitas na geometria sdo a simples observacdo e a capacidade de
reconhecer figuras, comparar formas e tamanhos. Logo, o autor afirma que, um dos primeiros

conceitos geométricos desenvolvidos foi a nocao de distancia (PIASESKI, 2010) e de area.

Eves, (1997) apud Piaseski (2010), afirma que, uma geometria caracterizada pelo
tragado de desenho de formas, formulas, célculo de medidas de comprimento de rea e volume
nasceu da necessidade das sociedades antigas delimitarem a terra. O significado para a palavra
geometria derivada do grego GEO “terra” e METRIA “medida” significa medi¢do de terra
(PIASESKI, 2010). A nocdo geométrica de figuras como triangulos, quadrados e retangulos foi
desenvolvidas nessa época. Outras no¢des geométricas como paralelismo e perpendicularidade
foram surgindo pelas necessidades das referidas civilizagdes de construirem muros e moradias
(PIASESKI, 2010).

Boyer, (1974) apud Piaseski (2010) afirma que a geometria nasceu no Egito da
necessidade de calcular medidas de terreno sempre que estes sofressem inundacgdes do Rio Nilo
de forma a ser cobrado um imposto justo sobre as mesmas. Neste sentido Mlodinow, (2005)
apud Piaseski (2010) afirma que a cobranca de imposto foi o primeiro principal impulsionador

para o desenvolvimento da geometria.

As areas a serem medidas eram entdo divididas em triangulos e retangulos
(PIASESKI, 2010) e quando o terreno era irregular, os responsaveis por essas medicdes
recorriam a triangulacdo que consiste em dividir o terreno em campos menores e triangulares
cujas areas somadas eram idénticas a area total do terreno correspondente (PIASESKI, 2010).
Este caracter pratico da geometria egipcia leva muitos outros autores a questionarem se ela pode
ser descrita como geometria (GASPAR E MAURO, 2004). Porém recorrendo a visdo mais
restrita da palavra (“TERRA”+ “MEDIDA”) geometria, Piaseski (2010) afirma que a geometria
de uma maneira mais rustica era utilizada também pelas civiliza¢bes chinesas e babilénicas,

porém o seu uso como ciéncia dedutiva nasce no Antigo Egito. As atividades realizadas por
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estas civilizagOes estédo na origem do surgimento da geometria como ciéncia. A nocao de leis e
regras geomeétricas surgem quando se conseguia resolver problemas distintos com 0 mesmo

procedimento.

2.1 Célculos geometricos na Babilonia

O conhecimento da matematica babil6nica, chegou até nos quase que da mesma
forma que o conhecimento da matemaética egipcia, porém em vez dos papiros, 0s antigos povos
babilénicos que habitaram a regido da mesopotamia, entre os rios Tigre e Eufrates, deixaram o
seu conhecimento em placas de argilas marcadas com estiletes (MOL, 2013). Uma dessas
placas é o tablete YBC 7289.

Figura 1 — Tablete YBC 7289

Fonte: Roque e Carvalho, 2012,

A geometria babil6nica, era segundo Roque e Carvalho (2012) essencialmente uma
geometria métrica que dedicava-se em calcular comprimentos, areas e volumes. Os autores
afirmam que eles faziam uso de propriedades geométricas de figuras planas e de sélidos

geométricos, porém ndo apresentavam de forma explicita como chegavam aos seus resultados.

Os registros mostram que 0s babilonios ja conheciam a area do retangulo, do
triangulo retangulo e do trapézio. Conheciam também a circunferéncia do circulo, estimada em
3 vezes o0 seu diametro, e sua area como sendo 1/12 do quadrado da sua circunferéncia (MOL,
2013), porém o autor afirma que essa civilizagdo néo respeitava o principio da homogeneidade
e faziam operagfes com grandezas diferentes por exemplo subtrair um lado (com a grandeza

m) a uma area (com a grandeza m2).
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O famoso tablete babilénico (YBC 7289), que possuia registros de problemas
geométricos achados pelos arquedlogos na mesopotamia, nos sugerem a maneira como 0S
babilénios consideravam o circulo (ROQUE; CARVALHO, 2012). Segundo autores, para 0s
babil6nios, o circulo era concebido como a figura limitada por uma circunferéncia enquanto
para nos, o circulo é obtido tragando-se uma circunferéncia com compasso. Logo, tinham a
necessidade de calcular sempre a sua area. Calculavam a area do circulo usando o comprimento
de sua circunferéncia, quando dado seu diametro (ROQUE; CARVALHO, 2012).

Vejamos um exemplo. Sendo A, a area do circulo de circunferéncia S e raio r, entdo, A = mr?,

S=2mnr. Assim,

T:E, (1)
S? 1
A=15= -5 0

A== .82, ?)

Este exercicio foi observado num dos tabletes babil6nicos e nos mostram como 0s
mesmos procediam para calcular a area do circulo de circunferéncia S (ROQUE; CARVALHO,
2012). Observando atentamente vemos que existe uma outra diferenca entre a nossa matematica
e a dos babil6nios, quanto ao conceito de =, pois segundo os autores (ROQUE; CARVALHO,
2012), os babilonios frequentemente utilizavam o m como sendo ‘triplicar’ o didmetro de um
circulo, e isto é verificavel quando analisando o exercicio do tablete, percebemos que a fracéo
1/12 s0 é possivel quando fazemos esta operacdo. Os autores afirmam que em muitos casos 0s
babildnios utilizavam a formula da equacdo 1 para calcular qualquer &rea de um circulo. O
conceito de m para nds € apresentado pelos autores como uma constante de proporcionalidade
entre a area de um circulo e o quadrado de seu raio, enquanto que para os babilonios 7 consistia
em uma operagdo que consiste em triplicar o didmetro de um circulo, de modo a obter a sua
circunferéncia. Nao podemos afirmar que os babilonios tinham um valor para m, apesar do

método dos babilonios ndo estar longe do nosso, se admitirmos que © tenha um valor de 3.
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2.2 A geometria no antigo Egito

O conhecimento da geometria do Antigo Egito, chega até nos através do registro de
alguns exercicios e atividades em papiros datados do século XVIIl a.C. (GASPAR; MAURO,
2004). Os papiros contéem informacdes sobre documentos ainda mais antigos e seu conteido
possui informacdes sobre a posicdo social da matematica. Em alguns papiros sdo encontrado
exercicios e resultados, forma de se calcular o volume do tronco da pirdmide e de um exercicio
que se acredita tratar-se da area de um hemisfério (GASPAR; MAURO, 2004). O carater pratico
da geometria egipcia que se propunha ao calculo de areas de terrenos, calculo da area do circulo
e volumes de armazéns, celeiros, silos e piramides fez com que estes desenvolvessem seus
métodos de célculos e possibilitou que calculassem corretamente resultados de problemas de
medidas e areas de figuras planas e solidos conhecidos (GASPAR; MAURO, 2004). Eles
possuiam métodos que permitiam o calculo preciso de areas de retangulos, triangulos e
trapézios isosceles. Possuiam métodos de calcular volume de pirdmides, blocos retangulares,
paralelepipedos e cilindros (GASPAR; MAURO, 2004).

2.3 Os elementos de Euclides

E na grécia que a matematica deixa de ter um caracter essencialmente técnico e
pratico e adquire uma nova postura ldgica, abstrata e de certa forma independente da préatica
(MOL, 2013). A matemaética passou entdo a exigir demonstracdes puramente l6gicas a fim de
demonstrar resultados que obedeciam a uma estrutura dedutiva, baseados em argumentos
racionais (MOL, 2013).

Muito do conhecimento grego € resultado de conhecimentos de outras civilizacGes,
nomeadamente a egipcia que foi levada para a Grécia por seus matematicos como exemplo do
Pitagoras que teve seu aprendizado geométrico aprendido no Egito (GASPAR E MAURO,
2004). Outro mateméatico mundialmente famoso foi Euclides que tem como mérito além de
apresentar descobertas matematicas, o0 de ser o0 primeiro a apresentar a geometria como uma
ciéncia da natureza logica e dedutiva (GASPAR E MAURO, 2004). Os mesmos autores
afirmam que Euclides ndo se limitou a anunciar as leis geométricas, ele preocupava-se em

demonstra-las.
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Euclides escreveu o livro “Os elementos” que serviu de base para o ensino e
proliferacdo da geometria (GASPAR; MAURO, 2004). Ele, no seu livro, utiliza uma linguagem
clara e simples de forma a que seja entendida por todas as pessoas (GASPAR; MAURO, 2004).

Os elementos é uma colegdo de 13 livros onde o Euclides compilou e sistematizou
todo o conhecimento geométrico e matematico da época. O conteldo matematico presente da
série dos 13 livros ndo € de sua autoria, porem possui 0 mérito pela originalidade em compilar
e organizar o conteddo de maneira como exp6e e 0 demonstra, além da forma como o estruturou
(MOL, 2013). Segundo o Mol (2013) os elementos mostram toda a caracteristica da matematica
grega como o carater abstrato e dedutivo.

Mol (2013) mostra que o contetddo dos 13 livros da série estdo divididos da seguinte
forma, ficando os livros I, I1, I11, IV com questdes relacionadas a geometria elementar e estudam
propriedades de figuras retilineas e circulos cuja solugdo deve ser feita exclusivamente com o
auxilio de régua ndo graduada e compasso. O livro V aborda a teoria de propor¢des. O livro VI
aplica essa teoria ao estudo da geometria, enquanto que os livros VII, VIII e IX abordam
questBes acerca da teoria dos numeros. O livro X aborda questdes dos incomensuraveis

enquanto que os livros XI, XII e XIII tratam de assuntos sobre a geometria sélida.

O livro | apresenta contetdos presentes no ensino atual da geometria plana como
Teoremas de congruéncia de tridngulos, construcdes elementares com régua e compasso,
desigualdades envolvendo angulos e lados de triangulos, construgdes envolvendo retas
paralelas. Para o entendimento da obra como um todo é apresentado no livro I conceitos e
defini¢des utilizados ao longo de todos os outros livros. Embora as 23 definicdes apresentados
no livro | serem muito intuitivas, e tendo a realidade fisica como referéncia, ele utiliza a
abstracdo e a dedugcdo como forma de os apresentar (MOL,2013). Ao todo o livro | apresenta

23 definicdes, 5 postulados e 5 axiomas.

Segundo Mol (2013), para Aristételes os axiomas sdo requisitos importantes para
aprender qualquer outro contetido na obra. Neste sentido o autor afirma que os axiomas sdo
“indispensaveis para aprender qualquer coisa”, sendo apresentados como verdades comuns a

todos os estudos e tinham a validade geral.
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Os postulados ndo pressupde um conhecimento prévio pois apenas se aplicam a
Geometria Euclidiana. Embora Euclides tenha apresentado os axiomas separados dos

postulados, a matematica moderna néo faz tal distincdo (MOL, 2013).

Sao esses postulados e axiomas no entanto, apresentados no livro I na série de “OS
ELEMENTOS”, que asseguram a existéncia de figuras geométricas como a reta e o circulo,
onde posteriormente se formam e se constroem outras figuras geométricas, eles também
determinam propriedades da Geometria Euclidiana, como: o espaco € homogéneo e infinito, as
retas podem ser prolongadas continuamente, dois angulos retos sdo iguais entre si, € que as

figuras geométricas ndo sofrem alteracdes ou sdo modificadas no seu deslocamento.

O livro Il é relativamente curto, uma vez que apresenta ao todo um conjunto de
apenas 13 proposicdes e aborda questdes da algebra geométrica. Mol (2013) afirma que
Euclides prova resultados de natureza algébrica de forma geométrica, com o uso de quadrados

e retangulos.

O livro Il trata de questdes relacionadas com a interseccdo e tangenciamento de
retas e circulos (MOL, 2013).

No livro IV séo tratados problemas sobre a inscri¢do e a circunscri¢do de figuras
retilineas no circulo (MOL, 2013).

O livro V aborda, segundo Mol (2013), as questdes sobre a teoria de propor¢des de
Eudoxo. Afirma que a teoria de Eudoxo é uma das mais finas constru¢des matematicas gregas
que possibilitou contornar o problema da existéncia de incomensuraveis, colocou toda a teoria
geométrica envolvendo proporcdes bem conceitualizada e é acrescentada aos Elementos para
ser utilizada nos livros subsequentes. Este livro trata de resultados mais recentes do que 0s
outros livros, na medida em que as definicdes de razdo e proporcdes sdo validos para todos 0s
casos, que evitam identificacdo de grandezas e nimeros (ROQUE; CARVALHO, 2012).

O livro VI aplica a teoria das proporc¢des de Eudoxo ao estudo da geometria.

Os livros VII, VIl e IX, abordam questdes relacionadas com a teoria dos nimeros.
Mol (2013) afirma que o livro VII apresenta vinte e duas definicdes de tipos de nUmeros: par e
impar, primo e composto, plano e solido. Diferente do que era apresentado na geometria
babilonica, aqui nos Elementos, nos livros VII, VIII e IX fica claro uma separagdo entre

numeros e grandezas. As grandezas e 0s numeros sao representados por segmento de retas,
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porém os nimeros sdo agrupados de unidades divisiveis enquanto que as grandezas geométricas
sdo divisiveis em partes da mesma natureza (ROQUE; CARVALHO, 2012).

As proposicdes presentes no livro VII mostram o que hoje corresponde ao algoritmo

de Euclides para encontrar o maior divisor comum de dois nimeros.

O livro VIII trata, segundo Roque e Carvalho (2012), de niUmeros em proporgao

continuada o que hoje chamamos de progressao geométrica.

O livro IX, aborda proposic@es sobre a infinidades de nimeros primos e 0 método

para construir nimeros perfeitos.

O livro X, intrinsecamente ligado ao livro V, aborda assuntos relativos aos
incomensuraveis, fazendo uma classificacao sistematica de segmentos de reta incomensuraveis.
A descoberta da incomensurabilidade causou uma ruptura entre o universo dos nimeros e o das
grandezas e, segundo Roque e Carvalho (2012), tornou-se necessaria uma nova teoria das
razdes e propor¢des e um novo conceito de proporcionalidade independente da igualdade entre

ndmeros.

O livro Xl apresenta 39 proposi¢Oes sobre a geometria espacial (MOL, 2013),
enquanto que o livro XII preocupa-se com a medida das figuras utilizando o método da
exaustdo. E mostrado que poligonos similares inscritos em dois circulos tém suas areas em
razdo igual ao quadrado dos didmetros dos circulos, utilizando o método de Eudoxo para
demonstrar que as areas dos dois circulos seguem a mesma proporcao. Este método é também

empregado para o calculo do volume de pirdmides, cones, cilindros e esferas.

O livro XIII apresenta propriedades dos quatro sélidos regulares (cubo, octaedro,
icosaedro e dodecaedro), mostrando que um poliedro € regular quando as suas faces sdo
poligonos regulares congruentes e, em cada Vvértice, se encontra 0 mesmo numero de faces
(MOL, 2013).

Este importante material deixado por Euclides presente na nossa matematica até
hoje, chegou até nds pelas edi¢des de outros autores, uma vez que ndo se tem nenhum registro
dos manuscritos da época de Euclides (ROQUE; CARVALHO, 2012). Este fato pode levantar
questionamento do quanto foi alterado, acrescentado ou mutilado da obra original. As edic¢des
na lingua portuguesa foram devidas a traducdo feita pelo Padre Jesuita Manoel de Campos,

publicada em Lisboa em 1735, a primeira versdo de os elementos na lingua portuguesa
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intitulado Elementos de geometria plana e sélida para o ensino da aula sobre Esfera do colégio
de Santo Antdo. Este livro inspirou-se no trabalho de André Tacquet que publicou sua edigéo
dos Elementos em 1725. Outras edi¢des foram feitas. Uma, “Elementos de Euclides” em 1768,
com os seis primeiros livros e os livros onze e doze, baseada na versdo latina de Frederico
Comandino e de forma incompleta na medida em que ndo apresentavam todos os livros
(ROQUE; CARVALHO, 2012). Em 1792 foi produzida uma versdo inspirada na obra de
Simpson para a universidade de Coimbra (ROQUE; CARVALHO, 2012).

No Brasil foi publicada uma verséo do livro em 1944 e 1945, pela Editora Fundo
de Cultura, em S&o Paulo. Por fim uma versdo mais atualizada na lingua portuguesa foi feita
em 2009 pelo professor Irineu Bicudo e foi traduzido diretamente do grego (ROQUE;
CARVALHO, 2012).
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3 CALCULO DE AREAS - MEIOS DIDATICOS PARA O ENSINO

Atualmente, o conceito de area é reduzido a formulas que nos permitem calcular as
dimensGes de algumas figuras geomeétricas conhecidas. Este fato é curioso uma vez que o atual
conceito de area, hoje, € mais limitado que o dos antigos gebmetras gregos. Segundo Miranda
(2017) os parametros curriculares nacionais priorizam a area como sendo uma medida de
superficie. Este conceito reduz a importancia do conhecimento geométrico a aplicacdes de
formulas no célculo de areas e de volumes. Miranda (2017) mostra que a area do triangulo era
vista pelos gregos como metade da area do paralelogramo que se obtém pela juncéo de dois
tridngulos iguais ao triangulo dado, diferente do atual conceito de area em que a &rea do
triangulo é vista como metade do produto da sua base pela sua altura. Essas duas diferentes
formas de se calcular a area nascem com o desenvolvimento da algebra (Miranda, 2017). A
primeira ideia de area, era utilizada pelos gregos como sendo igualdades de figuras e este
conceito ¢ descrito nos livros de Euclides ‘Os Elementos’ através das proposicdes XXXVI e
XXXVIIL. Ao longo dos tempos, muitos foram os matematicos que contribuiram para o
desenvolvimento da geometria. O conceito de quadratura de circulos que era visto como sendo
um problema impossivel de se resolver (MOL, 2013 apud MIRANDA, 2017), foi possivel
através da contribuicdo de Arquimedes, utilizando como ferramenta o Método da Exaustdo
proposto por Eudoxo (MIRANDA, 2017). Este método consiste em buscar aproximacdes
sucessivas da area a ser determinada, a partir de areas de figuras conhecidas.

Descartes, através de seus trabalhos, desenvolveu técnicas para o célculo da area
que temos hoje. Desenvolveu equacbes a partir de problemas geométricos que podem ser
solucionadas através da algebra (MIRANDA, 2017). O autor atribui a metodologia proposta
por Descartes como a causa da transformacdo da geometria em algebra. Porém o célculo de
areas sob uma curva, s6 foi possivel através do desenvolvimento do Calculo Diferencial como
contribuicdo de Newton e Leibniz. O método proposto através do desenvolvimento do célculo
integral permitiu revolucionar a forma como se calculava a area, e a medida que esses conceitos
foram desenvolvidos, o calculo das areas passou a ter um carater muito mais algébrico do que

geomeétrico.



24

3.1 O conceito de Area

Nesta secdo, pretende-se construir um conceito de area a partir de regides
triangulares e, posteriormente, a partir do conceito criado, deduzir as férmulas para o calculo

dos outros poligonos utilizando assim o procedimento proposto por Miranda (2017).

Miranda (2017), primeiramente, conceitua uma regido triangular da mesma maneira
que Barbosa (2012), como o conjunto de pontos do plano formado por todos 0s segmentos cujas
extremidades estdo sobre os lados do triangulo. Define tridngulo como a fronteira da regido
triangular. Com estes dois conceitos criados, pode-se afirmar que a regido triangular é o
conjunto de todos os pontos internos a um triangulo incluindo os pontos da sua fronteira,
enguanto que o interior da regido triangular é o conjunto dos pontos que nao pertencem a sua

fronteira, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Regido triangular e fronteira de um tridngulo

Fronteira

Fonte: Autora deste trabalho.

O conjunto de pontos de uma regido triangular que ndo pertencem a sua fronteira é

chamado de interior da regiéo triangular.

Como foi proposto pela metodologia, definiremos a regido poligonal atraves dos
conceitos criados. A regido poligonal é a unido de um namero finito de regides triangulares que,
duas a duas, ndo partilham pontos interiores em comum (BARBOSA, 2012). Do mesmo modo,

um ponto é interior se, e somente se existir na regido poligonal uma regido triangular que
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contém o ponto em seu interior (BARBOSA, 2012). Através desses conceitos, da mesma forma
que definimos o interior da regido triangular, a regido poligonal é o conjunto dos pontos que
pertencem ao seu interior, e a sua fronteira é constituida pelos pontos que nédo pertencem ao seu
interior (BARBOSA, 2012). De uma maneira mais simples, a regido poligonal contendo um
namero finito de regides triangulares e essas regides triangulares contendo um numero finito
de pontos em seus interiores, a regido poligonal é entdo o conjunto de todos os pontos nos
interiores de todos os tridngulos que formam o poligono (BARBOSA, 2012). Define também a
fronteira da regido poligonal como sendo constituida pelos pontos da regido que ndo pertencem

ao seu interior, e o interior da regi&o poligonal ao conjunto de pontos que formam o seu interior.

Sdo os axiomas VI.1, VI.2 e VI3 que introduzem o conceito de area e suas
propriedades na geometria: o axioma V1.1 determina que toda regido poligonal corresponde a
um namero maior que zero (BARBOSA, 2012). Em outras palavras, a area de uma regiao
poligonal é sempre maior que zero; o axioma V1.2 determina que uma regido poligonal é
composta por outras regides poligonais menores que, duas a duas, ndo tenham pontos interiores
em comum entre si. Entdo, a sua area € a soma das areas das regides poligonais menores
(BARBOSA, 2012); o axioma V1.3 determina que regides triangulares tém &reas iguais se

forem limitadas por triangulos congruentes (BARBOSA, 2012).

Miranda (2017) destaca as principais ideias contidas nos axiomas VI1,VI2 e VI3
que séo as de que a area € uma medida que pode ser calculada para qualquer regido poligonal.
Pode-se calcular a area, pode-se decompor a regido poligonal em outras regies poligonais
menores mas de areas conhecidas, e que a area da regido poligonal sera, entdo, a soma das areas

menaores.

A éarea de um poligono pode ser referida como a regido cuja fronteira é aquele
poligono (BARBOSA, 2012). Neste sentido, o autor utiliza a expressao ‘area de um quadrado’
para se referir a area da regido formada por um poligono (regido poligonal), onde sua fronteira

é um quadrado.
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3.2 Area de alguns poligonos

O Axioma V1.4 determina que dado um retangulo ABCD, como mostra a Figura 3

entdo sua area é dada pelo produto AB - BD .

Figura 3 — Retangulo ABCD.
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Fonte: Autora deste trabalho.

Definidas as proposicGes, 0s conceitos e apresentados os axiomas, pode-se
facilmente determinar a area de algumas regides simples. Determina-se, entdo, a area da regido

poligonal onde sua fronteira é um paralelogramo, como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Paralelogramo ABCD de base b e altura h.
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Fonte: Autora deste trabalho.
Dado um paralelogramo ABCD e, chamando o comprimento do lado AB de b, a
altura h do paralelogramo é dada pelo segmento de reta que parte do vértice B e encontra o
prolongamento do lado CD no ponto F, formando com este lado um angulo de 90°. Os
segmentos AD e BC sdo congruentes, pois sdo lados de um paralelogramo, os lados AE e
BF também sdo congruentes, pois correspondem a altura do paralelogramo. Logo, pelo caso

especial dos triangulos retangulos, os triangulos ADE e BCF sdo congruentes.
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Sendo os tridangulos ADE e BCF congruentes, podemos deslocar o triangulo ADE
até que sobreponha o tridngulo BCF, transformando o paralelogramo ABCD no retangulo
ABEF, de modo que o paralelogramo tenha a mesma area que o retangulo. Pelo Axioma V1.4,
temos que a area de um retangulo é dada pelo produto de sua base por sua altura. Assim,
podemos provar que a area do paralelogramo ABCD da Figura 4 é dada pelo produto de b*h.
Vamos considerar o retangulo ABEF cuja area é dada por AB*BF. Consequentemente temos

que, o produto AB*BF corresponde ao produto b*h, como se segue,

Area (ABCD) = Area (ABCE) + Area (ADE) =
= Area (ABCE) + Area (BCF) =
= Area (ABEF)=b.h. (4)

A proposicdo X.2 denota que a area de um triangulo é metade do produto do

comprimento de qualquer de seus lados pela altura relativa a esse mesmo lado (Barbosa, 2012).

Para demonstrar essa proposicao, observa-se no triangulo ABC da Figura 5 que,
construindo uma paralela ao lado AB do triangulo, passando pelo ponto C e tragando-se a
paralela ao lado AC do triangulo, passando pelo ponto B, essas duas paralelas, BD e
CD interceptam-se no ponto D, dando origem a uma nova figura, o paralelogramo ABCD. Esse
paralelogramo pode ser decomposto pelos tridngulos ABC e BCD. E importante salientar que
os triangulos ABC e BCD sdo congruentes pelo caso LLL (lado-lado-lado), pois os segmentos
AB e CD sdo congruentes (lados opostos do paralelogramo), os segmentos AC e BD sdo
congruentes (lados opostos do paralelogramo) e BC é lado comum. Portanto, os triangulos ABC

e BCD tém mesma area.
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Figura 5 — Triangulo ABC transformado no Paralelogramo ABCD

®5

Fonte: Autora deste trabalho.

Extraindo, entdo, informacBes da Figura 4, podemos mostrar que a area do

paralelogramo é dada por:

Area(ABCD) = Area (ABC) + Area (BCD) (5)
Como os triangulos ABC e BCD séo congruentes, podemos reescrever a equagdo acima como
Area (ABCD) = 2*Area (ABC). (6)
logo,
Area (ABC) = - Area (ABCD) ©)

Uma dltima observacdo que pode ser feita € que a altura (h) do triangulo ABC, é a
mesma que a do triangulo BCD, que é a mesma que a do paralelogramo ABCD. Chamando o

lado AB do triangulo ABC de base (b), temos que:

Area (ABC) = - (b*h) (8)

ou seja, a area do triangulo ABC é dada pela metade do produto de sua base por sua altura.
A proposicdo X.3 nos da que, a area de um trapézio é a metade do produto do
comprimento de sua altura pela soma dos comprimentos de suas bases (BARBOSA, 2012).
Esta proposicéo é demonstrada observando o trapézio ABCD da Figura 6, onde as bases
maior e menor sdo dadas, respectivamente, por AB e CD. Tracando uma diagonal AC desse
trapézio, o mesmo fica dividido em dois triangulos, ABC e ACD. Tracando a altura CE do

triangulo ABC e a altura FA do tridangulo ACD, observamos que CE e FA s&o congruentes, pois
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sdo segmentos perpendiculares a duas retas paralelas (AB e CD). Logo AF = CE. Note que a

altura do trapézio também é dada pela medida de CE.

Figura 6 — Trapézio ABCD de altura CE.

Fonte: Autora deste trabalho.

Logo, observa-se pela Figura 6 que:
Area (ABCD) = Area (ABC) + Area (ACD) 9)
Area (ABCD) = [; (4B)*(CE)] + [;(CD)*(FA)] (10)
Como CE = AF e, substituindo AF por CE, temos que:
Area (ABCD) = [ (4B + CD) * CE]. (11)
Logo, fica verificada a proposic¢do X.3 (do Livro X, de Os Elementos).
3.3 Figuras equivalentes

Conforme Roveran (2015), duas figuras planas sdo ditas equivalentes quando tém
formatos diferentes e areas iguais. A equivaléncia é, segundo Miranda (2017) um principio
basico que os gregos utilizavam em sua geometria. Para o autor, todas as relacdes geométricas

eram transmitidas pelos gregos através de relagcdes de equivaléncia.
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Existem cinco Axiomas no livro Os Elementos de Euclides que se referem ao

conceito de equivaléncia:

1.Coisas que séo iguais a uma mesma coisa, sao iguais entre si.

2.Se coisas iguais forem adicionadas a iguais, 0s resultados séo iguais.
3.Se coisas iguais forem subtraidas de iguais, 0s restos sao iguais.
4.Coisas que coincidem uma com a outra, Sdo iguais.

5.0 todo é sempre maior que qualquer uma de suas partes.

Na Figura 7, pode-se verificar, através das proposi¢cdes acima, e através das
considerac0es feitas, que esses trés poligonos, o paralelogramo ABDC, o retangulo ABFE e o
paralelogramo ABHG, embora apresentem fronteiras diferentes, elas sdo equivalentes entre si,
uma vez que apresentam a mesma area. Pode-se facilmente comprovar que as areas sdo iguais
uma vez que esses trés paralelogramos partilham da mesma base AB e da mesma altura ( AE

ou BF) compreendida entre as retas f e g.

Figura 7— Paralelogramos ABDC, ABFE e ABHG equivalentes.
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Fonte: Miranda (2017).

Da mesma forma que foi apresentado o exemplo dos paralelogramos da Figura 7, a
Figura 8 apresenta exemplos de triangulos equivalentes. Como sabemos pela proposicéo
XXXVII, triangulos que partilham da mesma base e da mesma altura possuem a mesma area,
logo sdo equivalentes. Na Figura 8, podemos observar que os triangulos ABC, ABD e ABE

possuem a mesma base AB e a mesma altura relativa as retas g e f.
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Figura 8 — Triangulos ABC, ABD e ABE equivalentes.
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Fonte: Miranda (2017).

3.4 Figuras Equicompostas

Boltianski (1996) apud Miranda (2017) afirma que duas figuras sdo equicompostas
se for possivel decompor uma das figuras num namero finito de partes que podem ser usadas
para compor a outra figura. Miranda (2017) afirma que poligonos equicompostos séo
equivalentes. O conceito de equicomposicao ja era conhecido na antiguidade, porém sé em
1807 que se demonstrou que poligonos equivalentes sdo equicompostos.

O teorema que permite demonstrar essa proposicdo é chamado de Teorema de
Wallace-Bolyai-Gerwein (MIRANDA, 2017).

Primeiramente, para que se prove esse Teorema, € necessario definir algumas

proposicoes.

A primeira proposicdo € a semelhanca do Axioma 1, que nos diz que se uma figura
A é equicomposta com a figura B e a figura B é equicomposta com a figura C, entdo a figura C
é equicomposta com a figura A. Essa proposicao é denominada por Miranda (2017) como sendo
a proposic¢édo da Transmissividade da equicomposicao.
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Figura 9 — Equicomposicdo das Figuras A, B e C.
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Fonte: Miranda (2017).

A Figura 9 mostra o quadrado da Figura A equicomposto no paralelogramo da
Figura B, o paralelogramo da Figura B equicomposto no triangulo da Figura C e, finalmente, o
quadrado da Figura A equicomposto no triangulo da Figura C, ou seja, os trés poligonos
equicompostos entre si e, portanto, equivalentes. As cores iguais dos poligonos das figuras A,

B e C correspondem a poligonos congruentes.

A segunda proposicao é a proposicao de que todo triangulo é equicomposto com
algum retangulo. Esta proposicdo pode ser facilmente compreendida com o auxilio da Figura
10. No tridngulo ABC da Figura 10(a), fazendo-se um corte paralelo a base BC que passe nos
pontos médios dos lados AB e AC, pontos F e G, respectivamente, recorta-se o triangulo
formado AFG em sua altura AH relativa & base FG, obtendo-se assim dois tridngulos retangulos
AHF e AHG. Pode-se posteriormente a essas alteracdes, deslocar cada um desses triangulos
(AHF e AHG) para as extremidades do tridngulo ABC, a fim de se encaixarem nas posigdes

BDF e CEG, respectivamente, obtendo-se, entdo, o retangulo BCED, Figura 10(b).
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Figura 10 — (a) Triangulo ABC dividido em dois triangulos retangulos, AHF e AHG, a partir de sua altura AH e
da paralela FG ao lado BC, passando pelos pontos médios, F e G dos lados AB e AC, respectivamente. (b)
Triangulo ABC equicomposto com o retdngulo BCED

(b)

Fonte: Autora deste trabalho.

A terceira proposicdo apresentada por Miranda (2017) é a de que se dois
paralelogramos tém areas iguais e ttm um lado com mesma medida, entdo sdo equicompostos.
Para se comprovar essa proposicao, deve-se primeiramente tracar paralelas BD e EH aos lados
AC e FG dos paralelogramos, respectivamente. Desse modo, forma-se uma malha de
quadrilateros (verdes) e triangulos (azuis). Percebe-se atraveés da Figura 11, que o0s
paralelogramos ABCD e EFGH séo compostos por uma mesma quantidade de triangulos e
quadrilateros, ou seja, 8 tridngulos e 24 quadrilateros de mesma medida. Isto faz com que se
verifique que os paralelogramos ABDC e EFGH configuram-se com a mesma composicao,

logo sdo equicompostos.

Figura 11 — Dois paralelogramos equicompostos

Fonte: Miranda (2017).

A quarta proposi¢cdo (MIRANDA, 2017) é de que dois retdngulos equivalentes séo
equicompostos. Esta proposicdo pode ser demonstrada da seguinte forma. Por serem
equivalentes, os retangulos ABCD e EFGC, como apresentados na Figura 12, possuem a mesma
area. Construindo-se um paralelogramo como apresentado na Figura 12, em que os lados PC e

CG sio iguais. O paralelogramo IPCB foi construido tracando-se uma circunferéncia de centro
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em C e de raio o maior dos lados entre os dois retangulos, fazendo com que os lados PC e CG
tenham a mesma medida, pois sdo raios da mesma circunferéncia. Na Figura 12, o raio tem a
medida do segmento CG. Posteriormente, tragcou-se uma reta r contendo o segmento AD e
cortando a circunferéncia nos pontos P e Q. A partir do ponto P e do centro C, traga-se uma reta
u concorrendo com o lado AB do retangulo. Para completar o paralelogramo, traga-se a reta v
paralela a reta u, passando pelo ponto B do retangulo e interceptando a reta r no ponto I. Assim
sendo, tem-se o paralelogramo IPCB. O retangulo ABCD e o paralelogramo IPCB partilham a
mesma base BC e a mesma altura AB. Por serem equivalentes e possuirem a mesma base BC,
pela terceira proposi¢do temos que 0s poligonos IPCB e ABCD séo equicompostos. Da mesma
forma, como a medida de CP ¢ igual a medida de CG, e IPCB e EFGC sdo equivalentes,
podemos afirmar, pela terceira proposicéo, que o paralelogramo IPCB e o retangulo EFGC
também sdo equicompostos. Finalmente, pela primeira proposicdo, se ABCD e EFGC séo
equicompostos a um mesmo paralelogramo, entdo eles sdo equicompostos entre si. Assim,

podemos concluir que dois retdngulos serdo sempre equicompostos.

Figura 12 — Paralelogramo IPCB equicomposto aos retangulos ABCD e EFGC.

Fonte: Miranda (2017).

A quinta proposicdo (MIRANDA, 2017) nos mostra que todo poligono é
equicomposto com algum retangulo. Esta proposi¢do pode facilmente ser demonstrada, desde
gue se assuma que qualquer poligono pode ser decomposto por um namero finito de triangulos
e, pela segunda proposicdo, temos que todo triangulo é equicomposto com algum retangulo.
Logo rearranjando os triangulos de forma que todos os retangulos formados pela sua
equicomposicao figuem com a mesma base e entre duas retas perpendiculares, pode-se agrupé-

los de modo que juntos formem um Unico retangulo, sem que haja sobreposi¢do entre os
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retangulos. Por este modo temos que o retangulo é equicomposto ao poligono original. A Figura
13 ilustra esta construcao.

Figura 13 — Pentagono equicomposto a um retangulo.
‘g .

\/\
\
\

A B

Fonte: Miranda (2017).

A figura mostra um pentagono equivalente a um retangulo. O pentagono é
decomposto em trés triangulos, cada um deles equivalente a um retangulo. Os retangulos podem
ser rearranjados em uma mesma base, dando origem a um retangulo maior que é equivalente ao
pentagono original (MIRANDA, 2017).

Finalizamos este capitulo citando o Teorema de Bolyai-Gerwien: “Dois poligonos
que tem dareas iguais sdo equicompostos.” Este teorema ndo mostra apenas que poligonos
equicompostos sdo equivalentes, ele define também uma relacdo de dualidade entre

equivaléncia e equicomposicdo, um implica em outro (MIRANDA, 2017).

Assim, concluimos que equivaléncia implica em equicomposicdo, como
equicomposicdo implica em equivaléncia, dois conceitos que podem ser facilmente

encontrados, na literatura, como sindbnimos.

4. QUADRATURA

Fazer a quadratura de uma figura plana significa encontrar um quadrado que tenha
a mesma area da referida figura. Partindo do pressuposto que qualquer poligono pode ser
dividido em um numero finito de tridangulos, entdo é possivel quadrar qualquer figura ja que é

possivel quadrar qualquer triangulo (ROVERAN, 2015).
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O inicio da histéria da geometria esta, segundo Galvdo e Souza (2013) apud
Roveran (2015), intimamente relacionado com a determinacdo de areas de figuras planas. Os
mesmos autores, citados por Roveran (2015), identificam que o primeiro desafio encontrado
pelas civilizaces antigas era o de determinar a area do circulo por quadratura, uma tarefa que
se mostrou impossivel com os instrumentos utilizados por eles a época, a régua e 0 compasso.
O uso da quadratura para a determinacao da area de figuras planas era muito frequente pelos
gregos. Determinar a area do retangulo foi a quadratura mais imediata (ROVERAN, 2015). Os
atenienses, em geral, possuiam habilidades e imensa facilidade em converter um retangulo de
lados a e b num quadrado. De fato, o problema consistia em encontrar a média proporcional ou
geométrica entre a e b (BOYER, 1974 apud ROVERAN, 2015).

4.1 Quadratura do retangulo

Nesta secdo vamos calcular, utilizando apenas régua e compasso, a area de um
quadrado equivalente a area de um retangulo dado, conhecidos seus lados. Em outras palavras,

vamos fazer a quadratura do retangulo.

Considere o retangulo ABDC dado, como apresentado na Figura 14. Para fazer a
sua quadratura é necessario encontrar um quadrado tal que, sua area seja igual a area do
retangulo dado. Sendo a area do retangulo ABDC dada pelo produto de sua base por sua altura,
ou seja, AB * CA, entdo o que precisamos é encontrar um quadrado cuja area [? seja igual a
AB * CA. Para encontrar o quadrado cuja area seja igual a do retdngulo ABDC, é necessario

seguir 0s seguintes passos:

Figura 14 — Quadratura do retangulo ABDC dado.

Fonte: Autora deste trabalho.
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1. Com centro em D, descreva uma circunferéncia de raio BD;

2. Prolongue o lado CD, cortando a circunferéncia em N;

3. Encontre o ponto médio do segmento CN; e marque como M; O procedimento para
determinar o ponto médio de um segmento esta descrito no apéndice A.

4. Com centro em M, descreva uma circunferéncia de raio CM;

5. Trace a perpendicular a CM por D e marque o ponto E na circunferéncia maior; O
procedimento para determinar uma reta perpendicular a outra, passando por um ponto,
esta descrito no apéndice B.

6. Construa em quadrado sobre o segmento DE. Este quadrado EFGD tem a mesma area
do retangulo ABCD.

Para construir o quadrado, tragamos uma perpendicular a reta DE (como mostra o
apéndice B) e transportamos o segmento DE, a partir do ponto E, para esta perpendicular,
marcando sobre ela o ponto F. Em seguida, prolongamos a reta CD e transportamos para esta
reta, a partir do ponto D, o segmento DE, marcando o ponto G. Finalmente, tragamos a reta

obtendo, assim, o quadrado EFGD.

Depois da construcdo geométrica descrita acima, precisamos justificar que o
quadrado EFGD possui mesmo area igual a do retdngulo dado. Para isso, acompanhe a seguinte

demonstracéo:

Aygpc = base x altura (12)
Agpcp =AB *BD
mas, AB = CD, logo
Aupcp =CD *BD (13)
como BD=DN (raios da mesma circunferéncia)

Na figura, temos



CD=CM +MD
CD =MN - MD
mas,
MN =CM
entéo
DN =CM - MD

Substituindo (13) e (14) em (12), temos
Aupcp = (CM + MD) (CM - MD)
= CM? - MD? (4rea do retangulo)
Do triangulo retangulo MDE, aplicando teorema pitagoras, temos
2 =Dp2+c2
ME? = MD? + DE? como ME = CM
entéo
CM?=MD? + DE?
DE? = CM?>-MD? (4rea do quadrado)
Aspcp = DE?
A 4pcp= CM*-MD?
Portanto, comparando (16) e (17) concluimos que
Auppc = Agrep

ou seja, a area do retangulo ABDC ¢ igual a area do quadrado EFGD.
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(15)

(16)

(17)

(18)

A Figura 14 foi construida manualmente, com o auxilio de uma régua e um

compasso somente. Ao final da construcéo, digitalizamos e anexamos a figura ao trabalho.
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4.2 Quadratura do triangulo

A Figura 1 foi construida manualmente, com o auxilio de uma régua e um compasso

somente. Ao final da construcao, digitalizamos e anexamos a figura ao trabalho.

Nesta secdo, vamos fazer a quadratura de um triangulo qualquer dado, conhecidos
seus lados. Tal quadratura consiste de encontrar um quadrado onde sua &rea seja igual a area

do triangulo dado.

Seja o triangulo ABC dado da Figura 15. Sendo a area de um tridngulo qualquer

basexaltura . . p ‘- BC+h ~
dada por % no triangulo ABC da figura temos que sua &rea é igual a T* Entdo nosso

objetivo é encontrar um quadrado de lado | cuja érea, que é dada por 12, seja igual a %, ou
seja, seja igual a area do triangulo ABC da figura. Este resultado pode ser encontrado
utilizando-se o conceito de média geométrica entre dois segmentos. Dados 0s segmentos a e b,
definimos a sua média geométrica por g = vab. Para a construgio desta média geométrica
vamos utilizar as conhecidas relagdes métricas no triangulo retangulo, em especial, h? = mn,
ou seja, o quadrado da altura (h) de um triangulo retangulo referente a sua hipotenusa € igual

ao produto das projecdes m e n dos seus catetos sobre a hipotenusa.
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Figura 15 — Triangulo ABC qualquer e o tragado de sua altura h.

T ?’8_ W

\,‘;__‘_\ M
———

Fonte: Autora deste trabalho.

Figura 16 — Quadratura do triangulo ABC, utilizando média geométrica
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Fonte: Autora deste trabalho.

Dado o triangulo ABC qualquer (Figura 14);

Trace a altura AH=h deste triangulo, ou seja, uma perpendicular ao lado BC de medida
b, passando pelo vértice A,

Trace o ponto médio de BC, denotado por M; Ficam entdo determinados os segmentos

BM = MC = 2.
Transporte os segmentos de medidas g e h para uma reta suporte RT (Figura 16). O
segmento de medida g + h serd a medida da hipotenusa de um novo triangulo a ser

construido;
Trace 0 ponto médio de RT, marcando como ponto V;

Trace a circunferéncia de raio RV
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7. Trace uma perpendicular a reta RT, passando pelo ponto V e encontrando a
circunferéncia no ponto X. Fica entdo determinado o triangulo XRT, retdngulo em X. O
segmento XV = [ é a altura do triangulo XRT;

Nota: O triangulo XRT é retangulo em X pois, 0 angulo RXT sendo inscrito numa
semicircunferéncia é, por definicdo, reto, ja que qualquer angulo inscrito numa
circunferéncia deve medir a metade do seu angulo central correspondente.

8. A medida de XV é a medida (l) do lado quadrado procurado. Ou seja, 0 quadrado
construido com o lado medindo XV = [ da Figura 3 tem area equivalente a area do
triangulo ABC,;

9. Construir o quadrado XYVT de lado medindo |.

Note no triangulo XRT que, através das relacdes métricas no triangulo retangulo,
podemos obter a relagdo 1% = g - h , que pode ser escritacomo [ = /g h , a média geométrica

procurada. A expresséo [* = g - h pode ser entendida como: a area do quadrado de lado | é igual

a &rea do triangulo de base b e altura h, ou seja, do triangulo ABC.

Para demonstrar que a area do triangulo ABC € igual a area do quadrado XYVT,

€screvemos:

=2n (19)

= |2t (20)

|:\/§.7, (21)

ou seja, para a igualdade (19) ser satisfeita, basta calcular a média geométrica entre os

segmentos g e h, equacdo (21), onde | é a medida do lado do quadrado procurado.
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4.3 Quadratura para qualquer poligono de n lados

Nas se¢Oes anteriores deste capitulo, mostramos como fazer a quadratura do
retdngulo e a quadratura do tridngulo, dois poligonos convexos simples, de 4 e 3 lados,
respectivamente. Surge entdo a pergunta: sera que é possivel quadrar um poligono de 5, de 6,
de 10, de 20 lados? A resposta é sim! E nesta se¢cdo vamos mostrar uma generalizacdo do

procedimento para fazer a quadratura de um poligono qualquer de n lados n >3.

Este procedimento comum, que era muito usado pelos matematicos gregos na
antiguidade, ndo serd para nds, também, de dificil compreensdo, uma vez que reunimos, na

secdo 4.1, parte dos elementos necessarios para realizar tais construgdes geométricas.

Roque e Carvalho (2012), ilustram de forma esquemaética, na Figura 16, 0s
procedimentos necessarios para quadrar um poligono de 7 lados. Tal ilustracdo nos permitira,
posteriormente, generalizar o problema. Acompanhe 0s passos a seguir.

Figura 17 — Quadratura de um poligono de 7 lados.

/N
\%

| pe
=
[ :

Fonte: Roque e Carvalho (2012).
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Passos:

1. Dado um poligono qualquer como o mostrado na Figura 17, recorre-se a divisao

do mesmo em um namero de cinco triangulos;

2. O triangulo 1 foi transformado em um retangulo equivalente, 1°. Esse retangulo,

por sua vez, foi transformado no quadrado 1” que lhe é equivalente;

3. Analogamente, o triangulo 5 foi transformado em um retangulo equivalente, 5°.

Esse retangulo, por sua vez, foi transformado no quadrado 5 que lhe ¢é equivalente;
4. Os quadrados 1’ ¢ 5’ sdo equivalentes, respectivamente, a 17 ¢ 5.

5. O Teorema de Pitagoras permite transformar esses dois quadrados em um

quadrado S.

6. Aplicando este procedimento aos outros triangulos obteremos, ao final, um

quadrado equivalente ao poligono dado.

O procedimento descrito acima pode ser generalizado para um poligono qualquer
de n lados. No entanto, a fim de simplificar a construcdo da quadratura de um poligono com
muitos lados, propomos uma pequena modificacdo. Que seja feita a quadratura do triangulo
direto para o quadrado, sem que para isso tenha que transforma-lo primeiro num retangulo
equivalente. Nossa proposta é que seja feita a quadratura de um tridngulo conforme fizemos na
secdo 4.3 deste capitulo, via média geométrica. Assim, é possivel reduzir, significativamente,

o trabalho gasto na construcdo da quadratura final de um poligono de n lados.

Resumindo, entdo, a idéia é a mesma. A partir de um poligono qualquer de n lados,
divida-o em m triangulos. Logo ap06s, utilizando régua e compasso, faca a quadratura de cada
um desses m triangulos, utilizando o conceito de média geométrica, obtendo assim, m
quadrados equivalentes. Por fim, com a ajuda do Teorema de Pitagoras, transforme cada par
desses quadrados em um quadrado resultante, e assim, sucessivamente, até chegarmos a um

quadrado equivalente ao poligono inicial dado.

As quadraturas apresentadas até aqui foram construidas a partir do método utilizado
por Euclides, utilizando somente régua ndo graduada (que néo dispde de uma escala de valores)
e compasso. Considerando o carater didatico que desejamos propor no ensino do conceito de

areas e figuras equivalentes e que nem sempre o estudante do ensino fundamental possui esta
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ferramenta fundamental para as constru¢des geométricas, 0 compasso, e nem as escolas
possuem recursos financeiros para comprar e oferecer a seus alunos, apresentaremos no
Capitulo 5, alternativas simples e criativas para se desenvolver um trabalho ludico, préatico, que
apresente resultados satisfatorios, sem que seja necessario 0 uso do compasso. A idéia é que a
falta do compasso ndo impeca a realizagéo de atividades que auxiliem no processo de ensino-
aprendizagem da disciplina. Em particular, as atividades poder&o ser realizadas com materiais
de facil acesso a todos os estudantes e que qualquer escola possui: papel, caneta, lapis de cor,

régua, tesoura, boa vontade e, principalmente, conhecimento.
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5 SUGESTAO DE ATIVIDADES ENVOLVENDO CALCULO DE AREAS E
EQUICOMPOSICAO DE FIGURAS PARA SE TRABALHAR EM SALA DE AULA

Neste capitulo, apresentamos algumas sugestdes de atividades para o professor
trabalhar em sala de aula, diversificando sua pratica de ensino e refor¢cando o aspecto

pedagdgico relacionado a compreensdo do conceito de area.

O conceito de area relaciona caracteristicas muito importantes para que haja um
bom aprendizado como, por exemplo, &rea € um namero positivo que quantifica o espago
ocupado por uma figura, ou ainda, € o resultado do somatdrio de todas as pequenas partes que

constituem um todo.

Os Parametros Curriculares Nacionais estabelecem a importancia das habilidades

que devem ser trabalhadas no ensino fundamental e salientam:

...0 trabalho com é&reas deve apoiar-se em procedimentos que favorecam a
compreensdo das nogdes envolvidas, como obter a &rea pela composicdo e
decomposicao de figuras cuja &rea eles j& sabem calcular (recortes e sobreposicao de
figuras) por procedimentos de contagem (papel quadriculado, ladrilhamento), por
estimativas e aproximagdes (BRASIL, 1998, P. 131).

O processo de ensino-aprendizagem deve focar no fato de que a area € uma medida,
um ndmero que deve estar relacionado a uma determinada superficie. Para facilitar este
processo, entendemos que o uso de materiais concretos e a diversificacdo dos meios didaticos

sejam de fundamental importancia para que os alunos desenvolvam uma aprendizagem efetiva.

A compreenséo de que toda figura pode ser decomposta em figuras menores e que
a area desta figura € justamente a soma das areas de suas partes sera nosso ponto de partida para

propor as atividades que se seguem.

5.1 Primeira atividade proposta

Nossa primeira sugestdo é bem simples e pode ser trabalhada, por exemplo, nos
primeiros anos do Ensino Fundamental Il, 6° e 7° anos, para se trabalhar o conceito de

equivaléncia de figuras planas. Consiste em decompor um triangulo qualquer em um retangulo.
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A proposta é de que sejam construidos, pelos alunos, tridngulos variados, cada um
constroi o seu, podendo ser tridngulos retangulos, acutangulos, isosceles, equiléteros, enfim, a
escolha de cada aluno. Depois, com a ajuda de um esquadro, cada aluno deve tracar a altura do
seu triangulo. A altura do triangulo é um segmento de reta que parte de um dos Vvértices do
triangulo até encontrar o lado oposto a esse vértice, formando com ele um angulo de 90°. O
préximo passo é determinar os pontos médios de dois lados do triangulo, os lados que nao foram
usados no tracado da altura. Fardo isto com o auxilio de uma régua graduada. Finalmente, traca-
se uma reta passando por esses dois pontos médios determinados e os dois triangulos retangulos
formados pela altura do triangulo original e a reta passando pelos pontos médios sdo recortados
com o auxilio de uma tesoura sem ponta. Antes de recortar os triangulos retangulos, os alunos
poderdo, a seu critério, colorir todas as pecas, os dois triangulos retangulos e o trapézio, um de
cada cor, promovendo assim um espaco de trabalho Iudico e divertido. Com as pecas coloridas
e recortadas, o Ultimo passo consiste de reposicionar os tridngulos retangulos do lado do
trapézio a fim de se obter um retangulo, conforme a Figura 17.

Figura 18 — Decomposicao de um tridngulo em um retangulo.

Fonte: Autora deste trabalho.

Com esta atividade é possivel trabalhar os conceitos de area, altura do triangulo,
ponto médio de um segmento, retas paralelas e equivaléncia entre figuras geométricas planas,
atraveés da equicomposicao. Qualquer outro poligono pode ser usado nesta atividade, uma vez
gue pode ser decomposto em um ndmero finito de tridngulos que, por sua vez, podem ser
decompostos em retangulos, onde a soma de todas as areas dos retangulos da a area do poligono
original. Devido a praticidade e viabilidade, é preferivel escolher poligonos com um numero

menor de lados para se trabalhar em sala de aula, para que a atividade ndo se torne um obstaculo
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e dificulte a compreensao do conceito de figuras planas equivalentes, que é o objeto foco da
aula. E importante salientar que, todos os materiais usados na atividade sdo faceis de encontrar,

de baixo custo e, na maioria das vezes, os alunos ou a propria Escola ja possuem.

5.2 Segunda Atividade Proposta

Uma excelente forma de se trabalhar a compreensdo da equivaléncia de figuras e
da equicomposi¢do das mesmas € utilizando um famoso quebra cabeca chinés conhecido como
Tangram. Este quebra cabeca € composto por 7 pecas, sendo 2 triangulos retangulos grandes, 1
triangulo retangulo médio, 2 triangulos retdngulo pequenos, 1 quadrado e 1 paralelogramo.
Existem varios tipos de Tangram, mas para esta atividade utilizaremos o Tangram quadrado,
como mostra a Figura 18.

Figura 19 — Tangram quadrado.

Fonte: Autora deste trabalho.

Neste quebra cabeca geométrico bastante popular, podemos separar as figuras e
utilizar as mesmas para construir um grande nimero de outras figuras. O detalhe é que o
Tangram quadrado é muito facil de construir, usando apenas papel, caneta e lapis de cor, o que
pode ser construido com os alunos, na sala de aula, numa aula anterior, e depois utiliza-lo para

esta atividade.

Nossa proposta de segunda atividade também é simples do ponto de vista da

execucao, mas muito significativa do ponto de vista da aprendizagem, pois torna mais fécil a



48

compreensdo do que vem a ser figuras equivalentes de uma forma bem pedagogica e,
principalmente, pratica.

A proposta € a seguinte: em sala de aula, os alunos todos com seus Tangrans em
maos, o professor pede que os alunos separem 5 pecas, o paralelogramo, o quadrado, o tridngulo
médio e os dois tridngulos menores. A seguir, o professor pede que cada aluno fique com os
dois triangulos pequenos e disponha, em sua carteira, o paralelogramo, o quadrado e triangulo
médio, conforme Figura 19.

Figura 20 — Pecas do Tangram: Paralelogramo, triangulo médio e quadrado.

Fonte: Autora deste trabalho.

A tarefa dos alunos, entdo, sera sobrepor os dois triangulos pequenos em cada
figura, posicionando-os de forma a se encaixarem perfeitamente sobre o paralelogramo, o
quadrado e o tridngulo médio, como mostram as Figuras 19(a), 19(b) e 19(c).

Figura 21 — (a) Paralelogramo equicomposto em dois tridngulos pequenos; (b) Triangulo
médio equicomposto em dois tridngulos pequenos e (¢) Quadrado equicomposto em dois
triangulos pequenos.

(b

(a) (b) (©)

Fonte: Autora deste trabalho.
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Assim, os alunos perceberdo, com a ajuda do professor, que com 0s mesmos dois
triangulos pequenos foi possivel obter trés poligonos diferentes, no entanto, todos trés com a

mesma area e, portanto equivalentes.

Com esta atividade é relativamente rapida de se executar, o professor pode propor,
para o restante da aula, uma competicdo, onde os alunos deverdo construir poligonos variados,
ao comando do professor, com um certo nimero de pecas do Tangram. A competi¢do pode ser
feita em grupos. Por exemplo, construir um retangulo com trés pecas. O grupo que terminar
primeiro ganha um ponto. Outro exemplo, construir um triangulo com cinco pegas. Ou um
trapézio isosceles com sete pecas. E assim por diante. Ao final, o grupo que somar o maior

namero de pontos, ganha a competicao.

Uma outra proposta de atividade com o Tangram pode ser a decomposi¢éo de suas
pecas em termos dos tridngulos pequenos. Por exemplo, com a ajuda do professor, o aluno deve
ser capaz de concluir que o triangulo grande pode ser decomposto em 4 triangulos pequenos,
ou seja, que sua area € igual a soma das areas de 4 triangulos pequenos do Tangram. Veja a

Figura 20.

Figura 22 — Triangulo grande decomposto em 4 triangulos pequenos.

Fonte: Autora deste trabalho.

Pode concluir também que, a area do quadrado formado com as 7 pecas do Tangram
é igual a soma das areas de 16 triangulos pequenos do Tangram. Veja a Figura 20. E assim, por

diante.
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Figura 23 — Tangram quadrado equicomposto em 16 triangulos pequenaos.

Fonte: Autora deste trabalho.

Por ser uma excelente forma de se trabalhar equicomposicéo, o0 Tangram vem sendo
muito utilizado, em sala de aula, no estudo de areas e equivaléncias de figuras planas. Mas
deve-se tomar o cuidado de ndo fixar um objetivo apenas estético de montar figuras, diminuindo
0 objetivo matematico de observar na pratica a equicomposicéo. Este recurso pode e deve ser
melhor aproveitado explorando os aspectos matematicos que lhe sdo peculiares e muito
significativos do ponto de vista do aprendizado e memorizagdo dos conceitos trabalhados em
sala de aula. Por seu carater ludico e criativo pode ser aplicada aos alunos do 6° e 7° anos do

Ensino Fundamental II.

5.3 Terceira Atividade Proposta

Para a realizacdo, em sala de aula, da terceira e Gltima proposta de atividade deste
trabalho, o professor deve disponibilizar para seus alunos uma folha de papel quadriculado,
facilmente encontrado em qualquer papelaria. Alternativamente, o professor com o auxilio de
uma caneta e uma régua pode quadricular uma folha de papel oficio, com quadrados de 1cm?

de area, e xerocar para seus alunos.



o1

Esta atividade consiste no professor propor o seguinte problema ludico para seus

alunos: Pedro deseja escrever seu nome no fundo de uma piscina, usando ladrilhos coloridos

conforme a Figura 7 a seguir

S€:

Figura 24 — Ladrilhos da piscina

=

rﬁ |

Fonte: Miranda (2017).

Note que a Unica divisdo que é feita nos ladrilhos é na diagonal do quadrado. Pede-

A é&rea de cada letra do nome de Pedro. Considere cada ladrilho como tendo 1cm? de
area.

Qual deve ser a area total da piscina (retangulo inferior) para que o nome de Pedro possa
ser escrito conforme o modelo da Figura 7? (Deve-se respeitar 0 espaco de um
quadradinho ao redor do nome).

Alice, irma de Pedro, gostou tanto que deseja fazer em sua piscina 0 mesmo. Construa
no papel quadriculado disponibilizado pelo professor, 0 nome de Alice tal que, 0 A
tenha area de 11 quadradinhos, o L tenha area de 7 quadradinhos, o | tenha area de 5
quadradinhos, o C tenha area de oito quadradinhos e o E tenha area de 9 quadradinhos.
Respeito o espaco de um quadradinho nas laterais do nome.

Suponha, agora, que vocé, aluno(a) € o(a) irmdo(a) de Pedro. Construa no papel
quadriculado disponibilizado pelo professor, o seu nome, conforme orientagdes feitas

na letra (c) deste problema.

Esta atividade trabalha de maneira contextualizada a area do retangulo e o principio

multiplicativo que da origem a expressdo dessa area. Oportuniza, de forma individual, que cada

aluno(a) possa fazer um céalculo de area diferente, referente as letras de seu proprio nome,

incentivando a participacdo e a interacdo de todos. E uma atividade importante, pois nela o
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aluno(a) acaba relacionando uma superficie a um numero, criando a noc¢do de area enquanto

medida. Pode ser aplicada em turmas de 6° e 7° anos do Ensino Fundamental 11.

Nossa terceira atividade proposta deste trabalho foi inspirada no trabalho de
Miranda, 2017.

As propostas de atividades aqui apresentadas ainda nao foram aplicadas em sala de
aula. Nossa perspectiva é de aplica-las nas escolas da regido do Macico de Baturité e também
nas escolas do meu Pais, Timor Leste, a fim de extrair, na préatica, resultados que possam ser
satisfatorios ou apontem melhorias. Deixamos, para os leitores deste trabalho, como sugestéo
e/ou inspiracdo para aplicacdo em suas turmas de Ensino Fundamental Il ou equivalente,

quando se tratar de outro pais.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi possivel observar a maneira como Euclides e os
gedmetras da antiguidade calculavam a &rea de poligonos utilizando apenas o compasso e a
régua ndo graduada. Foi possivel fazer uma breve contextualizagdo acerca do surgimento da
geometria e 0 legado das primeiras civilizacdes e dos primeiros gedmetras para a atualidade
através de um breve levantamento bibliografico apresentado no Capitulo 2. Foi apresentada a
diferenga entre os conceitos de &rea da antiguidade e da atualidade. Apds a abordagem do
conceito de area, foi possivel rever como sdo deduzidas as formulas para o calculo do retéangulo,

do paralelogramo, do triangulo e do trapézio.

O Capitulo 3 é finalizado apresentando dois conceitos muito importante, que sao o
de equivaléncia de figuras geométricas planas e o de figuras equicompostas. Foi mostrado que
duas figuras sdo equivalentes quando apresentam fronteiras diferentes e mesma area, enquanto
que duas figuras sdo ditas equicompostas quando se consegue dividir qualquer uma delas em

um numero tal que, reagrupando, pode-se obter a outra.

Posteriormente, foi apresentado no Capitulo 4 o conceito e a construcdo da
quadratura de poligonos como o triangulo e o retangulo. Com o método de decomposicdo de
poligonos em tridngulos, mostrou-se que € possivel quadrar qualquer poligono utilizando
apenas 0 compasso € a régua ndo graduada. Foi mostrado que este método permite dividir um
poligono em um ndmero finito de tridngulos e posteriormente quadrar os mesmos. Depois de
quadra-los, soma-se os pares de quadrados atraves do Teorema de Pitagoras, até que se obtenha

um quadrado com a mesma &rea que o poligono original.

No capitulo 5, apresentou-se algumas sugestdes de atividades para que o professor
possa trabalhar em sala de aula. A proposta é que as atividades devem ser utilizadas para
diversificar sua pratica de ensino e reforcar o aspecto pedagogico relacionado a compreenséo

do conceito de area e equivaléncia de figuras planas.

Finalizando nossas consideragcfes, deixamos como perspectiva a aplicacdo das
atividades aqui propostas em salas de aula do 6° e do 7° anos do Ensino Fundamental Il ou
equivalente quando se tratar de Paises parceiros. Verificar na préatica a eficiéncia ou ndo deste
método alternativo para ensinar o conceito e o calculo de areas através da equicompoisgéo de

figuras e também a equivaléncia de area entre as figuras é nosso proximo objetivo. E nosso
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objetivo, também, estimular o estudo da geometria plana através das constru¢des geométricas
com régua e compasso, sempre que for possivel e viavel, pois entendemos que este recurso
ajuda, e muito, na compreensdo de diversos conceitos geometricos como os abordados neste
trabalho.

Com as temaéticas aqui trabalhas também pretende-se despertar nos leitores o
interesse pelos conceitos abordados, construcdes e decomposicdo de figuras geométricas, de
forma a contribuir com o ensino e aprendizagem da geometria nas salas de aula. Deixamos
como sugestdo e/ou inspiracdo para que outros professores utilizem as ferramentas aqui
propostas e/ou se inspirem para criar novas, sempre em prol do conhecimento e com vistas a
melhoria da aprendizagem dos alunos das Escolas do Macico de Baturité e das Escolas dos

Paises parceiros.
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APENDICES

APENDICE A — Ponto médio de um segmento

< Construcdes Geométricas Basicas

1. Ponto médio de um segmento

Construa, com régua e compasso, o ponto médio do segmento AB dado.

Figura 1— Construcdo do ponto médio do segmento
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Fonte: Autor deste trabalho.

Procedimento:

> Traga-se um segmento qualquer de reta, por exemplo, o segmento AB da Figura 1;

> Com o compasso centrado no ponto A, traca-se uma circunferéncia de raio r > % AB;

> Com o compasso centrado no ponto B, traca-se uma outra circunferéncia com raio
r> % AB:

> As circunferéncias se interceptam em dois pontos distintos, X e Y;

> Traca-se a reta XY determinando com o segmento AB um ponto de interse¢do M;

> O ponto M é o ponto médio do segmento AB.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Compasso_(geometria)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Reta
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Justificativa: Observe, na Figura 1, que o tridngulo AXB é is6sceles, pois a medida de AX =

XB = r. Logo, como propriedade dos tridngulos isésceles, 0 segmento XM é uma mediana do

tridngulo AXB, o que garante que M é ponto médio do segmento AB.

APENDICE B — Perpendicular a uma reta r, passando por um ponto A da reta

% Construgdes Geométricas Bésicas
2. Perpendicular a uma reta r, passando por um ponto A da reta.

Construa, com régua e compasso, uma reta perpendicular a uma reta r dada, passando
por um ponto A da reta dada.

Figura 2 — Construcéo de uma reta A perpendicular a uma reta
r dada.

Fonte: Autor deste trabalho.

Procedimento:

> Traga-se uma reta r. Destaca-se o ponto A sobre a reta r (Figura 2);

> Com centro em A, traca-se uma semicircunferéncia, de raio qualquer, interceptando a
reta r em dois pontos distintos, B e C;

. A n . 1 5~
> Agora, com centro em B, traca-se um arco de circunferéncia de raio r > > BC;
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> Analogamente, com centro em C, traca-se um arco de circunferéncia de raio r >

BC;

N |-

> Marca-se 0 ponto de intersec¢do dos trés arcos, o ponto 4

> Traca-se a reta ﬁ, perpendicular a reta r dada.

Justificativa: Observe, na Figura 2, que o triangulo BA4’C é is6sceles, pois a medida de BA' =

A'C = r. Logo, como propriedade dos triangulos isésceles, o segmento AA’ é uma altura do

tridangulo BA 'C, o0 que garante que a reta AA & perpendicular a retar.

APENDICE C — Mediatriz de um segmento

< Construcdes Geométricas Basicas
3. Mediatriz de um segmento
Construa, com régua e compasso, a mediatriz do segmento AB dado.

A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB que contém o0 seu ponto
médio. A mediatriz do segmento AB pode ser entendida, também, como o conjunto de
todos os pontos que equidistam dos extremos do segmento. Acompanhe 0s passos para
sua construcéo.

Figura 3: Construcio da mediatriz do segmento 4B.

Fonte: Autor deste trabalho.
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Passos:

> Dado um segmento de reta AB, Figura 3, com 0 compasso centrado em A, traca-se
. N . . 1 —=
uma circunferéncia de raio r > 5 AB;
. A - - 1 —=
> Com o compasso centrado em B, traga-se uma circunferéncia de raio r > > 4B;

> As circunferéncias se interceptam nos pontos C e D;

> Areta CD é a mediatriz do segmento AB.

Justificativa: Na Figura 3, o triangulo ACB ¢ isosceles, pois a medida de AC = CB = r. Logo,

como propriedade dos triangulos isosceles, 0 segmento CD é tanto uma mediana quanto uma

altura do triangulo ACB, 0 que garante que a reta CD é a mediatriz do segmento AB.

APENDICE D — Construcéo de um retangulo usando apenas régua e compasso

4. Construir um retdngulo usando apenas régua e compasso.

Figura 4: Construcdo de um retdngulo usando apenas régua e
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Fonte: Autor deste trabalho.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Compasso_(geometria)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Compasso_(geometria)
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Procedimentos:

» Traca-se uma reta r. Sobre r, destaca-se os pontos A e B (Figura 4);

Traca-se uma reta perpendicular a reta r passando pelo ponto A, H, conforme
mostrado no Apéndice B;

» Traga-se uma reta perpendicular a reta r passando pelo ponto B, EE’), conforme
mostrado no Apéndice B;

Marca-se um ponto C qualquer na reta Ad;
» Traca-se uma reta perpendicular a reta AL passando pelo ponto C, marcando o ponto

de intersegdo desta reta com a reta BB’ o ponto D;

» O quadrilatero ABDC é um retangulo.

Justificativa: Por sua prépria definicdo, um retdngulo € um quadrilatero plano convexo que
possui 0s quatro angulos internos congruentes. Como a soma dos angulos internos de um
quadrilatero é 360° os quatro angulos internos do retangulo tem que ser retos. Logo, por
construcdo, podemos ver, na Figura 4, que o quadriladtero ABDC é, de fato, um retangulo.



