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RESUMO

O presente trabalho objetiva realizar um estudo acerca da convergéncia do método de
Newton-Raphson aplicado as fungoes polinomiais quadraticas, verificando para quais va-
lores iniciais é possivel garantir a convergéncia do referido método e determinando a
natureza da convergéncia. No primeiro momento, identificamos os valores iniciais que
garantem a convergéncia mondtona (crescente ou decrescente) do método de Newton-
Raphson para fungoes quadraticas e por fim, concluimos ainda que nesta mesma classe
de funcoes, a convergéncia do método ocorre para quaisquer valores iniciais diferentes da
abscissa do vértice. A pesquisa realizada deu-se por meio de uma revisao bibliografica,
enfocando as fungoes quadraticas, suas raizes e o método Newton-Raphson, culminando
com a obtencao de resultados qualitativos relacionados a convergéncia do Método de
Newton-Raphson. Este material podera ser muito 1til para outros estudantes, podendo
ser usado como fonte de pesquisa em disciplinas e na realizacao de futuros Trabalhos de

Conclusao de Curso.

Palavras-chave: Método de Newton-Raphson. Funcoes Quadraticas. Raizes reais.
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1 INTRODUCAO

Uma funcao polinomial real de uma variavel real é chamada de quadratica,
quando esta é definida a partir de um polinomio quadrético (ou polinémio do 2° grau)
sobre o corpo dos reais em uma incégnita. Por volta do ano 300 a. C., a funcao quadratica
foi associada a ideia de equagao quadratica (ou equagao polinomial do 2° grau), momento
este em que o matematico grego Euclides desenvolveu uma nova técnica denominada
Algebra Geométrica. Dentre os fatos que motivaram o surgimento da funcao quadréatica,
destaca-se as tentativas de explicar o movimento em queda livre de um corpo ou trajetéria

de uma bala de canhdo.

Chama-se de equagao quadrética (ou equagao polinomial do 2° grau), a equagao

polinomial que assume a forma
az? +bxr+c =0,

onde a,b e ¢ sao constantes reais com a nao-nulo. As raizes da equacao quadratica sao

obtidas pela expressao

—b+ Vb —4dac
2a ’

T2 =

mais conhecida no Brasil como Férmula de Bhaskara. Deve-se ressaltar que a constante
A = b? — 4ac, chamada de discriminante da equacao, nos permite identificar se as raizes

sao reais ou complexas nao-reais.

Este trabalho apresenta um estudo da convergéncia do método de Newton-
Raphson em fungoes quadréticas (ou fungoes polinomiais do 2° grau), na perspectiva
de identificar para quais valores iniciais ocorre a convergéncia da sequéncia recorrente
fornecida pelo método supracitado. Mais do que isso, buscaremos identificar os valores
inicias que garantem a convergéncia mondtona (crescente ou decrescente) deste método
numérico iterativo, bem como compreender os demais tipos de convergéncia possiveis e

consequentemente, concluir os casos de divergéncia.

Esta monografia estrutura-se basicamente em trés capitulos, apresentando no
primeiro uma breve introducao que fornece uma ideia geral sobre o trabalho e os problemas
a serem estudados. No segundo capitulo, faremos uma abordagem preliminar que inicia
com polindmios sobre um corpo e fungoes reais, encerrando com o método de Newton-
Raphson, deduzido a partir do Teorema do ponto fixo de Banach. O tltimo capitulo tem
por finalidade expor resultados sobre fungoes quadraticas, enfatizando resultados sobre a
convergéncia do método de Newton-Raphson aplicado a esta classe de funcgoes, obtidos

em parceria com o orientador.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos sobre polinomios e fungoes
reais, bem como importantes resultados como o algoritmo da divisao de polinomios e

Teorema do ponto fixo de Banach, culminando com o método de Newton-Raphson.

2.1 Polinémios sobre um corpo

Iniciamos a secao, introduzindo a definicao de corpo para que na sequéncia,

possamos definir polinomios, bem como operacoes e outros elementos relacionados.

Definicao 2.1 Um corpo é um conjunto nao-vazio K que possui duas operacoes fechadas

+:KxK—K(soma) e -:KxK — K (produto)

que satisfazem, para quaisquer a, b, c € K, as seguintes propriedades:

(a+0b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);

Existe 0 € K, tal que a +0 = 0 + a = a (existéncia do elemento neutro da soma);
Existe —a € K, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0 (existéncia do inverso aditivo);
a+b=0b+ a (comutatividade da soma);

(a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);
a-(b+c)=a-b+a-c(distributividade a esquerda) e

(a+0b)-c=a-c+b-c (distributividade & direita);

Existe 1 € K\ {0}, talque a-1=1-a = a;

8. a-b=10b-a (comutatividade do produto);

AR oIS

~

9. Se a # 0, entao existe a~! € K satisfazendo a-a ' =a™!-a = 1.

Exemplo 2.1 Sao exemplos de corpos os conjuntos Q (nimeros racionais), R (ntimeros

reais) e C (nimeros complexos), munidos com as operagoes usuais de soma e produto.

Defini¢ao 2.2 Sejam (IL,+,-) um corpo e K C L um subconjunto que munido com as

operacoes de L. é um corpo, entao dizemos que K é um subcorpo de L.
Exemplo 2.2 Q é subcorpo de R que, por sua vez, é subcorpo de C.

Definicao 2.3 Um polinomio sobre um corpo K em uma incégnita x é a expressao formal
Plz)=ay+ax+ -+ apz™+ -,

onde a; € K para todo 7 € N e existe n € N, de modo que a; = 0 sempre que j > n.
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Observacao 2.1 Denotaremos por K[z] o conjunto de todos os polinémios sobre um

corpo K em uma incognita x.

Definicao 2.4 Dizemos que dois polinomios sobre um corpo K, dados por
Pl(x):ao—i-alx—i—'--—i—amxm—i—-” e Pg(ac):bo+b1x++bkxk+,

sao iguais, quando a; = b; para todo ¢ € N.

Observacao 2.2 Dizemos que um polinémio P(z) é identicamente nulo, quando a; = 0

para todo i € N.

Definicao 2.5 Se um polinémio sobre um corpo K, expresso por
Px)=ay+ax+ - +apz™ 4+,

admite um indice n € N, tal que a,, # 0 e a; = 0 para todo j > n, dizemos que P(z)

possui grau n.
Observacao 2.3 O grau n de um polinémio P(x) é denotado por dP(z).

Observacao 2.4 Por simplicidade de notacao, escrevemos um polinomio de grau n € N

na forma P(z) = ag + a1z + - - - + a,z".

Exemplo 2.3 Os polinomios P(z) = 2 + x, Py(z) = 5+ 3z e P3y(x) = 12 + 4z + 322

pertencem ao conjunto Rx].

Exemplo 2.4 O polinémio P(x) = —1 + 2z + 522 possui grau 2, ou equivalentemente,

podemos escrever OP(x) = 2.

Neste momento, passamos a definir a soma e o produto entre dois polinémios

sobre um corpo K em uma incégnita z.

Definicao 2.6 Considerando dois polinomios sobre um corpo K, expressos por
P(z)=ay+ax+ - +ans™+--- e Pyx)=0by+bx+- - +bpat+--|
definimos a soma e o produto por
a) (P4 P)(z) == co+ax+-Fcpx™+--- e
b) (P P)(x) == do+dix+ -+ dpz™+ -,

onde ¢; := a; + b; e d;j := agb; + a;bj_1 + - -- + a;by para todoi € N* e j € N.
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Observacgao 2.5 Dados polindémios Pj(x) e Py(x) sobre um corpo K, temos que:

a) (P, + Py)(x) < OPi(x) + 0Py(z) com Py(z) + Py(x) # 0;

b) O(P, - Py)(x) = OP(x) + OPs(x) com Py(z) - Pa(z) # 0.
Exemplo 2.5 Dados polinoémios Pj(z) = 42> — 322 + 42 +5 e Py(v) = 22?2 — 5o — 2
sobre o conjunto R[z|, tem-se que:

2) Pu(z) + Po(z) = 4% — a? — 5+ 3

b) Pi(z) - Py(x) = 82° — 26x* + 1523 — 42? — 33z — 10.

Definicao 2.7 Sejam P(z) um polinémio nao-nulo sobre um corpo K e av € K um ele-

mento que satisfaz P(a) = 0, entao dizemos que a é uma raiz de P(x) em K.

Exemplo 2.6 O nimero 7 = 1 é raiz do polinémio P(x) = 2? — 6z + 5 sobre o corpo R

dos nimeros reais.

Defini¢ao 2.8 Sejam K um subcorpo L e a € LL raiz de um polinomio P(z) € K, dizemos
que « é algébrico sobre K. Se P(z) possui grau n € N e o ndo é raiz de nenhum polinémio

sobre K com grau menor que n, entao « é dito algébrico de grau n.

Encerrando a secao, apresentamos um importante resultado conhecido como o

algoritmo da divisao de polinomios.

Teorema 2.1 (Algoritmo da Divisao) Sejam P;(x) e P2(z) polinémios sobre um corpo

K com P(x) nao-nulo, entao existem unicos Q(z), R(z) € K[z], tais que
Pi(z) = Q(x) - Py(x) + R(x),
onde R(x) é nulo ou OR(z) < OP;(x).

Demonstragao: Faremos a demonstracao em duas partes, contemplando existéncia e

unicidade:
12 Parte: Existéncia.

Primeiramente, observe que se P;(z) for nulo, basta tomar Q(z) e R(x) nulos
e assim, a existéncia serd trivialmente satisfeita. Por outro lado, se tivermos 0P (z) <
O0P,(x), basta tomar Q(z) nulo e R(z) = P;(z) e mais uma vez, a existéncia serd trivial-

mente satisfeito para este caso.



13

Nos resta trabalhar o caso em que 0P (x) > 0P»(x) e para isso, vamos admitir

0P (x)=m e OPy)(z)=n,

dai escrevemos
P(x)=ay+az+ -+ apz™ e Pyx)=0by+bhzx+- - +bya"
entao definimos
Py(z) = Pi(z) — amb, 2™ " Py(z),
observando que 0Ps(x) < 0P (x).

Neste momento, faremos indugao sobre o grau m de P;(z), conforme os passos

descritos a seguir:
1° Passo: m = 0.
Se m = 0, entao n = 0 e consequentemente
Pi(z)=ay e Py(z)=by,
logo
Py () = agby ' P2 (),

bastando tomar Q(x) = agby e R(x) = 0.

2° Passo: m > 0.

Supondo que o Teorema ¢é vélido para todo polinémio de grau menor que m,

observe que
Ps(x) = Py (x) — anb, '™ " Py(x) (1)

possui grau menor que m, entao existem polinémios Q(z) e R(z) sobre K que satisfazem

a igualdade

Py(x) = Q(x) - Pa(x) + R(z), (2)

onde R(z) é nulo ou OR(z) < OPy(x).
Decorre das igualdades e que
Pi(w) = [amb, 2" " + Q(x)] Po(x) + R(x),
portanto basta tomar
Q(x) = amb, 'z " + Q(z) e R(x) = R(z),

satisfazendo assim as condigoes enunciadas.
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22 Parte: Unicidade.

Suponha que existam Q(z), Ri(x), Q2(x) e Ry(x), satisfazendo
Pi(z) = Q1(z) - Pr(2) + Ri(z) = Q2(z) - P2() + Ro(x),

onde R;(z) é nulo ou OR;(x) < OP;(z) com i = 1,2. Sendo assim, segue-se que

[Q1(x) = Qa(2)] - Po(x) = Rao(x) — Ra (),

implicando que Qi(z) = @Qa(x) e Ri(x) = Ry(x), pois caso contrdrio, terfamos cada

membro com graus diferentes. 0

Exemplo 2.7 Dados Pi(z) = 3z* —22° + 622 —2 + 2 e Py(z) = 22 + 2 + 1 em Rlx],

podemos escrevé-lo na forma
Pi(x) = Q(z) - Po(x) + R(x),
onde Q(x) = 322 — 5x + 8 e R(r) = —4z — 6. De outra maneira, temos que:

(3% —22% + 622 — 2 4+2) = (322 — 52 +8) - (2? + 2 + 1) + (—4a — 6).

2.2 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um importante método numérico iterativo,
usando para obter aproximagoes decimais de raizes de fungoes reais derivaveis, sob certas
condicoes. Nesta se¢ao, deduziremos o método de Newton Raphson a partir do Teorema

do Ponto Fixo de Banach e para isso, iniciamos com alguns conceitos preliminares.

A partir da definicdo de polindmio, podemos introduzir a definicao de funcao

polinomial real em uma varidvel (ou incégnita).

Defini¢ao 2.9 Dizemos que uma fungao real f : R — R é polinomial (em uma variavel),

quando existem aq, aq,...,a, € K, tais que
f(z)=ay+arx+ -+ a,z”,

para todo z € R.

Observagao 2.6 Se na defini¢ao anterior, o polinomio que define f for do segundo grau

(ou quadratico), diremos que f é uma funcao quadratica ou do segundo grau.
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Definicao 2.10 Dada uma fungao f : X C R — R e um nimero real » € X que satisfaz

f(r) =0, dizemos que r é uma raiz (ou zero) de f.

Definigao 2.11 Dada uma fungao f: X C R — R e um nimero real r € X que satisfaz

f(r) = r, dizemos que r é um ponto fixo de f.

Neste momento, passamos a apresentar as definicoes de continuidade, limite e

derivadas de fungoes definidas em um intervalo abero I C R.

Definicao 2.12 Uma funcao f : I C R — R é continua no ponto a € I, se para cada

e > 0 arbitrario, pode-se obter > 0 satisfazendo a condigao
lt—al <0 = |f(x)— fla)] <e

Se f for continua em todos os pontos do seu dominio, dizemos simplesmente que f é

continua.

Definicao 2.13 Uma funcao f : I C R — R possui limite L € R com z tendendo a

a € I, se para cada € > 0 arbitrario, pode-se obter § > 0 satisfazendo a condicao

O<|z—a|l<d = |f(x)—L|<e

Definicao 2.14 Uma funcao f : I C R — R é derivavel no ponto a € R, quando existe

o limite

@) i tim H0 D) = (@

h—0 h ’

onde I C R denota um intervalo aberto. Se f for derivavel em todos os pontos do seu
dominio, dizemos simplesmente que f é derivavel e a funcao ' : I C R — R é chamada
de derivada de f.

Observagao 2.7 As raizes da derivada de uma funcao derivavel f : I C R — R sao
chamadas de pontos criticos.
Agora definimos um importante tipo de funcao real, elemento essencial ao

Teorema do ponto fixo de Banach.

Definicao 2.15 Uma funcao f : X C R — R é chamada de contracao, quando existe

uma constante real 0 < o < 1, satisfazendo

[f(x) = f(y)l < ez —yl,
para todo z,y € X.

Observacao 2.8 Toda contracao ¢ uma funcao continua, podemos conferir em Lima

(2012) e Oliveira (2008).
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Em versao mais geral, o Teorema do ponto fixo de Banach aplica-se a con-
tragoes definidas em subconjuntos fechados de espacos métricos completos, no entanto
apresentamos aqui uma versao mais elementar que trata de contracoes definidas em in-

tervalos fechados da reta real.

Teorema 2.2 (Ponto fixo de Banach) Toda contracdo f : I — I definida sobre um

intervalo fechado I C R possui um tunico ponto fixo.

Demonstragao:

Tomando um ponto zy € I arbitrario, definimos a sequéncia
. n
Ty = f (3:0)7

onde f™ denota a n-ésima iterada de f. Sendo assim, temos que

[T = Tpa| = |f(zno1) — fl2a)]
< alwpor — x| = alf(za—2) — f(@n-1)]
< 042|37n72 — Tp| = 052’f(xn73) — f(zn_2)]

< oMoy — @] =™ fmo) — f(x1)]

a’|xg — a4,

IN

para todo n € N.

Dados m,n € N quaisquer, segue-se da desigualdade anterior e da desigualdade

triangular que

IN

‘xn - anrl’ + |.an+1 - xn+2| + -+ |xn+m71 - $n+m‘

< (Ozn+06n+1+-'-+Oén+m_1)|x0—l‘1|
n

|'Tn - 'Tn+m|

a"(l—am)| < a
— g —x
l-« 0 ! 1l -«

|l‘0 - ZL’1|7

ou simplesmente,
n

|Zn — T | < |zo — 1],

1 -«
no entanto, observe que o™ — 0 para n — +00, dai podemos afirmar que (z,),en € uma

sequeéncia de Cauchy. Como toda sequéncia de Cauchy de ntimeros reais é convergente e

I é um intervalo fechado dos reais, entao (z,)nen converge para um ponto p € I.

Usando o fato de que toda contracao é uma funcao continua, obtemos
fp) = f(imz,)
— tim f(2)

= limx,.1 = p,
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logo p serd um ponto fixo de f. Agora sejam p,q € I pontos fixos de f, entao

lp—al=1[f(p) — f(@)] < alp—ql,

consequentemente

que implica em p = ¢, concluindo a unicidade do ponto fixo. 0

Observacgao 2.9 Uma versao mais geral do Teorema do Ponto Fixo de Banach sobre

espagos métricos completos, encontra-se em Oliveira (2008).

Como aplicacao do Teorema do ponto fixo de Banach, deduzimos o método de

Newton-Raphson para funcoes reais como derivada segunda continua.

Corolario 2.1 Sejam I C R um intervalo aberto, f : I C R — R uma fungao com
segunda derivada continua e r € I uma raiz real de f. Se r € I nao é ponto critico de f,

entao existe um subintervalo J = [r — d,r + J] C I, tal que

keld sen=0
Tnt1 = Ty — f/(xn)’ sen>1

converge para a raiz r € 1.
Demonstragao:

Sendo f continua e f'(r) ndo-nulo, deve existir um intervalo aberto I C I
centrado em r € I, onde a derivada f’ nao se anula. Dessa forma, definimos uma funcao
F:I—-R por

f(z)
Flz) =2 — =
D= )y
entao sua derivada sera dada por

Py — 1)

NG

para todo x € I.

De modo anélogo, observe que F'(r) = 0 e F’ é continua, dai vamos tomar

uma constante real a € (0, 1) para obter § > 0, de modo que J = [r—d,7+ 4] C I e ainda
|F'(2)] = [F'(z) = F'(r)] < a <1,
para todo x € J. Usando o Teorema do valor médio e tomando = € J, obtemos

|F(z) — F(r)| <alz—r| <94,
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mas como F(r) = r, segue-se ainda que
|F(z) =r| <9,
implicando que F'(x) € J e portanto F|; : J — J é uma contragao.

Aplicando o Teorema do ponto fixo de Banach, tem-se para todo k£ € J que

ked sen=0
Tt = Ty — fl($"), sen>1
f'(@n)

converge para o Unico ponto fixo de F'|;, dai concluimos que a sequéncia (x,,),en converge

para a raiz r € J. O

Observacao 2.10 Sobre o método de Newton-Raphson, importante destacar que sempre
que (z,)nen € convergente, esta sequéncia converge para uma raiz de f. De fato, bastar

denotar a = lim z,, e fazer um céalculo direto

f(zn) . f(a)

fla) 7 Fla)

a = limz,;; =limzx, — lim

implicando que f(a) = 0, ou seja, o limite a é uma raiz de f.

Tlustracao:

f

Figura 1: Método de Newton-Raphson.
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3 CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON-RAPHSON

Fazemos aqui uma breve revisao sobre polindmios quadraticos e equagoes
polinomiais quadraticas, enfatizando a férmula de Bhaskara e o estudo de raizes (reais
e/ou complexas nao-reais). Na sequéncia, apresentamos os resultados obtidos em parceria
com o orientador, no trabalho indicado em Ornay e Silva Filho (2017), que trata da

convergencia do método de Newton-Raphson aplicado as fungoes quadraticas.

3.1 Raizes de Funcoes Quadraticas

Primeiramente, apresentamos uma proposicao que nos traz a Formula de

Bhaskara que determina as raizes de um polinomio quadratico.

Proposigao 3.1 (Férmula de Bhaskara) Sejam P(z) = az® + bz + ¢ um polinoémio
quadratico sobre o corpo dos reais e A := b* — 4ac o seu discriminante, entdo valem as

seguintes afirmacoes:

a) Se A > 0, entao as raizes de f sdo reais, dadas por

b+ VA

e =
2a

b) Se A < 0, entao as raizes de f sdo complexas, dadas por

Demonstragao:

Na perspectiva de determinar as raizes de P, vamos considerar a equagao
quadratica

az® 4+ br +c =0,

entao dividindo os dois membros da igualdade por a, obtemos

b c
2’ + -z + - =0,
a a
b2
dai somamos 2 cada membro, resultando em
a
2 b N b N c b
-+ -—+-=—
a 40?2  a  4a?’

Podemos reescrever a igualdade acima na forma

+b 2+c_ b?
o 2a a 4a?’
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consequentemente,

b o ¢
o 2a)  4a2 a’

n b\> b — 4dac
T+ —] =—.
2a 4a?
Observe que se A = b? — 4ac > 0, entao

b Vb? — 4dac
r— =42
2a 2a

ou ainda,

logo

_ —b+VA _—b—VA

To =

" 2a ¢ 2a

serao as raizes de P. Por outro lado, se A = b? — 4ac < 0, vamos ter

b Viac — bQi

— —+
T 2a 2a ’
portanto
—b+v—Au —b—+V—-A1
W =—"F—" € Wg=—ps—,
2a 2a
que corresponde ao segundo item. [l

A partir da formula de Bhaskara apresentada na proposicao anterior, podemos

deduzir os seguintes corolarios:

Coroldrio 3.1 (Relagoes de Girard) Seja P(z) = az?+bz+c um polindmio quadrdtico

sobre o corpo dos reais com raizes w; e ws. Nestas condigoes, temos que:

c
a) wy +wy = ——. b) wiwy = —.
a a

Demonstragao:

a) Usando a ultima proposicao e fazendo um célculo direto para os casos A nao-negativo

e negativo, respectivamente, temos que

—b+\/Z+—b—\/Z b

2a 2a a

4Ty =

bem como

—b+v-At . —b——Ai b

w1 + Wy =
! 2 2a 2a a
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b) Novamente, por um calculo direto e de modo andlogo ao {tem anterior, segue-se que

—b+vVA —b—VA PB—-A ¢
T f— . = = —
12 2a 2a 4a? a’
bem como
—b+vV-Ai —b—+v-Ai V-A ¢
w1w2 = . g _— —7
2a 2a 4a? a
onde usamos que A = b? — 4ac. O

Corolario 3.2 Sejam f: R — R uma fungao polinomial quadratica, dada por
f(z) = ax® + bz + c,

entdo f admite raizes, se e somente se, o discriminante A := b? — 4ac é nao-negativo.
Demonstragao: Decorre diretamente da Proposicao 3.1}

Encerramos a secao, apresentando um corolario que faz um estudo do sinal de
uma funcao quadratica que admite duas raizes reais.
Corolario 3.3 Seja f : R — R uma funcao polinomial quadratica, dada por
f(z) = ax® + bz +c,
que admite raizes 1,7, € R com r; < 5. Nestas condicoes, valem as afirmagoes:
(a) Se a > 0, entao f é negativa em (rq,73) e positiva em R\ [rq, 73]

(b) Se a < 0, entao f é positiva em (11, 72) e negativa em R\ [rq, rs].

Demonstracgao: Desde que 71 e ry sao raizes de f, podemos usar o algoritmo da divisao

de polinémios para escrever
f(x) = alz —r)(z —r2),
dai vamos tratar separadamente de cada item:
(a) Supondo que x € (ry,ry), tem-se que
z—r1>0 e x—1ry <0,

logo f(x) = a(x—7r1)(x—7ry) < 0 para todo x € (r1,72). Agora se tivermos « € R\ [ry, 73],
obtemos

T—r,r—1ro<0 ou x—1r,x—1r9 >0,

ou seja,
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(x —r)(x —1re) >0,
portanto f(z) = a(x —ry)(z —re) > 0 para todo x € R\ [ry,rs).

(b) Basta proceder de modo andlogo ao primeiro {tem. U

Observacao 3.1 Desde que uma funcgao quadratica f : R — R pode ser escrita na forma

) = 4—1(1[(2a:c Fb)2— Al

observa-se que esta atinge seu ponto critico em x, = —b/2a, chamado de “x”do vértice.

3.2 Método de Newton-Raphson em Funcoes Quadraticas

Nosso primeiro teorema, tem o objetivo de identificar todos os valores ini-
ciais que garantem a convergencia do método de Newton-Raphson aplicado as funcoes

quadraticas.

Teorema 3.1 Sejam f: R — R uma funcao quadratica com discriminante nao-negativo

e k € R\ {z,} uma constante, entdo a sequéncia

k, sen=20
Tpg1 = n
i xn—f/(m>,sen21

é convergente. Denotando por ry e 19 as raizes de f com r; < 7o, temos que:

(a) Se k < ry, entdo (x,)nen converge monotonamente para 7.

(b) Se k > 19, entao (z,)nen converge monotonamente para 7.

Demonstragao:

Primeiramente, escrevemos f na forma
f(z) =ax® + bz +c

e definimos a fungao F': R\ {z,} — R por

@
Fie)

entao usamos o algoritmo da divisao de polinémios para escrever

f(x) = a(x =m)(@ =),

F(z) =
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dai obtemos

Calz—r)(r—1r)  (x—r)(x—12)
v - F(z) = 2ax + b - 2 +bat (3)

Nesse momento, passamos a tratar separadamente os itens (a) e (b) para obter

as conclusoes enunciadas:

(a) Dado um ntmero real z < ry arbitrério, vamos ter

x—ry,x—1ry <0, (4)
bem como x < x, = —b/2a, implicando que
b

2r + - <0. (5)
a

Decorre da desigualdade (4) que
(x =ri)(z —72) 20,
implicando por e na desigualdade
x < F(z), (6)

para todo nuimero real x < ;.

Novamente considerando x < rq, observe que

(v —r)a(z+r2) +b  (z—r1)[(x+7r2) +b/al
Fla)=m = 2ax + b B 2 +b/a ’ (7)

no entanto, a primeira relagao de Girard nos garante que
b b
(x—krg)—l—a §7‘1+T2+E=0,

Sabendo que x < ry, podemos escrever
x—r <0,
dai obtemos por e a desigualdade
F(x)—r <0,
a qual combinada com @, nos fornece
< F(x) <mr, (8)

para todo nimero real x < ry.
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Escolhendo xy = k£ < ry arbitrario, usamos a desigualdade para garantir

que F(x1) estd bem definido. Observe que a desigualdade anterior nos da
k=z < F(r1) =20 <1y,
entao por hipétese de inducao, supomos que z,, estd bem definido e satisfaz
kE <z, <rp,

para algum n > 1. De modo analogo ao primeiro passo de inducao, podemos garantir a

boa defini¢do de F'(x,), bem como a desigualdade
k<, < F(r,) =2n <711,

dai podemos afirmar que a sequéncia (z,),en estd bem definida e a tltima desigual-
dade ¢é satisfeita para todo n € N. Desta maneira, resulta que a sequéncia é mondtona
nao-decrescente e limitada, portanto convergente, implicando pela Observagao que

(Zn)nen converge para a raiz r.

(b) Dado um numero real x > ry arbitrario, vamos ter

T —r, T —1r9 >0, (9)
bem como
T > T, = —i,
2a
ou ainda,
2z + g < 0. (10)

Decorre da desigualdade @ que
(x —r)(x—rg) >0,
implicando por e na desigualdade
x> F(x), (11)

para todo ntimero real x > ro.

Mais uma vez considerando x > 75, observe que

F(x) — g = (x — rgg[zix—:-brl) + b _ (x — T2)2[;x+—i—b7/“;) +b/al | (12)

no entanto, a primeira relagao de Girard nos garante que

b b
(x4+r)+=->r+r+-=0,
a a
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Sabendo que x > ry, podemos escrever
x—19 >0,
dai obtemos por e que
F(z) —1ry >0,
entdao combinando com ([11]), nos fornece
ry < F(x) <z, (13)
para todo numero real x > rs.

Escolhendo x1 = k < ry arbitrario, usamos a desigualdade para garantir

que F'(xy) estd bem definido. Observe que a desigualdade anterior nos da
k=ux1 > F(x;) =x9 > 19,
dai por hipétese de inducao, supomos que x,, esta bem definido e satisfaz
ro <y, < K,

para algum n > 1. De forma analoga ao primeiro passo de inducao, podemos assegurar a

boa defini¢do de F(x,) e a desigualdade
k Z Tp Z F(xn) = Tn+1 2 T2,

entdo podemos afirmar que a sequéncia (x,,),en estd bem definida e a dltima desigualdade
é valida para todo n € N. Sendo assim, conclui-se que a sequéncia é mondtona nao-
crescente e limitada, portanto convergente, implicando pela Observacao que (T )nen

converge para a raiz 7. U

Ilustragao do Teorema 3.1:

k<n k>r,
Sequéncia 1y Xy T, Sequéncia
Crescente Decrescente

Figura 2 : Tlustracao do Teorema (3.1

Na sequéncia, apresentamos um exemplo que evidencia o funcionamento do

Teorema [3.1], anteriormente enunciado.

Exemplo 3.1 Verificar a convergéncia do método de Newton-Raphson aplicado a fungao
f:R — R, definida por f(z) =x? — 6x + 5, baseado no Teorema .
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Solucao: Primeiro, observe que a formula de Bhaskara nos fornece as raizes
r = 1 e 9 = 5,

enquanto o método de Newton-Raphson nos da a sequéncia

k, sen=20
Tpy1 = — 5
A 2:2;_6,867121
Nestas condicoes, vamos escolher k1 = =10 < r; =1 e ko =100 > ry =5 e

construir a tabela a seguir:

Método de Newton-Rapshon
Termos | ky = —10 | ko = 100

1 —10, 00 100, 00
T —3,65385 | 51,52062
T3 —0,62750 | 27,30153

7, 0,63491 | 15,23306
. 0,97182 | 9,28002
6 0,99980 | 6,45848
. 1,00000 | 5,30753
s 1,00000 | 5,02049
o 1,00000 | 5,00010
710 | 1,00000 | 5,00000

Nosso tultimo teorema, mostra que a convergéncia do método de Newton-
Raphson em funcoes quadraticas, ocorre para todo numero real diferente da abscissa

do vértice.

Teorema 3.2 Sejam f: R — R uma funcao quadratica com discriminante nao-negativo

e k € R\ {z,} uma constante, entdo a sequéncia

k, sen=20
Tpgl = n
i xn—f/(x>,sen21

é convergente. Denotando por ry e 19 as raizes de f com r; < 1o, temos que:

(a) Se k < x,, entdo (z,)nen converge para r.

(b) Se k > z,, entao (x,)nen converge para rs.



27

Demonstragao:

(a) Diante do resultado provado no Teorema , basta verificar a convergéncia para
r <k <, (14)
dai observe que

~ (k=r)la(k +m9) +b]  (k—r1)[(k+12) +b/d]
Fk) = = 2ak + b - 2k + ba L ’

no entanto
(k+mr2)+0b/a> (ri+1r2)+b/a=0, (15)

entao decorre de e (15) que
F(k’) < T1.

Nestas condigoes, temos que a sequéncia (y,)nen, definida por
Yn = Tn+41

satisfaz o Teorema [3.1| e portanto, converge monotonamente para r;. Em particular,

podemos concluir que
limz, = limy, = r,

que conclui a prova do primeiro item.

(b) Novamente o Teorema nos garante que basta verificar a convergéncia para

—% <k <y, (16)
portanto
F) —ry = (k —ro)[a(k +11) + b _ (k—ro)[(k+m)+ b/a]7
2ak + b 2k +b/a
mas observe que
(k+m)+0b/a<(ri+m)+b/a=0, (17)

entao decorre de e (17) que

F(k) > rs.

Dessa forma, tem-se que a sequéncia (¥, )nen, definida por

Yn = Tn41



satisfaz o Teorema [3.1] e portanto, converge monotonamente para rs.
concluimos que

limx, = limy, = r,

encerrando a prova do segundo item.

Ilustragao do Teorema (3.2
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Em particular,

k<n rn <k<x, x, <k<m k>r,
Sequéncia 1y Xy T, Sequéncia
Crescente Decrescente

Figura 3 : Ilustracdo do Teorema

Exemplo 3.2 Verificar a convergéncia do método de Newton-Raphson aplicado a funcao

f: R — R, definida por f(z) = 2% — 62 + 5, baseado no Teorema .
Solugao: Novamente, observe que a féormula de Bhaskara nos daas raizes
rm=1 e ry=25,

enquanto o método de Newton-Raphson nos fornece a sequéncia

k,sen=20
Tpt1 = 2 —5 won>1
2%, — 6 -

Sendo assim, escolhemos k; = 2 < x, e ko = 4 > z, para construir a seguinte

tabela:

Método Newton Rapshon

Termos | k=2<z, | k=4> z,
T 2,00 4,00
T 0, 50000 5, 50000
x3 0, 95000 5, 05000
x4 0, 99939 5,00061
Ts 1, 00000 5,00000
T 1, 00000 5,00000
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Corolario 3.4 Sejam f : R — R uma func¢ao polinomial quadratica com discriminante

positivo e r € R uma raiz de f, entao a sequéncia

k, sen=20
Tyt = n
H xn—f/(x>,sen21
convergente para r, sempre que
1 /b% —4ac
k—r|l<=A/———.
| | <3 e

Demonstragao: Decorre diretamente dos Teoremas [3.1] e [3.2]

Por fim, apresentamos mais dois exemplos que aplicam os Teoremas [3.1] e

em suas solugoes.

Exemplo 3.3 (O nimero de ouro) Construir uma sequéncia de niimeros racionais que

converge para o nimero de ouro.

Solugao: Devemos lembrar que o nimero de ouro é definido por
6= 501 +5),
entao
20 —1 =+/5,
ou ainda
*—¢p—1=0.

ou seja, ¢ é raiz da funcio quadrdtica f(r) =22 —x — 1.

Usando o Teorema [3.2] tem-se que a sequéncia

k, sen=20
Tpy1 = Ig—l—l
i ann—l’ sen>1

converge para ¢ sempre que k > z, = 1/2. Fazendo k = 1, obtemos os termos

T = 1, To = 2, T3 = 1,666666 oo
2, =1,619047. . ., x5 =1,618034... e 26 =1,618033. ..,
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portanto

1
0=+ V5) & 1,618033.

Exemplo 3.4 (Raiz quadrada) Construir uma sequéncia de ndmeros racionais que

converge para a raiz quadrada de um numero real positivo.

Solugao: Observe que a raiz quadrada de um ntimero real positivo r € R é raiz da funcao

quadrafica, dada por

flx) =a® -,
entao usando o Teorema |3.2, segue-se que
k, sen=20
- 2
Tn+1 = xn+r’ sen>1
2%,

converge para +/r sempre que k > x, = 0.
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4 CONCLUSAO

Diante dos resultados obtidos no presente trabalho, pode-se concluir que
nas fungoes quadraticas reais que admitem duas raizes distintas, o método de Newton-
Raphson converge para todos os valores iniciais diferentes da abscissa do vértice (ponto
critico da fungao). Deve-se ressaltar que a convergéncia mondtona do referido método
ocorre para todos os valores iniciais menores ou iguais a menor raiz ou para todos os valo-
res iniciais maiores ou iguais a maior raiz, nunca ocorrendo para valores iniciais localizados

entre as duas raizes.
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