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RESUMO

Sabe-se que as raizes de equagoes polinomiais do terceiro grau (ou simplesmente equagoes
polinomiais cibicas) podem ser obtidas através das férmulas de Cardano-Tartaglia, pu-
blicada por Girolamo Cardano (1501-1576) em seu livro Ars Magna no ano de 1545,
no entanto a féormula de Cardano-Tartaglia nao é muito pratica e em alguns casos, nos
deparamos com radicais de dificil simplificacdo, o que nos forca a usar as funcoes trigo-
nométricas inversas. Diante disso, costuma-se recorrer aos métodos numéricos iterativos
disponiveis na Analise Numérica (métodos da bissecgao, da falsa posigao, do ponto fixo e
de Newton-Raphson) para obter com mais facilidade as aproximagoes decimais das raizes
que se pretende calcular. Por sua vez, os métodos numéricos aplicados as equagoes do
terceiro grau contam com dois incovenientes: o isolamento das raizes e a dificuldade de tra-
balhar com sequéncias de niimeros complexos. Nesta perspectiva, obtemos uma férmula
que relaciona as trés raizes de uma equacao do terceiro grau, permitindo o calculo de
todas as raizes em termos de uma delas e facilitando o uso dos métodos numéricos, sem
a necessidade de isolar as raizes ou trabalhar com sequéncias de ntimeros complexos. Por
fim, desenvolvemos um método para caracterizar as raizes de uma equacao do terceiro

grau, identificando quantas sao reais e complexas nao-reais.

Palavras-chave: Equacao do Terceiro Grau. Polinomios do Terceiro Grau. Raizes.

Férmula de Cardano-Tartaglia.
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1 INTRODUCAO

Desde os tempos antigos, a historia da algebra, ainda que nao possuisse tal
conhecimento escrito, mas sim pratico, podemos supor que o seu “inicio”se deu a partir
do surgimento do Dryopithecus. No entanto, as equagoes algébricas existem a aproxi-
madamente 4000 a.C. como se comprova nos registros dos antigos egipcios, utilizando-se
eles de varias maneiras para a resolucao de tais equacoes, tendo, no periodo da Babilonia

antiga varios problemas de quadricas e cubicas.

Com a obra de Euclides, Os elementos (geometria plana elementar, teoria
dos numeros, incomensuraveis, geometria no espago), tornou-se possivel a resolugao de
equacoes do primeiro grau, sendo esta obra a grande influenciadora de toda a producao ci-
entifica. Por conseguinte, os gregos conseguiram demonstrar os conhecimentos babilonicos
de resolver equagoes do segundo grau (soma e produto), e ainda, obter raizes irracionais
por meio de processos geométricos, mesmo numa época em que nao tinham conhecimento

de numeros irracionais.

Em 1494, Frei Luca Pacioli (1455 - 1514) abordou em seu livro, “Summa de
Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita”, nocoes de calculo aritmético,
radicais, problemas envolvendo equagoes do primeiro e segundo grau, geometria e conta-
bilidade, afirmando, que nao podia haver regra geral para a solugao de equagoes cubicas
da forma 23 + pr = ¢, podendo confirmar na fala de Lima (1987, p. 12) “Pacioli afirmava
que nao podia haver regra geral para a solucao de problemas do tipo “cubo e coisas igual

ao ntimero”, ou seja, 2% + pr = ¢q”.

Somente em 1545, com o Renascimento italiano, Cardano (1501 - 1576) no
livro Ars Magna publicou que as raizes de uma equagao do terceiro grau (ou simplesmente
equacao cubica) podem ser obtidas através das formulas de Cardano-Tartaglia, na qual,
ficou sendo conhecida apenas por férmulas de Cardano durante anos, embora ele tenha
escrito em seu livro que elas foram descobertas por Dell Ferro (1465 - 1526) e redescobertas
por Tartaglia (1500 - 1557).

Diante dos estudos da equacao do terceiro grau e percebendo o quao com-
plexo sao suas férmulas de Cardano-Tartaglia, desenvolvemos um método que relaciona
diretamente as raizes, nos permitindo calcular todas as raizes a partir de apenas uma
delas, contornando assim a diculdade de isola-las ao usar os métodos numericos. Por
fim, apresentamos ainda uma nova estratégia para caracterizar as raizes de um polinomio
do terceiro grau com coeficientes reais, identificando quantas sao as reais e as complexas

nao-reais.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo, estaremos admitindo algumas nogoes bésicas de Algebra
Abstrata e Céalculo Diferencial, dentre outros conceitos que serao rapidamente menciona-
dos sem maiores detalhes. Apresentamos aqui as principais notagoes e elementos que
serao usados ao longo do trabalho e abordados especificamente no desenvolvimento dos

resultados, incluindo alguns resultados bastante conhecidos na literatura.

2.1 Numeros complexos

Os numeros complexos surgiram apods inumeras tentativas de se resolver
equacoes polinomiais do segundo e terceiro graus. Por volta do século XV um pensa-
mento ocorreu entre os matematicos: “O quadrado de um nimero positivo, assim como
o de um numero negativo, é positivo. Nao existe raiz quadrada de um nimero nega-
tivo porque um numero negativo nao é quadrado de nenhum nimero”. Diante disso, os
44/1:77

matematicos passaram a representar as raizes de nimeros negativos usando a letra

I

adotando-se a seguinte notacao ¢ = y/—1.

Os numeros complexos formam um conjunto numérico, denotado por C, que
corresponde a uma extensao dos nimeros reais. Mais comumente, um elemento z € C é
escrito na forma

=z + 1y,

[733})
7

onde ¢ chamado de unidade imaginaria, x e y representam as partes real e imagindria

de z, respectivamente. A parte real de z é denotada por Re z, enquanto a parte imaginaria

é denotada por I'm z, ou seja,

Rez=2 e Imz=y,
dai podemos escrever

z=(Rez)+ (Imz)i.

Apresentamos duas definigbes basicas sobre niimeros complexos, que serao es-

senciais ao longo desta secao.

Definicao 2.1 Dizemos que dois nimeros complexos z; = x1 + iy € 29 = T9 + 1y SA0

iguais, quando x1 = x5 € Y1 = Ya.

Definigao 2.2 O conjugado de z = x+1y € C é definido como sendo o nimero complexo,

dado por Z =z — iy.
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Podemos definir, sobre os niimeros complexos, operagoes de soma e produto,

que estendem as operacoes de soma e produto usuais dos reais.

Definicao 2.3 A soma e produto de niimeros complexos z; = &1 + 1y, 20 = To + 1ys € C
sao definidas por:

(a) 21+ 20 = (21 + 22) + (Y1 + Y2)i;

(b) 21 - 22 = (2172 — Y132) + (T1Y2 + T291)1.

Proposicao 2.1 Dados z,w € C arbitrarios, valem as seguintes propriedades:

Demonstracgao: Decorre diretamente da definicao de conjugado.

A proxima definicao estende a nocao de moédulo dos numeros reais para os

nimeros complexos.

Definicao 2.4 Dado um nimero complexo z = x + 4y, definimos seu médulo por
|z| = Va? + 2.

Observacao 2.1 Diante das notacoes introduzidas anteriormente, podemos deduzir que:

(a) 2 +%z =2Rez; (b) z-z =z~

Proposicao 2.2 Dados z,w € C arbitrarios, valem as seguintes propriedades:

(a) |2+ w| < |z + [wl;
(b) |z - w| = |z[[w].

Demonstracao: Pode ser encontrada em Soares (2014).

Sobre o conjunto dos niimeros complexos também é possivel estender as de-

finicoes de simétrico e inverso multiplicativo.

Definicao 2.5 Dado um nimero complexo z = x + 1y, definimos:

Z
(a) —z = (=x) +i(=y); (b) 27t = Top P # 0.
A partir da soma e produto de nimeros complexos juntamente com as de-
finigoes de simétrico e inverso multiplicativo, podemos ainda definir subtracao e quociente

entre nimeros complexos.
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Definicao 2.6 Dados z,w € C arbitrarios, definimos a subtracao e o quociente por:

(a) z —w =z + (—w); (b)gzz-wflparaw#o.

Os nimeros complexos podem ser representados ainda através da forma trigo-
nométrica (ou forma polar). Mais precisamente, temos que um nimero z = x + iy € C

pode ser escrito na forma
z = |z|(cos @ + isend),

onde 0 < 0 < 27 é chamado de argumento de z.

Encerramos esta secao com dois resultados que fornecem expressoes para o

produto, quociente e poténcia de niimeros complexos na forma polar.

Proposigao 2.3 Dados z = |z|(cosf#; + isenf) e w = |w|(cosfy + isenfy) nimeros

complexos na forma trigonométrica e n € N arbitrario, valem as igualdades:

(a) z-w = |z||w]|[cos(by + ) + isen(O; + 65)];
(b) 2" = |z|"[cos(nb;) + isen(nby)].

Demonstracao: Pode ser encontrada em Soares (2014).

Observacao 2.2 A igualdade do item (b) da Proposigao é conhecida como férmula
de De Moivre.

2.2 Polinémios sobre um Corpo

Nesta se¢ao, vamos introduzir as definicoes de corpo e polinomios sobre um
corpo, incluindo operagoes e outros elementos associados a estas estruturas algébricas,

concluindo com o algoritmo da divisao de polinémios.

Definicao 2.7 Um corpo é um conjunto nao-vazio K munido de duas operagoes fechadas,

chamadas de soma e produto

+:KxK—K(soma) e -:KxK— K (produto)

as quais satisfazem, para quaisquer a, b, c € K, as propriedades a seguir:

(a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);
Existe 0 € K, tal que a + 0 = 0 + a (existéncia do elemento neutro da soma);
Existe —a € K, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0 (existéncia do inverso aditivo);

a+b=0b+ a (comutatividade da soma);

AN .

(a-b)-c=a-(b-c) (associatividade do produto);
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6. a-(b+c¢)=a-b+a-c (distributividade a esquerda) e
(a+0b)-c=a-c+b-c (distributividade a direita);
7. Existe 1 e K\ {0}, tal quea-1=1-a=gq;

8. a-b="0-a (comutatividade do produto);

9. Se a # 0, entao existe a~! € K satisfazendo a-a™' =a7'-a = 1.

Definicao 2.8 Dizemos que um polinomio sobre um corpo K em uma indeterminada x

é a expressao formal
P({E) :ao—i—a/lx_'_..._'_amxm_'_... ,

onde a; € K para todo 7 € N e existe um ntmero n € N, tal que a; = 0 para todo j > n.

Observacao 2.3 O conjunto de todos os polinomios sobre um corpo K em uma indeter-

minada z é denotado por K[z].

Definicao 2.9 Dois polinomios sobre um corpo K, expressos por
Pl(l'):(10+G1I+"'+am$m+"' e Pg(.T):bO—FblI—l-—i-kak—l—,

sao ditos iguais, quando a; = b; para todo ¢ € N.
Observacao 2.4 Dizemos que P(z) € K[z] é nulo, quando a; = 0 para todo i € N.

Definicao 2.10 Quando um polinomio sobre um corpo K, dado pela expressao
Pz)=as+ax+- -+ apz™+ -,

admite n € N, de maneira que a, # 0 e a; = 0 para todo j > n, entdo P(z) é dito um

polindmio de grau n.
Observagao 2.5 O grau de um polinémio P(z) € K[z] é denotado por P (x).

Podemos definir duas operagoes (soma e o produto) entre polinémios sobre um

corpo K em uma indeterminada x, conforme descrevemos a seguir.

Definicao 2.11 Dados dois polinomios sobre um corpo K, expressos por
P(z)=ay+ax+ - Fapz™+-- e Pyx)=by+bx+- - +bat+--,
definimos a soma e o produto, respectivamente por
(a) (P + P)(z) = cotax+-+cpa™+-,
() (P P)(x) = dy+dyx+ - +dpa™+ -,

onde ¢; = a; + b; e dj = apb; + a1bj_y + -+ - + a;by para todo 7,5 € N.
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Observacao 2.6 Podemos verificar que para quaisquer polinémios P(x) e Py(x) sobre

um corpo K, obtemos:
(a) O(Py + P2)(x) < 0Py (z) + OPy(x) para Py(z) + Py(x) # 0;
(b) O(Py - Py)(x) = OPi(x) + OPy(x) para Pi(x) - Py(z) # 0.

Defini¢ao 2.12 Dados um polinomio P(z) nao-nulo sobre um corpo K e um elemento

a € K que satisfaz P(a) = 0, dizemos que « é uma raiz de P(x) em K.

Fazendo uma analogia com a definicao de polinomios, definimos fungao poli-

nomial real em uma varidvel (ou incognita).

Definicao 2.13 Sejam K um corpo e f : K — K uma funcao, dizemos que f é polinomial

(em uma varidvel), quando existem constantes ag, a, . .., a, € K, satisfazendo
n
f(.CL’) =apr + -+ a12 + ap,

para todo x € K.

Na sequéncia, apresentamos um importante resultado sobre polinomios, cha-

mado de algoritmo da divisao de polinémios.

Teorema 2.1 (Algoritmo da Divisao) Dados Pj(x) e Py(x) sobre um corpo K com

P5(x) nao-nulo, existem tnicos polinémios Q(z) e R(x) sobre K, satisfazendo
Pi(z) = Q(z) - Pa(x) + R(z),
onde R(z) é nulo ou OR(x) < 0P (x).

Demonstragao: Faremos a prova do resultado em duas partes, conforme descrevemos a

seguir:
12 Parte: Existéncia.

Supondo que Pj(x) é um polindémio nulo, podemos tomar Q(x) e R(z) nulos e

esta escolha, garante a existéncia no caso em questao. No entanto, se tivermos
0P, (z) < 0P (),

basta tomar Q(z) nulo e R(z) = Pi(z) e novamente, a existéncia estara assegurada para

este caso particular.
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Nestas condigbes, basta considerar o caso em que OP;(x) > 0Py(z) e assim,

vamos adotar as notacoes

OP,(z)=m e 0Py (x)=mn,

donde escrevemos
P(x)=ay+az+ -+ anz" e Pyx)=0by+bzx+- - +bya",
definindo ainda
Psy(z) = Pi(z) — amb, 2™ " Py(z),
que satisfaz 0P;(z) < 0P (x).

Agora faremos inducao sobre o grau m de Pj(x) e para isso, vamos dividir o

procedimento em dois passos:
1° Passo: m = 0.
Sendo m = 0, vamos ter n = 0 e assim
Pi(z)=ay e Py(z)=by,
logo
Py () = agby* P2 (),

entao tomamos Q(z) = agby e R(z) = 0.

2° Passo: m > 0.

Supondo que a existéncia ¢é valida para todo polinomio de grau menor que m,

tem-se que

Py(x) = Py (x) — anb, '™ " Py(x) (1)

possui grau menor que m, entdo existem Q(z) e R(z) que satisfazem

Ps(x) = @(:c) - Py(z) + R(z), (2)

com R(z) nulo ou dR(x) < OPs(x).
Das igualdades e , segue-se que
Py(z) = [amb, '« " + Q(2)| Pa(x) + R(x),
bastando tomar
Qx) = awb,'a™ " +Q(z) e R(z) = R(x),

que estes satisfazem as condi¢oes enunciadas.
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22 Parte: Unicidade.
Agora vamos supor que existem Q1(z), Ri(z), Q2(x) e Ro(z), tais que
Pi(z) = Q1(2) - Pa(x) + Ri(z) = Q2(z) - Po(x) + Rao(w),

onde R;(z) é nulo ou OR;(x) < OP;(z) com i = 1,2. Dessa forma, tem-se que

[Q1(z) — Qa(2)] - Pa(z) = Ra(x) — Ry(w),

portanto Q1(x) = Q2(x) e Ri(x) = Ry(z), pois caso contrario, terfamos polinomios de

graus diferentes em cada membro. 0

2.3 Um pouco sobre Funcgoes Reais

Neste momento, vamos introduzir alguns conceitos basicos sobre Célculo Di-
ferencial, destacando fungoes de uma variavel real, limite, continuidade, derivada e alguns

elementos relacionados.

Definicao 2.14 Sejam f : X € R — R uma funcao real e r € X um elemento que

satisfaz f(r) = 0, entdo dizemos que r é uma raiz (ou zero) de f.

Fazendo uma analogia com a definicao de polindmios, definimos fungao poli-

nomial real em uma variavel (ou incégnita).

Definicao 2.15 Uma fungao real f : R — R de uma varidvel é dita ser polinomial,

quando existem constantes ag, ai,...,a, € R, satisfazendo

f(z) = apx" + - + a1 + ay,
para todo z € R.
Definicao 2.16 Uma funcao f : I € R — R definida num intervalo aberto é dita

continua no ponto a € I, quando para cada ¢ > 0 arbitrario, podemos obter 6 > 0,

de maneira que

lt—a|<d = |f(z)— fla)] <e

Observagao 2.7 Se uma funcao f for continua em todos os pontos do seu dominio,

diremos simplesmente que f é continua.
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Dando continuidade, apresentamos as defini¢oes de limite e derivada de funcoes

reais de uma variavel real.

Definigao 2.17 Dizemos que uma fungao f : I C R — R, definida num intervalo aberto,
possui limite L € R com z tendendo a a € I, se para cada ¢ > 0 arbitrario, podemos

obter > 0, tal que

O<|z—a|l<d = |f(x)—L)|<e

Observagao 2.8 Nas mesmas condigoes da definicao enunciada anteriormente, costuma-
se adotar a notagao
lim f(x) = L.

r—a

Definicao 2.18 Uma fungao f : I C R — R ¢ dita derivavel no ponto a € R, quando

existe o limite
f'(a) — lim f(CL + h})l - f(CL)’

h—0

onde I C R denota um intervalo aberto.

Definigao 2.19 Se uma funcao f : I C R — R ¢é derivavel em todos os pontos do seu
dominio, dizemos simplesmente que f é derivavel e a funcao f': I C R — R é chamada
de derivada de f.

Observagao 2.9 As raizes da derivada de uma funcao derivavel f : I C R — R sao

chamadas de pontos criticos.

Concluimos a secao, apresentando um importante resultado sobre funcoes
continuas e uma aplicacao deste resultado em forma de corolario, que estabelece uma

condicao que garante a existéncia de raizes reais em polindmios sobre os reais.
Teorema 2.2 (Valor Intermediirio) Dada uma fungao f : [a,b] C R — R continua,
temos que:

(a) Se f(a) < d < f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
(b) Se f(b) < d < f(a), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstragio: Pode ser encontrada em Avila (2006), Lima (2012) e Lima (2013).

O corolario a seguir nos permite deduzir que todo polinomio do terceiro grau

sobre os reais admite pelo menos uma raiz real.

Corolario 2.1 Todo polinomio de grau impar sobre os reais admite raiz real.
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Demonstragao:

Dado um polinémo P(z) de grau n sobre os reais, escrito na forma

P(z) = apa™ + ap_12™ ' 4+ -+ a1 + ag

definimos a fungao real f : R — R por

para todo z € R.

Nestas condigoes, tem-se que

lim f(z)= lim [a:” <an—|—anx_1+---+@>} = +o00,

T—+00 T—+00 xn
bem como
. . an—1 ag
lim f(zx) = lim [:E" <an + L=t —)} = Foo,
T——00 T—+00 T T

onde os sinais dos limites dependem do sinal do coeficiente a,,.

Podemos afirmar que em ambos os casos, existem a, b € R satisfazendo

fla) <0 < f(b),

entao o Teorema do Valor Intermediario garante a existéncia de ¢ € R, tal que

sendo esta uma raiz real de P(z). O

Observacgao 2.10 Uma demonstragao mais detalhada do Corolario pode ser encon-
trada em Avila (2006).
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste 1ltimo capitulo, faremos uma breve revisao sobre raizes de equagoes do
segundo e terceiro graus, enfatizando as férmulas de Bhaskara e de Cardano-Tartaglia. Na
sequéncia, apresentamos os resultados obtidos em parceria com o orientador no trabalho
indicado em Pereira e Silva Filho (2016), que trata de raizes de equagoes do terceiro grau,

combinando métodos analiticos e numéricos.

3.1 Polinémios do Segundo e Terceiro Graus

Inicialmente, apresentamos a conhecida Formula de Bhaskara que nos permite

determinar as raizes de um polinémio do segundo grau.

Proposigao 3.1 (Férmula de Bhaskara) Sejam P(z) = az® + bz + ¢ um polinomio

do segundo grau sobre os reais e A := b* — 4ac seu discriminante, entao:

(a) Se A > 0, entao as raizes de f sdo reais, dadas por

b+ VA

T2 =
2a

(b) Se A < 0, entao as raizes de f sdo complexas conjugadas, dadas por

Demonstragao:

Considere a equacao do segundo grau

ar? +br +c =0,

dai dividimos a equagao por a, obtendo

b
x2+—x+E:O,
a a

b2
entao somamos 102 em cada membro, resultando em
a

s b B e B
a 4a2  a  4a?’

A igualdade acima pode ser escrita na forma

+b 2+c b2
x4+ — - =
2a a 4a?’
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que nos fornece

+b SR
T+ —] = — —=
2a 4a2 o’

ou seja,
N b\> b —dac
T+ —| =——.
2a 4a?
Supondo que A = b* — 4ac > 0, entao
b Vb2 — dac
T+ —=f———,
2a 2a
consequentemente

b+ VA . b= VA

1 T =
2a 2a

serdo as raizes reais de P(z). De modo andlogo, tem-se para A = b* — 4ac < 0 que

b Vdac — b2i

T
"o 2a ’
portanto
b+ V-Ai —b—/—Ai
w=——— 6 Wp=———,
2a 2a
sao raizes complexas de P(x). O

Deduzimos da férmula de Bhaskara, apresentada anteriormente, as relagoes de

Girard para polinomios do segundo grau:

Corolério 3.1 (Relagoes de Girard - 1* Versao) Sejam P(z) = ax? + bx + ¢ um po-
linomio do segundo grau sobre os reais e wy, wy € C suas raizes, entao valem as relagoes:

c
(a) wy +wy = _5; (b) wiwy = e

Demonstracgao: Basta aplicar diretamente a Férmula de Bhaskara, analisando separa-

damente para os casos de raizes reais e complexas.

Agora vamos enunciar a chamada Foérmula de Cardano-Tartaglia, aplicada
a polinomios (ou equagoes polinomiais) do terceiro grau na forma reduzida (ou forma

deprimida).
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Proposigao 3.2 (Cardano-Tartaglia) Seja Q(x) = x* + px + ¢ um polinémio do ter-

ceiro grau sobre os reais, entao a expressao

nos fornece raizes complexas de P(z).

Demonstragao:
Considerando uma raiz w € C do polinémio Q(z), temos que
w® + pw +q = 0,
dai escrevemos w = u + v e substituimos na equacao acima, obtendo
3,3 2 2 _
u’ 4+ v° + 3uv + 3uv® + plu+v) +q=0,
que nos fornece

u? +v* 4+ (Buv + p)(u +v) + ¢ = 0.

Observe que w = u + v serd raiz de Q(z), caso tenhamos

u?+ v =—q e uv:—g,
ou ainda,
3
3,3 3,3 p
u+vt=—q e uv=-——/,
1 27

que equivale a encontrar as solugoes da equacao quadratica

1
N 0.
2+ qx 27p

Resolvendo a equagao acima, concluimos que

O S (Y A B B K
IR T T U T TV Ty
consequentemente,
q q° p3 s/ g ¢ P
w_“+”_\/ 2 VT T TV 2TV Tan
serd raiz do polinomio Q(x [l

Observacao 3.1 Podemos conferir em Gongalves (2013, p. IX), o argumento usado
por Fracois Viete (1540-1603) para garantir que a expressao obtida na Proposigao

determina todas as raizes de Q(z).
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Corolério 3.2 Seja P(z) = az® + ba? 4+ cx + d um polindémio do terceiro grau sobre os

reais, entao suas raizes sao dadas pela férmula

onde
b? — 3ac 20% + 27ad — 9abe
= - e g
P 3a? g 27a?
Demonstragao:
Primeiramente, observe que
P(z) +b3+ L)y
z)=al|lz+ — T+ —
3a p 3a €
onde
b? — 3ac 203 + 27a°d — 9abc
= - [ =
b 302 1 2743

Aplicando a translagao dada pela mudanca de variavel

+b
= —
y 30
segue-se que
b
Ply——|= 3
(y 3a) a(y*+py+aq),

por fim, basta usar a formula de Cardano-Tartaglia para calcular as raizes do polinomio

Qly) =y*+py+q

¢

e subtrair “—b/3a”de cada uma das raizes obtidas, encontrando as raizes de P(z). O

Observagao 3.2 A constante presente na Férmula de Cardano-Tartaglia, dada por
P\? | (2)\?
o= () (3.
3) 5

b? — 3ac _ 20% + 27ad — 9abc
3a? © 1= 27a?

onde

p=-

é chamada de discriminante.

Passamos a apresentar a segunda versao das relacoes de Girard, desta vez para

polinomios do terceiro grau.
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Proposigao 3.3 (Relagoes de Girard - 2* Versao) Sejam P(z) = ax®+ bz + cx+d
um polinomio do terceiro grau sobre os reais e wy, we, w3 € C suas raizes, entao valem as

relagoes:

a) W1 + W + Wz = ——; b) wWiWwawWg = ——.
a a
Demonstragao:

Usando o algoritmo da divisao de polinomios, podemos escrever
P(z) = a(x — wq)(z — wy)(x — ws),
entao desenvolvemos o segundo membro, obtendo
P(z) = a[z® — (w1 + wy + ws)2® + (wiws + wiws + wows )T — Wiwaws),
por fim, basta comparar a expressao acima com a expressao que define P(x) para concluir

as relagoes enunciadas. 0

De acordo com o sinal do discriminante, podemos caracterizar as raizes de um

polindmio do terceiro grau com coeficientes reais.

Proposigao 3.4 Dado um polinoémio P(z) = ax® + bx® + cx + d do terceiro grau sobre

os reais, temos que:

(a) Se D < 0, entdao P(x) possui trés raizes reais.
(b) Se D =0, entao P(x) possui uma raiz real de multiplicidade dois ou trés.

(c) Se D > 0, entdao P(x) possui uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Demonstragao: Pode ser encontrada em Lima (1987) e Rechtschaffen (2009).

3.2 Resultados Obtidos

No primeiro teorema, relacionamos diretamente as trés raizes de um polinomio do
terceiro grau, escrevendo duas raizes em termos de uma terceira, que por conveniéncia,

escolhemos como sendo real.
Teorema 3.1 Sejam P(z) = az® + bz® 4+ cx + d um polindémio do terceiro grau sobre os
reais e r € R uma raiz de P(z), entdo as demais raizes de P(x) sdo dadas por

(ar +b) £/ — aP'(r)
2a

Wr2 = —

onde € := b% — 3ac.
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Demonstragao:

Por um célculo direto, temos que
P(z) = P(z)—P(r)
= (a2’ +b2® +cx +d) — (ar® + br* +cr +d)
= a(x® — 1)+ b(z? —r*) +clx —7),
ou ainda

P(z) = (z — r)[az® + (ar + b)x + (ar® + br + ¢)],

onde usamos o fato de r ser raiz de P(z).

Podemos reescrever P(x) na forma
P(z) = (z —1)Q(x),
onde Q(z) é o polinémio, dado por
Q(x) = az® + (ar + b)z + (ar® + br + ¢),

entao aplicamos a formula de Bhaskara a este polindmos, obtendo suas raizes
(ar +b) + /A (ar +b) + /Ag )
- € Wy = — )
2a 2a

que também sao raizes de P(x).

w1 =

No entanto, observe que
Ag = (ar+0b)*—4da(ar* +br +c)
= —a(3ar® 4+ 2br + ¢) + b* — 3ac,

ou ainda

Ag =0 —aP(r) ()
onde Q = b*> — 3ac e P'(x) = 3az? + 2bx + c.

Finalmente, basta substituir a igualdade em e obter a expressao

Y —
wl:_(ar+b)+ Q—aP'(r) . w2:_(ar—|—b)—|— Q aP(r)7
2a 2a

ou simplesmente,

(ar +b) £ /Q — aP'(r)
2a ’

W12 = —

que determina as outras raizes do polinémio P(z) em termos da sua raiz r € R.
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Observacao 3.3 Se P(z) possui uma raiz nula, entdo a expressao nos fornece uma

expressao similar a Formula de Bhaskara.

Exemplo 3.1 Calcular as raizes do polinomio do terceiro grau P(z) = 2® + 2? + x — 3.

Solugao: Sabendo que r = 1 é uma raiz real de P(z), entao
(a+b)£/Q—aP'(1)
2a ’

determina as demais raizes de P(z). Observe ainda que

Wi = —

e além disso

Substituindo todos esses valores, obtemos
Q= —3ac= -2,
donde concluimos que
wip = —1=+£ V2i
sao as raizes procuradas.

O primeiro corolario do teorema apresentado nos fornece uma condicao que
garante a existéncia de raizes complexas nao-reais em um polinomio do terceiro grau.
Deve-se ressaltar que esta mesma conclusao pode ser obtida através do Teorema de Rolle,

no entanto a nossa demonstracao é mais elementar.

Corolério 3.3 Dado um polinomio do terceiro grau P(z) = az® + bz? + cx + d com

coeficientes reais satisfazendo
Q:=b—-3ac<0 ou A:=c>—-3bd<0,

entdo P(z) possui duas raizes complexas nao-reais.
Demonstragao: Faremos a demonstracao em dois casos, conforme passamos a descrever:
1° Caso: Q) = b* — 3ac <0

Partindo dos coeficientes de P(z), definimos o polinémio quadratico
R(x) = 3a®2® + 2abx — (b* — 4ac),

cujos coeficientes satisfazem
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Ag = 16a*(b* — 3ac) < 0,
entao

R(x) = 3a®x® + 2abx — (b* — 4ac) > 0,

para todo z € R.

Por outro lado, temos que
Q—aP'(r) = —a(3ar®+2br +c) + (b> — 3ac)
= —[3a*r* + 2abr — (b* — 4ac)),
ou ainda

Q—aP'(r) = —R(r) < 0,

implicando pelo Teorema que P(z) possui duas raizes complexas nao-reais.
2° Caso: A=c?>—-3bd <0

Sabendo que A = ¢ — 3bd < 0, entdo o termo independente d é nao-nulo e

obtemos

1 1
P <—> = —3(dx3 + cz® + bx + a),
x x

para todo x ndo-nulo. Nestas condigdes, podemos afirmar que as raizes de P(z) coincidem

com os inversos multiplicativos das raizes do polinomio
S(z) = da® + ca® + bx + a,

portanto decorre do caso anterior que S(z) possui duas raizes complexas nao-reais e o

mesmo ocorre para P(x). O

Exemplo 3.2 A condicao apresentada no Corolario é suficiente, mas nao é necessdria
para a existéncia de raizes complexas nao-reais. De fato, basta observar que o polinémio

P(x) = 23 + 1 possui duas raizes complexas nao-reais, no entanto = A = 0.

O proximo corolario apresenta condigoes para garantir em que circunstancias

um polindomio possui apenas raizes reais.
Corolério 3.4 Dado polinémio P(z) = az®+ bx? + cx + d do terceiro grau sobre os reais,
entdo P(x) possui apenas raizes reais, se e somente se, ocorre uma das afirmagoes:

(a) Se a > 0 e P(x) admite uma raiz real com derivada nao-positiva.

(b) Se a < 0 ¢ P(x) admite uma raiz real com derivada nao-negativa.
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Demonstracao: Faremos a demonstracao em duas partes, conforme descrevemos na
sequéncia:
12 Parte: Admita que P(x) possui apenas raizes reais.

Nestas condigoes, podemos observar que se uma das raizes possui multiplici-
dade maior que um, entao esta raiz possui derivada nula e portanto, devera satisfazer
uma das alternativas (a) ou (b). Supondo que todas as raizes possuem multiplicidade um,
basta aplicar o Teorema de Rolle para garantir que a raiz que encontra-se entre a menor

e a maior raiz, deverd satisfazer uma das alternativas (a) ou (b).

22 Parte: Admita que ocorre (a) ou (b).
Caso ocorra (a) ou (b), isso equivale a afirmar que existe raiz r € R, tal que
aP'(r) <0, (6)
entao os coeficientes do polinomio
aP'(z) = 3a*z* + 2abx + ac
satisfazem

Aupr = 4a*(b* — 3ac) > 0.

Decorre da ltima igualdade que
Q =b*—3ac >0, (7)

mas isso implica por @ e que

Q—aP'(r) >0,
por fim, concluimos do Teorema que P(z) possui apenas raizes reais. [l

O resultado a seguir estabelece mais uma condi¢ao necessaria e suficiente para
que um polinébmio possua apenas raizes reais e além disso, fornece uma estimativa das

raizes para polindmios que possuem apenas raizes reais.

Coroldrio 3.5 Sejam P(z) = ax® + bz* + cx + d um polinémio do terceiro grau sobre os

reais e 7 € R uma raiz de P(z). Suponha que © := b* — 3ac > 0, entao

se e somente se, todas as raizes de P(x) s@o reais.
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Demonstracgao: Primeiramente, observe que os coeficientes do polinomio
R(x) = 3a*z* + 2abz — (b* — 4ac),
satisfazem
Ag = 16a*(b* — 3ac) > 0,

logo R(x) serd nao-positivo, se e somente se,

_i_z b? — 3ac :1:<—£+2 b2 — 3ac
3¢ 3V a2 = 3a 3V a2

Em particular, temos que

IN

se e somente se, R(r) é ndo-positivo, ou seja,
Q—aP'(r)=-R(r) >0

mas o Teorema [3.1| nos garante que a tltima desigualdade equivale a afirmar que todas

as raizes de P(z) sdo reais. O

Exemplo 3.3 Aplicando o Corolario ao polinomio P(r) = 823 — 6x + 1, deduzimos

que as raizes devem pertencer ao intervalo [—1,1]. De fato, desde que
r1 ~ —0, 93969, ro >~ 0,17365 e  r3~0,76604

sdo aproximagoes decimais das raizes de P(z), confirmamos a eficiéncia do resultado para

este exemplo.

Apresentamos ainda, uma aplicacao bem simples e bastante interessante do
Coroldrio 3.5

Corolario 3.6 Dado um polinémio P(z) = ax® + bz* + cx + d do terceiro grau com
coeficientes reais satisfazendo € := b*> — 3ac = 0, entdo:
(a) Se P(—2) =0, entdao P(x) possui uma raiz real com multiplicidade trés.

(b) Se P (=) # 0, entdo P(x) possui uma raiz real e duas complexas.

Demonstracao: Supondo € = 0 no Corolério [3.5] temos que

a2
3a

serd a unica raiz de P(x) ou P(z) possui raizes complexas nao-reais. O
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Dado um polinémio P(x) = ax® + bx? + cx + d do terceiro grau e t € R,
escrevemos Py(z) = a;x® + byx® + ¢yx + dy e definimos a constante real Ay = ¢ — 3byd;,
onde Py(z) := P(x +t). Diante das notagoes apresentadas, enunciamos o nosso ultimo

resultado.

Teorema 3.2 Seja P(z) = ax® + bz? + cx + d um polindémio do terceiro grau sobre os

reais com €2 := b?> — 3ac # 0. Suponha que s € R é a constante, dada por

1
2Q)

S =

(be — 9ad)
entao valem as afirmacoes:

(a) Se QA > 0, entdo P(x) possui trés raizes reais distintas.
(b) Se QA < 0, entdo P(x) possui uma raiz real e duas raizes complexas nao-reais.

(c) Se 2 # 0 e A; =0, entao P(z) possui duas raizes reais, sendo uma delas de multipli-

cidade dois.
Demonstragao:

Primeiro, observe que

P(z) = alzx+s)>?+blx+s)?+clx+s)+d
= ax® + (3as + b)z® + (3as® 4+ 2bs + )z + (as® + bs® + cs + d),

portanto os coeficientes de P;(z) sdo dados por
as=a, bs=3as+0b, cs=3as>+2bs+c e ds=as’®+0bs®+cs+d,
implicando que

Ay = (3as® + 2bs + ¢)* — 3(3as + b)(as® + bs* + cs + d)
= (b* — 3ac)s® + (bc — 9ad)s + (c* — 3bd).

ou seja,
A, = Q8% + (bc — 9ad)s + A, (8)
Decorre da ultima igualdade que
QAs = QA — (W)i
ou ainda,
QA, = (b — 3ac)(c* — 3bd) — (@)2,
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entao desenvolvemos a expressao acima para obter

B2e? — 18abed + 81ad?
QAS:b2c2—3b3d—3ac3+6abcd—( ¢ 8“: t8la >

A 1ltima igualdade ainda nos fornece

B 4622 — 12b%d — 12ac® + 24abed — b2c? + 18abed — 81a?d?

QA 1

que torna-se

3022 — 12b3d — 12ac® + 42abed — 81a2d?
4

QA, =
resultando na identidade

3
QA = —1[27a2d2 + 4ac® + 4b*d — b*c* — 18abcd). (9)
Desenvolvendo a expressao do discriminante, dada por
PN\? | (9
p=(35)+ ()
3 * 2

_ _b2 — 3ac o 0 203 + 27a*d — 9abc
b= 1= 27a3 ’

onde

tem-se a igualdade

D o— 4(3ac — b*) + (2b® + 27a*d — 9abc)27 (10)
2916a5

que descreve D em termos dos coeficienetes de P(z).
Expandindo as poténcias contidas na ultima igualdade, obtemos
(3ac — b*)? = 27ac® — 27a*b*c* + 9ab*c — V°
e também
(26% 4 27ad — 9abe)? = 4b° + 729a*d* + 81ab*c? + 108ab*d — 36ab*c — 486a°bcd,

portanto substituindo-as em (10| e organizando os termos, concluimos que

27a%d? + dac® + 4b3d — b*c® — 18abed
108a* ’

D = (11)

Por fim, basta comparar as identidades @D e para deduzir que
QA, = —81a"D,

entdo aplicamos a Proposicao (3.4) a ultima igualdade obtida, concluindo a prova do
Teorema 3.2 O
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Para finalizar o trabalho, apresentamos trés exemplos que ilustram cada item

do Teorema [3.2, anteriormente apresentado.

Exemplo 3.4 O polinémio P(z) = 23 — 4z? — 2x + 1 possui constantes
1407
- 88

logo QA > 0 e com isso, podemos afirmar que P(x) possui trés raizes reais distintas.

N=22 e A

Exemplo 3.5 O polinomio P(z) = z* + 2? — 1 possui constantes

69
Q=1 A, =2
¢ 4

entao QA < 0, implicando que P(zx) possui uma raiz real e duas complexas nao-reais.

Exemplo 3.6 O polinémio P(x) = 23 — 3x + 2 possui constantes
0=3 e A;,=0,

portanto P(x) possui duas raizes reais, sendo uma delas de multiplicidade dois.
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4 CONCLUSAO

Diante dos estudos da equacao do terceiro grau, podemos perceber a difi-
culdade de calcular as suas raizes, entao necessitamos utilizar fungoes trigonométricas
inversas e/ou métodos numéricos iterativos para obter aproximagoes decimais. Por isso
construimos uma férmula, que consiste em escrever duas raizes em termos de uma terceira,
nos possibilitando calcular todas as raizes a partir de uma delas. Por fim, desenvolvemos
um novo método para caracterizar as raizes de uma equacao do terceiro grau, determi-

nando quantas sao as raizes reais e as complexas nao-reais.
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