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RESUMO

Nesse trabalho, empregamos ferramentas matematicas para calcular um fator corre-
tivo para o potencial gravitacional da Terra, utilizando o modelo do elipsoide de re-
feréncia (ER), e entdo, determinamos condi¢des de estabilidade orbital. Inicialmente,
contextualizamos de modo breve sobre a evolugdo das ideias envolvendo gravitagdo
e os modelos de mundo, desde as contribui¢des dos primeiros gregos até o entendi-
mento geométrico que Einstein conferiu a forga gravitacional. Apés isto, o problema
da forga central foi discutido em seus dois formalismos convencionalmente trabalha-
dos em disciplinas de Mecanica Tedrica, a nivel de graduacao, estabelecendo resulta-
dos importantes para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Ao modificar a ge-
ometria do planeta, escrevemos os vetores R e r que conectam o centro até o contorno
das superficies esfera e elipsoide, respectivamente, escrevendo uma expressdo para
a densidade superficial da massa deslocada, obtendo assim um fator corretivo adi-
tivo ao potencial gravitacional que é inversamente proporcional ao cubo da distancia,
sendo fung¢do ainda do dngulo azimutal no qual o plano orbital de um satélite esteja
configurado. Ao final, estabelecemos condigdes de estabilidade de 6rbitas circulares
gerais para qualquer forga radial, obtendo entdo uma condigdo secunddria para que a
forca gravitacional da Terra, derivada de seu potencial corrigido, gere 6rbitas circula-
res estdveis. Concluimos que a mudancga na forma da Terra devido a sua rotagdo em
torno de um eixo central implica em um conjunto de configurag¢des orbitais permitidas
para que Orbitas circulares e estaveis existam.

Palavras-chave: Gravitacdo. Problema da Forga Central. Correcdo do Potencial da
Terra. Estabilidade Orbital.



ABSTRACT

In this work, we use mathematical tools to calculate a corrective factor for the Earth’s
gravitational potential using the reference ellipsoid (ER) model, and then determine
orbital stability conditions. Initially, we briefly contextualize the evolution of ideas in-
volving gravitation and world models, from the contributions of the early Greeks to
the geometric understanding that Einstein gave to the gravitational force. After this,
the central force problem was discussed in its two formalisms conventionally worked
in Theoretical Mechanics, at the undergraduate level, establishing important results for
the development of the following chapters. By modifying the geometry of the planet,
we write the vectors R and r that connect the center to the contour of the sphere and
ellipsoid surfaces, respectively, by writing an expression for the surface density of the
displaced mass, thus obtaining an additive corrective factor to the gravitational poten-
tial that is inversely proportional to the cube of the distance, being still function of the
azimuthal angle in which the orbital plane of a satellite is configured. In the end, we
establish conditions of stability of general circular orbits for any radial force, obtaining
then a secondary condition so that the gravitational force of the Earth, derived from
its corrected potential, generates stable circular orbits. We conclude that the change in
the shape of the Earth due to its rotation about a central axis implies in a set of orbital
configurations allowed for circular and stable orbits to exist.

Keywords: Gravitation. Central Force Problem. Correction of Earth’s Potential. Orbital
Stability.
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1 INTRODUCAO

O Universo, pelo menos como o conhecemos, existe a aproximadamente
13,7 bilhdes de anos; a teoria mais aceita para sua criacdo, o Big Bang, diz que tudo
surgiu de um ponto menor do que um tnico atomo, no qual o espago explodiu em
um fogo c6ésmico, langando a expansdo do Universo e gerando toda a energia e toda a
matéria que conhecemos hoje.

Passado um certo intervalo de tempo (denominado tempo de PlancKl), in-
finitesimalmente breve, mas substancialmente importante, algo em torno de 10~ se-
gundos ap6s a grande explosdo, todo o condensado unido por uma forga, aquilo que
chamamos hoje de Forga Gravitacional, teve um colapso repentino e se separou da
forca fundamental} e isto fez com que tudo se expandisse omnidirecionalmente de
modo descomunal. Este pequeno fato mudou tudo.

O que o termo Gravidade, ou Forga Gravitacional lhe infere? O que signi-
tica? Quais suas premissas? Quais suas implica¢des? Certamente o termo “Gravitagdo”
é conhecido por grande parte das pessoas, desde leigos a especialistas no tema, con-
tudo seu significado e interpretag¢des, assim como quase tudo no Universo, constituem
um dos maiores mistérios na aventura cientifica desde os primérdios da existéncia hu-
mana.

O conceito de Gravitacdo, historicamente, se desenvolveu e se desenvolve
intimamente correlacionado a evolugdao dos modelos de mundo [1], desde mitos até
teorias matematicamente bem fundamentadas que buscam descrever os movimentos
celestes a partir dos movimentos conhecidos e experimentados cotidianamente. Tiago
[2] enfatiza que compreender a evolugdo das teorias, seus objetivos e limita¢des au-
xiliam na compreensdo da importancia de uma aprendizagem da Ciéncia que ndo se
limite aos contetidos ‘nus’.

Nesta perspectiva, um trabalho monografico nesta tematica ndo poderia
deixar de conter um breve resgate histérico dos principais pensamentos e reflexdes so-
bre o conceito de Gravitagdo, no entanto, é importante esclarecer que nao é possivel ser
leviano sobre sintetizar uma histéria que se desenvolve por séculos em poucas paginas

sem cometer o exercicio do esquecimento. Portanto este texto ndo tem como objetivo

!Tempo de Planck é o tempo passado ap6s o Big Bang a partir do qual as implicagdes da Teoria da
Relatividade Geral passaram a ser vélidas.

2Atualmente todos os fendmenos fisicos sdo explicados através de quatro forcas fundamentais, a
gravitacional, a eletro magnética, a nuclear forte e a nuclear fraca, no entanto, até o tempo de Planck
essas quatro estavam unidas, em uma tinica for¢a fundamental.
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efetivar um compilado afinco da evolugdo deste conceito, apenas apresentar as ideias
mais marcantes em contextos histéricos bem definidos.

Ao longo do desenvolvimento das civilizagdes, alguns acontecimentos na
esfera celeste como os movimentos aparentes do Sol, a forma inconstante da Lua,
o movimento e a variacdo de brilho dos astros errantesﬂ a aparicdo de cometas ou
até mesmo os eclipses (solares e lunares) que apavoravam a todos, estimularam a
imaginagdo do homem e despertaram nele o interesse em procurar uma explicacdo
para os fendmenos que percebia.

O céu tornou-se entdo um laboratério natural da humanidade, sobretudo
pela grande variedade de objetos visiveis no firmamento [3], permitindo a elaboragao
das primeiras ideias sobre o funcionamento do Cosmog’} As primeiras explicagdes
para a origem, funcionamento e até mesmo propdsito do Universo se basearam em mi-
tos e crendices, sobretudo relacionadas a divindades em diversas culturas, que tinham
os movimentos celestes como manifestagdes dos deused’ e, com isto transformavam
sua vida em uma eterna adoracdo ao céu e aos seus fendmenos.

A civilizagdo humana existe ha dezenas de milhares de anos, no entanto
ndo é necessdrio voltarmos muito no tempo para uma contextualizacdo histérica do
desenvolvimento da Ciéncia. Em seus estudos, Schurmann [4] evidencia que para
se compreender efetivamente a evolucdo da Histéria da Fisica basta tomarmos um
intervalo de tempo iniciando-se com a civilizagdo gregaf] Foram os gregos que entdo
introduziram o chamado método cientifico [5], isto é caracteristico em seus textos, pois
seus argumentos prezam pela racionalidade.

Nossa viagem temporal inicia-se com a Cosmologia grega antiga, com os
pensamentos de Tales de Mileto (623 /24 — 546 /48 a.C.), um eximio filésofo, astronomo
e matematico que concebia a Terra como um disco plano na superficie de uma enorme
extensdo de d4gua. Anaximandro (610 — 546 a.C.), um de seus discipulos, configurou os
planetas como sendo espécies de rodas de fogo girando sob uma terra cilindrica (com
seu eixo central orientado no sentido leste-oeste), onde os céus giravam em torno da
estrela polar sendo, portanto, o Universo esférico [6]].

A Terra em repouso, no centro do Cosmos, em uma visdo totalmente geocén-

3A palavra planeta significa “estrela vagabunda” ou “astro errante”, aquele que erra a trajetéria.

4Cosmos ou cosmo é o universo em seu todo. E o conjunto de tudo que existe, desde o microcosmo ao
macrocosmo, das estrelas até as particulas subatomicas. Do grego antigo - Kdsmos que significa beleza,
ordem, organizag¢do, harmonia.

°Para as civilizagdes primitivas o céu era algo imutavel, o lar de deuses, de modo que tudo aquilo que
fosse “ndo natural” foi entendido como uma manifesta¢do divina contra o0 homem. Os cometas foram
tidos como pressdgios de agouro e ira dos deuses contra os humanos durante séculos.

®Com isto efetivam-se aproximadamente 2700 anos de evolugio da Ciéncia, enquanto Ciéncia, como
uma forma de compreender o Cosmos, e tudo que o contém e que estd contido em si.
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trica, se estabeleceu sobretudo devido aos ideais de Aristoteles (384 — 322 a.C.). Em seu
livro, intitulado De caelo, o mesmo parte de que “[...] este mundo é tinico, solitario e
completo [...] O movimento natural da Terra como um todo, como de todas as suas
partes, estd dirigido para o centro do Universo [...] assim, a Terra e o Universo tém o
mesmo centro [...]” é ai que uma das primeiras ideias de gravidade surge, quando o
mesmo reitera que “os corpos pesados movem-se para o centro da Terra apenas inci-
dentalmente, pois seu centro estd no centro do Universo”, a gravidade (ndo cunhada
nestes termos) entdo seria como uma consequéncia de os corpos buscarem seu estado
(ou local) natural, o centro do Cosmos.

Aristétele{] ainda dividiu o Universo em duas regides, cada uma com seus
movimentos intrinsecos associados, de modo que sua composicdo gerava os movimen-
tos planetarios em um certo grau de aproximacdo, a regido sublunar e a regido celeste.
O mundo sublunar era constituido apenas por movimentos verticais, enquanto que o
movimento na regido celeste era circular, uma vez que o circulo era tido pelos gregos
como a figura perfeita.

Um salto consideravelmente longo da histéria nos leva a Claudio Ptolomeu
(90 — 168), que insatisfeito com os modelos antigos usou de seu conhecimento ma-
tematico para descrever um novo modelo, extremamente complexo, com um conjunto
de artificios geométricos que possuiam centros e movimentos bem definidos, de modo
que sua composi¢do conseguia explicar, em boa aproximagdo, o movimento retrégrado

dos planetas.

Figura 1: Modelo planetério geocéntrico de Claudio Ptolomeu. Fonte: Adaptado de
[“].

E importante enfatizar que Aristoteles, assim como Platao, rejeitava a ideia de interacdo a distancia
e, por isto, seu modelo foi construido tal que o conceito de forca ndo fosse necessario [6].
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O Almagesto (publicado no século II), se constituiu como um tratado ma-
tematico detalhista de tudo que havia como tentativas anteriores para descrigdo dos
movimentos no céu e era dotado de uma capacidade de prever o movimento dos cor-
pos celestes [8]. Além disso, o tratado matemaético de Claudio Ptolomeu se constituiu
como uma espécie de ‘biblia” para a Astronomia, desde o século II até o século XVII,
ndo encontrando teoria alternativa com poder de predigao similar [9].

Seguindo o curso da histoéria, foi na Poloénia que surgiu um dos grandes re-
voluciondrios dos modelos de mundo, Nicolau Copérnico (1473 —1543). Foi Copérnico
quem revolucionou o pensamento cientifico ao tomar o Sol como centro do Sistema So-
lar, em seu livro De Revolutionibus Orbitum Coelestium (publicado no ano de sua morte,
1543), onde a Terra era descrita como apenas mais um dos planetas orbitando ao redor

do Sol, que estaria levemente deslocado do centro do Universo.

Figura 2: Modelo planetario heliocéntrico de Nicolau Copérnico. Fonte: Adaptado de
[7].

A visdo copernicana sobre a queda dos corpos foi construida e fundamen-
tada sobre muitos preceitos aristotélicos, como o conceito de ‘lugar natural’, onde o
movimento de queda seria a consequéncia de uma propriedade denominada gravi-
dade. A sua compreensdo da gravidade estava certamente cunhada de religiosidade.
Nesta premissa Koestler [9] enfatiza que para a visdo copernicana “a gravidade ndo
passa de uma inclinagdo natural concedida as partes dos corpos pelo Criador a fim de
combinar as partes no formato de uma esfera e contribuir, assim, para a sua unidade e
integridade”. Deste modo o Sol e os demais planetas possuiam esta propriedade, uma
vez que se constitufam como objetos esféricos.

Galileu Galilei (1564 — 1642), considerado pai da Astronomia moderna, foi
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aquele quem primeiro empregou um método efetivamente sistemético para a observa-
¢do da natureza. Aprimoranddf|a luneta, fez um conjunto de descobertas descritas
em seu livro Sidereus Nuncius, o Mensageiro das Estrelas (publicado em 1610), onde o
mesmo detalha as observagdes feitas com a luneta astrondmica, o que incluiam ricos
detalhes e conclusdes sobre: i) manchas solares; ii) superficie lunar imperfeita; iii) fases
de Vénus; iv) estrelas fixas ainda muito pequenas, ou seja, muito distantes; v) luas de
Japiter [6]. Esta tltima discussédo foi responsavel por oferecer uma saida do Modelo
Geocéntrico, uma alternativa Heliocéntrica, ndo muito aceita em sua época, sobretudo
por fatores religiosos. Galileu admitia desconhecer a natureza da gravidade (ou seja
qual o termo fora empregado), no entanto enfatiza que compreendia um principio ine-
rente, sobretudo em uma passagem de seu escrito De motu (escrito entre 1589 e 1592),
onde o mesmo evidencia que “[...] um corpo grave, por sua natureza, tem um principio
inerente, a mover-se em dire¢do ao centro comum dos corpos graves, isto €, do nosso
globo terrestre, com um movimento constantemente acelerado” [10].

Iniciado como ajudante do astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546 —
1601), o alemédo Johannes Kepler (1571 — 1630), assim como Galileu, acreditava que
o Universo possuia uma organizagdo matemadtica pré-estabelecida e de que a Ciéncia
se constitufa da unido de hipéteses com os dados observados experimentalmente [11].
Ap0s sisteméticas andlises dos dados obtidos por Tycho, Kepler concluiu que as érbitas
dos planetas eram elipses, e ndo circulos, de modo que caracterizou o Sol como sendo
responsavel pelo movimento dos planetas, isto é, o Sol foi considerado como uma
“fonte de movimento no Universo”, sugerindo uma “for¢a” motora como consequéncia
da interagdo magnéticaf|dos corpos envolvidos no sistema, iniciando a contextualizagdo
da ideia de que o Sistema Solar era na realidade um sistema autossustentavel, ndo re-
querendo agentes externos.

Kepler ficou a um passo de descrever a atragdo universal, mas ficou limi-
tado a ideia de que os corpos s0 se atraiam devido a certo parentesco (ou “cognata” do
latim), sendo necessério existir uma afinidade entre os elementos, a Terra e a Lua com-
partilhavam deste parentesco, no entanto nado existiria, na concepc¢do de Kepler, entre
a Terra e os demais planetas do Sistema Solar [11].

Nao concordando com as ideias de inércia circular, propostas por Galileu,

René Descartes (1596 — 1650) concebia que a inércia deveria fazer com que os corpos

8Embora comumente seja atribuida a Galileu a invengdo da luneta, o mesmo néo o fez, Galileu ficou
sabendo de um instrumento capaz de ampliar a visdo de observagédo, desenvolvido pelo holdndes Hans
Lippershey no ano de 1608, aperfeicoando-o de tal modo que seu aumento foi de 30 vezes.

9As propriedades magnéticas de alguns materiais eram conhecidas desde os primérdios da Grécia,
de modo que Kepler imaginou o movimento planetdrio como consequéncia desse tipo de interacao.
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permanecessem em um movimento linear, de modo que Koestler [9] atribui a Descar-
tes a primeira formulacdo da Primeira Lei de Newton. Descartes, além de contribuir
nas bases da formulagdo do Método Cientificoﬂ concebia que ndo era possivel que o
Universo admitisse um modelo de interacdo a distancia, deste modo era preciso que
algo impregnasse o espaco para que houvesse uma interagdo por contato, para explicar
isto postulou a existéncia de vortices.

Zanetic [13] evidencia que para Descartes a gravidade era entendida pelo se-
guinte fato postulado por ele, de que “a matéria impregnava todo o espaco”, de modo
que pelos principios de movimento circular como sendo o “natural” da regido celeste,
entdo esta matéria entraria em rotacdo, de modo que “estabeleceu-se um vortice gi-
gante no qual os tijolos primérios de matéria eram arrastados girando, gastando-se
gradualmente pelo atrito”, de modo que a gravidade, para ele era entendida como
uma manifestacdo do movimento da prépria matéria de acordo com os principios fun-
damentais.

Finalmente, surgiu um individuo que conseguiu demonstrar e efetivar um
manuscrito sélido, uma teoria universal, que explicaria os movimentos no Cosmos,
James Isaac Newton (1643 — 1727) modelou um conceito novo, um conceito empregado
comumentemente hoje em dia, o conceito de forga, em especial o conceito de forca
gravitacional, de modo que dados dois corpos providos de massa, sua interagé seria
proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia relativa entre os mesmos. Além disso, de posse das descobertas de Kepler,
Newton mostrouﬁ que com uma forga deste tipo, as 6rbitas possiveis eram as se¢des
conicas (circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole), solucionando o problema das
Orbitas fechadas (elipticas), de Kepler.

Outra contribui¢do da sintese newtoniana, foi a descoberta e comprovagdo
dos fendmenos que geram o achatamento dos polos, além dos movimentos naturais

observados puderem ser interpretados pela agdo desta forga sobre os mesmos, como

100 método cientifico, estabelecido pelas ideias de Bacon, Galileu e Descartes é hoje constituido de
sete etapas: i) considere uma questdo sobre a natureza; ii) recolha as evidéncias experimentais perti-
nentes; iii) formule hipéteses explicativas; iv) deduza suas implicagdes; v) teste experimentalmente as
implicagdes; vi) aceite, rejeite ou modifique as hipéteses, com base nos resultados experimentais; vii)
defina as situagdes de aplicabilidade das hipéteses [12].

1N&o é preciso dizer que a ideia de interagdo ser possivel a distdncia ndo foi bem aceita em sua
época, mesmo Newton em algumas cartas enviadas a Richard Bentley admitiu que ndo tinha pretensées
de buscar entender a origem desta atragdo gravitacional, de modo que sua teoria se constitui como
uma maneira de descrever os fendmenos associados pela sua atuagdo, e sua existéncia como puro fato
experimental.

2Newton ressuscitou uma crenga grega que a muito estava esquecida, de que é possivel compreender
o Universo de um modo racional. Essa nova confianca em seus préprios poderes intelectuais alterou, de
modo permanente, a percepcdo que a humanidade tem de si prépria, e, nos tltimos 300 anos, todos os
setores da vida humana tém sentido suas consequéncias.
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por exemplo o fendmeno das marés. Além, é claro, a dindmica newtoniana permitiu
ao homem lancar sondas espaciais ao Universo para estuda-lo, isto mudou tudo!

Para Newton, a natureza e seus fenOmenos aconteciam em um palco, este
palco constituido pelo espago e pelo tempo seguia preceitos muito bem estabelecidos: a
homogeneidade do tempo e a isotropia do espago, os quais sdo chamados postulado
fundamentais da teoria newtoniada do movimento.

A mudanga das premissas conduz a novos resultados, esta verdade (6bvia,
mas essencial) levou um funciondrio de um escritério de patentes a pensar no Cosmos
em uma nova perspectiva. Albert Einstein (1879 — 1955), ndo visualizava sentido em
uma interacdo a distancia, de modo que abandonando a ideia de um espago euclidi-
and"| conseguiu estabelecer uma teoria de que espago e tempo ndo sdo isolados um do
outro, mas que o Cosmos é o préprio espago-tempo, de modo que “o ponto nevralgico
deste assunto é que a gravidade ndo é uma forca, mas sim, uma deformacao no espaco-
tempo causada pela presenca de algum corpo massivo” [6]. Esta teoria fora entdo com-
provada experimentalmente através da observagdo de um eclipse (onde foi observado
o deslocamento aparente de uma estrela sobreposta), na cidade de Sobral, no Estado
do Ceara.

Estas foram apenas algumas, das incontaveis tentativas de explicar o fun-
cionamento do Cosmos, sobretudo relacionados ao movimento dos planetas, as ideias
de Gravitacdo aqui discutidas qualitativamente permitiram que modelos planetérios,
cada vez mais poderosos, tanto matematicamente (em seu poder preditivo), como em
simplificagdo l6gica, permitiram e permitem ao homem prever o que acontece na esfera
celeste.

Especificamente, nesta monografia serdo trabalhados os seguintes temas:
i) Uma discussdo tedrica do problema de forga central nos formalismos newtoniano
e lagrangiano; ii) uma forma de corrigir o potencial gravitacional gerado pela Terra,
tomando em si os efeitos do achatamento de seus polos; iii) uma discussdo sobre a
estabilidade associada a orbitas.

Para atingir os objetivos aqui propostos, o trabalho foi dividido em capitulos,
com organizacdo propria e sequencial. No capitulo 2, intitulado “Teoria do Campo
Gravitacional” discutimos os dois formalismos (newtoniano e lagrangiano) do pro-

blema da forga central, enfatizando seus principais resultados e possibilidades opera-

3Dizer que o tempo é homogéneo é dizer que sua ‘marcha’ é constante. O espaco ser isotrépico infere
que ndo ha dire¢des preferenciais no Universo para a ocorréncia de fendmenos.

14Baseado nos estudos de Poincaré, Riemann, entre outros, Einstein buscou compreender o que acon-
teceria com o Universo se o método de calcular distancia fosse diferente do usual, isto é, se a métrica
fosse diferente. Esta “pequena” mudanga nos preceitos construiu toda uma nova teoria, a Teoria da
Relatividade Geral (TRG).
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cionais.

No capitulo 3, denominado “O potencial gravitacional da Terra”, fazemos
uso da teoria descrita no Capitulo 2 para determinar um fator corretivo para o potencial
gravitacional da Terra considerando o achatamento de seus polos.

O capitulo 4, descrito como, ”Orbitas Planetérias”, buscamos sistematizar o
conhecimento ja discutido sobre 6rbitas e com isto derivar condigdes de estabilidade
orbital, tanto para Orbitas circulares no campo de forga inversamente proporcional ao
quadrado da distancia como também derivar as condi¢des de estabilidade para 6rbitas
circulares mediante o potencial corrigido da Terra.

Por fim, no Capitulo 5, “Conclusdes”, trazemos os principais resultados

deste trabalho e suas potenciais contribui¢des.
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2 TEORIA DO CAMPO GRAVITACIONAL

Até aqui foi discutido qualitativamente a conceituacdo e entendimento so-
bre a natureza da Gravidade e, consequentemente da For¢a Gravitacional, que embora
seja algo complexo de se entender, uma vez que as concepgdes de mundo divergiram
época apo6s época, sobretudo devido a preceitos religiosos e culturais que permeavam
o ambiente, uma nogdo matematica pode surgir. Dentre as vérias formulac¢oes distintas
atualmente existentes de se trabalhar classicamente a Mecéanica, duas delas se desta-
cam por permitirem uma ampla discussao sobre a Teoria do Campo Gravitacional, as
abordagens newtoniana e lagrangiana.

A formulacdo newtoniana da Mecénica, certamente a tnica trabalhada no
Ensino Médio, e até mesmo em cursos de nivel superior, trabalha o problema da forca
central em um carater vetorial, onde certas operagdes sdo permitidas, enquanto outras
exigem ressalvas, mas que produzem elegantes resultados.

Em contrapartida, a formulagdo lagrangiana ndo emprega uma notagao ve-
torial, todos os calculos sdo feitos baseados nas energias (quantidades escalares) do
sistema considerado, gerando solugdes consideravelmente mais simples para proble-
mas mais elaborados.

Veremos neste capitulo uma fundamentacao sistematica de cada formalismo,
buscando uma compreensao holistica das técnicas para abordar os mais diversos pro-
blemas e suas respectivas limitagdes, o que servird como base para a construgdo dos

capitulos seguintes.
2.1 Formalismo Newtoniano

O problema fundamental que esta teoria busca solucionar é o seguinte: se-
jam dispostas massas pontuais, {m;;i = 1,2,3,-- -} (aqui designadas por massas fon-
tes), estas exercem uma forca em uma outra massa / (a dita massa de prova) localizada
em um ponto P arbitrdrio. Como determinar tal forca? Solucionar este problema (re-
presentado pela figura 3) é nosso objetivo.

James Isaac Newton, a partir das Leis de Kepler demonstrou que a forca de
interagdo entre uma massa de prova 7 e uma tinica massa pontual m era proporcional

ao produto de suas massas e inversamente proporcional a distancia que as separav

!Também é possivel efetivar esta demonstragdo no sentido inverso, isto ¢, partindo da Lei da
Gravitagdo de Newton, obter matematicamente as trés Leis do Movimento Planetario, conforme consta
no Apéndice A.
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Figura 3: Problema Fundamental descrito por pontos infinitesimais de massa m; inte-
ragindo a distdncia com um ponto P localizado no espaco.

Matematicamente obteve [14],
F=-G——r, (2.1)
T

onde G é a constantd newtoniana da gravitagdo universal, equivalendo a G = 6, 67408
107"m?3/kg - s*>. Toda a discussdo a seguir sera tratada com alta similaridade ao que
é feito em Eletrostatica, uma vez que a forga elétrica ou coulombiana possui a mesma
natureza vetorial da forca gravitacional, no entanto ha uma ressalva importante, valo-
res de massa sdo grandezas positivas, de modo que s6 é possivel, mediante tal forca,
interacdo atrativa entre massas no Universo.

A equagdo (2.1) na forma pela qual foi definida por Newton se aplica estri-
tamente a sistemas em que os corpos que interagem entre si sdo particulas, no entanto é
possivel aplicd-la a sistemas macroscépicos sob os quais as dimensodes das distribuigdes
sejam pequenas em comparagdo a distancia r que as separa [14]. Como entdo explicar a
interacdo da Terra com os objetos préximos a sua superficie, se neste caso as dimensdes
sdo relevantes? Newton foi quem elucidou este problema ao demonstrar o que é hoje
conhecido como Teorema das Cascas Esféricag’| onde a Terra pode ser compreendida

como um conjunto infinito de cascas esféricas concéntricas, assim tudo se passa como

2Newton nio conhecia seu valor, no entanto Henry Cavendish (1731-1810), um cientista britanico,
elaborou um sistema para medir a densidade da Terra, mesmo sem compreender a gravitagdo de New-
ton, seu experimento possibilitou determinar, em uma aproximagdo com erro inferior a 1% a constante
gravitacional de Newton.

30 Teorema das Cascas Esféricas, estabelece que uma casca esférica de massa interage com um ponto
P qualquer de duas formas, para pontos internos a casca a forga é nula, enquanto que para pontos
externos a forca exercida é tal como se a massa estivesse totalmente concentrada no centro da casca.
Para uma demonstragdo rdpida deste teorema, consulte [1].
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se a interagdo acontecesse com um ponto no centro contendo toda a massa do planeta
[15].

O problema de duas massas estd bem solucionadoﬂ como entdo generali-
zar para um conjunto de n massas? O Principio da Superposicdo, estabelece que a
interacdo entre duas massas quaisquer ndo é modificada pela presenga de outras. Por-
tanto, a interacdo total sobre m é dada por um somatério (vetorial) de todas as forgas

individuais das massas m;,
F=Y F=-GnY 2, (2.2)
=1

note entdo que é possivel interpretar a equagdo acima como sendo o produto da massa

de prova m, por um vetor G, chamado de campo gravitacional, definido por
GR)=-G> —# (2.3)

Desta forma, G é funcdo apenas da posicdo R do ponto de observagéo, inde-
pendentemente da existéncia, ou ndo, de uma massa de prova, de modo que G(R) é a
forca por unidade de massa que seria exercida sobre uma massa de prova que fosse co-
locada em P. O campo gravitacional, assim como o campo elétrico e magnético, deve
ser entendido como uma entidade fisica ‘real” que preenche o espaco, neste caso em

torno de qualquer massa m; # 0.

2.1.1 O Campo Gravitacional para distribui¢des continuas de massa

A defini¢do do campo gravitacional fornecido pela equagao (2.3) assume
como premissa que a fonte do campo é uma séria de massas pontuais discretas m;;
como entdo generalizar para o caso de uma distribui¢do continua de massa? Veja que
um conjunto continuo de massa, pode ser entendido, como sendo uma soma infinita
de elementos infinitesimais de massa dm, fazendo com que a defini¢do agora se torne

um limite infinito de um somatério, ou seja, uma integral em dm
d
GR) = -G / . (2.4)

Para efetuar a integral acima, é preciso compreender como a massa se en-
contra distribuida no espaco, de modo que dependerd da geometria da distribuicdo,

portanto o conceito de densidade de massa se mostra relevante. No caso de uma

%O problema de duas massas, também chamado de problema da massa reduzida sera discutido em
maiores detalhes na préxima secédo, sob o formalismo lagrangiano.
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distribuicdo linear de massa, entdo a densidade é, por construcdo, linear, A = A(R’),
no caso da massa estar distribuida ao longo de uma superficie, entdo a densidade de
massa é superficial, 0 = o(R’). O caso certamente mais geral, e mais realista com a
natureza, é o caso em que a distribuigdo é volumétrica (ver figura 4), de modo que
dm = p(R’) d7’, onde dr’ é um elemento de volume ao longo da distribuigdo. O campo

gravitacional para uma distribuicdo volumétrica de massa é dado por

GR) = -G /V PR, dr', (2.5)

)
embora a integral acima seja feita sobre um volume determinado é possivel toma-la
sobre todo o espaco, para isto uma condi¢do necessdria e suficiente é tomar a densidade

volumétrica de massa como sendo nula fora da distribuigdo, ou seja, p(R") = 0 fora de
V.

X

Figura 4: Uma distribui¢do volumétrica de massa atua a distancia em um ponto P
qualquer do espaco através de seu campo gravitacional.

O campo gravitacional, dimensionalmente, representa a aceleracdo sofrida
por um corpo, devido a existéncia de uma distribui¢do de massa qualquer [14]. A
equacdo (2.5) permite determinar o campo gravitacional gerado por uma distribuicao
de massa conhecida em um ponto determinado, no entanto os processos para determi-

nar o mesmo sdo consideravelmente complexos.
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2.1.2 O Teorema de Helmholtz e suas implica¢des no Campo Gravitacional

Uma alternativa para determinar o campo gravitacional, sem ter de recorrer
a tentativas de solucionar a equacéo (2.5) é o Teorema de Helmholtzﬂ o mesmo afirma
que todo campo vetorial é, unicamente determinado conhecendo-se seu divergente e
seu rotacional, além de condi¢des de contornd?}

Iremos entdo determinar expressdes para o divergente e o rotacional do
campo gravitacional a partir de sua defini¢do fornecida pela equagdo (2.5). Inicial-

mente fagamos o procedimento de determinar o divergente|do campo

PR, dr', (2.6)

V‘G:—GVR-/

y 1
tomando p = 0 fora da distribuigdo, a integral se torna sobre todo o espago, permitindo
que os operadores obedecam pardmetros de comutatividade. Desse modo, como a
massa fonte encontra-se em repouso, o operador diferencial atua apenas no vetor v =
7/r?, seu resultado é conhecido do Célculo Vetorial,

VR (1) = 476%(R), (2.7)

r2

em que 0°(R) é a delta de Dirac tridimensional, §*(R) = §(X)d(Y)d(Z). Como a de-
pendéncia entre os vetores que localizam os elementos do sistema é linear, entdo o

divergente do campo gravitacional é
V-G = —4nGp(R). (2.8)

A equagdo acima, o divergente do campo gravitacional sobre um ponto ob-
servado, tem grande utilidade, no entanto quando o problema exibe certa simetria é
conveniente utilizar uma abordagem integral do problema, assim pode ser ttil obter

uma expressdo andloga a equagdo (2.8) na formulagdo de integrais; para isto utilizemos

/V-GdT:j{Gda, (2.9)
% S

>Tecnicamente este ndo é o Teorema de Helmholtz, mas sim um lema que o precede para a
demonstragdo. O Teorema de Helmholtz afirma que um vetor V pode ser separado em duas partes,
uma das quais é irrotacional (possui rotacional nulo) e outra que é solenoidal (possui divergente nulo)
[16].

®Fisicamente as condi¢des de contorno empregadas no caso de campos em que sua intensidade de-
cresce em poténcias da distdncia é a tendéncia a ser nulo nos extremos, de modo que Tlir{.lo G=0.

o Teorema de Gauss]

’Como a analise estd sobre um ponto de referéncia, entdo o divergente ¢ um operador diferencial
sobre as coordenadas R.

80 Teorema de Gauss, ou Teorema da Divergéncia, nos diz que o fluxo gerado por um campo em
uma determinada superficie S é igual a integral volumétrica do divergente desse campo no volume
encerrado V pela superficie.
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como o divergente do campo fora determinado, é possivel exprimir o fluxo do campo

gravitacional sobre uma determinada superficie como sendo,

%s G-da=—4rG /v p(R) dr, (2.10)

como p(R)dr = dm, entdo a integral volumétrica nada mais é do que a massa encerrada

pela superficie. Portanto, o fluxo gerado por G é
f G- da= —47GMcp,. (2.11)
s

Calculemos entédo o rotacional do campo, de modo anélogo ao feito para o

divergente,
VxG=-G / p(R)V, x (%) dr' (2.12)

como o sistema de coordenadas ndo afeta o problema podemos tomar um sistema de
coordenadas polares esféricas (r, 6, ¢), no qual um campo vetorial é do tipo v = v,7 +

ve0 + vs0. O rotacional é entdo dado por

1 0 . ovl. 1] 1 Ov, 0O - 1[0 Ovy | »
Vxv= rsenf 86(% sinf) 0¢ } - Len@ oy  Or (T%)] o+ r {87" (rve) 00 ¢,
(2.13)

como v  7/r?, entdo V x G = ( para pontos fora da origem, uma vez que o préprio
campo ndo é bem definido na origem. Para efetivar este cdlculo para a origem é
possivel modificar o Teorema de Gauss tomando um vetor u = v x ¢, onde ¢ é um
vetor constante, arbitrario e ndo-nulo. Com algumas manipulagdes é possivel mostrar

a forma alternativa do Teorema de Gauss

/vadrz—%vxda, (2.14)
v S

em que )V contém a origem.
Sabemos, no entanto, que v = G(R)7, se tomarmos V como sendo uma es-

fera de raio R centrada na origem, entdo da = R?sen 0dOd¢ 7, de modo que
/V(V x G)dr =0, (2.15)
desse modo, o integrando é nulo para todos os pontos do espaco, isto é
VxG=0, (2.16)

concluimos entdo que o campo gravitacional é irrotacional. De acordo com um dos

teorema do Célculo Vetorial qualquer vetor cujo rotacional é zero pode ser escrito como



25

sendo igual ao gradiente de algum escalar, portanto o fato do campo ser irrotacional
abre uma nova possibilidade, deixar de lado o caréter vetorial e reescrever a teoria em
termos de fungdes escalares que sdo, em esséncia, mais simples.

Aplicando o Teorema de Stokes’}

/S(va)-da:fév-dl, (2.17)

como ja vimos, o campo gravitacional é irrotacional (2.16), logo

%Gwﬂzu (2.18)
C

consequentemente G é um campo conservativo. Note entdo que se tomarmos dois pon-
tos quaisquer a,b € C, a integral de linha do campo independera do caminho sendo,
portanto, uma funcdo de ponto. Convenientemente faz-se interessante definir uma

funcdo escalar a partir de um ponto de referéncia O a determina de modo que
g E/ G-dl, (2.19)
o
esta fungdo escalar G ¢ designada como sendo o potencial gravitacional']

2.1.3 O Potencial Gravitacional

O potencial é uma funcdo de ponto, de modo que naturalmente o que im-

porta é a diferenca de potencial entre dois pontos quaisquer,

b a b
g(b)—g(a):/G-dl—/G-dlz/G-dl, (2.20)
o (@) a
além disso o teorema fundamental para gradientes, no caso de G, afirma que
b
G(b) - G(a) = [ (V) -l @21
desse modo, comparando as equagdes (2.20) e (2.21) concluimos que

G = Vg, (2.22)

90 Teorema de Stokes, ou Teorema Fundamental para rotacionais estd, como era de se esperar, rela-
cionado a interpretacdo geométrica do rotacional como sendo a ‘quantidade de giro de vetores’, desse
modo o Teorema de Stokes estabelece que para calcular o giro de vetores sobre uma superficie S s6 é
preciso determinar sobre seu contorno C.

Geralmente este ponto de referéncia é tomado onde a quantidade do integrando se anula, neste
caso, no infinito.

1Na definigdo do potencial como consequéncia do campo ser irrotacional é atribuido um sinal nega-
tivo, no entanto convenciona-se omitir o mesmo em Gravitagéo.
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o campo gravitacional pode, portanto, ser escrito como o gradiente de um potencial
escalar, consequéncia imediata do aspecto irrotacional do campo.
Conhecendo a relacdo entre o campo e o potencial é possivel tomar a equagao
(2.8) e modificd-la para uma notagdo escalar, de modo que teremos uma relagao do
divergente de um gradiente, que por construgdo é definido o laplaciano, que em coor-
denadas cartesianas tridimensionais assume a seguinte forma
2 2 2
v-v5v2:%+§—y2+%, (2.23)
a combinacdo das equagdes (2.22) e (2.8) produz uma equagdo extremamente recor-

rente em fisica tedrica, chamada Equacdo de Poisson,
V3G = —47Gp(R). (2.24)

H4 casos, no entanto que se busca compreender o potencial gerado sobre
uma regido desprovida de massa, de modo que quando p(R) = 0 a equagao (2.24) se

torna a chamada Equagdo de Laplace,
V3G =0, (2.25)

Uma consequéncia imediata do operador nabla ser um operador linear, é
de que o Principio da Superposi¢do também se aplica a solu¢des da Equacgdo de La-
place e de Poisson, de modo que se o conjunto {G;;i = 1,2,--- ,n} forem solugdes
das equagdes (2.24) e (2.25), entdo uma combinagdo linear G = > | ;G; também é

solucdo.
2.2 Formalismo Lagrangiano

A grande conclusdo da secdo anterior foi o desenvolvimento do formalismo
newtoniano em uma perspectiva escalar, devido a defini¢do da fungdo potencial gra-
vitacional. Um outro exemplo de tratamento escalar, pelo qual é possivel obter os
resultados da abordagem vetorial da mecénica é a partir da fungdo lagrangiand?

A formulacdo lagrangiana da mecanica é desenvolvida sob o chamado Prin-
cipio de Hamilton e, a partir dele se concluem as principais equag¢des para explicar a
evolucdo de sistemas dindmicos. O Principio de Hamilton, ou Principio da Minima
Acdo, que serd enunciado mais adiante, esta baseado na extremizagdo de um funcional

especifico, a agdo. Com esta premissa é preciso fundamentar aqui as bases do Célculo

2Em tratamentos mais antigos, visando enfatizar a semelhanga com a fungao potencial, a fungdo
lagrangiana era chamada de potencial cinético [17].
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Variacional.

2.2.1 Fundamentos do Calculo Variacional

O problema fundamental do célculo das variagdes €, determinar a fungdo

y = y(x) que extremiza integral
7= [ Hota). (w2} da, (2.26)

note que se uma funcdo y = y(z) projete no funcional integral J um valor minimo,
qualquer variacdo em y, isto é, qualquer funcdo vizinha, mesmo que seja tomada sufi-
cientemente préxima, deve gerar um valor maior para J.

Qualquer fungdo vizinha de y(z) pode ser escrita da seguinte forma
y(a, z) = y(0,2) + an(z), (227)

em que 7 = n(x) é uma fungdo com primeira derivada continua. Note que y(z) deve ser
um extremo do funcional para z; < = < 5, de modo que a funcado vizinha y(«, ) deve
coincidir com y(x) nestes pontos. Um método eficaz de fazer isto é forcar que 7(z) nao
seja uma fung¢do qualquer, mas que desaparega nestes pontos, isto é 1(z;) = n(z2) = 0.

Se y(z) for a funcdo que minimiza o funcional integral J, entdo J(o,x) é
sempre superior a J(z), para qualquer valor de o, seja positivo ou negativo. Assim,
uma condi¢do necessdria para que a integral tenha um valor estaciondrio é de que a

derivada em relagdo a o deve ser nula para a avaliagdo em o = 0. Em outras palavras,

oJ

- = 2.2
80{ 00 O’ ( 8)

produz um extremo para todas as fung¢des 7(z).
A condigdo imposta pela Equagdo (2.28) pode ser entdo reescrita, uma vez
conhecida a expressdo geral de J, estabelecida pela Equagdo (2.26), mas agora para a

fungdo vizinha e efetuando a diferenciacdo associada, de modo que

0J o [*
- *Hlyloe), v/ a); 2} de (2.29)

como a integral atua com limites fixos entdo as operagdes possuem uma comutativi-

dade natural, de modo que a derivada parcial pode atuar no integrando, produzindo,

3Embora o termo ‘extremizar’ esteja relacionado apenas em tornar algo um méximo ou minimo, para
a maioria dos problemas dindmicos se buscara a minimizacdo das quantidades.
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0] [ (0fdy  Of oy
oo /xl (3y Oa + oy 8@) az, (230)

note, no entanto que a partir da Equacado (2.27) é possivel escrever as derivadas em

relagdo a o, de modo que
dy Oy’ _ dn
= e A—— 2.31
por conseguinte, integrando utilizando o método de integragdo por partes e tomando
a condicdo de contorno de que 7n(z;) = n(z2) = 0, temos que
oJ 2rof d of
0 /gc1 (— - ——/) n(x) dx, (2.32)
em a = 0 a integral deve desaparecer, e as fungdes y e ¥’ retornam a sua forma original.
Portanto, como a fungdo 7(z) é arbitraria, mesmo que sujeita as condig¢des ja

impostas, temos aquilo que é denominado Equacédo de Euler,
== —>-=0 (2.33)

A equacdo acima é valida para o problema especifico de o funcional f tiver
apenas uma variavel dependente y(x), ocorre geralmente do problema possuir diver-
sas variaveis, isto é f = f{y:1(x),vi(x), y2(2), y5(z),- - - ; 2}, neste caso é possivel mos-
trar que de modo equivalente ao ja feito aqui, obtém-se que a solucdo serd um conjunto

de n equagdes de Euler [17], isto é

of d Of .
_——_— = :1 2 . e . .
Dy dw O] 0, i ,2, N (2.34)

2.2.2 Mecanica Lagrangiana e o Principio de Hamilton

Para problemas mecénicos, o funcional integral de interesse é a a¢do, dada
pela integral da lagrangiana (L) no tempo; a lagrangiana é definida como sendo a
diferenca entre as energias cinética (1) e potencial (U) do sistema. Nesta perspectiva,

surge o Principio de Hamilton[¥] que serd enunciado como um teorema [[18]

Teorema 1 (Principio de Hamilton) De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema
dindmico pode se mover de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consistente
com quaisquer restrigoes), o caminho real sequido é aquele que minimiza a integral de tempo da

diferenga entre as energias cinéticas e potenciais.

140 Principio de Hamilton, ou Principio da Minima Agdo, é o principio dindmico pelo qual é possivel
basear toda a Mecanica
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Empregando o formalismo até aqui discutido, o Principio de Hamilton se

expressa matematicamente como

5 / tQ(T —U)dt =0, (2.35)

1

a notagdo delta aqui empregada é uma forma abreviada para descrever a variagdo pa-
ramétrica em . Novamente esta condigdo, escrita desta maneira, apenas garante a
extremizagdo, mas para fins praticos serd tomada como sendo suficiente para a minimi-
zacdo da agao.

Se o sistema considerado for de coordenadas retangulares cartesianas entdo
a energia cinética serd funcdo unicamente das velocidades de cada particula consti-
tuinte do sistema estudado, enquanto que se as particulas se moverem em um campo
de forca conservativa, entdo a energia potencial sera fun¢do tinica das posi¢des geomé-
tricas das particulas. Em outras palavras, ' = T'(&;) e U = U(x;), portanto a lagrangi-
ana é, em geral, funcdo destes parametros L = L(z;, &;). Deste modo a Equacao de Eu-
ler, como esta aplicada a um sistema dindmico, se torna a Equacdo de Euler-Lagrange,

oL d oL

No entanto o sistema pode ser estudado sob a 6tica de qualquer conjunto de
coordenadas, de modo que seja buscado aquele que simplifique o problema, sobretudo
em aspectos de simetria. E entdao dado o nome de coordenadas generalizadas a todo
o conjunto de quantidades que especifiquem o estado de um sistema, estas coordena-
das sdo entdo comumentemente designadas como o conjunto {¢;}. Analogamente a

Equacdo de Lagrange é entdo reescrita como sendo
— =0, j=1,2,--- 5, (2.37)

em que s é o namero de graus de liberdade do sistema. A Equacdo de Lagrange é a
base para toda a formulagdo da Mecanica, gerando como resultado as equagdes de mo-
vimento para quaisquer sistemas livres de vinculog"| e seu valor terico é totalmente

equivalente ao Principio Fundamental da Dindmica¥]

I5E possivel derivar uma equacio levando em consideragdo os vinculos de carater geométrico e/ou
cinematico, no entanto como o plano de revolucdo de planetas em 6rbita é uma consequéncia dinadmica,
ndo se configura como vinculo e, portanto ndo é necessario esta derivagdo neste texto.

16Para uma demonstragdo da equivaléncia entre a 22 Lei de Newton e a Equagao de Lagrange, consulte
[17].
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2.2.3 Movimento sob uma forca central - O problema de dois corpos

Com a lagrangiana de um sistema dindmico qualquer é possivel, com as
Equagoes de Lagrange, obter as equagdes de movimento. Imagine que o sistema seja
formado por duas particulas pontuais, sujeitas & uma interagdo radial e, consequente-
mente conservativa, isto é, o potencial s6 dependendo das posi¢des relativas. Sejam r;
e r, os vetores que localizam as particulas 1 e 2 respectivamente, neste caso o potencial
serd uma funcdo apenas de r = |r; — r;|. Portanto, a lagrangiana deste sistema &,

1 . 1 .
L= §m1|r1|2 + §m2|1'2|2 - U(T)a (2.38)

convenientemente podemos tomar a origem do sistema de referéncia sobre o centro de

massa do mesmo, isto nos permite relacionar as posi¢des de ambas as particulas,
miry + Moly = 0. (239)

Buscar meios de conectar as particulas nos permitird trocar o problema de
dois corpos, pelo problema de um corpo equivalente. Utilizando o fato de que r =

r, — 1, é possivel reescrever a lagrangiana

1
L= Sult? = U(r), (2.40)
em que /. é a massa reduzida,
p= e (2.41)
my + Mma

2.2.3.1 O momento angular é conservado

O sistema possui simetria esférica, de modo que uma rotagdo qualquer nao
modifica as equagdes de movimento, com isso é possivel mostrar que a quantidade de
movimento angular se conserva [17]. Uma consequéncia imediata é de que o plano de
revolugdo é tnico e, portanto, o problema recai sobre duas dimensdes. Desse modo,
empregando coordenadas polares planas, podemos reescrever a lagrangiana (2.40) da
seguinte forma

L:%u@?+ﬁm)—U@% (2.42)

com isto a lagrangiana do sistema é ciclica em relagdo a varidvel 6, ou seja, ndo é fungdo
direta da posigdo angular 6, desse modo

oL
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o que nos leva a conservacdo da quantidade de movimento angular [14]

Do = g—g = ur’f, (2.44)
que é uma constante de movimento, que podemos definir como sendo | = 0. Do
modo pelo qual foi definido, [ pode ser positivo ou negativo, dependendo da diregdo
de transla¢do de um corpo em torno do centro da forga.

Uma consequéncia imediata da conservacdo do momento angular conju-
gado a coordenada 6 é a conservagdo da variacdo da drea no tempo, correspondendo
assim a 2° Lei de Kepler para o movimento planetério, uma vez que 72,2 corresponde

geometricamente (ver figura 5) a velocidade areal [18].

rdo '

dé

Figura 5: Area percorrida pela reta que ‘conecta’ a massa ao centro atrator em um
intervalo de tempo dt. Fonte: [18].

Em um sistema conservativo, outra quantidade que se mantém constante
é a energia mecanica total do sistema, de modo que ao somar a energia cinética (1)
de todas as particulas ea energia potencial de interacao relativa entre as mesmas, o

resultado é a energia total £ do sistema. Para o problema de dois corpos,
1 :
E= §u(f2 + 7“202) +U(r), (2.45)

a qual podemos reescrever em termos da quantidade de movimento conservada

o '2+”2 + U(r) (2.46)
—2;”“ 2 2 r), .

podemos entdo resolver a equacgdo acima para a velocidade generalizada 7, e com isso
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obter [18]

= j:\/ (- () - Mfrg (247)

dado o valor de energia fornecido ao sistema, em contraste ao potencial relativo entre

seus constituintes, os mesmos executardo determinada trajetéria.

2.2.3.2 A trajetéria do movimento

Para obter a trajetoria é preciso resolver a equagdo (2.47) e obter r = r(6),
no entanto a resolucdo da equagdo gerard ¢ = t(r) que ao ser algebricamente invertida
produzira a equagdo hordria do movimento, isto é » = r(t) e ndo a trajetéria. Para
determinar a trajetoria da particula é preciso relacionar a variacdo do dngulo 6 com a
posigdo r; sua relacdo ndo é direta, o angulo varia no tempo devido ao movimento, o
tempo por sua vez pode ser escrito como fungdo da posi¢do, deste modo ha a seguinte

dependéncia 6 = 6(t(r)), portanto podemos denotar

dgdt 0

combinando as equagdes para [ e i recém encontradas, obtemos que a trajetéria r = r(6)

é obtida ao inverter a solugdo da seguinte equagao [19]

+(1/r?)dr

/ Ju(E-vin-55)

Fornecido o potencial é possivel, com a equacdo (2.49), associarmos uma

O(r) = (2.49)

trajetéria. O contrdrio pode ser feito? Isto é, conhecendo-se a trajetéria é possivel
determinar o potencial, ou a forca que a gerou? De fato, isto é possivel. Para isto
podemos reescrever a equacgdo de lagrange, para a lagrangiana do problema e, como o
problema se trata de um campo conservativo, entdo a variagdo do potencial gera uma
forca,

w(i —rh?) = —=— = F(r), (2.50)

tomando uma substitui¢do de varidveis, tal que u = 1/r, podemos entdao denotar, em

termos de [ as seguintes quantidades

du p. d*u ..
Y o o 2,51
0 e T 2.51)

e com isto podemos obter expressdes para i e para r6*. Combinando estas expressoes
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na equagdo (2.50) e voltando a varidvel original obtemos
d (1 1 ur?
= (= i i 2.52
T <7‘> Tr=E il (252)
neste caso, ao se conhecer a trajetéria r = () é possivel determinar a for¢a F' = F'(r)

que a gerod"|
2.2.3.3 O potencial efetivo

Ao longo das discussdes aqui apresentadas, como consequéncias do movi-
mento de translacdo em torno de um centro atrator, um termo recorrente apareceu nas
expressdes obtidas. Este termo, originado da energia cinética de translacdo, exibe-se
acompanhado da energia potencial, de modo que designa-o como sendo o potencial

centrifugo
12
= — 2.

associado a este potencial é possivel derivar a forga centrifugd® que neste caso toma a

seguinte forma,
oU,

or
Podemos entdo definir o chamado potencial efetivo V' como sendo aquele

F, = ——% = uré? (2.54)

‘real’ sofrido por uma massa m nas proximidades de um centro atrator,

l2

= — 2.
V=U(r)+ ok (2.55)
para o problema que estamos analisando o potencial U(r) é o potencial gravitacional
G(r) = —k/r, onde k = GM, desse modo obtemos o potencial gravitacional efetivo
[18],
k 12
Vie——+4—, (2.56)
ro 2ur?

com tal potencial efetivo é possivel construir um gréfico que relacione o seu decai-
mento com a distancia.

Nota-se que ha uma similaridade forte do grafico do potencial efetivo com
o gréfico do potencial de interacdo de uma molécula diatdmica, isto acontece devido a

similaridade das forcas de interacdo associadas a cada problema, a forca newtoniana

7De fato, se tomarmos a equacdo da trajetéria dos planetas ao redor do Sol, que é uma elipse e
substituirmos nesta equagado, obteremos que a lei da forca dependo do inverso do quadrado da distancia.

I8E devido a isto que o potencial é chamado de potencial centrifugo. Vale ressaltar ainda que normal-
mente a forca centrifuga é apresentada nos livros-texto como sendo F, = mrw?, onde w é a velocidade
angular e m é a massa do corpo que rotaciona.
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Energia

Figura 6: Grafico do potencial, associando o potencial newtoniano de interacdo gravi-
tacional e o potencial centrifugo, enfatizando a resultante, o potencial efetivo gravita-
cional. Fonte: Adaptado de [17].

da gravitacdo e a forga elétrica coulombiana possuem a mesma dependéncia, gerando
assim um potencial que até certo ponto é atrativo, e em certa regido se torna repulsivo
para evitar que as duas particulas (ou corpos) colidam.

Além disso, a partir deste gréfico é possivel tirar conclusdes qualitativas so-
bre o movimento da particula apenas sabendo o valor de energia que a mesma possui.
Por exemplo, suponha que a particula possua E; (ou qualquer outro valor positivo),
neste caso o movimento nao sera limitado, ela se movera em diregdo ao centro atrator
até uma posicdo ry que da qual ndo poderd ultrapassar, sendo repelido indefinida-
mente. Caso o valor de energia total seja E; entdo o movimento estard limitado, entre
r1 e rs. Por fim, se a energia total for o valor minimo, isto é Ej3, entdo a 6rbita serad

circular com raio determinado 5.
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3 O POTENCIAL GRAVITACIONAL DA TERRA

O terceiro planeta do Sistema Solar, a Terra (figura 7), o lar da tinica forma
de vida inteligente conhecida até o momento, gera um potencial em todos os pontos
do espago devido a sua massa. Certamente a primeira aproximagdo para estudar o
potencial da Terra é considerar o planeta como sendo uma esfera maciga e uniforme,

na qual o Teorema das Cascas Esféricas se aplica.

Figura 7: Planeta Terra visto da Estacdo Espacial Internacional (em inglés, International
Space Station, ISS). Fonte: Nasa Imagens.

Tudo isto seria suficientemente preciso se a Terra constituisse um referen-
cial inercial, no entanto isto ndo acontece. A Terra possui um movimento de rotagdo
uniforme em torno de um eixo, o qual tomaremos como sendo perfeitamente vertical
ao plano da 6rbita, nesta perspectiva a Terra deve ser considerada um referencial nao
inercial e, portanto o Principio Fundamental da Dindmica precisa ser alterado de modo

a contemplar as chamadas forgas de inérciaﬂ

3.1 Justificativa para a correcao

Em um referencial S’ girante (veja a figura 8) com rotagdo uniforme em
relacdo a um referencial inercial S surge a chamada forca centrifuga, esta forca é di-
rigida para fora,

F;, = mw?r 7, 3.1)

veja que a forca centrifuga aumenta com 7ﬂ Consequentemente, para uma Terra

Para uma discussdo na tematica Forcas de Inércia, consulte [[1].



36

Figura 8: Relagdo da forca centrifuga devido ao movimento de rotagdo da Terra. Fonte:
Adaptado de [1].

esférica, r aumenta ao se aproximar do equador, sendo minimo nos polos, entdo esta
forca também o é. A forca centrifuga é entdo maxima no equador da Terra e nula nos
polos, e isto faz com que seu formato se altere.

Se considerarmos a Terra como uma esfera hidrostética’, a forma de uma
Terra em rotagdo seria a de um elipsoide (oblato) de revolugdo, também chamado de
elipsoide de referéncia (ER) em geodesia. Newton assumiu uma densidade constante
ao longo da Terra e chegou a conclusdo que o achatamento seria de 1 : 230 [20], obtendo
assim um erro de aproximadamente 27, 9% do valor atualmente conhecido.

Portanto, a intengdo deste capitulo é deduzir um fator corretivo para este
potencial quando o formato da terra é considerado aproximadamente um elipsoide
oblato de revolugdo com achatamento determinado, e ndo mais uma esfera. Nesta
aproximagdo a massa do planeta ndo se altera, sendo apenas deslocada dos polos e

acrescida junto ao equador.

3.2 Descri¢do Geométrica do Problema

Para determinar o efeito do achatamento da Terra em seu potencial gravi-

tacional, em uma primeira aproximagad?, podemos substituir a Terra elipsoidal por

ZNote, no entanto que o r aqui representado ndo ¢é a distancia radial, mas sim a distancia perpendi-
cular ao eixo de rotagéo.

3Uma esfera hidrosttica nada mais é do que uma esfera constituida de um fluido homogéneo e
incompressivel, isto é que atingiu o equilibrio hidrostatico.

*Os métodos que se seguirdo para o calculo desta primeira aproximagéo para o potencial gerado por
uma Terra elipsoidal se baseiam no Problema 6-17 [14].
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uma esfera de raio R escolhida de modo a ter o mesmo volume. Para isto, calculemos
inicialmente o volume do elipsoide.
O elipsoide de revolucado centrado na origem de um sistema cartesiano pos-

sui a seguinte forma funcional

x2 y2 22

¥+—+C—2:1, (3.2)

de modo que é possivel escrever  em termos das outras varidveis. Se tomarmos

Figura 9: Exemplo de um elipsoide de revolugdo, modelo pelo qual o formato da Terra
pode ser aproximado. Fonte: [21].

apenas o plano OY Z obtemos uma elipse, expressa por
2 2
Y Z
rta= 1, (3.3)
permitindo escrever z como funcdo de y e, consequentemente como o valor maximo
de y é b é possivel determinar uma expressdo para o volume do elipsoide. Note que
basta tomarmos os intervalos validos no primeiro octante, onde todas as coordenadas

sdo positivas e entdo multiplicar o resultado por 8, de modo que o volume do elipsoide

b pc(1—y2/b2)1/2 pa(1—y2/b2—22/c2)1/2
V=8 / / / dx dz dy, (3.4)
0 0 0

devido a ocorréncia de termos em repeticdo se mostra interessante efetuar uma mudan-

é dado por

ca de varidvel, isto é, modificando a geometria do problema, se definirmos novas quan-

tidades © = z/a, y = y/be Z = z/c, entdo a integral acima se torna,

1 pe(1—32) a(1—3%—22)1/2
V= 8abc/ / / dz dz dy, (3.5)
0o Jo 0

note, no entanto, que a tripla integral, nada mais representa do que a oitava parte do

1/2

volume de uma esfera cujo raio é a unidade [21], de modo que o volume do elipsoide
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[N

V= gﬂabc, (3.6)

como no problema em questdo o elipsoide é formado rotacionando a elipse em torno
do eixo z, entdo a é necessariamente igual a b. Além disso, se considerarmos uma
esfera e um elipsoide, a diferenca é de que ha um achatamento (n # 0) no elipsoide,

este achatamentd| ¢ definido pelo seguinte quociente,

a—=c¢

n= , (3.7)

a

de modo que é possivel entdo escrever c como funcado de a, ¢ = a(1 — 7)) e, portanto o
volume do elipsoidef|é

V= %mﬁ(l -n), (3.8)

com isto, uma esfera com o mesmo volume, possuiria como raio equivalente para a
expressado (3.8),
R=a(1—n)"3. 3.9)

O potencial gravitacional da Terra é entdo o potencial de uma esfera uni-
forme de raio R com a massa da Terra, mais o potencial de uma distribui¢do superficial
de massa (positiva ou negativa), representando a massa por unidade de 4rea que seria
adicionada ou subtraida para formar o elipsoide real.

Para obter tal superficie buscaremos escrever um ‘raio” para o elipsoide (isto
é, o comprimento de um segmento de reta que ‘conecte’ o centro do elipsoide ao seu
contorno) em termos do parametro de achatamento, afim de exprimir uma relacdo
sobre a diferenca nas superficies.

Restringindo a andlise ao plano OY Z, é possivel definir um vetor posi¢do
r (ver figura 10) que conecta o centro da elipse a todos os pontos de seu contorno,
empregando coordenadas polares, do tipo y = rsena e z = rcosa, além da equagdo
que relaciona a, b e n é possivel modificar a equagdo cartesiana da elipse de modo a
obter

r?[1 — cos®> a+ (1 —n) ?cos® a] = a?, (3.10)

como 7 é um ntimero muito menor que a unidade podemos expandir o termo envol-

vendo 0 mesmo em uma Série de Maclaurir{} na qual truncaremos a série nos termos

°Para a Terra temos que o raio equatorial mede a = b ~ 6378 km e o raio polar é ¢ ~ 6356,5 km,
de modo que o pardmetro de achatamento é aproximadamente n = 0,0034, um valor numericamente
pequeno.

®Podemos, com esta expressdo, quantificar de modo aproximado o volume da Terra, uma vez que é
conhecido o raio equatorial a e o achatamento do planeta 7, tomando os valores é possivel estimar que
Vearth = 1,0831 - 1012km3.

7A Série de Maclaurin é uma variante da Série de Taylor, com o caso particular da expansdo
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(0,rsena,rcosa)

v

Figura 10: Elipse no plano OY Z que ao ser rotacionada em torno do eixo z gera o
elipsoide de revolugdo.

de primeira ordem de achatamento, de modo que
(1—n)"2~1+2n, (3.11)

desse modo
a

= A2
" (1 + 2ncos? a)l/?’ (312)

expandindo novamente para os termos de achatamento em primeira ordem, obtemos

r = a(l —ncos® a), (3.13)

a equagdo acima conecta o 'raio” da elipse com seu achatamento, de modo que era
esperado de que se = 0 o problema retorne ao caso de uma circunferéncia, neste caso

de raio a.

3.3 Densidade superficial da massa deslocada

Conforme discutido, o método de se aproximar a Terra em um elipsoide
e, com isto, escrever o potencial gravitacional gerado, consiste em tomar uma esfera
com o mesmo volume contendo toda a massa da Terra e a ela adicionar uma su-
perficie de densidade (positiva ou negativa) de massa, de modo que na regido equa-

torial esta contribuicdo seja positiva, enquanto que nos polos esta superficie possua

ser tomada em torno da origem, de modo que sua expressdo geral para uma fungdo f = f(x) é
flx) =300 [DM™F(0)](2™)/(n!), em que D™ f(0) é a n-ésima derivada da funcéo aplicada no ponto
de expansao [22].
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densidade negativa. Matematicamente teremos que se o, for a densidade excedente
do elipsoide e 0.,y representar esta mesma quantidade para a esfera, entdo teremos
que Ogip = —0Oes fﬂ Como a massa total assim adicionada a esfera é zero, seu potencial
gravitacional representara o efeito da forma obliqua da Terra.

Geometricamente é mais simples de se calcular a densidade excedente pela
esfera de raio R nos polos, de modo que é possivel escrever um elemento infinitesimal

de volume desta superficie (observe a figura 11).

esfera

elipsoide

Figura 11: Esquematizagdo (meramente ilustrativa, sem escala) entre a esfera e o elip-
soide para obter um elemento infinitesimal de volume.

Deste modo um elemento infinitesimal de volume é dado por
dr = (R — r)da, (3.14)

em que da é um elemento de 4drea, geometricamente perpendicular a reta tangente em
cada ponto da superficie. Deste modo é preciso buscar formas de escrever a diferenca
entre o raio da esfera R, e seu andlogo r para o elipsoide, dai a necessidade de se
escrever ambos em termos do pardmetro de achatamento. Combinando as equagdes
(3.9) e (3.13) temos que,

(R—7)=a(l —n)"3 —a(l —ncos® ), (3.15)

80utra forma de compreender a necessidade do sinal de menos nesta densidade é compreender que
R — r < 0 para a superficie excedente do elipsoide préximo ao equador.
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expandindo o termo (1 — 7)!/? até primeira ordem em 7, obtemos

1
R—1r= —gan+ an cos” a. (3.16)

Um elemento infinitesimal de volume dr carrega consigo uma quantidade
infinitesimal de massa,
dm = p dr, (3.17)

empregando a equacdo (3.16), reescrevemos
dm = p(R — r)da, (3.18)

de modo que podemos definir a densidade superficial de massa como sendo a taxa de
variacdo da massa sob a drea, isto é o = dm/da e, portanto, empregando a equagdo

(3.16) obtemos a densidade superficial de massa excedente nos polos da esfera
1 2
Oesf = gnap(?) cos” o — 1), (3.19)

relembre, no entanto que a densidade de massa gerada pelo elipsoide é o negativo
daquela gerada pela esfera, de modo que [14]

1
Oelip = gnap(l — 3cos’ ). (3.20)

A densidade de massa gerada pela superficie excedente (3.20) causa uma
modificagdo no potencial gravitacional, determinar tal modificagdo nesta aproximagao

€ nosso objetivo ao longo desta secdo.

3.4 Corre¢ao do Potencial

De certo modo, pode ser extensivamente complicado determinar esta corre-
¢do considerando a geometria do elipsoide, no entanto é possivel efetivar todos os pro-
cedimentos para uma esfera, mas tomando a densidade superficial dada pela equagao
(3.20). Seja tomada uma esfera, centrada na origem, de massa M e raio a, busquemos
entdo calcular a alteragdo no potencial gerado sobre um ponto P qualquer (figura 12),
aqui definido por 6G

(Sg = gsuperficie = / E dma (321)

m

onde r,, ¢ o médulo do vetor posi¢do que conecta o ponto P a cada elemento de massa
da superficie.
E possivel escrever os vetores a e r e, com isto escrever uma expressdo para

r,, através da conexdo geométrica entre estes vetores, r,, = r —a. O raio da esfera é (em
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v

Figura 12: Esquematiza¢do da localizagdo em coordenadas polares esféricas do ele-
mento de massa dm e do ponto P no qual o potencial serd avaliado.

coordenadas polares esféricas)
a=asenaseng r + asenacos @ Y + acos a z, (3.22)
enquanto que o vetor que localiza o ponto P é dado por
r=rsenf y+rcosb z, (3.23)

isto é possivel pois é sempre possivel rotacionar o sistema de modo que o vetor que
localiza o ponto P em relagdo a origem esteja no plano OY Z. Consequentemente o

modulo de r,,, pode ser obtido desenvolvendo a seguinte equagdo

rm = [(~asenaseng)® + (rsenf — asenacos§)? + (reosd — acos)?]"?

— [7«2 + a® — 2ar(sen av cos ¢ sen @ + cos o cos 0)} 1/2, (3.24)

como o termo entre parénteses ndo depende das coordenadas radiais, podemos entao

escrever a expressao acima de modo sucinto definindo ¥(«, 6, ¢), a dependéncia angu-

lar
U(a, 0, ¢) = sen acos ¢psen f + cos o cos b, (3.25)
com isto 1o
1 1 2 B
— — -1+ Z —2%9(a,0,0)| (3.26)
Tm T r r
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tomando a premissa de que r > a, podemos expandir esta expressdo até os termos
quadréticos em r e, com isto obter
11 a? 3a?
— 1—— + \If(a 0, ¢) + —qﬂ( ,0,9) (3.27)

T T 2r2
em contrapartida o elemento de massa pode ser escrito como sendo o produto da
densidade (do elipsoide) pelo elemento de superficie, que em coordenadas esféricas

é da = a*sen a da dg, portanto
1
dm = gnaBp sen a1 — 3cos? ) da do, (3.28)
combinando entdo as equagdes (3.21), (3.27) e (3.28), e tomando a simetria existente no

problema,

a? 3a? _,
sena—3senacos a) l—ﬁ—k \II+§—\II da dp, (3.29)

2
5G — G’na p

portanto o objetivo é determinar a solugdo da equagdo (3.29). Abstraindo as constantes

a equacdo acima se torna um problema de trés integrais em «, sendo

I, = / (sen o — 3sen a cos® ) da = 0, (3.30)
0

I, = / (sena — 3sen o cos® a)¥(a, 0, ¢) dow = gcosgbsen 0, (3.31)
0

™ 8
Is = / (sen o — 3sen acos® )W (e, 0, ¢) da = % cos® ¢psen® ) — G cos® b, (3.32)
0

vejamos assim que a equacdo (3.29) se reduz a

2 ? 8
G = G;]: p/o {;gcosqﬁsen@ + — sa (% cos® psen® f — B — cos? 0)} do
2 3 1
= Gna’p3 a” 8 (— sen? § — cos? 9)

3r 2r%215

4Gna’Tp )
— AP :
T5r3 (1 —3cos0), (3.33)

2

para solucionar este problema estamos tomando uma esfera de raio « em que a massa
seja igual a massa do elipsoide oblato, mas com densidade negativa, entdo é interes-

sante exprimir o resultado da corre¢do para o potencial em termos desta esfera. Veja
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que o volume gerado pela esfera é

4
Vesg = gma’, (3.34)

observe que com isto teremos o produto da densidade volumétrica de massa pelo
préprio volume, resultando por fim na massa M da distribuicdo. Concluimos entdo
que a correcdo para o potencial gerado pela Terra, assumindo seu formato como sendo
aproximadamente um elipsoide oblato de revolugdo, é inversamente proporcional ao
cubo da posicdo e tendo uma dependéncia com o cosseno ao quadrado do dngulo azi-

mutal [14],

1 M
5g__77 Ga

(1 —3cos®6). (3.35)

Os procedimentos reahzados nos levaram a um fator corretivo que depende
inversamente de r3. No entanto, a demonstracdo foi feita tomando r como sendo o
vetor que conectava o centro ao contorno da elipse, desse modo a correcdo para o
potencial s6 vale para pontos no interior do elipsoide? Mostraremos que ndo, uma vez
que este fator sendo solugdo da Equacdo de Laplace, teremos que serd solugdo para a
Equacdo de Poisson para a regido em que p = 0, sendo portanto, fora da distribuigdo
de massa.

Como 6G ndo é fungdo do angulo ¢, entdo o laplaciano é escrito em coorde-

nadas polares esféricas, como sendo

P9y L2 [0 L0120 g

r2 Or or r2sen § 00 00

se agruparmos as constantes como sendo uma constante A, teremos que,
A 9
0G = — (1 = 3cos0), (3.37)
T

desse modo obtemos que

A0 1—300829 O (1—3cos*0
9 _ A0 o\ T 3
VieG) = r2 or [r 87’( )] TQS@DG@H{S%H@H( r? )1
0

A 3(1-3 C082 6) 9,
B ﬁ&[ 2 ] +r5sen986(6sen b cosf)
6A 6A
= F(l—BCOSQQ) - F(l—i&cosQQ), (3.38)
portanto
V2(6G) = 0, (3.39)

logo o fator corretivo é valido para pontos fora da Terra.
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3.4.1 Aspectos gerais do fator de correcao

A correcdo ao potencial gravitacional gerado pela geometria da Terra, pos-
sui uma relacdo direta entre as quantidades r e 6, de modo que as possiveis varia¢des
dos mesmos geram valores diferentes de 0G. Este fator, tende a zero mais rapidamente
no crescimento de r do que o potencial comumentemente empregado. Quando esta
correcdo é maxima? Quando ela é minima? Ela pode ser nula? Se sim, quando que o
potencial ndo precisa ser corrigido?

Para tornar esta andlise efetiva precisaremos tomar um dos parametros como
sendo constante, enquanto o outro varia. O médulo de , empregado na demonstragdo
como sendo a distancia do centro do elipsoide até seu contorno, é praticamente idéntica
a R, o raio da esfera equivalente, uma vez que o valor do achatamento 1 é pequeno se
comparado as demais distancias envolvidas. Neste caso podemos tomar r» como sendo
constante e ao variar o dngulo azimutal, obter uma ideia bdsica com o auxilio de um

gréfico sobre as varia¢des sofridas no potencial.

oG
1 MGa*|
57173
/ \% .y
T \ 27
\
| m
// \
1
5 r3

Figura 13: Gréfico do fator corretivo em funcdo do angulo azimutal, tomando r como
sendo constante.

O fator angular, devido a simetria natural do problema, produz o mesmo
resultado para a corregdo tanto para # como para —6, com 0 < § < 7, desse modo pode-
mos analisar quando este fator é maximo ou minimo. O méximo certamente ocorrerd
quando,

1 MGa?
0Gmaz = e

este caso forga que cos® § seja igual a zero e, com isto faz com que os angulos possiveis

o (3.40)

sejam

0= %”; n={1,3), (3.41)
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note que, este caso gera os pontos sob os quais hd a maior sobreposicdo do elipsoide,
isto é, no equador. Analogamente o valor minimo da corregdo, isto é, quando ela con-
tribui negativamente, deve ser quando a esfera que se sobrepde, ou seja, nos pdlos
do planeta. Este caso, em que § = mm;m = {0, 1,2}, produz entdo uma contribuigdo

negativa ao potencial resultante,

2 MGa?
5Gin = — o LE0 (3.42)
5 r3

Pode-se questionar se ha algum caso, no qual a contribuicdo do fator cor-
retivo seja nula. Isto é, dado que 7 seja tomado como uma constante, ha locais onde
o potencial gerado pelo elipsoide oblato coincida numericamente com o potencial ge-
rado pela esfera? Este caso, faria entdo com que 6G = 0 e, com isso

3 3
cos by = i\/?_ = 0y = £cos™ ! (j: \/—_>

; (3.43)

este valor 6, na realidade produz quatro valores especificof| para o 4ngulo azimutal
por plano e, neles, a correcdo se torna nula. Estes quatro angulos, devido a simetria do
problema, se traduzem como um cone, centrado na origem, que sob o qual o potencial
ndo necessita de uma corre¢do, sendo portanto formado pelas interse¢des entre as duas

superficied’} onde R = r.

Figura 14: Superficie sob a qual a correcdo para o potencial ndo é necessdria, isto é
6G = 0.

90Os quatro valores sdo 61 ~ 54, 736°, 6p2 ~ 125,264°, além de seus valores no sentido —¢, devido a
simetria pela qual o problema foi construido, isto é fy3 = —0o1 € Ops = —bo2.

10Este resultado poderia ter sido obtido anteriormente, tomando na equacdo (3.16) a igualdade R = r
e verificando a regido na qual as superficies se interceptavam.
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4 ORBITAS PLANETARIAS

De certo modo, com tudo o que vimos até o momento é possivel sintetizar
nosso conhecimento da dindmica orbital em 5 tépicos [23]:
i) A familia de curvas conhecida como sec¢des conicas (ver figura 15) é a tinica possibi-

lidade de trajetéria para o problema de dois corpos;

Circulo

Parabola

Figura 15: Familia de curvas chamadas se¢des conicas, geradas através de parti¢des
especificas de um cone teérico. Fonte: Adaptado de [23].

ii) O corpo central (de maior massa) ocupa o foco da érbita conica;

iii) A energia mecanica total (soma da energia cinética e da potencial) de um corpo
em Orbita é constante ao longo do movimento, isto faz com que haja uma constante
transformacado energética, de modo que quando o corpo diminui sua distancia, au-
menta sua velocidade, conservando assim a drea percorrida;

iv) O movimento orbital ocorre em um plano no espago cuja inclinacdo é constante no
tempo em relagdo ao plano equatorial do centro atrator;

v) O momento angular especifico de um satélite é uma constante de movimento.

As trés primeiras afirmacgdes estdo demonstradas ao longo do Apéndice A,
nas chamadas Leis de Kepler, enquanto que as tltimas sdo consequéncias da conserva-
¢do da quantidade de movimento angular conjugada a uma das coordenadas, sendo
demonstrado no Capitulo 2.

Para além disso podemos classificar as 6rbitas através da defini¢do de 6rbita
limitada. Uma 6rbita é dita limitada se, e somente se, a distancia da particula ao centro
atrativo do sistema é constante, isto é a 6rbita é circular, ou se estda compreendida entre

dois valores limitante chamados de apsides, de modo que para qualquer valor de

Para o Sistema Solar, onde a 6érbita dos planetas sdo elipses e o Sol ocupa um dos focos, esses dois
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que seja alcangado na trajetéria devemos ter que existem 7, € T4, tais que 7y, <
7 < Tmeg. Vale ainda enfatizar que uma 6rbita ser limitada ndo é condigdo suficiente
para que a mesma seja fechada, pois a trajetéria pode dar voltas indefinidamente sem
nunca se fechar [19].

Um dos maiores resultados do estudo de orbitas é o chamado Teorema de
Bertrand, este determina quais os potenciais em que 6rbitas limitadas implicam sobre

serem fechadas, este resultado enunciaremos aqui em forma de um teoremaﬂ

Teorema 2 (Teorema de Bertrand) Os tinicos potenciais centrais para os quais todas as orbi-
tas limitadas sio fechadas sio V (r) = —k/r e V(r) = kr?, com k > 0, isto é, ou a forca é

inversamente proporcional ao quadrado da distdncia ou obedece a lei de Hooke.
4.1 Estabilidade Orbital

Tao importante quanto se determinar a 6rbita de movimento dos planetas
é entdo considerar aspectos tedricos que garantam sua estabilidade, afinal, uma 6rbita
que ndo seja estdvel carece de condi¢des operacionais para satélites e certamente nao
ofereceria as qualidades necessdrias para gerar a vida como a conhecemos.

A 6rbita (2.48), como visto ao longo do Capitulo 2, depende da composicao
do potencial gravitacional junto ao potencial centrifugo (2.52), sendo fung¢do portanto
do potencial efetivo (2.55). Por correspondéncia, a estabilidade orbital depende da
estabilidade do potencial. Quais entdo sdo as condigdes necessdrias para se obter um
equilibrio estdvel para uma fung¢ao?

Sao duas as condi¢Oes de estabilidade para uma funcgdo, primeiramente
deve ser analisado se a regido é de equilibrio, isto é, se sua primeira derivada é nula
e, com isto ver se sua segunda derivada é positiva, garantindo assim que a fungdo
possui um equilibrio estavel naquela regido. Deste modo, tomando uma fungio [ =

f(x1, 29, -+), a mesma sera estavel em x; = x(, se e somente se,

of O*f
8_1:1 - = U3 8_:(;% - > 0. (41)

O conceito de estabilidade necessita, obrigatoriamente, associar uma regido
na qual a fun¢do (derivadas primeira e segunda) é avaliada. A 6érbita de revolucdo dos
planetas do Sistema Solar é uma elipse, conforme estabelecido pela 1* Lei de Kepler

para o movimento planetario, no entanto, se observarmos a excentricidade das érbitas

pontos limitantes possuem nomes especiais, 7, € 0 periélio (que significa perto do Sol) e rqz € 0
afélio (que significa afastado do Sol), sendo portanto os pontos mais préoximo e mais distante da 6rbita
planetéria, respectivamente.

2Para uma demonstracgdo breve e clara deste teorema, consulte [19].
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dos planetas observados por Kepler (ver tabela 1), sio ntimeros pequenos, de modo

que se aproximam muito de circulos, cuja excentricidade é zero.

Tabela 1: Excentricidade da elipse de cada planeta do Sistema Solar. Fonte: Adaptado
de [7].

Planeta | Excentricidade Observagao

Mercurio 0,2060 Observagoes insuficientes para o estudo de Kepler
Vénus 0,0068 Orbita praticamente circular

Terra 0,0167 Excentricidade muito pequena

Marte 0,0934 Orbita mais excéntrica dentre os estudados

Jupiter 0,0485 Movimento celeste lento (poucos dados)

Saturno 0,0556 Movimento celeste muito lento (pouquissimos dados)
Urano 0,0472 Descoberto apenas em 1781

Netuno 0,0086 Descoberto apenas em 1846

Desse modo, podemos aproximar e determinar a estabilidade das ¢rbitas

tomando-as como sendo circulos de raio p.

4.1.1 Estabilidade de 6rbitas circulares

Iremos agora estabelecer a chamada condigdo de estabilidade geral para
6rbitas circulares devido a uma forca conservativa do tipo F(r) = —ug(r) 7, onde
g = g(r) é uma funcdo inicialmente arbitrdria. Esta forca é, entdo, o negativo da deri-
vada de um potencial U = U(r). Portanto, pela Equacao (2.49), obtemos que

l2
1273

= —g(T), (4.2)

tomemos entdo que seja feita uma pequena perturbacdo na Orbita circular de raio p,
isto é que agora r — p + po, em que p > py. Deste modo, reescrevemos a equagéo (4.2)

do seguinte modo

l2

ol ()]

tomando a expansdo multipolar do termo (1 + po/p) > até o termo linear e, supondo

p+ bo— = —g(p+ po); (4.3)

que g(p + po) possa ser expandida em Série de Taylor, truncando a série nos termos de
ordem quadrética e/ou superior, podemos reescrever a equacado (4.3). Lembre-se ainda
que a premissa do movimento é que o mesmo acontega sobre uma 6rbita circular de

raio constante r = p, de modo que ndo ocorrem movimentos radiais e, portanto s = 0,
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deste modo obtemos que

fo + [SQTE/)) + g’(p)l po =0, (4.4)

a Equacdo Diferencial Ordindria acima é conhecida, é a EDO de um oscilador harmoni-

co simples, com frequéncia natural de oscilagdo w, definida neste caso como sendo
wy === +4(p). (4.5)

é a partir do valor de wy que estabeleceremos aqui a condigdo de estabilidade para
Orbitas circulares.
A perturbacao py, solugdo da EDO (4.4), pode ser escrita em termos de uma

combinacdo linear de exponenciais complexas,
po(t) = Ae™! 4 Be ™ot (4.6)

Uma hipétese ja considerada é de que a perturbagdo, deve ser pequena ao
ponto de ndo desfazer a drbita, desse modo py(t) ndo pode divergir. Se tomarmos
wi < 0 entdo ambos os termos deixardo de serem exponenciais complexas, passando a

crescer indefinidamente. Portanto, a condi¢do de oscilacao é

51,90 g 4.7)
9(p)
ou ainda como F(r) = —ug(r) 7, podemos escrever a condigdo de estabilidade em
termos da forga que gerou a 6rbita [17],
3+ pi;/((pp)) > 0. (4.8)
Para o caso de uma forga radial atrativa, temos que F(r) = —k/r", onde k é

uma constante qualquer, obtemos entdo que

1
(3— n); >0, (4.9)

isto nos leva a condicdo de que n < 3. Logo, a forca de interacdo planetaria definida
por Newton tem o potencial de gerar 6rbitas circulares estdveis com raio p arbitrario.
Um fato interessante sobre as Orbitas circulares estdveis é de que as mes-
mas possuem o maior valor possivel de momento angular em relagdo a qualquer outra
6rbita, quando a energia mecanica total é constante. Tomando a energia total do sis-

tema como sendo a soma da energia cinética com a energia potencial (efetiva), obtemos
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que

Eool
[ = r\/Q,u [E F- - émﬂ] , (4.10)
T

para orbitas circulares 7 = 0 e portanto ndo ha o decréscimo do termo cinético. Para
qualquer outra 6rbita 7 # 0 e uma quantidade serd reduzida do momento angular. Por-
tanto, a quantidade de movimento angular associada com uma 6rbita circular é maior
do que aquela de qualquer outra 6rbita da familia, dado o mesmo valor constante da

energia mecdanica total do sistema.

4.2 Estabilidade orbital para o potencial corrigido da Terra

Mostramos que uma lei de forca do tipo F(r) = —(k/r™) 7, com n < 3 gera
6rbitas circulares estdveis, no entanto o potencial corrigido da Terra, demonstrado e
discutido no capitulo 3 deste trabalho monografico, possui uma relacdo inversamente
proporcional ao cubo da distancia, sendo a for¢a associada uma poténcia de 4° or-
dem na distancia, fugindo entdo aos condicionamentos de estabilidade impostos na
Equacéo (4.9). E possivel gerar érbitas circulares estdveis com tal potencial corrigido?

O potencial gerado pela Terra €, entdo a soma do potencial newtoniano com

o fator corretivo (3.35), ~
k k

F(r)= it (4.11)
em que k e k sdo constantes na variavel r,
k=GMm e k= gﬁ‘mMGaQ(l — 3cos? ), (4.12)
com isto temos que )
d];ff) = F'(r) = i—f i—f. (4.13)

Com as equagdes (4.11) e (4.13) podemos substituir na condic¢do de estabili-
dade, com r = p,
1 -
S 2 — >0, (4.14)
P kb

note que, embora k possa assumir valores negativos, como k > |k| uma vez que k o
en < 1entdo kp> + k > 0. Com isto obtemos uma condigao secundaria para que a
Orbita circular seja estavel,

kp? > k, (4.15)



52

ou ainda
p>A . (4.16)

A condigdo acima, da forma com a qual estd escrita, ndo revela muita coisa,
pelo fato de as constantes nio estarem devidamente explicitas. Note ainda, que k pos-
sui uma relacdo em termos do angulo azimutal, portanto para cada plano orbital (isto
é para cada valor de ¢) o raio minimo de uma O6rbita circular para que seja estavel é
diferente.

Conhecendo-se os valores das constantes, é possivel escrever

p> a\/gn(l — 3cos?b). (4.17)

O radicando, dependendo do valor de ¢ pode assumir valores tanto po-
sitivos quanto negativos. Os valores positivos produzem orbitas circulares estaveis,
enquanto que valores negativos resultam em p € C, ndo representando entdo 6rbitas
circulares estaveif] O grafico da Fig. 16, exprime esta relagdo p = p(f) que devido a

simetria pelo qual o problema foi construido, serd avaliado no intervalo 0 < 8 < .

\ Orb. Circ. Instaveis

Orb. Circ. Estaveis
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Figura 16: Configuracdes permitidas (em branco) para orbitas circulares estaveis de
satélites que orbitem a Terra em fung¢do do dngulo azimutal.

O gréfico da Fig. 16, representa entdo o conjunto de configurac¢des orbi-
tais (p, #) permitidas (regido branca) para um satélite orbitar a Terra em uma trajetéria
circular e estdvel. A regido sombreada, além do contorno (em preto) sdo entdo ina-

cessiveis, pela condi¢do de estabilidade para existirem 6rbitas circulares estaveis, nada

3Como p € C entdo nao existe 6rbita circular e estdvel nesta condicdo.
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impede, no entanto de existirem 6rbitas instaveis, ou estadveis com excentricidade mais
elevada.

A regido angular entdo permitida reside préximo ao plano equatorial (f =
7/2), mais precisamente tais planos estdo compreendidos na faixa angular correspon-
dente ao deslocamento de massa para esta regido, isto é, entre as interse¢des das su-

perficie#ﬂ (elipsoide e esfera), sendo entdo compreendidos no intervalo 6y, < 6 < 6.

4Esta afirmacdo é verdadeira devido as expressoes (3.35) e (4.17) terem a mesma dependéncia angu-
lar e consequentemente os mesmos zeros na fungéo.
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5 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi possivel determinar um fator corretivo para o potencial
gerado pelo achatamento da Terra na regido de seus polos e entdo estabelecer condigdes
de estabilidade orbital.

A principio, derivamos um fator corretivo para o potencial gravitacional
gerado por uma Terra ndo esférica, mas sob o modelo do elipsoide de referéncia (ER),
com achatamento determinado, proveniente da rotagdo do planeta, para isto seguimos
um conjunto de etapas sistemadticas: i) estabelecemos rela¢cdes geométricas para R e r,
os ‘raios’ da esfera e do elipsoide respectivamente, em funcdo do parametro de achata-
mento 7, ii) definimos um elemento infinitesimal de volume da distribuicao de massa,
iii) estabelecemos uma relagdo angular para a densidade superficial da massa deslo-
cada dos polos ao equador, iv) escrevemos uma expressao para um elemento infinite-
simal de massa dm em coordenadas esféricas, v) aplicamos na integral para determinar
a funcdo potencial gravitacional. Com isto, obtemos um fator corretivo inversamente
proporcional ao cubo da distancia, e com dependéncia no angulo azimutal do plano
orbital de um satélite.

Além disso, verificamos que a solugdo, embora demonstrada para r interno
ao planeta, também era vélido para pontos externos ao conferir a mesma como solugdo
da Equacdo de Poisson na regido em que p = 0. Ademais, constatamos as regides onde
tal correcdo era maxima, minima e consequentemente determinamos a regido em que a
mesma nao era necessaria, sendo sob o cone formado pelas interse¢des das superficies.

Ap6s isto, determinamos, sob um procedimento geral, a chamada condigdo
de estabilidade para 6rbitas circulares estaveis devido a forgas radiais, constatando que
forgas atrativas F'(r) oc r~™ geram Orbitas estaveis e circulares em quaisquer condigdes
apenas quando n < 3.

Quando calculamos a condigdo de estabilidade para uma forga derivada da
soma dos potencial newtoniano com o fator corretivo obtido, constatamos que existem
configuragdes permitidas para haverem Orbitas estdveis e circulares, sendo que outros
tantos planos orbitais eram inacessiveis. Além disso, vimos que tais planos permitidos
residem préximos ao equador, entre os angulos pelos quais as superficies se intercep-
tam. Este altimo resultado estd sendo avaliado para uma possivel publicagdo em uma

revista de Ensino de Fisica.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DAS LEIS DE KEPLER

Através de incontaveis observag¢des minuciosas do astronomo dinamarqués
Tycho Brahe gerou-se uma grande massa de dados brutos sobre as posi¢des dos plane-
tas em vérios intervalos de tempo que o mesmo havia observado[24].

Quando Tycho morreu, Kepler trabalhou incessantemente sobre eles por 20
anos, até que conseguiu destilar suas trés leis do movimento planetario. Essas leis

constituem o climax de milhares de anos de Astronomia puramente observacional

Lei 1 (Lei das érbitas) A orbita de cada planeta é uma elipse, sendo que o Sol estd num dos

focos.

Lei 2 (Lei das areas) O segmento de reta que une um planeta ao Sol varre dreas iguais em

tempos iguais.

Lei 3 (Lei dos periodos) O quadrado do periodo de revolugio de um planeta é proporcional

ao cubo do semi-eixo maior da 6rbita eliptica do planeta.

Planeta num

instante posterior

Planeta num
certo instanie

Areas
iguais

Mesmo intervale
de tempo

Figura 17: Esquematizagdo do movimento planetdrio por Kepler enaltecendo a
interpretacdo das Leis de Kepler em um formato compactado, em especial a primeira
e a segunda lei. Fonte: Adaptado de [25]].

Alguns anos depois, Isaac Newton, apés formular - paralelamente com o
matemadtico alemao Leibniz - o Célculo Diferencial e Integral, conseguiu deduzir uma

equacdo funcional para uma forga que governasse o movimento dos planetas, a equagdo
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(2.1). No entanto, disse que também ¢é possivel derivar as 3 Leis de Kepler a partir da
Lei do Inverso do Quadrado das Distancias. Efetuaremos uma demonstragao disto.
Seja uma particula (planeta) de massa m com movimento, a priori, arbitrdrio
que sofre a interagdo de uma particula maior (Sol) de massa M (conforme figura 18).
Pela terceira Lei de Newton, M também sofre uma interacdo devido a existéncia de
m, no entanto como M > m podemos tomar o Sol fixo. Para problemas envolvendo
uma particula mével em torno de um ponto fixo, em que elas sofrem uma forca sempre
na dire¢do da reta que liga a particula ao centro é mais vidvel decompor a velocidade,
aceleracdo e a forca em componentes ao longo dessa reta e perpendicular a ela, uma
vez que o movimento ocorre sobre um plano tinico como consequéncia da conservagao

do momento angular total.

¥
4

ol

Figura 18: Movimento descrito por um ponto de massa m em torno de um ponto fixo
de massa M, sofrendo interacdo mutua. Fonte: Adaptado de [25].

Tomemos inicialmente nenhuma restricdo ao movimento da particula de
massa m. Com a origem do sistema de coordenadas localizado no centro do Sol, é
possivel descrever a posicdo do planeta por um vetor que depende de um angulo que
é fun¢do do tempo, isto é R = R(¢), com § = 6(t), de modo que a posi¢do varia
indiretamente com o tempo. Convenientemente definamos vetores unitarios méveis
nas dire¢des de crescimento das coordenadas polares usuais, 7 = Zcosf + ysend e
6= —isend + y cos f.

Deste modo obtemos uma forma de determinar a velocidade e a aceleracao
desta particula, uma vez que a velocidade nada mais é do que a taxa de variacdo da
posicdo em funcdo do tempo, enquanto que a aceleracdo é a variagdo da velocidade.

Deste modo é possivel obter expressdes gerais para a aceleracdo da particula. Co-
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nhecendo sua aceleragdo é possivel determinar a for¢a que a compele pelo Principio

Fundamental da Dindmica, portanto [25]

20 _drdd
Fy=m(rll 4 20¥
0 m(rdﬁ U7 dt)

d2r A
r=m|g () ]

as equagOes acima independem da natureza da forga envolvida, sdo entdo chamadas

(A1)

equagdes de movimento. Em uma primeira leitura isto ndo faz sentido, uma vez que o
sistema claramente ndo é inercial e, portanto, ndo se pode aplicar a 2% Lei de Newton
(F = ma), note no entanto que a equacdo (A. 1) carrega consigo dois termos a mais,
estes termos sdo interpretados como sendo as forcas de inércia (forca centrifuga e forca
de coriolis), de modo que as forcas nédo inerciais surgem automaticamente devido ao
fato de tomarmos vetores méveis, o que corrige o Principio Fundamental da Dindmica.

Pois bem, iremos agora extrair as conclusdes desejadas (Leis do Movimento

Planetario) fazendo hipé6teses adequadas sobre a dire¢do e o médulo de F.

Hipotese I: A forga é central
A forga é central se, e somente se, ndo possuir componentes perpendiculares
a R, de modo que Fy = 0, o0 que nos leva a

d*0 dr do

uma vez que massa do planeta seja, obviamente, ndo nula, uma série de pequenas
manipula¢des nos leva a defini¢do de uma quantidade constante, com dimensdes de

momento angulalﬂ
29 _
dt

Para que o planeta se mova no sentido anti-horério, é tomado convencio-

h. (A.3)

nalmente A > 0, uma vez neste caso 00é.

Estamos interessados em obter a segunda Lei de Kepler, de modo que é
fundamental definirmos a area ‘varrida’ pelo vetor posi¢do do planeta ao longo de seu
movimento, de modo que A = A(t). Em coordenadas polares o comprimento da curva

é s = rf, de modo que a 4rea é sua integral A = r?6/2. Em uma fra¢do infinitesimal de

1Desta forma, h ndo possui dimensdes de momento angular, mas sim de momento angular por uni-
dade de massa. A conservagdo do momento angular, obtida aqui como uma consequéncia da forga ser
central, é o que garante que o plano do movimento seja tinico.
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seu movimento, uma area infinitesimal é varrida,

1
dA = §T2d¢9.

Através da definicdo do médulo do momento angular é possivel reescre-
ver a definicdo da drea infinitesimal, mudando o parametro para um tempo, também

infinitesimal, de modo que
aa_1
dt 27

a equacdo acima, matematicamente descreve o significado da 2° Lei de Kepler, na qual,

(A4)

a taxa de variagdo da drea no tempo é uma constante.

Hipétese II: A forga é gravitacional
Iremos agora nos detalhar mais quanto a natureza da forca envolvida en-
tre as duas particulas materiais, admitiremos agora que a forga de interacdo entre as

massas M e m seja uma forga central atrativa, cujo médulo é dado por

F.=-G (A.5)

r2 7
com a finalidade de simplificagdo é conveniente definir £ = G'M. Desse modo obtemos
uma outra equagdo de movimento

d>r doN*1  km

a equagdo acima é aparentemente de dificil solugdo por termos duas fungdes do tempo,
no entanto a Eq. (A. 3) as relaciona, permitindo escrever a velocidade angular em
termos da posigdo e, com isto
d’r  h? k
TRl
se torna conveniente efetuar uma mudanca de varidvel, = = 1/r, tornando as poténcias
da fun¢do com expoentes positivos, de modo que
d*z N k
R Z = —
dg? h?’
a equacao diferencial acima é conhecida, ou quase, ajustaremos ela com uma mudanca
de varidvel, tal que w = z — k/h?, de modo que obtemos
d*w

W—i—wzo,

representando que o movimento é periédico, sua solugdo geral é uma combinagéo li-
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near de fung¢des senoidais e, portanto

k
Z:ASGHG—FBCOSH-Fﬁ. (A.7)
Um resultado geral como este exige que sejam tomadas duas condi¢des de
contorno, de modo que as constantes sejam determinadas. Com efeito de simplificagao
iremos deslocar a dire¢do do eixo polar, afim de que r seja minimo, ou seja, quando m
estd no ponto mais préoximo da origemﬂ deste modo # = 0, e ndo apenas isto, mas z é
um méximo locall

Tomando a primeira derivada de z = z(f) igual a zero para # = 0, obte-
mos que A = 0. Isto impacta ao se tomar a segunda derivada como uma quantidade

negativa, o resultado é —B, de modo que B > 0.

Deste modo concluimos que

1
— A.
" k/h?+ Bcosf’ (A8)
definindo e = Bh?/h e d = 1/B, obtemos a equagéo polar para uma elipse{]
ed
= A9
" T T¥ecosd’ (A.9)

uma vez que os planetas permanecem no Sistema Solar, ndo se afastando indefinida-
mente do Sol, demonstrasse assim a Primeira Lei de Kepler, as 6rbitas dos planetas sdo

elipses com o Sol ocupando um dos focos.

Hipétese III: A 6rbita é uma elipse
A conclusdo obtida agora, de que a 6rbita dos planetas ao redor do Sol ser
uma elipse nos remete a necessidade de redefinir os pardmetros que a determinam. A

equacdo cartesiana de uma elipse é dada por

2 2
Y (A.10)

a? b2
A excentricidade, definida convenientemente em termos da quantidade de

momento angular, pode ser definida pela razao entre duas distancias na elipse, ¢ = ¢/aq,

ZPara o Sistema Solar, o ponto na 6rbita mais préximo do Sol é chamado de periélio, e o ponto mais
afastado de afélio.

3Para que 2z seja um maximo local é necessério que 0 mesmo admita duas propriedades em suas
derivadas, deve ser um ponto de primeira derivada nula, e de segunda derivada negativa.

*Na realidade a equacdo (A.9) retrata a equagdo polar de uma secdo conica com foco na origem e
diretriz vertical a direita, o valor de e determina se a érbita é uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole
conformee < 1,e=1oue >.
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Figura 19: Representacdo da orbita eliptica centrada na origem e com os pardmetros
determinados. Fonte: Adaptado de [25].

como ¢? pode ser obtido pelo Teorema de Pitdgoras, é possivel escrever
b =a*(1 —é?). (A.11)

Para a Astronomia, o semi-eixo maior a da drbita eliptica é denominado por
distancia média, pois é a média aritmética dos valores maximos e minimos de r, ou
seja é a média dos valores de r quando o planeta se encontra no periélio e no afélio.
Estes pontos da 6rbita correspondem aos valores § = 0 e # = 7, de modo que
1

CLE2

(T9=0 + To=r). (A12)

Fazendo uso da expressdo obtida anteriormente para r, podemos reescrever
uma expressdo para b?,
b’ = ead. (A.13)

Pois bem, veja que a equagdo (A. 4) ao ser integrada em um periodo do
movimento planetério, fornece a area total compreendida pela elipse delimitada pelo
préprio movimento, de modo que A = hT'/2. Matematicamente a drea de uma elipse é

A = mab, de modo que
4r2a?h?
h?

empregando a expressdo para b? e reorganizando os termos, obtemos que

2
T2 — (é&)f (A.14)

T2

de modo que os quadrados dos periodos de revolugao dos planetas sdo proporcionais

aos cubos de suas distancias médias, a Terceira Lei de Kepler.



