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RESUMO

Os prinćıpios variacionais tem grande importância na descrição dos fenômenos naturais.

Eles são constrúıdos partindo da suposição de que a natureza pode ser descrita matema-

ticamente por meio da minimização de uma grandeza. A história do prinćıpio da mı́nima

ação tornam expĺıcitas muitas e interessantes conexões entre ideias cient́ıficas, pressupos-

tos filosóficos, concepções religiosas e culturais que variam com a época e com a cultura

subjacente. À vista disso, buscamos fazer uma descrição histórica das circunstância que

levaram a formulação desse prinćıpio que permitiu uma unificação satisfatória de várias

teorias aparentimente desconectadas por um único postulado básico simples. Partindo

desse prinćıpio de ação mı́nima chegamos as equações de Euler-Lagrange que descrevem

os sistemas mecânicos e possibilitam estabelecer de forma elegante a relação entre as leis

de conservação e as simetrias cont́ınuas. Todavia, todas essas descrições são apenas con-

sequência da estacionaridade da ação, por isso no caṕıtulo três desenvolve-se uma análise

da derivada funcional de segunda ordem da ação para alguns potenciais. Por fim, o tra-

balho encerra-se com uma descrição da derivada segunda da ação, mas agora usando um

método de pertubações, que permite uma visualização intuitiva dos resultados do caṕıtulo

três.

Palavras-chave: Mı́nima Ação. Derivada funcional. Pertubações.



ABSTRACT

Variational principles have great importance in the description of natural phenomena.

They are constructed from the assumption that nature can be described mathematically

by minimizing a quantity. The story of the principle of least action makes explicit many

interesting connections between scientific ideas, philosophical assumptions, religious and

cultural conceptions that vary with the time and the underlying culture. In view of this,

we seek to make a historical description of the circumstances that led to the formulation

of this principle that allowed a satisfactory unification of several apparently disconnected

theories by a single simple basic postulate. Starting from this principle of minimum ac-

tion we arrive at the Euler-Lagrange equations that describe the mechanical systems and

allow to establish in an elegant way the relation between the conservation laws and the

continuous symmetries. Nevertheless, all these descriptions are only consequence of the

stationarity of the action, so in chapter three an analysis of the second-order functional

derivative of the action for some potentials is developed. Finally, the work ends with a

description of the second derivative of the action, but now using a perturbation method,

which allows an intuitive visualization of the results of chapter three.

Keywords: Least Action. Functional derivative. Disturbances.
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2 O PRINCÍPIO DE HAMILTON E A MECÂNICA CLÁSSICA 18
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1 INTRODUÇÃO

Os extremos máximos e mı́nimos são conceitos que muitos compreendem com

relativa facilidade, até mesmo os mais despercebidos. Na verdade, seus significados são

tão comuns ao pensamento humano que se usa constantemente essas ideias para expressar-

mos inúmeros fenômenos que nos rodeiam, exemplos disso são: a nota máxima, o menor

percurso, o mı́nimo de trabalho e porque não o máximo de prazer? A todo instante esta-

mos querendo extremizar os vários parâmetros inseridos na nossa existência está , agora

mesmo estou tentando minimizar o tempo para escrever essa monografia e, certamente,

você está com o mesmo objetivo para lê-la!

Para os antigos, essas ideias de extremização já eram comum. Vejamos por

exemplo em [1] e [2] a lenda de Dido e o problema isoperimétrico como é conhecido hoje,

o qual é descrito no livro Eneida de Publio Virǵılio Maronis. A história diz que Dido (ou

Elisa), filha de um rei feńıcio, refugiou-se no norte da África depois que seu marido foi

assassinado. Neste lugar, Foi-lhe confiada a extensão de terra que ela pudesse cercar com

o couro de um boi. Diz à história que ela preparou com o couro uma grande e fina correia

e cercou um terreno semi-circular beirando o mar Mediterrâneo. Esse terreno tornou-se

a cidade de Cartago. Mas, não é sobre a fundação de Cartago que queremos saber, e sim

sobre o fato de que esse problema consiste em encontrar a curva plana com comprimento

fixo que encerra a maior área posśıvel (o problema de Dido só foi resolvido formalmente

por Weierstrass em 1870 [2]).

O Grego Arquimedes (287 a.C-212 a.C) que ao estimar o número π, partiu de

um hexágono regular inscrito e outro circunscrito à circunferência e calculou os peŕımetros

dos poĺıgonos obtidos dobrando sucessivamente (maximizando) o número de lados até

chegar a um poĺıgono de 96 lados [3], o que demonstra um conceito de extriemização.

Segundo o historiador Dirk Jan Struik (1894-2000) citado por [2] o primeiro problema de

máximo que temos conhecimento é a proposição 27, no livro IV dos Elementos de Euclides

(330-275 a.C.), que reside na prova que de todos os retângulos de um dado peŕımetro, o

quadrado é o que tem a área máxima. Esses problemas são importantes, pois nos fazem

concluir que desde tempos muito remotos o homem tem sido atráıdo pelos conceitos de

máximos e mı́nimos.

Por volta do século III a.C encontraremos a mente de Euclides de Alexandria

que em seu tratado Catoptrica inicia uma busca que se tornaria uma novela na história

da F́ısica. Ele demonstra que o caminho percorrido pela luz refletida em um espelho tem

ângulos de incidência e reflexão iguais. Até então, nenhum problema. No entanto, no

século I a.C, Héron de Alexandria coloca “lenha na fogueira”e demonstra que o caminho

percorrido pela luz, ao ir de um ponto O a um ponto P com reflexão no espelho, é o

menor entre todos os caminhos que saem do ponto P, refletem no espelho e atingem o

ponto O. Observemos a expressão “menor entre todos”. O que Héron está fazendo aqui
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é minimizando uma quantidade, ou melhor, ele não, mas a natureza! Como qualquer um

suspeitaria, ou pelo menos aqueles mais crentes, os pós-gregos, com base nesses proble-

mas de reflexão, propuseram a doutrina de que a natureza tem nesse exemplo a intrigante

caracteŕıstica de agir da maneira mais otimizada posśıvel, nunca sendo supérflua ou des-

necessária, [5]. É certo que os pós-gregos não tinham rigor suficiente para justificar com

precisão sua doutrina, pois embora dominassem bem a geometria, suas alegações quanto

a essa caracteŕıstica da natureza de um modo geral eram mais intuitiva ou, dizendo de

forma mais enfática, era uma crença.

Na verdade, essa época era permeada pelas ideias de Aristóteles (384 a.C -

322 a.C) que influenciou não só os sábios de sua época, mas os que estariam cerca de

dez séculos a sua frente. Apenas quando Galileu Galilei introduziu os experimentos e

suas observações emṕıricas à Filosofia Natural é que suas ideias ficaram ultrapassadas.

Aristóteles tinha usado na antiguidade a ideia de causas finais, na qual está associada

a um prinćıpio de simplicidade ou economia: a natureza realiza seus fins da forma mais

simples posśıvel 4. No caso dos objetos da natureza, correspondia a um fim ao qual um

sistema tende (por exemplo, uma semente tende a se tornar uma árvore), já no caso de

ações humanas, a ideia era de finalidade intencional. Desse modo, a busca mais precisa

dessa causa final se tornou o objetivo de muitos pensadores após Aristóteles.

Apenas cinco séculos depois o francês Pierre de Fermat (1601-1665) dá mais um

caṕıtulo a essa “novela”da reflexão e refração da luz que fora iniciada por Euclides. Fermat

iniciou uma das maiores polêmicas da história da ciência ao ser totalmente contra as ideias

de Descartes, que afirmavam ferrenhamente que todas as tentativas de atribuir finalidades

aos fenômenos f́ısicos, que eram batizadas de “metaf́ısicas”, deveriam ser destinadas a ser

descartadas a priori. Ao deduzir a lei dos senos para a refração da luz, Descartes usa umas

séries de pressupostos que são desgostosos para Fermat, então ele procura formular sua

própria dedução. Após vinte e cinco anos de muitas tentativas infrut́ıferas, Fermat formula

sua demonstração com o pressuposto de que o tempo gasto para a luz se propagar de um

ponto a outro é mı́nimo [5]. Então, Fermat foi o primeiro a elaborar, propor e justificar

o uso de um prinćıpio de mı́nimo, e que por sinal era fortemente matematizado. Fermat,

ficou tão espantado com seu sucesso que repetiu inúmeras vezes as operações algébricas

[5], felizmente encontrando o mesmo resultado, confirmando assim, que seu prinćıpio era

válido.

Ora, os Cartesianos não ficariam para trás quanto a essa questão e, como

previsto elaboraram inúmeras cŕıticas. Sua principal cŕıtica se referia ao caráter moral,

teológico e, portanto, inaceitável na ótica cartesiana. O pressuposto de que a natureza

segue vias mais curtas e simples pressupõe um caráter moral, ao invés de f́ısico. Como a

natureza sabe o caminho a percorrer? Não era de se esperar que ela seguiria o caminho

mais curto, a reta, já que o prinćıpio diz que suas vias são as mais curtas e simples? Em

resposta Fermat ironicamente responde dizendo que não é e nem pretende ser o confidente
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secreto da natureza, que apenas fez uma pretensiosa conquista em F́ısica [5]. Assim, ele

terminaria o embate.

Toda a “novela”iniciada por Euclides teria uma trégua, se não fosse a pessoa

de Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759), que foi quem tomou sobre si todo

o opróbrio de acreditar e defender piamente um prinćıpio de máximos e mı́nimos que

descreveria os vários fenômenos da natureza. Em 1744, Maupertuis publica um artigo

chamado Acordo entre diferentes leis da natureza que até agora pareciam incompat́ıveis,

no qual ele estabelece um principio de mı́nimo esforço para o comportamento da luz [5].

Nesse artigo ele diz que a quantidade a ser minimizada não é o tempo como afirmara

Fermat, mas uma grandeza denominada por ele de ação. Para ele a quantidade de ação

é proporcional à soma dos espaços multiplicados cada um pela velocidade com a qual

o corpo os percorre δ(
∑
v∆s) = 0 [5]. Maupertuis discordava de Fermat pelo fato de

defender as ideias conceituais de Newton, pois Fermat pressupunha que a luz se propaga

mais rapidamente em meio mais densos, um conceito que era oposto ao de Newton [5].

Ao argumentar contra Fermat, Maupertuis diz

Com efeito, que preferência deveria ter aqui o tempo sobre o espaço? A luz

não podendo mais seguir o mesmo tempo pelo trajeto mais curto e pelo mais

rápido, por que iria por um deles e não pelo outro? A luz não segue nenhum

dos dois trajetos, ela toma um caminho que tem uma vantagem mais real: o

caminho que ela toma é aquele no qual a quantidade de ação é mı́nima. Falta

explicar agora o que entendo por quantidade de ação (...). Ela é proporcional

a soma dos espaços multiplicados cada um pela velocidade com a qual o corpo

os percorre. É essa quantidade de ação que é aqui o verdadeiro dispendido

da natureza e o que ela economiza o máximo posśıvel no movimento da luz

(Maupertuis, apud [5], p.184).

Como o mesmo Maupertuis menciona, Leibniz no ińıcio do século XVIII, já tinha intro-

duzido um conceito de ação, embora muito obscuro e não aplicável a casos espećıficos.

O que percebemos em Maupertuis é que ele usa uma dedução similar a de

Fermat, no entanto, agora com uma nova quantidade a ser minimizada, a “ação”. De-

acordo com Fermat, o trajeto era escolhido de modo que o tempo fosse minimizado, já

para Maupertuis o trajeto é o que ação é minimizada. Pode parecer que seja apenas uma

questão de conveniência escolher se a grandeza minimiza é a Ação ou o tempo, o que na

verdade para época era mesmo, pois nenhuma das duas teorias se mostrava consistente o

suficiente para responder todos os questionamentos. No entanto, para Maupertuis a es-

colha da Ação ser a grandeza minimizada possibilita deduzir o prinćıpio de forma correta

com o pressuposto newtoniano de que a luz se propaga mais rapidamente em meios mais

densos.

Como qualquer outro estudioso da época, a exemplos de Newton, Descartes,

Leibniz, e até mesmo Euler, Maupertuis era movido por crenças, muitas delas, se não

todas religiosas[5]. De fato, ao se usar a razão e tirar conclusões cientificas, pressupõe-
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se que o universo é ordenado, e esse pressuposto, que podeŕıamos chamar de fé, não

é nada mais que uma crença, como também da mesma forma ao fazermos julgamentos

morais, pressupomos valores absolutos, já que defendemos aquilo que acreditamos ser o

correto. Mas, esse ponto não poderia ser considerado o ponto mais fraco da formulação de

Maupertuis, pois embora ele fosse movido por pressupostos religiosos e muito criticado,

isso se dava de modo injusto, porque seu prinćıpio está absolutamente integrado e baseado,

de forma coerente, em desenvolvimentos anteriores naquilo que chamaŕıamos hoje de

f́ısica matemática da época [5]. O ponto mais fraco de sua formulação seria a ousadia de

Maupertuis tentar estender seu principio para além da ótica, ele queria analisar fenômenos

na dinâmica das part́ıculas.

Em 1746, ele tenta essa proeza em um artigo intitulado: Les lois du mouve-

ment et du répos déduites dum principle métaphysique em que ele claramente afirma que

“em todas as mudanças que ocorrem no universo, a soma dos produtos de cada corpo

multiplicados pela distância em que ele se move e pela velocidade com qual se move, é a

mı́nima posśıvel”[5]. Para ele seu prinćıpio era universal, válido para colisões elásticas e

não elásticas como também para o caso de equiĺıbrio de alavancas. Para esse trabalho de

Maupertuis devemos compreender que seu objetivo era “estabelecer um prinćıpio geral e

universal que explicasse os fenômenos de colisão entre corpos elásticos e inelásticos e o

equiĺıbrio da alavanca”e também, como consequência da universalidade e finalidade, que

justificasse a existência divina através de sua demonstração matemática ([4]).

Quando Maupertuis aplica seus prinćıpios a colisões de corpos não elásticos

ele comete erros que ficamos duvidosos se ele sabia ou não que os estava cometendo. De

acordo com [4], ao analisar a argumentação de Maupertuis percebe-se que ele introduz

conceitos dif́ıceis de compreender fisicamente como ‘planos imateriais’ e, mesmo que esses

conceitos fossem de fácil compreensão, sua dedução só é válida para um referencial especial

que seria o do centro de massa. Para o caso de corpos elásticos, a argumentação é muito

semelhante, no entanto, há um problema mais grave ainda, pois nessa análise Maupertuis

soma grandezas medidas em referenciais distintos, o que um estudante de F́ısica Básica

perceberia como um erro grave. Ele finaliza o artigo com a demonstração da lei das

alavancas, ou como ele disse “lei do repouso dos corpos”. Quanto a sua argumentação,

([4],p.630) diz que “a demonstração é simples e leva ao resultado correto. Há, porém, um

problema grave. O prinćıpio de ação mı́nima de Maupertuis deveria se aplicar a qualquer

movimento e não apenas ao movimento da alavanca quando ela está em equiĺıbrio”. O

texto de [4], usando as mesmas definições de Maupertuis, termina sua análise mostrando

que se a alavanca não estiver em equiĺıbrio e se mover, o prinćıpio não descreve mais

corretamente esse movimento.

Ora, não demorou para que ao longo do século XVIII cŕıticas severas chegassem

à porta de Maupertuis. D’Alembert foi um dos mais militantes. Ele critica o fato de

Maupertuis tomar a diferença e não a soma (como no caso da ótica) das variações das
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quantidades de ações. Também critica para o caso das alavancas, o fato de Maupertuis só

conseguir chegar ao resultado correto se escolher como incógnita a distância entre o corpo e

ponto de equiĺıbrio, pois uma vez mudada essa distância, o resultado é errôneo [4]. D’Arcy

levou 3 anos para olhar o artigo de 1746, e então, mostrar que as demonstrações eram

incoerentes. Como se pode verificar na carta que Daniel Bernoulli escreve a Bougueros

Bernoulli, há criticas ao trabalho de Maupertuis, dizendo que o pobre Maupertuis lhe faz

pena, (Patricia Radelet, apud [4]). Com tantas cŕıticas e insucesso podeŕıamos pensar

que Maupertuis foi um fracasso naquilo que se propôs a fazer. No entanto, como disse

Richard Feynman, um admirador dos prinćıpios variacionais, tudo é interessante se você

olhar o suficiente. Leonard Euler por motivos da própria sobrevivência e manutenção de

sua famı́lia, pois tinha muitos filhos ([6], p.166), olhou o suficiente para o trabalho de

Maupertuis ao ponto de publicar um artigo para defendê-lo. Na verdade, Euler em seus

estudos de máximo e mı́nimos de curvas em 1744, analisando o movimento de um projétil

em um meio não-resistivo se deparou com o fato de que a integral do produto da massa

pela velocidade e pelo espaço sendo mı́nima, descreveria o movimento. Maupertuis até

cita em seu artigo de 1746, que isso seria uma aplicação de seu principio de mı́nima ação.

Euler não só corrobora com Maupertuis, mas como também procura explicar esse principio

para o caso das colisões [4]. Devemos estar conscientes da participação de Maupertuis

quanto a essas questões. Todas as cŕıticas ao seu trabalho mostram que ele não conseguiu

o que pretendia, que era demonstrar matematicamente a existência divina por meio do

seu principio universal. No entanto, como podeŕıamos pensar em uma mecânica anaĺıtica

da forma como temos hoje se não fosse à pessoa de Maupertuis? É verdade que ele não

tinha um respaldo como muitos outros de sua época, mas ele acreditava que o universo

era uma ordem criada e essa forma de pensar influenciou a mecânica anaĺıtica, através de

seus formuladores.

Diferente de Maupertuis, Euler tinha um rigor matemático mais acentuado, e

embora tivesse suas crenças, não era por meio delas que argumentava na academia para

sustentar seu prinćıpio [4]. Como diz Zupano em [7], a principal contribuição de Euler

talvez seja seu estudo sobre cálculo variacional, denominação por ele criada em trabalho

apresentado na Academia de Berlim em 1756. Podemos definir um funcional de uma

forma pouco rigorosa, mas compreenśıvel, como uma correspondência que associa um

número real a uma função (ou curva) pertencente a determinada classe de funções (ou

de curvas). Assim, é interessante pensar em cada função pertencente a uma dada classe,

como um ponto em algum espaço. O interessante é que como todo matemático Euler

vagueia, buscando sentido em situações nas quais pontos geométricos são substitúıdos por

objetos como funções ou curvas. Ele cria, inventa, dá existência a uma dinâmica que

ocorre em um lugar que não é lugar, perde-se contato com o mundo ([7], p.2). Então,

Euler fez uso de seus avanços em cálculo variacional para associar às inúmeras curvas

ligadas por dois pontos fixo no plano a uma ação, assim já podemos notar que para ele a
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ação seria um funcional. Para ele, a curva descrita por uma part́ıcula que se movimente no

plano e que passe por dois pontos fixos seria aquela em que a variação da ação seria nula.

Ainda que vagamente, Euler determina a taxa de variação de um funcional levando-o em

1744, deduzir uma equação que ficaria chamada mais tarde de Equação de Euler-Lagrange

quando aplicada a sistemas mecânicos.

Então, a partir de Euler e das motivações de Maupertuis em 1746, o progresso

dos prinćıpios variacionais acelerou, principalmente com as contribuições do astrônomo e

matemático francês Louis de Lagrange (1736-1813), que deu uma base matemática sólida,

e generalizou o prinćıpio para um número maior de problemas dinâmicos [7]. Em 1834, o

f́ısico e astrônomo irlandês William Howan Hamilton chegou á forma atual básica e mais

usada do prinćıpio variacional da mecânica, que ganhou a denominação de prinćıpio de

Hamilton, enunciado do seguinte modo em ([8], p.203)

Prinćıpio de Hamilton: “De todos os caminhos posśıveis nos quais um

sistema dinâmico pode se mover de um ponto a outro em um intervalo de

tempo espećıfico (consistente com quaisquer restrições). O caminho real se-

guido é aquele que minimiza a integral de tempo da diferença entre as energias

cinéticas e potenciais.”

Esse prinćıpio, da forma como acima está escrito é o que nos levará a ver a

mecânica clássica de uma forma distinta da abordagem Newtoniana. Ademais, começarei

examinando a estacionaridade da ação descrevendo a mecânica clássica de forma suscinta

e didática no caṕıtulo 2, restringindo-nos a sistemas conservativos,1 e conectar de forma

elegante a relação entre simetrias cont́ınuas e as leis de conservação em mecânica. No

caṕıtulo 3, farei uma discussão a respeito da análise das derivadas funcionais de segunda

ordem da ação, para que se possa ver se a natureza maximiza ou minimiza, ou ainda per-

mite pontos de sela da Ação. Concluirei mostrando um método de pertubações simples

que comparar trajetórias não f́ısicas com a fisicamente permitida, possibilitando visua-

lizarmos de modo mais claro que, sob certas condições a Ação tem valores máximos no

trajeto real no qual o sistema evolui dando como exemplo o oscilador harmônico simples.

1Não pense que não é posśıvel usar o prinćıpio da mı́nima Ação para descrever sistemas dissipativos,
apenas não quero me estender muito! Se convença do que estou dizendo consultando a referência [9]
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2 O PRINCÍPIO DE HAMILTON E A MECÂNICA CLÁSSICA

O que nos proporemos agora é usar o prinćıpio de Hamilton para descrevermos

sistemas clássicos restritos a energia constante, ou seja, que são conservativos. Embora,

as vezes pareça que ao longo do texto daremos atenção as definições matemáticas, es-

tarei sempre enfatizando o poder do prinćıpio de Hamilton, que é muito mais que uma

construção matemática, é uma forma de como a natureza se comporta!

2.1 Equações de Euler-Lagrange

Começaremos com as noções básicas de cálculo de várias variáveis para, então,

avançarmos para noções de cálculo variacional. O cálculo de várias variáveis trata de

funções do tipo ψ : D ⊂ Rn → R, em que relaciona um dado x = (x1, ..., xn) ∈ D ⊂ Rn e

associa a um único ψ(x1, ..., xn) ∈ R. Funções desse tipo que são diferenciáveis em todo o

seu domı́nio apresentam a propriedade de possúırem derivadas direcionais definidas como

∂uψ(x) = lim
α→0

[
ψ(x+ αu)− ψ(x)

α

]
, (2.1.1)

em que u = (u1, ..., un) é um vetor que define a direção ao qual estamos derivando ψ(x).

Usando o conceito de derivada unidimensional é fácil perceber que a definição dada pela

equação (2.1.1) é equivalente a

∂uψ(x) =
d

dα
[ψ(x+ αu)] |α=0. (2.1.2)

O que será uma definição extremamente relevante para nossos objetivos. Segue, também

da regra da cadeia para função do tipo ψ(x) que

∂uψ(x) = u · ∇ψ(x). (2.1.3)

E por fim, x ∈ A ⊂ Rn é ponto cŕıtico de ψ se

∂uψ(x) = 0 ∀u 6= 0 ∈ Rn. (2.1.4)

Essas definições são análogas para funcionais, [10]. Mas, diferente de funções de

várias variáveis, um funcional é uma função que relaciona elementos de um espaço vetorial

com elementos do conjunto dos reais. Ou seja, um funcional A é definido como A : K → R,

em que K é um espaço vetorial sobre o conjunto dos números reais. Esse conceito de

funcional ganhou um significado mais palpável quando Euler percebeu que o tão procurado

conceito de Ação poderia ser expresso por meio dessa ferramenta matemática. A forma
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atual pelo qual define-se a Ação clássica é

A[q(t)] =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt (2.1.5)

definido ∀q(t) ∈ K com q(t) de classe C2 no intervalo [t1, t2]. Queremos ainda que todas

essas funções q(t) passem pelos pontos q(t1) = qt1 e q(t2) = qt2 , ou seja, os pontos qt1 e qt2

devem ser fixos em R. Em seu artigo [11], Gray e Taylor usam o conceito de “linhas de

mundo”para descrever as posśıveis trajetórias espaço-temporais que uma part́ıcula pode

seguir em um determinado potencial. Inclusive essas linhas de mundo podem não ser

trajetórias reais no sentido f́ısico. Usarei nesse trabalho a mesma nomeclatura, expressões

como linha de mundo original, fisicamente aceitável e real tem o mesmo significado que as

trajetórias que a part́ıcula descreve no espaço. A função L(q, q̇, t) na equação (2.1.5) é a

lagrangiana do sistema, definida como L ≡ T −U onde U é a energia potencial do sistema

e T é a energia cinética. Estas grandezas são expressas por meios das coordenadas gene-

ralizadas qi e de suas velocidades generalizadas q̇i respectivamente, as quais com exatidão

especificam o estado de um sistema. Casos particulares de coordenadas generalizadas são

as coordenadas retangulares fixas, esféricas e ciĺındricas. Devido a definição do funcional

A a Lagrangiana é uma função com as duas primeiras entradas sendo números reais, mas

a terceira restrita ao intervalo [t1, t2], ou seja, L : R2 × [t1, t2] → R. Fisicamente, tudo

isso significa que o funcional A “pega”as linhas de mundo q(t) de um sistema no espaço

K que é o espaço onde a part́ıcula se movimenta e às relaciona com um número real por

meio da integral da Lagrangiana do sistema no tempo. Um diagrama de seta (figura (1))

representa bem isso.

Figura 1: Representação do Funcional A[q(t)]

Eu realmente espero que o caro leitor já tenha se perguntado: de todas essas

funções q : [t1, t2] → R ∈ K com os pontos q(t1) = qt1 e q(t2) = qt2 fixos, qual delas é
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a que descreve de fato o movimento da part́ıcula? É extremamente importante destacar

como o prinćıpio de Hamilton é fundamental na forma como resolvemos esse problema.

Se você for um matemático é posśıvel que você pense: não existe nada de especial em uma

dada qi(t) ∈ K, TODAS elas são iguais quanto ao fato de serem funções e estarem em

K! Por que uma dada função q1(t) descreveria o movimento da part́ıcula e a q2(t) não?

Se ambas tem as mesmas qualificações para tal serviço? Perguntas como essas, a lógica e

as definições matemáticas não respondem. Quem responde é a natureza! Ela diz que de

todas essas funções qi(t) ∈ K, a que descreverá o movimento do sistema é a que extremar

o funcional A[qi(t)]. Que é o prinćıpio de Hamilton matematicamente dito e ainda com

minhas palavras.

Desse modo, vamos nos aproveitar do fato da natureza possuir esse compor-

tamento, que no mı́nimo é elegante, para encontrarmos a função qi(t) que descreve o

movimento do sistema. Para isso, buscaremos extremizar o funcional A[q(t)]. A deri-

vada funcional é definida de forma semelhante a equação (2.1.2), conforme as derivadas

funcionais de Gauteau são definidas em [12]〈
DA[q], φ

〉
=

d

dv
[A(q + vφ)] |v=0, (2.1.6)

que denotaremos como DφA[q]. Diferente de funções de várias variáveis, a ”direção”aqui é

uma função φ definida como φ ∈ £ ≡ {X : [t1, t2]→ R} sendo ainda de classe C2. Como

a expressão (2.1.6) envolve [A(q + vφ)], então q + vφ deve pertencer ao domı́nio de K.

Uma vez que as funções do domı́nio de K são do tipo q : [t1, t2]→ R com extremos fixos,

de modo que

qt1 = q(t1) + αφ(t1) ∴ φ(t1) = 0

qt2 = q(t2) + αφ(t2) ∴ φ(t2) = 0

o que implica em φ(t1) = φ(t2) = 0. Fisicamente isso significa que, todas as trajetórias

devem passar pelos mesmos dois pontos q(t1), q(t2), o que faz sentido, pois não podeŕıamos

comparar se uma linha de mundo qi(t) extrema A[q(t)] ao invés de qj(t) se avaliamos em

intervalos diferentes. Essas funções φ(t) ∈ £ que possuem a propriedade de φ(t1) =

φ(t2) = 0 são chamadas de admisśıveis. Analogamente a funções de várias variáveis, q(t)

é ponto cŕıtico de A[q(t)] se

DφA[q(t)] = 0 φ ∈ £ (2.1.7)

Ou usando a definição (2.1.6),

d

dα
{A[q + αφ]} |α=0 = 0 (2.1.8)

Usando a forma funcional de A[q+αφ], onde buscamos a direção φ que extremiza A[q(t)]
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temos,
d

dα

[∫ t2

t1

L
(
qi + αφ, q̇i + αφ̇, t

)
dt

] ∣∣∣∣
α=0

= 0 (2.1.9)

Como os intervalos de integração são fixos e o operador derivada é distributivo, podemos

derivar sobre o sinal da integral e do somatório, em que esse é posto para dar conta das

i-nésimas variáveis de L. De modo que,

DφA[q] =

∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
φ+

∂L

∂q̇i

dφ

dt

)
dt = 0. (2.1.10)

Podemos usar uma integração por parte para trocarmos φ̇i por φi, ao custo de um termo

de contorno, basta fazermos u = ∂L
∂q̇i

e dv = φi e encontramos

∑
i

∂L

∂q̇i
φi

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

∑
i

(
d

dt

∂L

∂q̇i
φi

)
dt+

∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
φi

)
dt = 0. (2.1.11)

O primeiro membro vai a zero quando avaliado em t1 e t2, pois q(t1) = q(t2) = 0. Reor-

ganizando as outras duas integrais encontramos∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
φidt = 0. (2.1.12)

Ora, como todas as φi são arbitrárias, ou seja, podem assumir qualquer valor, inclusive

diferente de zero, a integral só será igual a zero se o integrando for nulo. Isso é fortemente

garantido pelo lema fundamental do cálculo de variações, conforme é demonstrado por

([13],p.55). Desse modo,

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, 2, 3, ..., s (2.1.13)

Em que s é o número de grau de liberdades do sistema. Se estivermos tra-

balhando com uma part́ıcula no espaço com coordenadas retangulares fixas, deveremos

resolver a equação (2.1.13) para as três coordenadas x, y e z. Esta equação é chamada de

equação de Euler-Lagrange, pois primeiramente foi derivada por Euler em 1744, mas foi

Lagrange que a aplicou em uma variedade de casos dinâmicos. Antes de nos voltarmos

para essa equação tão importante devemos nos perguntar em que condições ela é válida.

As duas condições a seguir garantem sua validade;

Condição I As forças que agem no sistema (exceto forças de restrição) devem ser de-

riváveis de um potencial, ou vários potenciais. Ou seja, o sistema tem que ser conservativo.

Condição II As equações de restrição devem ser expressões que relacionam as coordena-

das da part́ıcula uma com as outras, e podem ser funções do tempo, ou seja, devem ser

expressões do tipo fk(qi, t) = 0.
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Qualquer sistema restrito por condições auxiliares impostas como as descritas

acima podem ser elegantimente descrita por meio dos multiplicadores indeterminados de

Lagrange2.

2.2 De Lagrange a Newton

O famoso curso de Landau e Lifschtiz [14], inicia sua descrição da mecânica

clássica dizendo: “a formulação mais geral da lei que governa o movimento de um sistema

mecânico é o prinćıpio da menor ação, ou Prinćıpio de Hamilton”. Em seu texto, [8] diz

que tendo em vista seu longo alcance de aplicabilidade, o Prinćıpio de Hamilton é mais

“fundamental”que as equações de Newton, embora seja constrúıda após os fatos. Outra

caracteŕıstica que o Prinćıpio de Hamilton se sobressai sobre o formalismo Newtoniano é

sua economia de postulados fundamentais organizados de uma forma unificada. Por isso,

irei mostrar que a equação de Euler-Lagrange é equivalente ao prinćıpio fundamental

da dinâmica de Newton, embora, o processo inverso seja de igual modo conseguido3.

Você deve concordar comigo que se eu escolher as coordenadas generalizadas como as

retangulares na equação (2.1.13) não perderei nenhuma generalidade, ou seja,

∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
= 0, i = 1, 2, 3 (2.2.1)

Nessas coordenadas retangulares e em sistemas conservativos a energia potencial só é

função das posições generalizadas U = U(xi) e a energia cinética das velocidades genera-

lizadas T = T (ẋi), de modo que,

∂U

∂ẋi
= 0

∂T

∂xi
= 0. (2.2.2)

Por fim, a equação de Euler-Lagrange fica

− ∂U

∂xi
=

d

dt

∂T

∂ẋi
. (2.2.3)

Como se sabe, para um sistema conservativo temos que

− ∂U

∂xi
= Fi (2.2.4)

2Para uma melhor compreensão disso consulte a referência ([13], p.64)
3Para ver como se pode fazer o processo inverso, ou seja, ir de Newton a Lagrange veja([8] cap.07,

secção 06.)
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então,

Fi =
d

dt

∂T

∂ẋi
=

d

dt

∂

∂ẋi

∑
j=1

1

2
mẋj

2

=
d

dt

∑
j

mẋj
∂ẋj
∂ẋi

=
d

dt

∑
j

mẋjδij

=
d

dt
(mẋi)

Fi =
dpi
dt

(2.2.5)

Que é prinćıpio fundamental da Dinâmica Newtoniana. Assim, constatamos que a segunda

lei de Newton é equivalente as equações de Euler-Lagrange!

2.3 Simetrias e leis de conservação

O formalismo lagrangiano permite de forma muito elegante estabelecer a

relação entre simetrias e leis de conservação em mecânica clássica. Seja em coordena-

das generalizadas uma Lagrangianas do tipo

L =
∑
i

1

2
mẋ2

i − U(xi) (2.3.1)

para a equação de Euler-Lagrange, percebemos que ao tomarmos a derivada em relação

a velocidade generalizada k teremos,

∂L

∂ẋk
= mẋk = pk, (2.3.2)

qu é o momento da part́ıcula na em relação a coordenada xi. É convenientemente definir-

mos então, o momento generalizado da part́ıcula em relação a coordenada generalizada

qk como
∂L

∂q̇k
= mq̇k = pk, (2.3.3)

Dizemos neste caso que, o momento generalizado pk é conjugado à coordenada gene-

ralizada qk. Suponhamos que a Lagrangiana com n graus de liberdade não dependa

explicitamente da coordenada qk, então, de acordo com a equação (2.1.13),

∂L

∂qk
=

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
≡ dpk

dt
= 0. (2.3.4)

A consequência imediata é que o momento conjugado a essa coordenada é uma constante

de movimento. Se pk é um ângulo veremos a seguir que o momento angular associado a

esse ângulo é conservado, por outro lado, se pk é o vetor deslocamento, então o momento
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linear é conservado. E por fim, se pk é o tempo a grandeza de movimento a ser conservada

é a energia. Todas as coordenadas que tem a propriedade de levar seu momento conju-

gado a uma constante de movimento recebe o nome de coordenada ćıclica. O nome

é conveniente, pois o fato de ser ćıclica significa que ao aplicarmos várias operações ao

sistema modificando apenas a coordenada em questão, o sistema retornará ao seu mesmo

estado, isso indefinitivamente. Como veremos, se o tempo t é uma coordenada ćıclica,

não importa a hora que eu vá fazer meu experimento em um dado sistema, a energia

será sempre a mesma. Um planeta que gira em torno do sol é um sistema que possui

simetria na coordenada angular θ, pois o sistema planeta-sol não muda quando aplicamos

uma rotação na direção de θ. Assim, já sabemos antes de começar a resolver o problema

de uma part́ıcula sob a ação de uma foça central(planeta-Sol é um caso particular desse

problema mais geral) que o momento angular em relação a coordenada θ é conservado.

Como uma vez disse meu orientador João Philipe, passamos a sermos bons f́ısicos quando

ao olharmos o problema a nossa frente já sabemos quais grandezas se conservam.

Então, como já foi dito, mostrarei que as coordenadas t, x e θ levam a con-

servação dos seus respectivos momentos generalizados energia, momento linear e momento

angular.

2.3.1 Conservação da energia

Começemos tomando a derivada total da Lagrangiana em relação ao tempo,

dL

dt
=
∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

dt
. (2.3.5)

Sabemos também que as equações de Euler-Lagrange dizem que,

∂L

∂qi
=

d

dt

∂L

∂q̇i
. (2.3.6)

Agora, substitúımos isso na equação (2.3.5) ficando com

dL

dt
=
∑
i

q̇i
d

dt

∂L

∂q̇i
+
∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

dt
. (2.3.7)

Ou, usando a regra do produto para derivadas

dL

dt
−
∑
i

d

dt

(
q̇i
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

dt
= 0, (2.3.8)
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e melhor ainda podemos escrever

d

dt

(∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L

)
= −∂L

dt
. (2.3.9)

Se a Lagrangiana não depender explicitamente do tempo (ou seja, t sendo uma coordenada

ćıclica) a grandeza entre parêntesis que denominaremos como H é conservada,

∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L = H. (2.3.10)

Já nos restringimos a considerar que U é apenas função das coordenadas generalizadas,

ou seja, ∂U
∂q̇i

= 0, com isso a equação (2.1.13) torna-se

∂L

∂q̇i
=
∂T

∂q̇i
. (2.3.11)

Desse modo, podemos escrever a equação (2.3.10) como

H =
∑
i

q̇i
∂T

∂q̇i
− T + U. (2.3.12)

Devemos analisar agora “quem”é
∑

i q̇i
∂T
∂q̇l

. Para isso, iremos mostrar um resul-

tado muito interessante a respeito da energia cinética, que em [8] é chamado de teorema.

Seja, a energia cinética de um sistema de n part́ıculas expressa em coordenadas retangu-

lares fixas

T =
1

2

n∑
α=1

3∑
i=1

mαẋ
2
α,i. (2.3.13)

Ou seja, é uma função quadrática em ẋi. Podemos escrever T em coordenadas e veloci-

dades generalizadas, dadas as seguintes transformações

xα,i = xα,i(qj, t) j = 1, 2, 3...s

ẋα,i =
s∑
j=1

∂xα,i
∂qj

q̇j +
∂xα,i
∂t

.

Mas, o que desejamos é o quadrado de ẋα,i,

ẋ2
α,i =

∑
j,k

∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂qk

q̇α,j q̇α,k + 2
∑
j

∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂t

q̇j +

(
∂xα,i
∂t

)2

(2.3.14)

Logo, a energia cinética em coordenadas generalizadas em relação as coordenadas fixas
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fica

T =
∑
α

∑
i,j,k

1

2
mα

∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂qk

q̇α,j q̇α,k +
∑
α

∑
i,j

mα
∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂t

q̇j (2.3.15)

+
∑
α

∑
i

1

2
mα

(
∂xα,i
∂t

)2

.

Definindo

aj,k ≡
1

2

∑
α,i

mα
∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂qk

,

bj ≡
∑
α,i

mα
∂xα,i
∂qj

∂xα,i
∂t

(2.3.16)

c ≡ 1

2

∑
α,i

mα

(
∂xα,i
∂t

)2

obtemos

T =
∑
j,k

aj,kq̇j q̇k +
∑
j

bj q̇j + c. (2.3.17)

Se a relação que conecta as coordenadas retangulares fixas com as generalizadas não

depende explicitamente do tempo, então temos um caso particular muito interessante!

Nessas condições temos
∂xα,i
∂t

= 0, bj = 0, c = 0. (2.3.18)

Com isso, a energia cinética,

T =
∑
j,k

aj,kq̇j q̇k (2.3.19)

é uma função quadrática homogênea das velocidades generalizadas, pois nessas condições

temos que
∂T

∂q̇l
=
∑
k

al,kq̇k +
∑
j

aj,lq̇j. (2.3.20)

Agora, multiplicamos a equação acima por q̇l e somando sobre l, encontramos

∑
l

q̇l
∂T

∂q̇l
=
∑
k,l

al,kq̇kq̇l +
∑
j,l

aj,lq̇j q̇l. (2.3.21)

Se observarmos os dois termos do lado direito da equação acima vemos que são idênticos,

assim podemos soma-los, de modo que

∑
l

q̇l
∂T

∂q̇l
= 2

∑
j,k

aj,kq̇j q̇k = 2T, (2.3.22)
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que é a condição para que uma função seja quadrática homogênea na coordenda q̇l. Usando

esse resultado na equação (2.3.9) considerando que a Lagrangiana não depende explicita-

mente do tempo, encontramos que

d(2T − L)

dt
=
dH

dt
=
dE

dt
= 0. (2.3.23)

Assim, o fato de a Lagrangiana ser invariante no tempo, ou em palavras mais

elegantes, ser simétrica no tempo, tem como consequência a conservação da energia. Essa

função H, que para nosso caso é uma constante, é chamada de Hamiltoniana do sistema,

definido de forma mais precisa pela equação (2.3.10). Nem sempre a Hamiltoniana de um

sistema corresponde a energia total do mesmo. É necessário que algumas condições sejam

estabelecidas, na verdade duas. São elas:

Condição I As transformações que relacionam as coordenadas retangulares e generali-

zadas não podem depender do tempo. Porque se assim for, não se garante que a energia

cinética seja uma função quadrática homogênea de q̇i.

Condição II A energia potencial deve ser independente da velocidade. Porque se assim

não for, não se elimina as derivadas em termos das velocidades na equação de Euler-

Lagrange para se chegar em 2.3.10.

Devemos sempre ter em mente que é posśıvel haver sistemas cujo a energia

total não é igual a Hamiltoniana, no entanto, é conservativo. Para verificarmos isso é

simples; seja um sistema conservativo, no qual é descrito em coordenadas generalizadas

em movimento em relação aos eixos retangulares fixos, ou seja, qi = qi(xk, t). Desse

modo, a energia cinética não será uma função quadrática homogênea de ẋk, implicando

em E 6= H. Logo, como a escolha de um sistema de coordenadas generalizadas não pode

alterar as grandeza f́ısica (nesse caso a energia), fica evidente que a Hamiltoniana não é

igual a energia do sistema nas coordenadas generalizadas dependentes do tempo.

2.3.2 Conservação do Momento Linear

Vamos analisar agora como o fato de o espaço ser homogêneo em um sistema

de referencial inercial leva a conservação do momento linear. Sem perda de generalidades,

mas ganhando em simplicidade, escolheremos um sistema de uma única part́ıcula4. Seja, L

a lagrangiana que descreve esse sistema em coordenadas retangulares fixas L = L(xi, ẋi).

Vamos considerar um deslocamento infinitesimal δ~r =
∑

i δxi~ei que altera L no espaço,

de modo que

δL =
∑
i

∂L

∂xi
δxi +

∑
i

∂L

∂ẋi
δẋi = 0. (2.3.24)

4Para o caso de um sistema de n part́ıculas bastemos fazer uma soma sobre todos os deslocamentos
das n′s part́ıculas e repetir as contas de modo equivalente.
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Um deslocamento variado em uma dada direção não deve, ou pelo menos aqui não con-

sideraremos que seja dependente explicitamente ou implicitamente do tempo. Por outro

lado, δẋi não é independente de xi, de modo que podemos escrever

δẋi = δ
dxi
dt

=
d

dt
δxi = 0. (2.3.25)

Assim, δL é

δL =
∑
i

∂L

∂xi
δxi = 0. (2.3.26)

Ora, como cada δxi são linearmente independente, δL é identicamente nulo somente se

cada uma das derivadas parciais de L forem identicamente nulas,

∂L

∂xi
= 0.

Usando a equação de Euler-Lagrange temos assim, que

d

dt

∂L

∂ẋi
= 0. (2.3.27)

O que leva a
∂L

∂ẋi
= constante. (2.3.28)

Como U não depende das velocidades generalizadas é verdade que

∂T

∂ẋi
= constante.

Escrevendo a energia cinética em sua forma funcional

∂

∂ẋi

(
1

2
m
∑
j

ẋj
2

)
= constante. (2.3.29)

Diferenciando dentro do somatório encontramos finalmente

mẋj = pj = constante. (2.3.30)

Portanto, conclúımos que a homogeneidade do espaço implica na conservação temporal do

momento linear ~p para um sistema fechado. Eu posso dizer de uma forma mais didática

que: se você deslocar um sistema em uma dada direção no espaço e conseguir verificar

que a lagrangiana desse sistema não variou após o deslocamento, saiba que o momento

linear naquela direção é conservado!
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2.3.3 Conservação do Momento Angular

Vamos partir da hipótese de que as propriedades mecânicas do sistema são

isotrópicas. Ou seja, para nossos desejos, significa que a Lagrangiana de um sistema

fechado não deve mudar se o sistema for rotacionado em um ângulo infinitesimal. Ora, se

o sistema é localizado pelo vetor ~r, ao girarmos nosso sistema em um ângulo δθ o vetor

posição muda de ~r para ~r + δ~r, conforme a figura 2.

Figura 2: Quando um sistema rotaciona por um ângulo de δθ

Como o ângulo é infinitesimal podemos escrevê-lo como um vetor, de modo

que a relação entre o deslocamento angular e o vetor deslocamento da part́ıcula é

δ~r = δ~θ × ~r. (2.3.31)

O vetor velocidade é dado pela derivada da posição,

δ
d~r

dt
= δ~θ × d~r

dt
. (2.3.32)

Como já vimos, a equação (2.3.3) diz que as componentes retangulares do vetor momento

linear são dadas por

pi =
∂L

∂ẋi
. (2.3.33)

Assim, podemos escrever a equação de Euler-Lagrange como

ṗi =
∂L

∂xi
. (2.3.34)

A rotação infinitesimal do sistema deve causar uma variação na Lagrangiana δL, e como
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assumimos que o espaço é isotrópico esta variação é nula, pois não muda, ou seja,

δL =
∑
i

∂L

∂xi
δxi +

∑
i

∂L

∂ẋi
δẋi = 0, (2.3.35)

Onde escolhemos as coordenadas retangulares para expressar δL. Usando as equações,

(2.3.33) e (2.3.34), a equação (2.3.35) pode ser escrita como

δL =
∑
i

ṗiδxi +
∑
i

piδẋi = 0. (2.3.36)

Podemos escrever em forma vetorial

d~p

dt
· δ~r + ~p · δd~r

dt
= 0. (2.3.37)

Ora, agora vamos usar as equações (2.3.31) e (2.3.32) para escrever a equação (2.3.37)

como
d~p

dt
· (δ~θ × ~r) + ~p ·

(
δ~θ × d~r

dt

)
= 0. (2.3.38)

Uma vez que o produto misto é na verdade um determinante, podemos permutar os

vetores que são as linhas do determinante ciclicamente, de modo que o resultado não

muda. Assim, podemos escrever

δ~θ ·
(
~r × d~p

dt

)
+ δ~θ ·

(
d~r

dt
× ~p
)

= 0. (2.3.39)

O produto escalar é distributivo, então

δ~θ ·
[(
~r × d~p

dt

)
+

(
d~r

dt
× ~p
)]

= 0. (2.3.40)

Vejam! os termos dentro dos colchetes são os termos da derivada de um produto vetorial,

δ~θ · d
dt

(~r × ~p) = 0 (2.3.41)

Como δ~θ é arbitrário, não pode ser sempre nulo. Ainda sim, você pode pensar que ~r e

~p são ortogonais e, portanto não poderei dizer que o momento angular se conserva. No

entanto, de acordo com a figura 2 podemos escrever o vetor posição como a soma de ~z

com ~ρ, de modo que

δ~θ ·
[
d

dt
((~z + ~ρ)× ~p)

]
= 0, (2.3.42)

a componente do momento angular ~z×~p é perpendicular a δ~θ e de fato, o produto escalar

é sempre nulo, mas a componente ~ρ× ~p é pararelo a δ~θ, de modo que a equação (2.3.41)
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só é satisfeita se

~r × ~p = constante. (2.3.43)

Isso quer dizer que se você rotacionar um sistema na coordenada θ e nada no sistema mu-

dar (ou seja, possui simetria angular nessa coordenada) significa que o momento angular

conjugado a coordenada θ será conservado.

2.3.4 Um tributo a Emmy Noether

Todos esses resultados que obtivemos acima não são coincidências da natureza,

ainda bem que não são! Eles são derivados de um dos teoremas que conecta de forma

mais profunda e direta a relação entre simetria e as leis de conservação. Esse teorema

recebe o nome da, então jovem, Emmy Noether, pois foi demonstrado por ela em 1915,

logo após ter chegado na Universidade de Göttingen [15]. O teorema de Noether diz que

para toda simetria cont́ınua das leis da F́ısica existe uma lei de conservção, e para toda

lei de conservação existe uma simetria cont́ınua associada. Isso não é elegante? O simples

fato de um sistema sofrer um processo e não mudar já me garante que alguma grandeza

associada aqueles sistema irá se conservar.

Conforme diz [8] existem sete constantes (ou integrais) de movimento para

um sistema fechado: energia total, quantidade de movimento linear (três componentes) e

quantidade de movimento angular(três componentes). Cada uma delas está relacionado

a uma simetria do sistema. Os resultados da tabela 1 são consequências do teorema de

Noether, portanto são atribúıdos a ela: Não foi fácil para a jovem Noether desenvolver os

Tabela 1: Relações entre as simetrias, coordenadas ćıclicas e as grandezas conservadas.

Simetria do sistema Coordenada ćıclica Quantidade conservada

Homogênio no espaço Coordenada t Momento Linear

Homogênio no tempo Coordenada ~r Energia Total

Isotrópico no espaço Coordenada θ Momento Angular

resultados que temos hoje. Embora fosse excelente com os números sofreu muito precon-

ceito por ser mulher. Em 1915, Hilbert e Klein (dois dos matemáticos mais respeitados

da época) convidaram Emmy Noether para à universidade de Göttingen para conduzir

sua pesquisa e ensinar. No entanto, a maioria dos membros do corpo docente argumentou

contra isso: “Como se pode permitir que uma mulher torne-se um Privatdozent?5 Hil-

bert travou batalhas árduas com as autoridades da universidade para permitir que uma

mulher viesse a se tornar um membro do corpo docente. Hilbert Respondendo ao corpo

docente: “Senhores, eu não vejo que o sexo do candidato é um argumento contra sua

5aproximadamente, uma classificação acadêmica equivalente à de professor assistente. O que já não
era muita coisa!
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admissão como um Privatdozent. Afinal, o senado não é uma casa de banhos ”. Em 1919,

pelos esforços de Hilbert e os notáveis talentos de Noether, a habilitação foi finalmente

concedida [15].

As barreiras para as mulheres na ciência não foram apenas para Noether,

mas para tantas outras que não são lembradas, que não conhecemos e que certamente

contribúıram ou contribuiŕıam eficazmente para a ciência. Embora tantas mulheres não

tenham obtido a chance de serem lembrada por meio da ciência não devemos nos esquecer

que Noether mostrou que um ponto do espaço é tão bom quanto qualquer outro, no que

diz respeito as suas caracteŕısticas espaço-temporais, e os f́ısicos sabem o quanto isso é

agradável de ouvir. Noether deu a uma ciência preconceituosamente feia uma sutileza

rigorosamente bela.
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3 DERIVADA FUNCIONAL DE SEGUNDA ORDEM DA AÇÃO

No caṕıtulo anterior foi definido o conceito de Ação, e com a ajuda do prinćıpio

de Hamilton analisamos a derivada de primeira ordem da ação encontrando a equação de

Euler-Lagrange, que descreve os sistemas conservativos. No entanto, você deve concordar

comigo que em cálculo diferencial os problemas começam a ficar mais divertidos quando

passamos a compreender o significado e o poder da análise da derivada de segunda ordem.

É por meio da derivada de segunda ordem que sabemos se um dado ponto do domı́nio

de uma função é ponto de máximo, mı́nimo ou de sela. Da mesma forma que no cálculo

diferencial vamos explorar a derivada de segunda ordem. Todavia, nos voltaremos para

funcionais, devido o fato da ação em si mesma ser um funcional. Em outras palavras, o

que quero dizer é que os problemas ficarão mais divertidos!

3.1 Máximos e mı́nimos por meio da derivada de segunda ordem

Assim como em [10], acho convenientemente didático compreendermos como

o teorema de Taylor nos ajuda a analisar máximos e mı́nimos de uma função de várias

variáveis, para que então, por analogia possamos estender esse resultado para funcionais.

Do cálculo diferencial de várias variáveis entendemos que dado uma função ψ : D ⊂ Rn →
R de classe C2, o teorema de Taylor garante que

ψ(x+ u) = ψ(x) + (u · ∇)ψ(x) +
1

2!
(u · ∇)2ψ(x) + k(u), (3.1.1)

onde k(u) vai a zero mais rápido que o quadrado da norma de u, ou seja, lim
u→0

[
k(u)
|u|2

]
= 0.

Para mais detalhes você pode consultar [16]. Pela própria definição de derivada direcional

você concorda comigo que posso escrever

(u · ∇)ψ(x) = (∂u)ψ(x) ∴ u · ∇ = ∂u. (3.1.2)

Por conseguinte,

(u · ∇)2 = (u · ∇)(u · ∇) = ∂u∂u = ∂u
2. (3.1.3)

Assim, é posśıvel escrever o teorema de Taylor como

ψ(x+ u) = ψ(x) + ∂uψ(x) +
1

2
∂u

2ψ(x) + k(u). (3.1.4)

Um ponto cŕıtico x pertencente ao domı́nio de ψ(x) tem a propriedade de ∂uψ(x) = 0.

Então, o teorema de Taylor se torna

ψ(x+ u) = ψ(x) +
1

2
∂u

2ψ(x) + k(u). (3.1.5)
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Matematicamente falando a equação (3.1.5) diz que se existir um disco aberto D perten-

cente ao domı́nio de ψ(x) centrado em x0 de modo que, ψ(x0 + u) > ψ(x0) para todo

x0 +u pertencente a D, então uma condição necessária para que x0 seja ponto mı́nimo de

ψ(x) é que ∂u
2ψ(x0) > 0 para todo u ∈ Rn, tendo sempre em mente que lim

u→0

[
k(u)
|u|2

]
= 0.

Se tivermos ψ(x0 + u) < ψ(x0) nas mesmas condições, então, x0 é ponto máximo de ψ(x)

se ∂u
2ψ(x0) < 0. Por outro lado, se existir um ū 6= u de modo que ∂ū

2ψ(x0) < 0, e ainda,

∂u
2ψ(x0) > 0, então x0 é ponto de sela. E por fim, nada podemos concluir se viermos a

nos depararmos com ∂u
2ψ(x0) = 0.

Assim como fizemos na análise da derivada de primeira ordem, faremos também

para a de segunda ordem. Conforme faz [10], tomaremos a semelhança da equação (3.1.5)

para funcionais, que em nosso caso é a ação A[q(t)]. Penso que é mais didático tratarmos

de um sistema de uma única part́ıcula, devido ao fato de não ter que usar uma notação

mais carregada. No entanto, o caso para n part́ıculas é análogo, tomando-se a soma sobre

todas as part́ıculas. Dito isso, a equação (3.1.5) para o funcional Ação fica:

A[q(t) + φ] = A[q(t)] +
1

2
Dφ

2A[q(t)] + T (φ), (3.1.6)

em que, devido o fato de estarmos analisando A[q(t)] em um “ponto” cŕıtico, a derivada

de primeira ordem é zero. De modo que, máximos, mı́nimos ou pontos de inflexão de

A[q(t)] é definido pela derivada de segunda ordem. De sorte que, as seguintes conclusões

posśıveis estão na tabela abaixo:

Condição Consequência
Dφ

2A[q(t)] > 0 Ponto de mı́nimo local de A[q(t)]
Dφ

2A[q(t)] < 0 Ponto de máximo local de A[q(t)]
Dφ

2A[q(t)] > 0 e Dχ
2A[q(t)] < 0 Ponto de sela de A[q(t)]

Dφ
2A[q(t)] = 0 Nada se conclui de A[q(t)]

Tabela 2: Posśıveis valores da derivada segunda de A[q(t)] e suas respectivas
consequências, conforme a equação (3.1.5).

()

Nosso objetivo agora é calcular Dφ
2A[q(t)]. Para isso usaremos o fato de

que, Dφ
2A[q(t)] = Dφ {DφA[q(t)]} e a já calculada DφA[q(t)] dada pela equação (2.1.10).

Assim, usando novamente a definição (2.1.2), temos

Dφ
2A[q(t)] =

d

dα

[∫ t2

t1

(
φ
∂L

∂q
+ φ̇

∂L

∂q̇

)
dt

]
α=0

. (3.1.7)

Novamente, os intervalos de integração são fixos, de forma que podemos derivar sob o
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sinal da integração. Assim,

Dφ
2A[q(t)] =

∫ t2

t1

[
dφ

dα

∂L

∂q
+ φ

(
∂2L

∂q2

∂q

∂α
+

∂2L

∂q∂q̇

∂q̇

∂α

)
(3.1.8)

+
dφ̇

dα

∂L

∂q̇
+ φ̇

(
∂2L

∂q∂q̇

∂q

∂α
+
∂2L

∂2q̇

∂q̇

∂α

)]
dt.

As funções φ e φ̇ são dependente apenas de t, de modo que as derivadas em relação a α

se anulam. Em contra partida,
∂q

∂α
,
∂q̇

∂α

merecem mais um pouco de cuidado, pois a notação poderá nos levar a um erro. Seria

mais conveniente definirmos y(q, t) = q + αφ e, então, substituir L(q, q̇, t) por L(y, ẏ, t)

quando trabalharmos com A[q + αφ]. No entanto, isso mudaria a notação de q(t) para

y(t), o que não é proibido e nem feio, mas prefiro omitir essa mudança! Tendo em mente

essa troca de variável, vemos que,

∂q

∂α
= φ,

∂q̇

∂α
= φ̇

Usando todas essas considerações e reagrupando os termos do integrando, a equação

(3.1.9) torna-se

Dφ
2A[q(t)] =

∫ t2

t1

(
∂2L

∂q2
φ2 + 2

∂2L

∂q∂q̇
φφ̇+

∂2L

∂q̇2
φ̇2

)
dt, (3.1.9)

em que as derivadas de L são avaliadas em (q, q̇, t). Vamos considerar a Lagrangiana

clássica em coordenadas retangulares para uma única part́ıcula com moviemento unidi-

mensional ao longo de z

L =
1

2
mż2 − U(z, ż, t)

. Aplicando isso a equação (3.1.9), temos que a derivada segunda da ação só dependerá

da análise das derivadas segundas do potencial, pois

Dφ
2A[z] = −

∫ t2

t1

[
∂2U

∂z2
φ2 + 2

∂2U

∂z∂ż
φφ̇+

(
∂2U

∂ż2
−m

)
φ̇2

]
dt. (3.1.10)

Se observarmos bem a equação (3.1.10) percebemos que o termo que contém φφ̇ é o mais

complicado de se analisar o sinal, pois depende da forma funcional de φ, de sorte que

não podemos analisar o sinal para cada φ ∈ £. A sáıda para esse problema é encontrada

fazendo o que todo f́ısico experiente faz, ou seja, analisa-se casos particulares para arrancar

informações da situação para, só, então, partir para uma generalização. No meu caso,

ficaremos só com o caso particular mesmo! A ideia é restringir a análise com o termo

que contém φ̇φ sendo nulo, o que fisicamente significa que potenciais que tem termos com
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produtos da posição pela velocidade não entrarm nessa análise. Todavia, como afirma

[10] não é uma restrição tão aguda, pois podemos escolher qualquer potencial do tipo

U(z, ż, t) = V (z, t) +W (ż, t), (3.1.11)

ou seja, qualquer potencial que possa ser separado por uma parcela dependente da veloci-

dade e outra da posição satisfará nossa restrição. Uma vez que para esse tipo de potencial

o termo φ̇φ se anulam na equação (3.1.10) e verificamos que,

Dφ
2A[z] =

∫ t2

t1

[(
m− ∂2W

∂ż2

)
φ̇2 − ∂2V

∂z2
φ2

]
dt. (3.1.12)

3.2 Análise de alguns potenciais

Buscaremos agora, analisar a equação (3.1.12) submetida a alguns potenciais

que já conhecemos, tendo em mente as condições da tabela 2, que são as condições para

que saibamos se uma dada linha de mundo q(t) maximiza, minimiza ou leva a um ponto

de sela da Ação.

3.2.1 Um potencial para maximizar a Ação

Analisando a equação (3.1.12) verificamos que ∀ φ admisśıvel, e ∀ (z, ż, t) ∈ [t1, t2], vemos

que se as seguintes condições forem verificadas

∂2V

∂z2
≥ 0

∂2W

∂ż2
> m, (3.2.1)

a função z(t) que é encontrada pela equação de Euler-Lagrange maximiza a ação A[z].

Vejamos por exemplo, um potencial do tipo

U(z, ż, t) = [λ(t)z + µ(t)] +
1

2
kż2, λ e µ ∈ R, k < m, (3.2.2)

ao qual satisfaz as condições de ponto de máximo, expressas pela tabela (2). Ou seja,

se houver uma part́ıcula de massa m sob a ação desse potencial a solução da equação de

Euler-Lagrange fornece uma trajetória z(t) que maximiza a ação.

3.2.2 Potenciais que minimizam a ação

Nos voltemos agora para o caso em que a ação é mı́nimo, ou seja, Dφ
2A[z] > 0. Para isso

devemos verificar que ∀φ admisśıvel, e ∀(z, ż, t) ∈ [t1, t2], as desigualdades



37

∂2V

∂z2
≤ 0

∂2W

∂ż2
< m (3.2.3)

devem serem satisfeitas. É muito fácil perceber que todo potencial do tipo

U(z, ż, t) = V (z, t) = λ(t)z + µ(t), (3.2.4)

satisfaz as condições expressas pelas desigualdades (3.2.3), pois m > ∂2
żW = 0 e ∂2

żV = 0.

De modo que,

Dφ
2A[z] =

∫ t2

t1

mφ̇2dt > 0 (3.2.5)

Para qualquer φ admisśıvel ∈ £. Potenciais do tipo expresso pela equação (3.2.4) são

muitos. Como exemplo, considere a part́ıcula livre, onde U(z, ż, t) = 0, ou uma part́ıcula

sob a ação de um campo gravitacional g constante, U = V = mgz.

3.2.3 Potencial que é ponto de sela da ação

Um caso extremamente curioso é o oscilador harmônico simples. Devido à derivada do

potencial em relação a coordenada z na equação (3.1.12) é posśıvel que z(t) seja ponto

de sela para A[z], mesmo com W (ż, t) seja identicamente nulo. A ideia consiste em

encontrar uma função φ admisśıvel ∈ £, tal que tenha a propriedade de inverter a ação

de máximo para mı́nimo a medida que o tempo passa. Eu poderia ficar chutando funções

até encontrá-la, mas sabemos que isso é inviável. Usaremos uma série de Fourie que pode

expressar funções em um dado intervalo como

φ(t) =
∞∑
n=1

an sin

(
nπt

τ

)
, (3.2.6)

vamos considerar nosso intervalo iniciando do zero, o que é um intervalo simples, [0, τ ],

mas que não perde a generalidade. O potencial do oscilador harmônico é

U(z) =
1

2
mω2z2 (3.2.7)

substituindo esse potencial na equação (3.1.12) e efetuando a derivada, encontramos

Dφ
2A[z] =

∫ τ

0

m
[
φ̇2 − ω2φ2

]
dt. (3.2.8)
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Observe que se Dφ
2A[z] é máximo ou mı́nimo só depende exclusivamente de φ. Subs-

tituindo a equação (3.2.6) e sua respectiva derivada em (3.2.8), ficamos com a seguinte

expressão

D2
φA[z] = m

[
∞∑
n=1

∞∑
m=1

anam

(τ
π

)(nπ
τ

)(mπ
τ

)∫ π

0

cos (nx) cos (mx) (3.2.9)

− ω2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

anam

(τ
π

)∫ π

0

sin (nx) sin (mx)

]
dx.

ao qual fiz uma substituição do tipo x = πt
τ

, e para não perdemos os termos cruzados de

a2
n tomei uma soma dupla sobre os a2

n. Agora basa explorar a ortogonalidade das funções

senos e cossenos, que diz que,

∫ π

0

sin(nx) sin(mx) dx =

∫ π

0

cos(nx) cos(mx)dx =
π

2
δm,n

{
0, m 6= n

1, m = n
(3.2.10)

em que δm,n é o delta de Kronecker. Desse modo, para todo os temos com m 6= n, o delta

de Kronecker assume o papel de “matar”os termos da soma, sobrando apenas os termos

com m = n. Em que reorganizando os termos ficamos com

D2
φA[z] = m

[
∞∑
n=1

a2
n

(
n2π2

2τ

)
− ω2

∞∑
n=1

a2
n

(τ
2

)]
, (3.2.11)

que pode ser reeorganizada da seguinte maneira

D2
φA[z] =

mτ

2

∞∑
n=1

a2
n

[(nπ
τ

)2

− ω2

]
. (3.2.12)

Ora, sabemos que o peŕıodo natural do oscilador em conformidade com a equação (3.2.7),

é definido como sendo

ω =

(
k

m

) 1
2

=
2π

T

então, podemos ver pela equação (3.2.12) que para um tempo τ menor que T
2
, ou seja, um

semi-peŕıodo, a escolha de qualquer an e, portanto, para cada curva adjacente que não

ultrapasse um semi-peródo a ação ao longo da linha do mundo é um mı́nimo no que diz

respeito à cada uma dessas curvas adjacentes. Agora, pense em um τ no qual é maior que

um semi-peŕıodo, neste caso, podemos escolher um an para encontrar curvas adjacentes

com ação maior ou menor do que a ação ao longo da linha de mundo original. Por exemplo

tomemos um an 6= 0, com n = B e os outros termos da série sejam nulos, an = 0, de

modo que,
(
Bπ
τ

)2
< ω2 fazendo D2

φA[z] < 0, então a ação para a linha de mundo é maior

que a curva original. Em contrapartida, se nós escolhermos an 6= 0 para o qual n = C de

modo que
(
Cπ
τ

)2
> ω2 e todos os outros an = 0, então, D2

φA[z] > 0, e a ação para essa
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linha de mundo é menor que a curvas original. Em resumo, por um tempo final maior do

que meio peŕıodo do oscilador harmônico podemos ver que a Ação pode assumir valores

máximos ou mı́nimos6 dependendo da curva admisśıvel que escolhermos, o que carcateriza

um ponto de sela de A[z].

6Gray e Taylor chamam de máximos e mı́nimos não verdadeiros.
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4 ANÁLISE DA AÇÃO A PARTIR DE TRAJETÓRIAS PERTUBADAS

Os resultados encontrados no caṕıtulo anterior são bastante significativos e

até mesmo surpreendentes. No entanto, é posśıvel que eles não tenham sido expostos de

uma forma expĺıcita e didática. Desse modo, procurarei analisar a Ação por um caminho

menos abstrato neste caṕıtulo, isso se dará por meio de comparações de linhas de mundo

adjacentes a linha de mundo original, ou seja, a fisicamente aceitável.

4.1 Ação da part́ıcula livre

Como primeiro caso, vamos analisar a ação para uma part́ıcula livre, ou seja,

que está sujeita a nenhum potencial. Sendo assim, a lagrangiana para a part́ıcula livre

em coordenadas retangulares é

L = T =
3∑
i=0

1

2
mẋ2

i .

A equação de (2.1.13) diz que

∂T

∂xi
− d

dt

(
∂T

∂ẋi

)
= 0. (4.1.1)

Resolvendo essa equação encontramos que nas três direções a velocidade da part́ıcula é

constante, ou seja,

ẋi = ci i = 1, 2, 3.

Consideraremos a origem para t = 0, então, as linhas de mundo que descrevem a part́ıcula

livre são:

x(t) = vxt

y(t) = vyt (4.1.2)

z(t) = vzt,

onde consideramos c1 = vx, c2 = vy e c3 = vz. Como as três linhas de mundo possuem a

mesma forma funcional escolheremos a componente z(t) para analisarmos a ação, pois as

outras seriam de forma análoga. De acordo com o prinćıpio de Hamilton a linha de mundo

z(t) possui a propriedade de extremizar o funcional ação num dado intervalo [t1, t2], mas

ela extremiza para um máximo ou para um mı́nimo? Vimos no caṕıtulo anterior que

é para um mı́nimo. Mas, como podemos visualizar isso de forma clara e evidênte? A

resposta consiste na ideia simples de comparar a linha de mundo f́ısica com linhas de

mundo adjacentes a ela em um dado intervalo. Considere a linha de mundo no intervalo
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[0, 2π] do tipo

zp(t) = vzt+ λsin(t), (4.1.3)

ou seja, é a linha de mundo f́ısica acrescida de uma pertubação senoidal. Coloquei uma

pertubação do tipo senoidal porque garante que zp(t) passe pelos mesmos pontos que z(t)

no intervalo [0, 2π], ou seja, a pertubação senoidal é admisśıvel, portanto está contida em

£. A figura 3 ilustra isso.

Figura 3: Representação de zp(t) em relação a z(t) as quais passam pelos mesmos
pontos no intervalo [0, 2π] permitindo-nos comparar a ação de uma em relação a outra
nesse mesmo intervalo.

Já sabemos que z(t) no intervalo [0, 2π] é ponto cŕıtico da ação, mas, de máximo

ou de mı́nimo? Para sabermos, só nos resta calcular diretamente por meio da (2.1.5),

comparando os valores de zp(t), em termos do parâmetro de pertubação com o valor de

z(t).

A[λ, t] =

∫ 2π

0

[
1

2
m (vz + λcos(t))2

]
dt

=
1

2
m

∫ 2π

0

(
v2
z + 2vzλcos(t) + λ2cos2(t)

)
dt

A[λ] = v2
zmπ + λ2mπ

2
. (4.1.4)

Para uma part́ıcula de massa m = 1g e vz = 1m/s ação em função do parâmetro de

pertubação λ é descrito pelo gráfico da figura 4. Logo, podemos ver que a ação no intervalo

[0, 2π] é uma função agora, apenas do parâmetro de pertubação λ. Já é imediato que A[λ]
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possui um mı́nimo global em λ = 0, pois,

d2A[λ]

dλ2
= mπ > 0 em λ = 0.

E que pela equação 4.1.3 é exatamente quando a pertubação é zero, levando zp(t) = z(t).

Ou seja, realmente z(t) é a linha de mundo que extremiza a ação para um mı́nimo e a

medida que se afastamos dessa linha de mundo (variandos λ) a ação só aumenta! Conforme

vemos na figura 5.

Figura 4: Ação em função do parâmetro de pertubação λ
.

Figura 5: Mı́nimo global da Ação da part́ıcula livre.

Portanto, podemos agora ver de modo intuitivo por meio desse modelo que

a linha de mundo z(t) = vzt mı́nimiza o funcional A[z(t)] no intervalo [0, 2π] para a
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part́ıcula livre e que ao pegarmos algumas outras linhas de mundo próximo de vz(t) por

meio de uma pertubação senoidal, a ação só cresce, nunca assumindo um valor menor que

a linha de mundo fisicamente aceitável, não importando o quão variamos o parâmetro de

pertubação λ!

4.2 Ação do Oscilador Harmônico Simples

Para um oscilador unidimensional de massa m e frequência angular ω, sua

lagrangiana é dada por

L(z, ż) =
1

2
mż2 − 1

2
mω2z2. (4.2.1)

Ao resolvermos a equação de Euler-Lagrange para essa lagrangiana encontramos como

solução a linha de mundo f́ısica

z(t) = A sin(ωt− φ). (4.2.2)

Em que A é a amplitude do oscilador e φ é o ângulo de fase (uma alteração do ângulo

da fase corresponde a uma mudança do instante que designamos como t= 0, a origem da

escala de tempos). Essa é a linha de mundo fisicamente aceitável que extremiza a ação

desse sistema. Como no caso da part́ıcula livre vamos tomar uma pertubação da linha

de mundo real e estudarmos o comportamento da ação ao compararmos com a linha de

mundo f́ısica. Para que possamos comparar a ação de duas linhas de mundo distinta é

necessário que essas linhas de mundo passem pelos mesmos pontos em um intervalo [t1, t2].

Se tomarmos pertubações do tipo

zp(t) = A sin(ωt) + λ(nπ − t)t n = 1, 2, (4.2.3)

com φ = 0 para t = 0. Fica fácil de fixar as ráızes de zp(t) em π e 2π que também são

ráızes da linha de mundo f́ısica. Desse modo, teremos a condição z(t) = zp(t) para t = π

e 2π satisfeita, comforme a figura (6).

Dado essas condições vamos analisar a ação do oscilador nos intervalos [0, π]

e [0, 2π], pois sabemos por meio da equação (3.2.12) que para intervalos maiores que

meio peŕıodo a ação se comporta de modo diferente. Já sabemos que a linha de mundo

z(t) extremiza a ação, mas e quanto as pertubações? Como anteriormente, resta-nos

calcular por integração direta. Para uma análise menos trabalhosa, 7 Vamos considerar

um sistema com m = 2g e ω = 1rad/s, e como a amplitude independe da frequência

angular escolheremos A = 1cm. Analisando primeiramente no intervalo [0, π]

7Digo trabalhosa porque as integrais são bastante chatas de serem calculadas manualmente. No
entanto, isso não restringe a análise para esses valores apenas, com a ajuda de um programa simples
como o Geogebra ou o WolframAlpha verifica-se que os resultados independe do valor dessas constantes.
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Figura 6: Perturbação para o oscilador em um semi-peŕıodo e outra para um peŕıodo.

A[λ, t] =

∫ π

0

(żp)
2 dt−

∫ π

0

(zp)
2 dt (4.2.4)

Chamando a primeira integral de I e a segunda de II podemos calculá-las separadamente.

I =

∫ π

0

[cos(t) + λ (π − 2t)]2 dt

=

∫ π

0

[
cos2(t) + 2 cos(t)λ (π − 2t) + λ2 (π − 2t)2] dt

I =
π

2
+ 8λ+ λ2π

3

3
.

O cálculo de II é

II =

∫ π

0

[sin(t) + λ(π − t)t]2 dt

=

∫ π

0

[
sin2(t) + 2 sin(t)λ(π − t)t+ λ2(π − t)2t2

]
dt

II =
π

2
+ 8λ+ λ2π

5

30
.

Fazendo I − II podemos expressar A[λ] como

A[λ] = λ2

(
10π3 − π5

30

)
∼= λ2 13

100
. (4.2.5)

Imediatamente verificamos que A[λ] possui um mı́nimo global em λ = 0, pois

dA[λ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 0 e
d2A[λ]

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

> 0.
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De fato, de acordo com a equação (4.2.3) quando λ = 0 a pertubação não existe e a linha

de mundo torna-se a fisicamente aceitável.Também podemos ver que a linha de mundo

fisica (quando λ = 0) é a que minimiza a ação, todas as outras (quando λ 6= 0) apenas

aumentam a ação conforme mostram as figuras 7,8.

Figura 7: Trajetórias pertubadas para um semi-peŕıodo do oscilador.

Figura 8: Ação em função do parâmetro de perturbação λ = 0.

Analisaremos agora, linhas de mundo para o intervalo de um peŕıodo. Assim,

a pertubação se torna

zp(t) = sin(t) + λ(2π − t)t.

A ação é calculada por integração direta,

A[λ, t] =

∫ 2π

0

(żp)
2 dt−

∫ 2π

0

(zp)
2 dt. (4.2.6)
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Novamente dividindo em duas integrais temos

I =

∫ 2π

0

[cos(t) + 2λ (π − t)]2 dt

=

∫ 2π

0

[
cos2(t) + 2 cos(t)2λ (π − t) + 4λ2 (π − t)2] dt

I = π + λ2 8π3

3
.

Enquanto a segunda integral é dada por

II =

∫ 2π

0

[sin(t) + λ (2π − t) t]2 dt

=

∫ 2π

0

[
sin2(t) + 2 sin(t)λ (2π − t) t+ λ2 (2π − t)2 t2

]
dt

II = π + λ2 16π5

15
.

Fazendo I − II encontramos que a ação em função do parâmetro de perturbação é

A[λ] = λ2

(
40π3 − 16π5

15

)
∼= −λ2243.8. (4.2.7)

Desta vez é imediato que A[λ] possui um máximo global em λ = 0, pois

dA[λ]

dλ

∣∣∣∣
λ=0

= 0 e
d2A[λ]

dλ2

∣∣∣∣
λ=0

< 0.

Por certo, a medida que variamos o parâmetro de pertubação λ a ação só diminui atingindo

o seu máximo em λ = 0, onde precisamente a pertubação recai sobre a linha de mundo

f́ısica como respresentado nos gráficos 9 e 10.

Figura 9: Trajetórias perturbadas para um peŕıodo do oscilador.



47

Figura 10: Máximo global da Ação do oscilador para um peŕıodo.

Podemos ver por meio de um modelo simples que considera uma perturbação

do tipo dado pela equação (4.1.3) que para tempos de observação igual um semi-peŕıodo a

ação tem um mı́nimo global dado pela linha de mundo fisicamente aceitável. Para tempos

de observação igual a um peŕıodo a ação tem um máximo global dado pela linha de mundo

fisicamente aceitável. De acordo com a equação (3.2.12) isso já era previśıvel, pois ela

demonstra uma análise mais geral. No entanto, é posśıvel que você não tenha percebido

a peculiaridade da ação do oscilador harmônico por meio da equação (3.2.12) que possui

um caráter abstrato. Por isso, a análise feita nesse caṕıtulo é muito importante, pois ela

deixa claramente expĺıcito o fato de que para o oscilador a ação pode ser um máximo!

Por outro lado, a análise da derivada segunda da ação não é um assunto dis-

cutido em livros de F́ısica. Podemos ver que em [8], [9],[13], [14], e pouco ou quase nada

é citado sobre o assunto. Assume-se muitas vezes que a solução da equação de Euler-

Lagrange requer um mı́nimo nos problemas de dinâmica e nada mais é dito. Apenas em

[17] é que se faz uma discussão detalhada do assunto em questão. É claro que se encontra

muitos textos sobre o assunto como em [10] e [11], mas nenhum deles possui uma aborda-

gem intuitiva para um curso inicial de mecânica anaĺıtica. No entanto, o presente cápitulo

deste trabalho possibilita de uma forma simples e didática uma alternativa para abordar

esse assunto escasso em livros textos de mecânica.
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5 CONCLUSÕES

Muitos textos de Mecânica Clássica continuam sendo escritos todos os anos.

Isso parece um tanto paradoxal, pois o que há de novo para se dizer sobre esses assuntos?

Sabemos que a Mecânica, a Termodinâmica e o Eletromagnetismo são ramos da F́ısica

bem discutidas há muitos anos, e tanto já se escreveu sobre elas, que nos parece curioso

o porque tantos autores insistem em representar esses conteúdos de sua própria maneira.

Todavia, sabemos que é bastante claro em ciência que não existe ‘assunto

encerrado’. Isso é uma verdade porque nunca existe uma única forma de observar, há

sempre outras maneiras de ver. Não sei o que seria das novas mentes que se aventuram

na F́ısica se existisse apenas a abordagem de um único texto sobre Mecânica Clássica.

Tão importante quanto fazer ciência é garantir que as novas gerações aprendam o que já

foi descoberto.

É com o objetivo de fazer e divulgar ciência que esse trabalho foi escrito. Assim,

como muitos outros fizeram, fiz uma revisão histórica da origem do prinćıpio da mı́nima

Ação na introdução, mostrando que os conceitos de máximo e mı́nimo são ideias antigas

que a humanindade anelava desvendar. No caṕıtulo dois, explorando a estacionaridade

da Ação mostrei como o prinćıpio de Hamilton é elegante para descrever os sistemas

mecânicos, deduzindo as equações de Euler-Lagrange e mostrando as relações de simetria

com as leis de conservação. No caṕıtulo três, busquei fazer o que os famosos livros textos

não fazem; analisar a derivada funcional de segunda ordem da Ação, mostrando que o

Oscilador harmônico Simples corresponde a um ponto de sela da Ação e que constitui um

máximo para tempos de observação suficientemente longos. Por fim, e o mais importante,

ofereço no caṕıtulo quatro a minha contribuição mais significativa. Mostro didaticamente

para casos particulares que, para a part́ıcula livre não existem linhas de mundo que levam a

uma Ação maior do que a f́ısicamente aceitável e que para o Oscilador Harmônico Simples

existem linhas de mundo que levam valores da Ação menores do que a linha de mundo

real. É verdade que resolver um problema genericamente possibilita um poder maior a

teoria, no entanto, devido o fato de que isso já foi feito, procurei uma nova maneira de ver

esses resultados e mostrá-los claramente como foi feito no caṕıtulo quatro, que consiste

no método de pertubações da linha de mundo real.

Finalmente, esse texto é mais uma de tantas maneira que existem de ver o

prinćıpio de Ação mı́nima. De todas que eu li, não houve uma que não se mostrasse útil

ou que mostrasse o principio como inútil. E, embora grandes mentes não se mostraram

muito simpatizantes aos prinćıpios variacionais [5], tenho visto em meus estudos que a

Ação é a verdadeira beleza com sua economia de postulados fundamentais organizados de

forma unificada.
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