.Udld\dlllmLAB
UNIVERSIDADE DA INTEGRAO INTERNACIONAL DA LUSOFONTA
AFRO-BRASILEIRA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

JOYCE SILVA SOUSA

O USO DO PRINCIPIO DE CAVALIERI, DO TEOREMA DE
PAPPUS-GULDIN E DE CONHECIMENTOS BASICOS DO CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL PARA O CALCULO DE AREAS E
VOLUMES NO ENSINO BASICO

REDENCAO
2020



JOYCE SILVA SOUSA

O USO DO PRINCIPIO DE CAVALIERI, DO TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN E
DE CONHECIMENTOS BASICOS DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
PARA O CALCULO DE AREAS E VOLUMES NO ENSINO BASICO

Monografia apresentada ao Curso de Li-
cenciatura em Matematica do Instituto de
Ciéncias Exatas e da Natureza da Universi-
dade da Integracao Internacional da Lusofo-
nia Afro-Brasileira, como parte dos requisi-
tos necessarios para a obtencao do titulo de
Licenciada em Matemadtica. Area de concen-
tracao: Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Joserlan Perote da
Silva

REDENCAO
2020



Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira
Sistema de Bibliotecas da UNILAB
Catalogacao de Publicacdo na Fonte.

Sousa, Joyce Silva.
S725u

O uso do principio de Cavalieri, do teorema de Pappus-Culdin e
de conheci nentos basicos do calculo diferencial e integral para o
cal cul o de &reas e vol unes no ensino basico / Joyce Silva Sousa. -
Redencdo, 2020.

89f: il.

Monografia - Curso de Matemdtica, Instituto de C éncias Exatas e
da Natureza, Universidade da | ntegracédo |nternacional da Lusofonia
Afro-Brasileira, Redencdo, 2020.

Oientador: Prof. Dr. Joserlan Perote da Silva.

1. Principios e praticas da organizagdo do ensino de matematica
nos anos iniciais. 2. Ceonetria plana. 3. Areas - Estudo e

ensino. 4. Analise volumétrica. |I. Titulo

CE/ UF/ BSCA CDD 372.7




JOYCE SILVA SOUSA

O USO DO PRINCIPIO DE CAVALIERI, DO TEOREMA DE
PAPPUS-GULDIN E DE CONHECIMENTOS BASICOS DO CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL, PARA O CALCULO DE AREAS E
VOLUMES NO ENSINO BASICO

Monografia apresentada ao Curso de Licenciatura em Matemaética do Instituto de Ciéncias
Exatas e da Natureza da Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-
Brasileira, como parte dos requisitos necessdrios para a obtencao do titulo de Graduado
em Matemadtica. Area de Concentragao: Matemadtica.

Aprovada em: 30 / 10/ 2020.

BANCA EXAMINADORA

— A= e ool
QJr;}qu/'? \'h"z'ru'(,u; *c(t\ 'u,(u\

Prof. Dr. Joserlan Perote da Silva (Orientador)
Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)

Fis:
QJ“'\G\ ey Q/\.\\C;AXA-QO\ S&k\&\(\ umro .

Prof? Dra. Amgnda Angélica Feltrin Nunes
Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)

Universidade da Integrac¢ao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (UNILAB)



Dedico este trabalho a toda minha familia,
em especial aos meus pais e a0 meu esposo,
pessoas que sempre estao ao meu lado, me
apoiando e me dando forcas para vencer os

obstéaculos da vida.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente eu agradeco a Deus por ter me dado vida para realizar este
sonho, forca e saude para superar todas as dificuldades e fortaleza para que eu pudesse
ver em todas fases, sejam elas boas ou ruins, que eu sempre haverei de ter com quem
contar.

Ao meu esposo Nilderlan dos Santos Oliveira, por todo seu amor, concretizado
no apoio, parceria e paciéncia que tem tido comigo nesta trajetoria, sempre me incenti-
vando a prosseguir e nao me deixando desistir diante das dificuldades, sempre buscando
uma solucao para os problemas e tentando me fazer ver o melhor lado em tudo.

Aos meus pais, José Coutinho de Sousa e Zenilda Santos Silva Sousa e a
minha irma, Josemara Silva Sousa, pelo apoio e incentivo que sempre me deram nos
estudos, depositando em mim sempre grande confianca e credibilidade nos meus sonhos.
Pessoas que me criaram e me ensinaram os valores da vida, me fazendo crescer com
responsabilidade, fé e também esperanca em dias melhores.

Aos meus sogros, em especial a minha sogra, Cicera Pereira dos Santos Oliveira,
pela gentil ajuda que me disponibiliza sem cessar, e independente de toda e qualquer
circunstancia.

Ao meu orientador Prof. Dr. Joserlan Perote da Silva, pela confianca deposi-
tada em mim na realizacao deste trabalho quando até eu mesmo desacreditei ele estava
14, crente que ia dar tudo certo e que estava tudo bem.

Aos professores Dra. Amanda Angélica Feltrin Nunes e Dr. Rafael Jorge
Pontes Didgenes, por aceitarem participar da banca examinadora, cedendo um pouco do
seu tempo em prol de nos ajudar com as suas valiosas colaboracoes e sugestoes.

Aos meus amigos de Curso que contribuiram significativamente com a minha
trajetéria académica, em especial Marinaldo Braga da Silva que muito me ajudou no
decorrer desses ultimos anos e também nos estudos desse trabalho, Moisés de Sousa Fer-
reira, Cristina dos Santos Freitas, Carlos Alexandre Ramos de Souza e Jhordana Ellen
Brasil Simao Maia, pessoas as quais a vida me presenteou do curso de matematica da Uni-
lab pra vida. E também muitos outros, Erika Joyce, Luis Fernando, Luan, Sharmenya,
Manfinapul, e etc.

Aos meus amigos e familiares, todos aqueles que direta ou indiretamente con-
tribuiram na realizacao deste trabalho, seja com uma ajuda nas dificuldades do dia a dia
ou em oracoes. A todos o meu sincero agradecimento, muito obrigada!

A escola de ensino médio Almir Pinto, onde fui residente no periodo de atuagao
no residéncia pedagogica, experiéncia maravilhosa na formacao da identidade docente,
nas pessoas do diretor, Joao Davi, do preceptor, Hildegarton e dos professores Elane,
Francimar e Natana e de todos que fazem a escola acontecer.

A UNILAB nas pessoas de todos que fazem o curso de matematica acontecer,



em especial aos professores do curso de licenciatura em matemaética que de forma direta
contribuiram na minha trajetoria académica.
A CAPES pelo apoio financeiro na participacao no Programa Residéncia Pe-

dagogica, no qual fui bolsista de agosto de 2018 a fevereiro de 2020.



“Com efeito, tendes necessidade de perseve-
ranca, para que, havendo feito a vontade de

Deus, alcanceis a promessa. Hebreus 10:36.”



RESUMO

O presente trabalho visa em sua esséncia abordar de modo simples alguns
conhecimentos de geometria, campo da matematica associado ao estudo de medigoes,
apresentado em divisoes lineares que serao pré-requisitos para a consolidacao do trabalho
proposto. O estudo de dois teoremas para areas e volumes, o Principio de Cavalieri e o
Teorema de Pappus-Guldin, como desenvolvimento que se faz ferramenta primordial para
as aplicacoes propostas. E por fim, a aplicacao de todo o conteido que antecede, nos
calculos de dreas e volumes de figuras e sélidos geométricos de uma maneira mais simples
e didatica que visa contribuir tanto com os professores do ensino secundario na mediacao

do contetido quanto com os estudantes na aceitagao e assimilagao das féormulas.

Palavras-chave: Principio de Cavalieri. Pappus-Guldin. Areas e Volumes.



ABSTRACT

The present work essentially aims to approach in a simple way some kno-
wledge of geometry, field of mathematics associated with the study of measurements,
presented in linear divisions that will be prerequisites for the consolidation of the pro-
posed work. The study of two theorems for areas and volumes, the Cavalieri Principle
and the Pappus-Guldin Theorem, as a development that becomes a primary tool for the
proposed applications. And finally, the application of all the above content, in the calcu-
lation of areas and volumes of figures and geometric solids in a simpler and more didactic
way that aims to contribute both with secondary school teachers in mediation of content

and with students in acceptance and assimilation of formulas.

Keywords: Cavalieri Principle. Pappus-Guldin. Areas and Volumes.
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1 INTRODUCAO

O calculo de areas e volumes estd relacionado as necessidades do dia a dia do
homem, tal pratica sempre esteve presente na sociedade desde a antiguidade, a comegar
pela natureza de medicao. No decorrer das descobertas matematicas, a civilizagao foi
progredindo e avancando cada vez mais nos conhecimentos, em prol de suprir suas de-
ficiéncias, e também, pelo proprio instinto da curiosidade humana.

O presente trabalho traz em seu estudo a abordagem da geometria, campo
da matematica ligado a medicoes. Mais especificamente traremos o estudo do célculo
de areas e volumes de sdlidos geométricos, de maneira mais paupavel e de metodologia
aplicavel no ensimo médio. Sua esséncia visa contribuir com os professores do ensino
secundario na mediacao do conteido de areas e volumes, e para tal fim fazemos o uso da
fundamentagao de dois teoremas que auxiliam para um caminho de calculos mais simples,
mas que também justificam os meios, sao eles, o Principio de Cavalieri e o Teorema de
Pappus-Guldin.

Desta forma, fundamentamos este trabalho inicialmente com alguns conheci-
mentos intitulados por preliminares, com o objetivo de prepararmos seguramente uma
boa base para a construgao dos conhecimentos que serao aqui apresentados.

Portando, no capitulo inicial, intitulado por Preliminares, abordaremos conhe-
cimentos de Geometria que se subdividem em conceitos primitivos, postulados, geometria
de posicao, geometria plana e figuras geométricas planas, geometria espacial e figuras
geométicas espaciais. Nocgoes Basicas de Limites e Nogoes Basicas de Integrais, subdividi-
das em integral definida, dupla e tripla. Superficie de Revolugao, subdividida em sélidos
de revolucao e area de uma superficie de revolucao. Traremos também conhecimentos
basicos de Centrdide e por fim, de Volume, abordando a nog¢ao intuitiva e em seguida sua
definicao geral.

No capitulo seguinte traremos uma explanacao dos estudos relacionados ao
Principio de Cavalieri, apresentando Um Pouco da Histéria de Francesco Bonaventura
Cavalieri, bem como Um Pouco da Historia do Principio de Cavalieri, o enunciado deste
principio e posteriormente a mensao deste como teoremas para areas e volumes.

Na sequéncia, traremos um capitulo que aborda novamente uma explanacao
contextualizada historicamente como no capitulo anterior, porém, agora relacionada ao
estudo do Teorema de Pappus-Guldin, contando Um Pouco da Historia de Pappus de
Alexandria, de Paul Guldin e do Teorema de Pappus-Guldin, bem como a apresentacao
do Teorema de Pappus-Guldin para areas e para volumes.

No penultimo capitulo, apresentamos as Aplicacoes, onde trazemos um pouco
da aplicabilidade dos estudos aqui apresentados de forma linear, objetivando que o leitor
consolide conosco as intencoes deste presente trabalho, calculando areas e volumes de

solidos de modo mais facil e também de forma que as féormulas ja conhecidas se facam
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coerente na construcao natural do processo. Trataremos do calculo da area da circun-
feréncia e da elipse, bem como o calculo do volume do prisma, da piramide, do cilindro,
da esfera, do elipsdide e do toro.

Por fim, temos o capitulo de conclusao e as citadas referéncias que embasaram
o trabalho.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo, apresentaremos alguns conceitos preliminares sobre o
conhecimento da Geometria; Nogoes Basicas de limites; Nogoes Bésicas de Integrais; Su-
perficie de Revolugao, Centréide e Volume.

Algumas definicGes, observacgoes, teoremas e exemplos que nos servirao de
apoio para melhor compreensao do trabalho proposto de forma linear, clara e suscinta

afim de consolidarmos um entendimento seguro e eficaz.

2.1 GEOMETRIA

Traremos nesta secao um pouco do conhecimento dos conceitos primitivos,
postulados, geometria de posicao, geometria plana, figuras geométricas planas, geometria
espacial e figuras geométricas espaciais, em defini¢oes baseadas em Dolce e Pompeo (1993))
e Dolce e Pompeo (2005)).

Inicialmente recapitulemos o significado da palavra geometria. A palavra
“Geometria” vem do grego e corresponde a uniao dos termos “geo”de terra e “metria’de
medida, que significa “medir terra”.

Na nossa area de trabalho a Geometria é a parte da matematica cujo objetivo

é o estudo do espaco e das figuras que podem ocupa-lo.

2.1.1 Conceitos Primitivos

Conceitos Primitivos sao aqueles que nao necessitam de defini¢coes para sua
afirmacao e, na geometria, sao as bases para a construcao do conhecimento.

Os conceitos primitivos da geometria sao os que nos levam a compreensao dos
elementos matematicos que dao base para a construcao dos conhecimentos geométricos.
Desses elementos, ponto, reta, plano e espacgo, o que temos a seu respeito sao apenas
nocgoes primitivas, ou seja, nao existe uma definicao precisa para eles.

Sabendo disso, o importante é conhecer sua utilidade para a geometria e o
modo como os sélidos e figuras estabelecem suas relagbes com os mesmos. A seguir regis-

tramos algumas caracteristicas dos citados elementos:

Ponto: O ponto é um objeto que nao possui defini¢ao, dimensao nem forma. Sua unica
propriedade garantida é a sua localizacao e por isso sao usados para representar loca-
lizagGes no espago. Ainda assim o ponto é a base de toda a Geometria, pois é a partir de

conjuntos deles que sao formadas as figuras geométricas.

Reta: A reta é um conjunto de infinitos pontos colineares subsequentes. Assim sendo,
a reta ¢ uma entidade unidimensional simbolizada por uma linha que conceitualmente se

estenderia infinitamente para os dois sentidos opostos.
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Outras figuras unidimensionais sao as semirretas e os segmentos de reta, que, respecti-
vamente, sao uma reta que possui comec¢o, mas nao possui fim, e uma parte da reta que

possui ponto inicial e ponto final.

Plano: O plano também nao tem definicao, entretanto, podemos estudar sua formacao e
algumas de suas caracteristicas. Assim como a reta é a figura formada pela justaposicao
de pontos, o plano é o objeto formado pelo enfileiramento de retas. Um plano, portanto,
é um conjunto infinito e ilimitado de retas.

E dentro dos planos que sao definidas as figuras geométricas bidimensionais.

Espacgo: Assim como o plano é uma justaposicao de retas, o espago é uma justaposicao
de planos. O espaco é o local onde toda a geometria espacial acontece e faz sentido,
onde todos os sélidos e figuras geométricas podem ser construidos. E todo o espaco que
nos envolve e que segue infinita e ilimitadamente do ponto onde estamos para todas as
diregoes. Trata-se da extensao natural do plano para a terceira dimensao e, por isso,
solidos geométricos construidos no espago podem ter profundidade, além de largura e

comprimento.

2.1.2 Postulados

Postulados ou Proposicoes Primitivas, na matematica, podem ser definidos
como pontos de partidas dos quais a teia de informacoes e desenvolvimentos é iniciada.
Assim sendo, sao o que se considera como fato reconhecido, como uma verdade inques-
tionavel. O postulado é uma afirmacgao aceita sem demonstracao.

Na Geometria Euclidiana Plana, existem cinco postulados essenciais para a

formacao das nogoes sequentes.

Postulado da Existéncia:
a) “Numa reta, bem como fora dela hé infinitos pontos”.

b) “Num plano, bem como fora dele, ha infinitos pontos”.

Postulado da Determinagao:
a) “Dois pontos distintos determinam uma tnica reta que passa por eles”.

b) “Trés pontos nao colineares determinam um tnico plano que passa por eles”.

Postulado da Inclusao:
a) “Se uma reta possui dois pontos distintos contidos no plano, entao essa reta esta contida

no plano.”

Postulado das Retas Paralelas:

a) “Por um ponto P passa uma unica reta r paralela a uma reta s dada”
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Retas Concorrentes:
a) Qualquer reta r que passe por um ponto P, externo a uma reta dada s, que nao possua

inclinagao igual a da reta s, entao r sera uma reta concorrente a reta dada s.

2.1.3 Geometria de Posicao

A Geometria Espacial de Posicao compreende as possiveis posicoes relativas
entre retas, entre planos e também as possiveis posigoes relativas entre retas e planos. Suas
conclusoes foram reunidas por Euclides, em 300 a.C. na obra “Os Elementos”, dividida
em treze livros que retinem os conhecimentos de geometria, dlgebra e aritmética.

Neste trabalho destacaremos duas das posicoes relativas entre retas e duas das

posicoes relativas entre planos:

Posicoes Relativas Entre Retas:

1. Duas retas sao reversas se nao existe um plano que as contéem.

Figura 1 — Retas Reversas

Fonte: Prépria Autora.

2. Duas retas sao paralelas se existe um plano que as contenha e nao tenham pontos em

comum, ou seja, a intersecao entre elas é vazia.
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Figura 2 — Retas Paralelas

o

Fonte: Prépria Autora.

Posigoes Relativas Entre Planos:

1. Dois planos distintos sao secantes se, se interceptam.

Figura 3 — Planos Secantes

£7

Fonte: Proépria Autora.

2. Dois planos distintos sao paralelos se nao se interceptam, ou seja, a intersegao entre

eles é vazia.

Figura 4 — Planos Paralelos

Fonte: Prépria Autora.

NN
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2.1.4 Geometria Plana

A Geometria Plana é a area da matematica que estuda as figuras planas,
aquelas que nao possuem volume, também chamada de euclidiana, em homenagem ao
geometra Euclides de Alexandria, considerado o “pai da geometria”. Inicia-se nos concei-
tos primitivos de ponto, reta e plano, e, com base neles, desenvolve-se até a construgao

das figuras planas, com o calculo de suas respectivas areas e perimetros.

2.1.4.1 Figuras Geometricas Planas

Definimos como figura plana qualquer representacao fechada feita no plano,
como por exemplo, a circunferéncia, e os casos especiais conhecidos como poligonos, as
principais figuras planas, formadas pela uniao de segmentos de retas fechados, estes pos-

suem propriedades e férmulas que dependem da sua forma.

Triangulo: Poligono de trés lados. Figura geométrica plana formada por trés segmentos

de retas nao paralelas duas a duas.

Figura 5 — Triangulo
A

Fonte: Proépria Autora.

Definicao 2.1 Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos

e trés nao colineares. Se os segmentos AB, BC', e CD, DA interceptam-se apenas nas

extremidades, a reunido desses quatro segmentos € um Quadrildtero.
Quadrado: Quadrilatero regular formado por quatro lados congruentes (mesma medida).
Ele ¢é formado por quatro angulos internos de 90°, os quais sao chamados de angulos retos.

Figura 6 — Quadrado
A d D

b

Fonte: Proépria Autora.
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Retangulo: Quadrilatero formado por quatro lados, dois a dois paralelos e congruentes

entre si. O retangulo possui todos os angulos internos congruentes e a soma totaliza 360°.

Figura 7 — Retangulo
A d D

b
Fonte: Proépria Autora.

Losango: Quadrilatero equilatero formado por quatro lados iguais. Apresenta dois lados
e angulos opostos congruentes e paralelos, com duas diagonais que se cruzam perpendi-
cularmente. Ele possui dois angulos agudos (menores que 90°) e dois angulos obtusos

(maiores que 90°).

Figura 8 — Losango
A

Fonte: Prépria Autora.
Trapézio: Quadrilatero notavel com dois lados e bases paralelas, donde uma é maior e
outra menor. A soma de seus angulos internos totaliza 360°.

Figura 9 — Trapézio

A d D

Fonte: Prépria Autora.

Circunferéncia: £ um conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado
desse plano é igual a uma distancia (nao nula) dada. O ponto dado é o centro e a distancia

dada é o raio da circunferéncia.
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Figura 10 — Circunferéncia

Cc

Fonte: Prépria Autora.

Circulo: O circulo nao é considerado um poligono, afinal ele nao possui lados, mas é
uma figura plana de grande importancia. O raio do circulo representa a medida entre o
ponto central da figura e uma das extremidades. Seu diametro equivale duas vezes o raio,
posto que representa o segmento de reta que passa pelo centro do circulo, dividindo-o em

duas metades iguais.

Figura 11 — Circulo

c

Fonte: Prépria Autora.

Observacgao 2.1 Chamamos de circunferéncia o contorno e de circulo toda a regiao desde
o centro até o contorno.
Coroa Circular: Coroa circular é uma regiao limitada por dois circulos concéntricos,

(circulos de mesmo centro).

Figura 12 — Coroa Circular

&

Fonte: Prépria Autora.

Elipse: O lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos, distintos, F} e F» (focos) do mesmo plano, é uma constante (2a), onde 2a >

d(Fy, Fy).
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Figura 13 — Elipse

c

Fonte: Proépria Autora.

2.1.5 Geometria Espacial

A Geometria Espacial estd pautada nos conceitos basilares e intuitivos que
chamamos conceitos primitivos os quais possuem origem na Grécia Antiga e na Meso-
potamia (cerca de 1000 anos a.C.). Diferente da Geometria Plana que é o estudo das
figuras bidimensionais, a Geometria Espacial corresponde a area da matematica que se
encarrega de estudar os objetos que possuem mais de uma dimensao e ocupam lugar no
espago, ou seja, ¢ a geometria para objetos tridimensionais, que por sua vez, sao conhe-

cidos como “sélidos geométricos ou figuras geométricas espaciais”.

2.1.5.1 Figuras Geometricas FEspaciais

Figuras geométricas espaciais sao aquelas que tém trés dimensoes: compri-
mento, altura e largura. Essas figuras sao divididas em dois grupos: os poliedros, su-
perficies delimitadas por figuras geométricas planas, e os corpos redondos, sélidos delimi-

tados por alguma superficie arredondada.

Os poliedros sao figuras formadas por trés elementos basicos: vértices, ares-
tas e faces. Recebem nomes especiais de acordo com numero de faces e seus principais
representantes sao as piramides e os prismas. Na geometria espacial, os poliedros sao
classificados em convexos, quando se encontram totalmente no semiespago que essa face
determina e, concavos, quando duas das faces do poliedro nao estao contidas em mesmo
semiespago.

Dentre os poliedros convexos existem os poliedros regulares, que sao figuras
que todos os lados possuem a mesma medida e com angulos internos congruentes entre si.
O tetraedro é um exemplo de poliedro regular e, os poliedros irregulares que sao os sélidos
geométricos com faces formadas por poligonos regulares e irregulares. Os dois tipos mais

conhecidos sao: as piramides e os prismas. Vejamos alguns exemplos de poliedros:

Cubo: O cubo é um poliedro regular com 6 faces poligonais regulares e congruentes. Cada

face tem 4 arestas; de cada vértice partem 3 arestas e arestas formam angulos poliédricos
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congruentes.

Figura 14 — Cubo
H

Fonte: Prépria Autora.

Prisma: E um caso particular de poliedro. Para definir um prisma, consideremos dois
planos distintos e paralelos, o e 8, um poligono convexo contido em « e uma reta t
concorrente a esses planos. A reuniao de todos os segmentos de reta paralelos a t com

uma das extremidades no poligono e a outra em § denomina-se prisma.

Figura 15 — Prisma

D

E

Fonte: Proépria Autora.

Paralelepipedo: O Paralelepipedo é um prisma que possui base e faces em formato de
paralelogramos (poligono de quatro lados). Em outras palavras, o paralelepipedo é um

prisma quadrangular com base de paralelogramos.

Figura 16 — Paralelepipedo
E

H

Fonte: Proépria Autora.
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Piramide: Para definir uma piramide, consideremos um plano «, um poligono convexo
contido em « e um ponto V, fora do plano. A reuniao de todos os segmentos de reta com

uma extremidade em V' e outra em um ponto de um poligono é denominada piramide.

Figura 17 — Piramide
V

Fonte: Proépria Autora.

Tetraedro: O tetraedro é um poliedro regular, também conhecido como uma piramide
triangular, que apresenta as quatro faces congruentes e as seis arestas também congruen-

tes.

Figura 18 — Tetraedro
D

B

Fonte: Proépria Autora.

Ja os corpos redondos sao figuras geométricas que apresentam pelo menos uma

parte arredondada em sua superficie. Vejamos alguns exemplos:

Cilindro: Para definir um cilindro, consideremos dois planos distintos e paralelos, a e 3,
um circulo de centro O e raio r, contido em «, e um segmento AB, com A € a e B € 5.
Denomina-se cilindro circular ou simplesmente cilindro, o conjunto de todos os segmentos
paralelos e congruentes a AB com uma extremidade no circulo de centro O em « e outra

em 3.
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Figura 19 — Cilindro

Fonte: Proépria Autora.

Cone: Para definir um cone, consideremos um circulo de centro O e raio r situado num
plano a e um ponto V fora de a. Denomina-se cone circular ou simplesmente cone a
reuniao dos segmentos de reta com uma extremidade em V e a outra nos pontos do

circulo.

Figura 20 — Cone
B

Fonte: Prépria Autora.

Esfera: Para definir a esfera, consideremos um ponto O e um segmento de medida r.
Denomina-se esfera de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a

distancia OP seja menor ou igual a r.

Figura 21 — Esfera

Fonte: Prépria Autora.
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2.2 NOCOES BASICAS DE LIMITES

Traremos nesta secao um pouco do conhecimento de limites, tanto em sua
nocao intuitiva quanto em sua definicao, bem como também apresentaremos alguns exem-
plos. Todo conteido abordado baseado em Stewart (2016)) e Guidorizzi (2001)).

2.2.1 Nogao Intuitiva

A nocao de limite é basicamente intuitiva, pois estudamos a relagao entre
o dominio e a imagem de uma funcao, atribuindo valores a x e verificando os valores
proximos da imagem, por isso dizemos que o numero tende a um valor especifico.

No estudo de limites estamos interessados em valores de x proximos a a e nao
quando x = a. Dessa forma, mesmo quando a funcao nao esta definida em a ainda é
possivel calcular seu limite, como nos mostrard os exemplos [2.1] e2.3

O limite estuda fundamentalmente a relacao entre o dominio e a imagem de
uma funcgao, e tem por objetivo estuda-la a medida que o seu dominio se aproxima de
determinado valor. Dessa forma, analisamos o valor da imagem de acordo com o dominio.

Por exemplo: f(x) = i tende a zero quando o x tende ao oo.

Pois, a medida que o valor de x aumenta, o respectivo valor de y diminui,

aproximando-se de zero. Vejamos a tabela a seguir:

Tabela 1 — Relagao entre Dominio e Imagem

x f(x)

10 0,1
100 0,01
1000 0,001
10000 0,0001
100000 0, 00001

Fonte: Propria Autora

A notacgao utilizada para expressar que f(x) tende a L quando z tende ao oo

lim f(x) = L.

T—00

Para o exemplo anterior temos,

1
lim — = 0.
Tr—0o0 U

Exemplo 2.1 Utilizando a ideia intuitiva de limite, vamos calcular o sequinte limaite:

o2 —dx+4
hm—.
r—2 ;(,’—2
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x? —4dr + 4

5 ¥ # 2; f nao esta definida em x = 2. Entao, para
I’ _—

Solugao: Seja f(x) =
x # 2, temos:
x? —dx +4 oot —dx+4

Exemplo 2.2 Utilizando a ideia intuitiva de limite, vamos calcular o sequinte limite:

R
lim
z—0 €T
- . o+ N ) . .
Solucgao: Seja f(z) = ,  # 0; f nao esta definida em x = 0. Entao, para x # 0,
temos:
2+ R .
flx) = " —(a:+1):>31611>r(1) . _glcll)%(x—i_l)_l' =

2.2.2 Limite de uma Funcgao de Variavel Real

Definicao 2.2 Sejam f uma fung¢dao e p um ponto do dominio de f ou extremidade de
um dos intervalos que compoem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,

para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O<|z—p|<d=|f(z)—L| <e.

Tal numero L, que quando existe € unico, serd indicado por

lim f(z).

T—p

Assim,

. Ve > 0,30 > 0 tal que, para todo x € Dy
lim f(z) =L &
ep O<|z—p|l<d=|f(x)—L|<e

Em palavras, a definigdo afirma que os valores da funcao f(x) tendem a um
limite L quando z tende a um nimero p, se o valor absoluto da diferenca entre f(x) e L
puder se tornar tao pequeno quanto desejarmos, tomando x suficientemente préximo de

p, mas nao igual a p.

Exemplo 2.3 Vamos mostrar, usando a defini¢ao, que lir% 4r — 11 =09.
z—>

Solugao: Devemos provar que para todo € > 0, existe d > 0, tal que,

O0<|z—5|<d=|4x—11)—9| <e.
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De fato, observe que,

(42 — 11) — 9] = |4z — 20| = 4|z — 5| < 46.

€
Tomando 0 = 7 teremos,

4|:1:—5|<4-i = (4z—5|) <e

= |z —5| <e,
como queriamos. [

2.3 NOCOES BASICAS DE INTEGRAIS

Nesta subse¢ao, traremos um pouco dos conhecimentos de integral definida,
de modo “informal”com a noc¢ao mais intuitiva, e de modo formal na sua defini¢ao, ob-

servagoes, teorema e exemplo, todo conteido baseados em Leithold (1994]).

2.3.1 Nogao Geral (intuitiva)

No célculo, a integral de uma funcao foi criada originalmente para determinar a
area sob uma curva no plano cartesiano. Existem vérias defini¢oes para a integracao, todas
elas visando resolver alguns problemas conceituais relacionados a limites, continuidade e
existéncia de certos processos utilizados na definicao. O processo de se calcular a integral
de uma func¢ao é chamado de integracao.

Seja f uma fungao continua definida no intervalo [a,b]. A integral definida

desta funcao é denotada como
b
5= [ fa)da,

onde f :[a,b] = R.

A ideia desta notacao utilizando um S comprido é generalizar a nocao de
somatério. Isto porque, intuitivamente, a integral de f(z) sobre o intervalo [a, b] pode ser
entendida como a soma de pequenos retangulos de base Ax tendendo a zero e altura f(x})
onde z; ¢ um ponto amostral arbitrario do subintervalo, obtido na divisao do intervalo
[a,b] em n subintervalos de comprimento Az = (b — a)/n e o produto f(z})Az é a drea
deste retangulo. A soma de todas estas pequenas dreas (dreas infinitesimais), fornece a
area entre a curva y = f(x) e o eixo das abscissas. Mais precisamente, pode-se dizer que

a integral acima ¢é o valor limite da soma:

/b f(z)dx = lim if(:cf)A:r;
a n—oo i—0
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2.3.2 Integral Definida

Defini¢ao 2.3 Seja f uma fungao cujo dominio inclui o intervalo fechado [a,b]. Entao,
f serd integrdvel em |a,b] se existir um nimero L satisfazendo a sequinte condi¢ao:

Para todo ¢ > 0, ewiste 6 > 0 tal que toda particao A inclusive para a norma do
maior comprimento do subintevalo, acontece, ||Al| < 0, com & no intervalo fechado

[zi_1, 2,0 =1,2,...,n, temos

n

i=1
Nessas condicoes, escrevemos
lim DAz =
HAH%; (&)

Defini¢ao 2.4 Se f for uma funcgdo definida no intervalo fechado [a,b], entao a integral
definida de f de a até b, denotada por fab f(z)dz, serd dada por

b
/a f@)da = Tm Zf&

se o limite existir.

Observagao 2.2 A afirmagao “a fungao f é integravel no intervalo fechado [a, b]” significa

dizer que “a integral definida de f de a até b existe”.

b
Observagao 2.3 Na notacao de integral definida / f(z)dz, f(x) é chamada integrando,

a de limite inferior e b de limite superior. O simbolo / é chamado de sinal de integracgao.

O sinal de integracao lembra um S maitsculo, o que é apropriado, pois a integral definida

é o limite de uma soma.

Teorema 2.1 Se uma fungao for continua no intervalo fechado |a,b], entao ela serd in-

tegravel em [a,b].

Defini¢ao 2.5 Seja f uma funcdo continua em |a,b] e f(x) = 0 para todo x em [a,b].
Seja R a regidgo limitada pela curva y = f(x), pelo eiro x e pelas retas x = a e x = b.

Entao, a medida A da drea da regiao R € dada por
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n b
A= lim Zf(g,;)Aix@ A :/ f(x)de.

l1A[[=0

Essa defini¢ao estabelece que se f(z) > 0 para todo z em [a,b], a integral definida
fab f(z)dx poderd ser interpretada geometricamente como a medida da drea da regiao

R mostrada na figura abaixo.

Figura 22 - Area da Regiao R

Fonte: Stewart (2016, p. 338).

Exemplo 2.4 Vamos calcular a integral a sequir, interpretando-a em termos de drea:

10
/ |z — 5|dx.
0

Solugao: Uma vez que f(z) = |z — 5| > 0, podemos interpretar essa integral como a area
da curva y = |x — 5| de 0 até 10. Entao o gréfico de y = |x — 5|, pode ser interpretado

como a soma das areas dos dois triangulos:

Figura 23 - Area

Ay Ay

b} 10 ¥

Fonte: Proépria Autora.
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25.

Nesta subsecao, traremos um pouco dos conhecimentos de integral dupla

sobre retangulos, sobre regides gerais, e propriedades da integrais duplas, em defini¢ao e

exemplos baseados em Stewart (2013]).

2.3.3.1 Integral Dupla Sobre Retangulos

Considere uma fungao f > 0 de duas varidveis definidas em um retangulo

fechado,

R=la,b] x [e,d] = {(2,y) e R*la <z < bc <y <d}.

Vamos dividir o retangulo R em sub-retangulos, do seguinte modo:

e Dividindo o intervalo [a,b] em m subintervalos [z;_;,z;] de mesmo comprimento

Az = (b—a)/m.

e Dividindo o intervalo [¢,d] em n subintervalos [y;_1,¥;] de mesmo comprimento

Ay = (d—c)/n.

e Tracando retas paralelas aos eixos coordenados, passando pelas extremidades dos

subintervalos, formamos assim os sub-retangulos

R;; = [xi—l,l’i] X [yzebyi] =

cada um dos quais com area AA = AzAy.

Figura 24 — Dividindo R em sub-retangulos

{(x,y)|ric1 <z <zyi-1 <y <y}

noox Xy X

e

Fonte: Stewart(2013, p. 875).

R I A Y
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. z . * *
Escolhamos um ponto arbitrario, que chamaremos ponto de amostragem, (z7;, ¥;;),

em cada R}, e tome f(x7;, yz*j) imagem desse ponto.

Figura 25 — Volume de R por Aproximagao por Caixas Retangulares

Fonte: Stewart (2013, p. 875).

Fagamos agora a seguinte multiplicacdao f(z};,y;;)AA e obteremos o volume

de uma caixa retangular fina de base R;; e altura f(z};, y;;).
Seguindo esse processo para todos os retangulos, somando o volume das caixas

correspondentes, obteremos uma aproximacao do volume do sélido S que esta acima da
regiao R e abaixo do grafico de f.

n

Va Y Y fla A

i=1 j=1

Figura 26 — Volume da Regiao R

Fonte: Stewart (2013, p. 875).

Exemplo 2.5 Estime o volume do solido que estd abaizo da superficie z = xy e acima
do retingulo R = {(z,y) | 0 < z < 6,0 < y < 4}. Ultilize a soma de Riemann com

m = 3,n = 2 e tome como ponto de amostragem o canto superior direito de cada sub-
retangulo.
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Solucgao: A superficie é o grafico de f(x,y) = xy e a area de cada sub-retangulo AA = 4.

Entao, estimando o volume pela soma de Riemann com m = 3,n = 2, temos:

VA Y flany)AA = f(2,2)AA+ f(2,4)AA+ f(4,2)AA+ f(4,4)AA+ f(6,2)AA
o + f(6,4)AA
= (4)4+ (8)4+ (8)4 + (16)4 + (12)4 + (24)4
— 288,

Definigcao 2.6 A integral dupla de f sobre o retangulo R é

[ spaa= im S5 s 0aa
R

i=1 j=1
se esse limite existir.

Se f(z,y) > 0, entdo o volume V' do sélido que estd acima do retangulo R e

abaixo da superficie z = f(z,y) é

V:://ﬂ@wmx

Exemplo 2.6 Calcule a integral dupla, identificando-a antes com o volume de um solido.

J[6-naa r={@y0<s<s 0<y<3)

Solucgao: Seria dificil calcular a integral diretamente da definicao anterior, mas como
z=(5b—x) >0, pois 0 <z <5, podemos calcular a integral interpretando-a como um
volume. Se z =5 —x, entao z +x =5 e z > 0, logo a integral dupla dada representa o

volume do sélido que esta abaixo do plano z = 5 — x e acima do retangulo, cujo volume

1
é igual a 3T Yz Logo,

1
V=4 h=5(3-5)5=375
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2.3.3.2 Integral Dupla Sobre Regioes Gerais

Queremos integrar a funcao f nao somente sobre retangulos, mas também
sobre uma regiao D de forma mais geral. Vamos supor que D seja uma regiao limitada,
o que significa que D pode estar contida em uma regiao retangular R.

Definimos, entdo, uma nova func¢ao F; com dominio R, por F(z,y) = f(x,y)
se (x,y) estd em D, 0 se (x,y) estd em R mas nao em D. Se F for integrével em R, entao

definimos a integral dupla de f em D por

/ flz,y)dA = // F(z,y)dA

onde F' é dada pela equacao anterior.

No caso em que f(z,y) > 0, podemos ainda interpretar / f(x,y)dA como o

D
volume do sélido que estd acima de D e abaixo da superficie z = f(z,y), (o grafico de f).

Vocé pode constatar que isso é razoavel comparando os gréaficos de f e F' e lembrando
e // F(z,y)dA é o volume abaixo do gréfico de F'.

Figura 27 — Gréfico de F'

iy

grificode F

Fonte: Stewart (2013| p. 888).

2.3.3.3 Propriedades das Integrais Duplas

// F(,y) + gle,y)) dA = /fxydAJr//( y)dA
//Cffcy /f:cy

Se f(x,y) > g(z,y) para todo (z,y)emR, entao,
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5. [[ twwiaz [[ gy

Se D = DU Dy, onde D; e Dy nao se sobrepoem exceto talvez nas fronteiras, entao

s //f(x,y)dA://f(x,y)dA+//f(x,y)dA

Se integrarmos a func¢do constante f(z,y) = 1 sobre uma regiao D, obteremos a

area de D :

5. [ 1dA = A(D)
/|
Se m < f(x,y) < M para todo (z,y) em D, entdo
6. mA(D) < f(z,y)dA < MA(D).
/|

Exemplo 2.7 Calcule a integral dupla,

[/f¢£D={@wN—1§y§L—y—2§x§y}
D

Solucao:

K/fW1=:/j/jﬂﬁdwyz/ib%ﬁy2@=1[}Wy—bw—2ﬁ@

Exemplo 2.8 . Determine o volume do solido que estda abairo do plano v — 2y + z = 1

e acima da regido limitada por x +y =1 e x? +y = 1.

Solugao: Podemos escrever a regiao limitada como,

D={(z,y)[0<2<1, 1-as<y<1-2"}
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Portanto, o volume abaixo de z =1 — x + 2y e acima de D é:

1 pl-a2? 1 2
V = //(1—x—|—2y)dA:// (1—a:+2y)dydx:/ [y—xy—l—yﬂiz dx
/s 0 Ji-z 0
1

= [((1 — 2} —2(1—2%) + (1 - x2)2) - ((1 —z)—x(1—2)+ (1 — x)Q)} dx

1
(1-2—z+2°+1-2"+2")—(1—z—z+2>+1-2z+2%)|d
1
[(z* + 2% —32® — 2+ 2) — (22 — 4z + 2)] da

(z*+2° =52 + 32)dr = |—+ = — 5= +3—

571703707,
1 3 17
- 2) _ ()| = =
(5+ +2> U} 60

2.3.4 Integral Tripla

I
S— o T Y—

1
1 |:Z'5 £K4 .CIZ'3 Z'Q

1 =
W Ut

I
| — ]

Nesta subsecao, traremos um pouco dos conhecimentos de integral tripla sobre
caixas retangulares e sobre uma regiao limitada geral, em defini¢ao e exemplos, baseados
em Stewart (2013)).

2.3.4.1 Integral Tripla Sobre Caizas Retangulares

Inicialmente trataremos o caso mais simples, quando f é definida em uma caixa

retangular
B={(z,y,2) |a<z<b c<y<d, r<z<s}
Devemos dividir B em subcaixas do seguinte modo:
e Divide-se [a,b] em [ subintervalos [x; 1, z;] de comprimentos iguais Az.

e Divide-se [c,d] em m subintervalos [y;_1,y;] de comprimentos iguais Ay.

e Divide-se [r, s| em n subintervalos [z;_1, 2] de comprimentos iguais Az.
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Figura 28 — Caixa B

Fonte: Stewart (2013, p. 913).
Os planos que passam pelas extremidades desses subintervalos, paralelos aos
planos coordenados, subdividem a caixa B em Imn subcaixas, B;jr = i1, 23] X [y;-1, ;] X

[2k_1, 2], cada subcaixa tem volume AV = AzAyAcz.

Figura 29 — Subcaixas de B

Fonte: Stewart(2013, p. 913).

Assim formamos a soma tripla de Riemann,

l m
Z Z f(x:jka y;jk; z:jk)AV

onde o ponto de amostragem (7., Y, 2i;%) estd em Byjy. Deste modo definimos a integral

tripla como o limite das somas triplas de Riemann.
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Definicao 2.7 A integral tripla de f na caiza B ¢,

/// f(x,y,2)dV = lmhnfgoo Z Z f(x:jka y;‘kjkza Z;}k)AV
B

se esse limite existe.

2.3.4.2 Integral Tripla Sobre uma Regiao Limitada Geral

Agora definiremos a integral tripla sobre uma regiao limitada geral E no
espago tridimensional pelo mesmo método usado para as integrais duplas. Envolvendo F
por uma caixa B do tipo Bjjr = [xi—1, %i] X [yj—1,Y;] X [2k-1, 2], definiremos em seguida

uma funcao F' de modo que ela coincida com f em E e seja 0 nos pontos de B fora de F,

/// Fay, 2)dV = /// Fla,y, 2)dV.

Essa integral existe se f for continua e se o limite de E for “razoavelmente liso”.

por definicao;

A interpretagao correspondente para a integral tripla / / / f(z,y,2)d(V), onde

f(z,y,2z) > 0, ndo é muito util, porque seria um “hipervolume” de um objeto de quatro
dimensdes e, é claro, de muito dificil visualizacdo. (Lembre-se de que E é somente o
dominio da fungao f; o grafico de f pertence ao espago quadridimensional.) Vamos nos

deter o caso especial, onde f(z,y, z) = 1 para todos os pontos em E. Nesse caso, a integral

V(D) = / / / d(v)

Exemplo 2.9 Use a integral tripla para determinar o volume do tetraedro limitado pelos

tripla representa o volume de E:

planos coordenados e o plano 2x +y + z = 4.

Solugao: O tetraedro T e sua projecao D sobre o plano xy sdo dados nas figuras [30] e [31]
abaixo. O limite inferior de 7" é o plano z = 0 e o limite superior é o plano 2x +y+ 2z = 4,

isto é, z=4—2x —y.



Figura 30 — Tetraedro T’
zZ

Fonte: Prépria Autora.
Logo,
T={(2,94,2);0<2<2 0<y<4d—2z, 0<2<4-2r—y}
Ja a projecao D tem seus limites dados por 0 <z <2 e 0 <y <4 —2x.

Figura 31 — Projecao D

Ny=4—xa

Fonte: Proépria Autora.

Portando, temos,

2 4—-2x 4-2x—y 2 4—-2x
V(T) = /// av :/ / / dzdydr = / / (4 -2z — y)dydx
J o Jo 0 o Jo

_ /02 [4y—2xy—y;]22xdx: /02 {4(4—2:5)—2:5(4—296)—(4%2@2

2 16 — 162 + 422
- /16—8x—8x+4x2—( 23:—1— x)d:t
0
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dx
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2 2
= /16—16x+4x2—(8—8x+2x2)dx:/ 8 — 8z + 22%dx
0 0

= Jw-w 2%} - |(s@-1er+ 222) - 0] -

0

2.4 SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Nesta secao traremos um pouco do conhecimento de Superficies de Revolucao,

solidos de revolucao e area de uma superficie de revolucao, em defini¢oes baseadas em
Dolce e Pompeo (2005) e Stewart (2016).

Superficie de Revolugao é uma superficie no espaco euclidiano criada pela
rotacao de uma curva (a geratriz) em torno de um eixo de rotagdo. Em outras palvras,
uma superficie de revolucao é formada quando uma curva é girada em torno de uma reta.

Essa superficie ¢ a fronteira lateral de um sélido de revolucao.

2.4.1 Sélidos de Revolucgao

Cilindro é a reuniao da parte do cilindro circular ilimitado, compreendida entre dois
planos de suas seccoes circulares paralelas e distintas em relacao a essas secgoes.
Os segmentos com uma extremidade em um ponto da circunferéncia de centro O e raio r

e a outra no ponto O’ e raio r, sdo chamados Geratrizes.

Figura 32 — Cilindro de Revolugao

Fonte: Proépria Autora.
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Se as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases, temos um cilindro
circular reto, que também é chamado de cilindro de revolugao, pois é gerado pela

rotacao de um retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus lados.

Cone é a parte do cone ilimitado que contém o vértice quando se divide este cone pelo
plano de uma seccao circular, reunida com esta seccao.

Se a reta VO (a reta que passa pelo vértice V' e centro O) é perpendicular ao plano da
base, temos um cone circular, que também ¢é chamado de cone de revolugao, pois é
gerado pela rotacao de um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de

seus catetos.

Figura 33 — Cone de Revolucao

Fonte: Prépria Autora.

Esfera ¢ também o sélido de revolucao gerado pela rotacao de um semicirculo em torno

de um eixo que contém o diametro.
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Figura 34 — Esfera de Revolugao

Fonte: Prépria Autora.

Elipsoide é um sélido de revolucao gerado pelo movimento de uma elipse em torno de
um eixo. Sera achatada se rodar em torno do eixo menor e alongada se a elipse rodar em

torno do eixo maior.

Figura 35 — Elipsdide de Revolucao

1=,
{-)
a
Jdr

Fonte: Prépria Autora.

Toro é uma superficie de revolugao obtida ao girar uma circunferéncia em volta de um

eixo contido no plano da circunferéncia e que nao a intersecta.
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E gerado pela deslocagao de um circulo que apoia o seu centro numa circunferéncia.

Figura 36 — Toro de Revolucao

.

Fonte: Prépria Autora.

2.4.2 Area de uma Superficie de Revolugao

Queremos definir a area de uma superficie de revolucao de maneira que ela
corresponda a nossa intuicao. Pensemos; se temos uma superficie de area A podemos
ver que para pinta-la sera necessario a mesma quantidade de tinta que para pintar uma
regiao plana com area A, essa é a nossa “primeira intuicao logica”a respeito da area de
uma superficie de revolucao.

Resumidamente vejamos de um modo simples que, a area da superficie lateral

de um cilindro circular com raio r e altura h como mostra a figura a seguir,

Figura 37 — Cilindro

L
5

Fonte: Stewart (2016, p. 495).

Logo, A = 27rh. Assim, podemos imaginar um corte vertical para o desen-
rolarmos e neste caso obteremos um retangulo com dimensoes 27r e h como mostra a

proxima figura,
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Figura 38 — Cilindro Planificado

|
|
i
|
|

2arr

Fonte: Stewart (2016} p. 495).

De modo geral, nas superficies de revolu¢ao mais complicadas seguimos com
a estratégia de aproximar a curva por uma poligonal, onde facilmente encontramos seu
perimetro apenas somando os comprimentos dos segmentos de reta que forma a poligonal
e numa curva geral podemos aproxima-la por uma poligonal tomando o limite quando o
nimero de segmentos da poligonal aumenta. Desta forma, podemos sempre aproximar a
curva original por um poligono.

Quando esse poligono é girado ao redor de um eixo, ele cria uma superficie
mais simples cuja area da superficie se aproxima da area da superficie real. Tomando o

limite, podemos determinar a area exata da superficie.

2.5 CENTROIDE

Nesta secao tratemos um pouco do conhecimento de Centréide em defini¢ao

e exemplo, baseados em Stewart (2016 ).

Definicao 2.8 O centréide, conhecido como centro geométrico de uma regidgo R do plano

ou mesmo como o centro de massa de uma placa.

O centréide pode ser encontrado usando o principio de simetria, que diz que
se a regiao R é simétrica em relacao a reta [ entao o centréide de R encontra-se em [. Se R
é refletida em torno de [, entao R continua a mesma, logo seu centréide permanece fixo,
e os unicos pontos fixos estao em [. Assim, o centréide de um retangulo, por exemplo, é
0 seu centro.

De modo geral para encontrarmos o ponto P no qual uma fina placa de qual-
quer formato se equilibra horizontalmente, primeiro consideramos a situagao mais simples
onde duas massas m; e mo sao presas a um bastao de massa desprezivel em lados opostos

a um apoio e a distancias d; e dy do apoio. O bastao ficard em equilibrio se
m1d1 = mzdz.

Supondo que o bastao esteja ao longo do eixo z com m; em x; € my em x5 €
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o centro de massa em ¥, teremos,

m1<f—$1) = TTLQ(IQ —E)
MIT + Mo = ML, + Mol
Z(my+ma) = myzy + mes

_ muT + Maels
S mi + mo

Os numeros mix; € moxs sao denomidados momentos das massas mj e my em
relacao a origem, e a ultima equagao nos diz que o centro de massa x ¢ obtido somando-se
os momentos das massas e dividindo pela massa total.

Em geral, se tivermos um sistema de n particulas com massas mq,--- ,m,
localizadas nos pontos x1, - - - ,x, sobre o eixo x, podemos mostrar, analogamente, que o

centro de massa do sistema estd localizado em,

n
Z m;x;

— =1
rT = ——— = s

n
> m;
i=1

RIS

n

onde m = ) m; é a massa total do sistema, e a soma dos momentos individuais,
i=1

n
M = E m;x;,
=1

¢ chamada momento do sistema em relagao a origem.
Agora, considerando um sistema de n particulas com massas mq,--- ,m, nos
pontos (1,%1), - , (Zn, ys) no plano xy, por analogia com o caso unidimensional, defini-

mos o momento do sistema com relagao ao eixo y como

n
My: E m;;,
i=1

e o momento do sistema com relagao ao eixo x como

=1

Como no caso unidimensional, as coordenadas (Z,7) do centro de massa sao

dadas em termos dos momentos pelas féormulas

M
T=—2 e 7=

M,
m m
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n
onde m = > m; é a massa total.

i=1

Como mZ = M, e my = M,, o centro de massa (Z,y) ¢ o ponto em que uma
unica particula de massa m teria os mesmos momentos do sistema, e os momentos devem
ser definidos de maneira que, se a massa total da regiao esta concentrada no centro de
massa, entao seus momentos permanecem inalterados. E ainda, o momento da uniao de
duas regices sem interseccao deve ser a soma dos momentos das regioes individuais.

Em linhas mais gerais, consideremos uma regiao 3 do tipo mostrado na Figura
onde R esta entre as retas © = a e x = b, acima do eixo x e abaixo do grafico de f,

onde f uma funcao continua.

Figura 39 — Regiao R

™, Y= fix)
o
i
i

Fonte: Stewart (2016} p. 505).

0 b X

Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos com extremidades xg,--- ,x, €
larguras iguais a Az e escolhendo o ponto amostral =} como o ponto médio z do i-ésimo
subintervalo, que é o T; = (z;_1 + x;)/2. Determinamos a aproximagao poligonal de #

mostrada na Figura 40, onde o centréide do i-ésimo retangulo aproximador de R; é seu

centro C} (:c_i, % (@)

Figura 40 — Aproximagao Poligonal de R

¥4

T
=l Py ?E‘L— 2 1)

Fonte: Stewart (2016, p. 505).

Sua drea é f(7;)Ax e sua massa é pf(T;)Az, onde p é a densidade uniforme
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do i-ésimo retangulo que ocupa a regiao R no plano. O que nos faz chegar ao momento
de R; em relacao ao eixo y. Como o produto de sua massa pela distancia de C; ao eixo y,
que € T,

My(R:) = [pf(z:) Ax]zi

Somando esses momentos, obtemos o momento de aproximagcao poligonal de } e tomando

o limite quando n — +00, obtemos o momento da prépria regiao R em relagao ao eixo y :

M, = lim prf T; Aa:—p/ xf(x)dx

n—00

De modo anélogo calculamos o momento de R; em relacao ao eixo x, como o

produto de sua massa pela distancia de C; ao eixo x :

Ma(R) = [pf () A5 (7).

Do mesmo modo, somamos esses momentos e tomamos o limite para obter o momento de

R em relacao ao eixo x :

b
= Jgngozp Az = p/ ;[f(x)]de-

Como no caso do sistema de particulas, o centro de massa da placa é definido
de maneira que mz = M, e my = M,. Mas a massa da placa é o produto de sua densidade

por sua area, onde no caso, temos,

b
m:pA:p/ f(z)dx

M, ) p/abasf(a:)d$ ) /abxf(at)dz
™, /abf(x)dx /abf<x>dx

v, o[ Uere [ Sr@ra

o[ s ) [ s

Em resumo, o centro de massa da placa (ou centrdide de R) estd localizado no

e assim,

ponto (Z,7), onde
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s
I

b
7= 5[ ek

Esse estudo é baseado no contetido encontrado no livro Calculo, de James
(2016)), para mais detalhes ou interesse de aprofundagao no assunto o leitor deve consulta-

lo.

Exemplo 2.10 Calcule o centréide da regido delimitada pelas curvas x+y =2 ey = 2.

Solugao: A regiao é esbocada na figura abaixo. Tomamos f(z) =2 — x e g(x) = 2°.
Figura 41 — Regiao Delimitada
-3 -2 -1 1 2N\ 3 4
—1 1
Fonte: Prépria Autora.
Primeiro calculamos a area da regiao:
b
A = [ 1) - gw)ds
1 2 371
= /(2— —xde—/ 9 g —2ldr= 222 - T
» 2 3],
1 3 -9 2 -9 3
[y W OPY oy 222
2 3 2 3
1 1 4 1 1 8 19 9
= |(2-2-2 44| =2 4442 =8 ="
{(23) 2)] 3 3 iTET3 2 3 2



Portando,
1 v
7= o alf(@) - g(o)de
— % 1:5[(2—1’)—352]dazz%/l@x—xz—x?’)daz
—92 -2
1, e
- alt _3_1}_2
1 1 1 8 1 1 1 8
1 1_1_3]_1[4—1—12}_2 (_9)__1
=gl me |t r) e
2
e
b
7= 5 [ S - b

) 2 3 5
1 11 8 32
= —[{4-2+-—2)—(-8-8—-+=
al(i-25-3) - (s-e-5+3))
L[, 1 1 8 32 1 33
= —[24-—-+164+-—-F|=—]1 -=
2A_+3 511013 5} 2A{8+3 5}
_ L[, 3] _ L [w05-33] 1 72 72 2 72
24| 5] 24 5 24 5 104 9 10

O que nos diz que o centroide da regiao delimitada pelas curvas dadas é o ponto

@9 = (—%2) |

2.6 VOLUME

52

Nesta subsecao traremos um pouco do conhecimento de Volume em sua nogao

intuitiva e também em sua definicao mais geral, proposicoes, anélises e exemplos baseados

em Stewart (2016 ) e Lima (2009)).

2.6.1 Nocgao Intuitiva de Volume

Intuitivamente o volume de um sélido é a quantidade de espaco ocupado por

ele. Estamos interessados em medir a grandeza “volume”e para isso deveremos compara-la
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com uma unidade. O resultado dessa comparacgao sera um numero: a medida do volume.
Costuma-se tomar como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma
unidade de comprimento, o qual serd denomidado cubo unitario. Seu volume por defini¢ao
serd igual a 1.
Assim sendo, o volume de um sélido S deverd ser um numero que exprima
quantas vezes o solido S contém o cubo unitario. Consolidaremos o exposto acima com

as seguintes proposicoes:
Proposigao 2.1 Mostre que o volume do cubo de aresta n € R € igual a n®.

O cubo é um caso particular de bloco retangular em que as arestas tém todas o mesmo
comprimento. As 6 faces de um cubo sao quadrados iguais. Um cubo cuja aresta mede

uma unidade de comprimento chama-se cubo unitdrio; por defini¢cao seu volume € 1.
Demonstragao: 12 caso: Se n € N.

Se n é um numero natural, ou seja, inteiro positivo, entao o cubo de aresta n
pode ser decomposto em n3 cubos unitérios justapostos. Portanto, o volume do cubo de

aresta n ¢é igual a soma dos volumes dos n® cubos unitérios.

V =nd.

292 caso: Se n € Q.
Sen € Q, entao n = ]—9, onde p,q € N, q # 0.
q

Considerando um cubo unitdrio, dividimos suas arestas em ¢ partes iguais e isso gera ¢°

1
cubos de aresta —.
q

Chamaremos V' o volume desses cubos menores, entao,
1 1\°
qS-V/:1 :>VI:—3:(—)
q q

Logo, o volume de cada cubo menor é,

3
q
Pensando agora, em um cubo de aresta E, podemos dividi-la em p partes iguais

: 3 1
e teremos cada umas dessas partes medindo —, o que gera p° cubos de aresta —.

Portanto, o volume do cubo de aresta n sera igual a soma dos volumes desses

3

3 : 1
p> cubos menores, e como vimos, cada um desses cubos tem volume | — | .
q
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Desta forma, realizando a soma, o volume (V') do cubo de aresta n seré:

1 3
V: p3 . (—) = 7’L3.
~~ q
——

quantidade dos cubos menores
volume de cada cubo menor

32 caso: Sen el

Seja a um ndmero irracional. Para qualquer < n? existe um nimero racional
r < n, tao préximo de n quanto se queira, de forma que x < r3 < n3.

Note que desta forma, o cubo de aresta r pode ser inserido dentro do cubo de
aresta mn, e portanto, V, < V,. Sendo r racional, V, = 3. Entao r* < V,,, como x < r3,
por segue que x < V,,.

Analogamente, para qualquer y > n3 existe um nimero racional s > n, tao
préximo de n quanto se queira, de forma que n3 < s® < y.

Entao, um cubo de aresta s contém um cubo de aresta n e portanto, V,, < V. Sendo s
racional, V; = s®. Entao, V,, < s3, como s® < y, segue que V,, < y.

Portanto, para quaisquer z,y existem racionais tais que z < n® < y, tem-se
x <V, <uy. Logo,

V, =V =n?

]
Proposicao 2.2 Mostre que o volume de um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes
a,b,c e R* €igual a V= (a-b-c).

Demonstracao: 12 caso: Se a,b,c € Q.

Consideremos que todas as arestas sao numeros racionais. Entao podemos

x Y z
escrever: a = —, b= =,c= —, onde x,y, z,q € N*.

Primeiramente consideremos um cubo unitario, e depois dividamos suas arestas

em ¢ partes iguais. Entao teremos ¢® cubos de aresta —. Seja V' o volume desses cubos,

3 ! / 13
¢ - Vi=1=V=(-].

q
3
()
q

Agora pensando no paralelepipedo de arestas a =

entao teremos:

Portanto,

¢ o volume de cada cubo menor.
Yy

x z

—,b==,¢c= —, podemos

1 q q

dividi-las em z - y - 2z arestas de tamanho —, o que gera x - y - z cubos de arestas —.
Desta forma, o volume (V) do paralelepipedo serd o somatério dos volumes

desses x - y - z cubos menores, e como vimos acima, cada um desses cubos menores tem
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1\3
volume (—) , entao,
q

<1)3 Toy-z T z
‘/;lbc:x.y.z. — — 3 —_ — .=
q q q9 qg g
Logo,

Ve =a-b-c.

292 caso: Pelo menos uma das dimensoes é um nimero racional.
Para qualquer x < abc, existem racionais r, s,t tao préximos de a, b, ¢ (respec-
tivamente) quanto se queira, de modo que,

r<a,s<bt<c eque x<rst<abc.

Assim, o paralelepipedo de dimensoes a, b, ¢ contém um paralelepipedo de di-
mensoes 7, s, t e,

T <rst =V < Ve = T < Ve

De modo analogo, para qualquer y > abc existe racionais 7, k, [ tao préximos
de a, b, ¢ (respectivamente) quanto se queira, de modo que,

J>a,k>0b1l>c eque abc < jkl <y.

Entao, o paralelepipedo de dimensoes a, b, c pode ser inserido dentro de um

paralelepipedo de dimensoes 3, k, [ e,
y > jk’l = V}kl > Vibe = y > Ve

Portanto, para quaisquer z,y existem racionais, tais que,
r < abc <y, tem-se = < V. <.
Logo,

Ve =a-b-c.

n
Acabamos de ver que a ideia intuitiva de volume de um sélido, como o “ntimero
de vezes” que esse sélido contém o cubo unitario, conduz diretamente a uma férmula para
o calculo do volume de um bloco retangular.
Abordaremos em seguida o problema de calcular o volume de sélidos mais
irregulares do que blocos. Como foi dito acima, é necessario possuirmos uma definicao

¢

mais precisa daquilo que entendemos por “volume de um sélido”. Nosso objetivo nesta

secao ¢é chegar a uma tal definicao geral.
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2.6.2 Definicao Geral de Volume

Na tentativa de encontrar o volume de um sélido, nos deparamos com o mesmo
tipo de problema que para calcular areas. Temos uma ideia intuitiva do significado de
volume, mas devemos torné-la precisa usando o célculo para chegar a sua definicao exata.

Comecamos com um tipo simples de sélido chamado cilindro, mais precisa-
mente, um cilindro reto. Como ilustrado na Figura [42{a), para recapitular a definigao e
as caracteristicas do cilindro, rever o capitulo 2, subsubsecao 2.1.5.1 Figuras Geometricas
Espaciais. Se a area da base é A e a altura é h, entao, o volume V do cilindro é definido

como
V=A-h.

Em particular, se a base é um circulo com raio r, entao o cilindro é um cilindro
circular com o volume V' = 7r?h [veja a Figura b)], e se a base é um retangulo com
comprimento [ e largura w, entao o cilindro é uma caixa retangular, também chamado

paralelepipedo retangular, com o volume V = lwh [veja a Figura [42)c)].

Figura 42 — Volumes de Sélidos

T 4
B |
h W
B, / !
- = {
i{a) Cilindro V=Ah {b) Cilindro circular V= wrrih {c) Caixa retangular V= [ioh

Fonte: Stewart (2016, p. 389).

Para um sélido S que nao é um cilindro, primeiramente nés o “cortamos” em
pedacos e aproximamos cada parte por um cilindro, e depois, estimamos o volume de S
adicionando os volumes dos cilindros. Assim chegamos ao volume exato de S através de
um processo de limite em que o niimero de partes torna-se grande.

Comecamos interceptando S com um plano e obtendo uma regiao plana que
¢é chamada secgao transversal de S. Seja A(z) a area da secgao transversal de S no plano
P, perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto x, onde a < x < b. (Veja a Figura )

A 4rea da seccdo transversal A(x) ird variar quando x aumenta de a para b.
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Figura 43 — Secao Transversal de S

Fonte: Stewart (2016, p. 389).

Vamos dividir S em n “fatias” de larguras iguais a Az usando os planos
P,,, P,,, - para fatiar o sélido. Se escolhermos pontos amostrais =} em [z;_1,z;], po-

deremos aproximar a i-ésima fatia a um cilindro com &rea da base A(z}) e “altura” Ax.
(Veja a Figura [44).
Figura 44 — Secoes de S

¥

Aah b x 0 = = X
EE S a=x; & Xz X3 Xy X5 Xs »=h

Fonte: Stewart (2016, p. 390).

O volume desse cilindro é A(xf)Az, assim, uma aproximagao para a nossa

concepgao intuitiva do volume da i-ésima fatia .S; é

Adicionando os volumes dessas fatias, obtemos uma aproximagao para o volume total do

sélido (isto é, o que pensamos intuitivamente como volume):

V(S) ~ Z A(x])Azx.

Esta aproximacao parece melhorar quando n — oo. Portanto, definimos o volume como
o limite dessas somas quando n — oco. Mas reconhecemos o limite da soma de Riemann

como uma integral definida, e dessa forma temos a seguinte definicao.
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Definicao 2.9 Seja S um solido que estd entre v = a e x = b. Se a drea da sec¢ao
transversal de S no plano Py, passando por x e perpendicular ao eizo z, é A(x), onde A

€ uma funcao continua, entdo o volume de S €
n b
=1 Alx)) Az = A )
Vv nl_}n()loz_; (x])Ax /a (x)dx

Quando usamos a defni¢ao de volume V = fabA(x)das, ¢ importante lem-
brar que A(x) é a drea de uma seccao transversal mével, obtida fatiando em z per-
pendicularmente ao eixo x, e observe que, para um cilindro, a area da seccao transver-
sal é constante: A(xz) = A para todo z. Entao, nossa definigdo de volume resulta em
V= fab Adz = A(b — a); isso coincide com a féormula V' = Ah.

Exemplo 2.11 Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regigo R delimitada

pelas curvas y =2 — §x, y=0,xr =1, =2; em torno do eixo X.

Solucao: Se fizermos a rotacao em torno do eixo X obteremos o sélido mostrado na Fi-

gura [45]

Figura 45 — Regiao R e o Sélido Gerado

Fonte: Stewart (2016, p. A83).

. : : 1 ) .
Quando fatiamos pelo ponto x, obtemos um disco com raio 2 — 3% A area da seccao

T O Y (R

e o volume do cilindro é aproximadamente (um disco de expessura Azx) é

transversal é

A(r)Az = {7? (4 — 2+ %)} Az.

O solido se encontra entre z = 1 e x = 2, assim o seu volume é:



) - (1w -0y

96 — 48 + 8 48 — 12 +1
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3 PRINCIPIOS DE CAVALIERI

Neste capitulo apresentaremos um pouco da biografia de Francesco Bonaven-
tura Cavalieri, traremos brevemente um pouco da historia dos Principios de Cavalieri, bem
como os citaremos, e por fim, enunciaremos e demonstraremos os Principios de Cavalieri

como teoremas para areas e para volumes.

3.1 UM POUCO DA HISTORIA DE FRANCESCO BONAVENTURA CAVALIERI

Francesco Bonaventura Cavalieri, nascido em 1598 na cidade de Milao, na
Italia, foi um sacerdote matematico, discipulo de Galileu. Estudou astronomia, trigono-
metria esférica e calculo logaritmo. Na sua trajetéria de vida, no ano de 1615 entrou para
a ordem jesuita em Milao e em 1616 se tranfereriu para o monastério de Pisa, se formou
na Universidade de Pisa, onde se interessou por matematica apds conhecer Galileu, por
meio do Cardeal Federico Borromeo. Em 1621, tornou-se assistente do Cardeal Federico
Borromeo no monastério de Milao. Em 1623 depois de ensinar teologia, tornou-se prior
de Sao Pedro, em Lodi, e apds trés anos, foi para o monastério de Parma. Em 1629 foi
professor na Universidade de Bolonha, nomeado para cadeira de matematica, periodo este
em que ja estava desenvolvendo a famosa teoria dos indivisiveis, a qual apresentou em
1635 na sua obra Geometria indivisibilis continuorum nova, que deu inicio a uma nova
era para a geometria e abriu o caminho para a introducao do célculo integral.

A geometria proposta por Cavalieri foi o primeiro passo rumo ao célculo in-
finitesimal. Ponderava que toda figura plana seria formada por retangulos de largura
infinitesimal, chamados de indivisiveis, e com esta nova visao, permitia-se concluir que se
duas figuras planas comprimidas entre retas paralelas formam uma relacao constante, as
areas das figuras também possuem a mesma relacao. E assim, consolidou que se estabe-
lecer dois so6lidos com a mesma altura, estes terao volumes iguais se as sec¢oes planas de
iguais altura possuirem a mesma area. (Principio de Cavalieri).

Francesco Bonaventura Cavalieri ficou conhecido pelo Principio de Cavalieri e

faleceu em 30 de novembro de 1598 na Bolonha, Italia.

3.2 UM POUCO DA HISTORIA DO PRINCIPIO DE CAVALIERI

O matematico italiano Bonaventura Cavalieri, foi considerado o autor do
método capaz de achar dreas e volumes de sélidos com mais facilidade. A principal
ideia deste método surgiu ao perceber que mesmo os sélidos com formatos geométricos
modificados seu volume permanecera o mesmo, a menos de ganho ou perda de massa.

Desta forma, considerando que dois solidos A e B sejam fatiados com igual
numero de fatias (quanto mais finas, maior a aproximagao), cortando todas a mesma

altura, e seccoes de mesma &rea, esses solidos terao aproximadamente o mesmo volume.
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3.3 PRINCIPIOS DE CAVALIERI

Principio de Cavalieri para Areas - Sejam R e S regioes limitadas de um plano, e
seja r uma reta desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r, as intersegoes
de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos seja

constante. Entao a razao entre as dreas de R e S é essa mesma constante.

Figura 46 — Principio de Cavalieri para Areas

] [ ]

Fonte: Proépria Autora.

Principio de Cavalieri para Volumes - Sejam A e B sélidos limitados, e seja o um
plano. Suponha que, para todo plano § paralelo a «a, as interse¢oes de A e B com [ sejam
vazias ou regioes tais que a razao entre suas areas seja constante. Entao a razao entre os

volumes de A e B é essa constante.

Figura 47 — Principio de Cavalieri para Volumes

Sdlido A s DS Salido B

volumes iguais

Fonte: Dolce e Pompeo (2005)).

3.4 0OS PRINCIPIOS DE CAVALIERI COMO TEOREMAS

Teorema 3.1 (Primeiro Principio de Cavalieri) - Consideremos em um plano um
sistema de coordenadas cartesianas Oxy, e seja R a regidgo delimitada pory =0,y =b> 0
e pelos graficos das fungoes continuas x = f1(y) e x = fo(y),0 < y < b, com fi(y) < fo(y)
para todo y. Seja S a regiao delimitada por y = 0,y = b > 0 e pelos grdficos das
fungées continuas x = g1(y) e x = go(y),0 < y < b, com g1(y) < ¢2(y) para todo y.
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Suponhamos que exista k > 0, tal que, fo(y) — fi(y) = k[g2(y) — g1(y)] para todo y. Entdo
A(R) = kEA(S).

Demonstracgao: Da teoria de integracao de fungoes reais temos:

awy = [[aeay = [ ( /ffj)”dx) &

_ /Ob(f2(y)—f1(y))dy =/0bk[gz(y)—gl(y)]dy
= k/b[gz@)—gl(y)]dy = k/ob (/glg:j) dx) dy
_ / /gg(y(y) drdy — é / dedy = kA(S).

O que prova o teorema, como queriamos. |

Teorema 3.2 (Segundo Principio de Cavalieri) - Consideremos um sistema de co-
ordenadas cartesianas Oxyz, e seja P um solido finito e delimitado por z =0,z = ¢ > 0
e por uma quantidade finita de grificos de fungées continuas do tipo y = f(z,2) e

= ¢g(y,z). Para cada t tal que 0 < t < ¢, seja P, a interse¢cio de P com o plano
z =1t. Seja Q outro solido finito delimitado por z = 0,z = ¢ > 0 e por uma quantidade
finita de grificos de fungoes continuas do tipo y = f(x,z) e x = g(y, z). Para cada t tal
que 0 < t < ¢, seja Q; a intersecao de (Q com o plano z = t. Suponhamos que exista
k>0 tal que A(P;) = kA(Q:) para todo t. Entao V(P) = kV(Q).

Demonstracgao: Da teoria de integracao de fungoes reais temos:

Vv(p) = ///dxdydz _ /0 //d:pdy dz
= /Oca(Pt)dz = /Ock;a(Qt)dz = /Ok //dxdy dz
Q¢
= k;/o //dxdy dz = k///dxdydz — kV(Q).
Q1 Q

O que prova o teorema, como queriamos.
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4 TEOREMAS DE PAPPUS-GULDIN

Neste capitulo apresentaremos um pouco da biografia de Pappus de Alexandria
e de Paul Guldin, traremos brevemente um pouco da histéria do Teorema de Pappus-
Guldin e por fim, enunciaremos e demonstraremos o teorema de Pappus-Guldin para

areas e para volumes.

4.1 UM POUCO DA HISTORIA DE PAPPUS DE ALEXANDRIA

Pappus de Alexandria, nascido no ano 290 d. C., foi um matematico grego,
considerado por muitos um dos mais importantes da Grécia Antiga. Geometra e também
um importante pesquisador e autor de textos sobre cientistas da antiga civilizacao grega.

Sua principal obra foi “Cole¢ao”, sua contribuicao mais importante para a
matematica, oito livros escritos em lingua grega, dos quais o primeiro e parte do segundo se
perderam. Esta obra ¢ importante por varios fatores, continha informacoes inéditas para
a epoca e hoje é uma rica fonte histérica da matematica grega, apresentando novas provas
e lemas suplementares para as obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio e Ptolomeu.
O tratado contém descobertas e generalizagoes nao encontradas em nenhuma outra obra.
Alguns dos tépicos abordados por Papus sao: Superficies de Revolucao, Geometria Plana,
Sélidos, Mecanica, Linhas retas e Tangente a certas curvas.

Descobriu varios teoremas precursores da geometria projetista e suas con-
clusoes foram ponto de partida para a invengao da geometria analitica treze anos depois,
por Descartes. Tambem escreveu sobre musica e hidrostatica.

Pappus de Alexandria faleceu em algum lugar na Grécia no ano de 350 d. C.,

aos 60 anos.

4.2 UM POUCO DA HISTORIA DE PAUL GULDIN

Paul Guldin, nascido em 12 de junho de 1577, em Mels, na Suica. Matematico
e astronomo jesuita, se formou na Pontificia Universidade Gregoriana, universidade da
igreja catolica, com sede em Roma. Foi professor de matematica em Graz e Viena, e
“ganhou destaque”por formular o teorema de Pappus, que determona a area da superficie
e o volume do sélido de revolucao.

Paul Guldin faleceu em Graz, na Austria, 03 de novembro de 1643, aos 66 anos
de idade.

4.3 UM POUCO DA HISTORIA DO TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN

O Teorema de Pappus-Guldin leva os nomes dos matematicos Pappus de Ale-
xandria e de Paul Guldin e constitui-se em uma ferramenta importante para o calculo de

areas de volumes de solidos de revolugao. Esse teorema fora estabelecido por Pappus de
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Alexandria, que por sua vez nao deixou provas formais dos teoremas indicados, e assim,
estes foram formalizados, em sua prova, por Paul Guldin, pelo qual se referencia hoje o

teorema de Pappus por Teorema de Pappus-Guldin.

4.4 TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN PARA AREAS

Teorema 4.1 A drea de uma superficie de revolugao € igual ao produto do comprimento
da curva geratriz pelo comprimento do caminho percorrido pelo centréide dessa mesma

curva ao longo da rotagao do angulo que gera a superficie.

Sendo,
L : O comprimento da curva geratriz.
y o Distancia do centroide ao eixo de rotagao X.

0: O angulo de rotacao.

A:L.g.e

Demonstracao: Considere uma curva qualquer y = f(x) > 0,a < x < b. Considere a

linha poligonal determinada pelos pontos P;, 1 < i < n, onde P; = (x;, f(z;)).

Figura 48 — Aproximacao por Poligonal

oy

1

P, , A
F. ___..-"'-.T".\ - 1 ]

|

|

|

|

|

|

w3
oy,

Xz X; 1 X I

Fonte: Stewart(2016, p. 488).

Assim, o comprimento da curva é

L= 7}3}02 |Pi_1 P

onde |P;_1 P = \/(Al‘z‘)2 + (Ayi)?, Azy = (2 — 1) e Ay = (f(zi) — f(zio1))-
Facamos nesta curva, uma rotagao de um angulo # em torno do eixo X e ob-

servemos o segmento P;_; P; da poligonal.
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Figura 49 — Rotacao da Poligonal

v

Fonte: Proépria Autora.

Veja que a area A; formada pela rotacao do segmento P,_1F; é

A = 0|P 1P (f(xm);r f(xi))

e corresponde a area de uma secao de tronco de cone.

n
Dai, a drea da rotacao da poligonal é > A;. Desta forma, fazendo n tender ao
i=1
infinito, obtemos

.\ .\ flzioa) + f(z:)
A=1 A =1 PP,
i S5 =t Solrn) (T

_ enlggoi |1 P (f(x“); f(mi))
=1

onde A é a area da figura formada pela rotacao da curva em um angulo 6.

Note que a coordenada ¥ do centréide da poligonal é dado por:

(f(ifz'—l);' f(l"i))

> PP
y: =1

> [Pim1 Bl
i=1

e tomando o limite fazendo n tender ao infinito temos a coordenada 7 do centréide da
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curva original, y = f(x).

. n—00 ; 2
y =
r}ggoZm 1]
zi1) + f(@
=Y nhj{)lozmz 1B = nlggozm 1P|( ( 1)2 ))
_ (i-1) + f(2)
=7-L = nlggOZIR 1P|( >

Portando,

Como queriamos provar. [

4.5 TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN PARA VOLUMES

Teorema 4.2 O volume de um solido de revolugcao € igual ao produto da drea da su-
perficie geratriz, pelo comprimento do caminho percorrido pelo centrdide dessa mesma
superficie ao longo da rotagao do angulo que gera o solido. Sendo,

A(S) - Area da superficie geratriz.

T : Distancia do centroide ao eixo de rotacao Y .

0: O angulo de rotacao.

V=AS)T0

Demonstragao: Considere uma regiao S qualquer no plano R? que nao intersecta o eixo

Y.
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Figura 50 — Regiao S

s

o

Fonte: Costa(2017, p.11).

Considere retangulos internos a essa regiao S, cada qual com area A;,1 < i < n, sendo
n
que a base de A; é (z; — z;,_1) e sua altura, h;. A drea da uniao desses retangulos é > A;,
i=1
que é aproximadamente a drea de S, A(S).

Figura 51 — Retangulos Justapostos em S

Fonte: Costa (2017, p.11).

n
Fazendo n — oo, temos que A(S) = lim ) A;.
Note que, rotacionando essa regiao S em € graus em torno do eixo Y, cada retangulo
descreverd um volume, V; = 5(1‘12 —x? ) h;.

Dai, o volume da rotagao da uniao de todos os retangulos €,

i=1

=1 i=1

- (931 + ZL'i_l)
=0 A
=1

Tomando o limite do volume da rotagao da uniao dos retangulos, fazendo n — oo, obtemos

o volume da rotagao da regiao S.

n—o0 2

V= lim 0y @it zin)
=1



Agora observe que a abcissa do centrdide da uniao dos retangulos é,

Entao, fazendo n — oo, teremos que a abcissa do centrdide da regiao S seré,

lim 3" 4, (%)

T =

Logo,
Folim S04, = lm Y4, (B
Tl A=l ) A =Sy
=7 AS)-0 = Hlimi T T g,
. B n—yo0 £— 2 '
=7 AS)-0 = V(S).
Portanto,

Como queriamos provar.

68
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5 APLICACOES

Neste capitulo traremos algumas aplicagoes do conteudo estudado, sobrertudo
dos Principios de Cavalieri e dos Teoremas de Pappus-Guldin apresentados anteriormente,
para fins dos cédlculos de areas e volumes de algumas figuras e solidos geométricos, por
exemplo, o calculo da area da circunferéncia, via nogoes de limites, via nocoes de integral
e também via Teorema de Pappus-Guldin e a area da elipse, via Principio de Cavalieri.
Calcularemos também alguns volumes, como, o volume do prisma e da piramide, via
Principio de Cavalieri. Volume do cone e do cilindro, via Teorema de Pappus-Guldin.
Volume da esfera via Principio de Cavalieri e também via Teorema Pappus-Guldin. Vo-
lume do elipséide via Principio de Cavalieri e por fim, drea e volume do toro via Teorema

Pappus-Guldin.

51 AREA DA CIRCUNFERENCIA (VIA NOCOES DE LIMITES)

Consideraremos a priori, a circunferéncia inscrita em um poligono regular,

como por exemplo, o hexdgono ( poligono regular de 6 lados iguais).

Figura 52 — Circunferéncia
Inscrita no Hexdgono

Fonte: Prépria Autora.

Para notacao teremos,

A, — Area do poligono.

A, — Area da circunferéncia.

P — Perimetro do poligono.

C — Comprimento da circunferéncia.

Sabemos dos conhecimentos de geometria que obtemos a area do poligono e seu perimetro,
respectivamente, por:

A,=n

~Z'Ta:AC e P=n-l~C

onde,
n — namero de lados do poligono.
[ — medida dos lados do poligono.

a — apétema (= altura do triangulo).
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Assim, fazendo n, o niimero de lados do nosso poligono tender ao infinito, teremos:

Figura 53 — Circunferéncia Aproximada por Poligonal

Fonte: Prépria Autora.

lim n—la:AC e lim nl=C.
n—oo n—oo

Tanto sua area, quanto seu perimetro se igualara com a area e o perimetro da circun-
feréencia. Como o raio da circunferéncia inscrita coincide com o apdétema do poligono,

r = a, entao temos:

i ™ A e Lmoanl=cC
n—oo 2 n—00

Lembre que, m = o e dal teremos:
r

¢ 1}1—{20 nl .oonl
== = lim —
2r 2r n—oo 21
Entao,
[ 2nl l
Ac:hmw C:hmﬂ:TQ hmn—:7’27r
n—oo 2 1 nooo 2r n—oo 21

5.2 AREA DA CIRCUNFERENCIA (VIA CALCULO INTEGRAL)

Consideremos no plano cartesiano o eixo Oxy e nele definida a seguinte
equacao: 22 4 y? = r? que descreve uma circunferéncia de raio 7, centrada na origem.
Para fins de nosso interesse, consideraremos nos nossos calculos, a semicircun-

feréncia definida na parte positiva do nosso plano.
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Figura 54 — Semicircunferéncia

Fonte: Proépria Autora.

AC T
Seja f(x) = /r? — a2, a area da regiao semi circular serd definida por 5 = [0, f(z)dx

A
Entao teremos: 76 = f_rr V1?2 — x2dx, fazendo x = rcosf,0 < 0 < w, temos dr =

—rsinf.
Agora, realizando a mudanca de intervalos teremos:

o Para x = —r, segue, —r =rcosf = cosf=—-1=0=mn

o Para x = r, segue, r =rcosf = cos) =1=60=0.

Logo,
A 0
76 = /\/ —12cos? 6 (rsinf db) / rv1 —cos?6 (rsinf) df
T 1-— 2
= r2/ (sin@)(sin ) 9:7"2/ (sin29)d9:r2/ (ﬂ) de
0 0 0 2
= 7r? 19——311120 = r? <Z_0>_1(0_0) _ 2.7
2" 1 ; 2 1 2
Portanto,
A, =

5.3 AREA DA CIRCUNFERENCIA (VIA TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN)

Consideremos o eixo Ozy e nele o segmento de extremidades (0,0) e (R,0), R >

0, como sendo a curva geratriz da regiao circular.
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Figura 55 — Circulo Gerado pelo Segmento OR

Cc

Fonte: Proépria Autora.

O comprimento da curva geratriz é L = r e seu centrdide tem coordenada T

coincidente com o seu ponto médio. Portanto a distancia do centréide ao eixo de rotacao
L, T
é, T = —.
2 . . . s
O comprimento do caminho percorrido pelo centréide desta curva em torno do

r
eixo de rotagao (a origem do eixo Ozy) é dado por, 6 -T = 27 - —.

Nestas condigoes podemos aplicar o Teorema de Pappus-Guldin para areas.

Portanto,

oS
I
<
SRS
[\
b

5.4 AREA DA ELIPSE (VIA PRINCIPIO DE CAVALIERI)

Vamos supor que b > a > 0. Consideremos um sistema de coordenadas Oxy,

2 2 2
e R a regiao semieliptica dada por T + :Z—Q <ley >0. Seja fily) = —ay/1— %2 e

a?
2
fa(y) =ay\/1— ‘Z—z, para 0 <y < b.

Demonstraremos que a area da regiao eliptica é mab.

Entao, consideremos também, o semidisco S dado por z2 4+ 3% < b* com y > 0.
Seja g1(y) = /0> — y% e ga(y) = \/b? — y? para 0 < y <b.

Tomando uma reta s paralela ao eixo Ox, e de ordenada y, a intersecgao dessa
reta com a regiao R é o segmento de comprimento fo(y) — fi(y), e com a regiao S é o

segmento de comprimento gs(y) — g1(y).
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Figura 56 — Area da Elipse via Principio de Cavalieri

¥ ¥

P A

X h X

Agora, notemos que,

) )
)~ i) = a 1—b—2—<—a 1—;)

Entao nés temos uma razao constante entre os comprimentos dos segmentos
das intersecoes de s com as regioes limitadas R e S.
. . . d . . . 7’ ~ aj
Assim, podemos aplicar o Principio de Cavalieri para dreas com razao 5 entre

0s comprimentos.

Area (R) = % Area (S)

a wb?
b 2
mab

2

Area(R) =

Essa é a drea da metade da regiao eliptica, logo,

) b
Area da Elipse é, 2 - %.

Aetipse = mab.
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5.5 VOLUME DO PRISMA

Considere um prisma de altura h e area da base A. Seja a o plano no qual
a base se apoia. Considere um paralelepipedo reto retangulo de altura h, drea da base
A = a-b que também se apoia sobre a.

Seja [ o plano paralelo a a que secciona os solidos a uma altura hg de a. O

plano 3 produz secgoes B e Bj, no prisma e no paralelepipedo, respectivamente.

Figura 57 — Volume do Prisma via Principio de Cavalieri

Fonte: Dolce e Pompeo (2005)).

Como o paralelepipedo também é um prisma, e toda secgao feita em um prisma

paralela a sua base, produz uma figura congruente a base, temos que:
A = Area(B}), A = Area(B)}) = Area(B,) = Area(B}).

Entao nés temos uma razao constante entre as areas das intersecoes de 5 com
o Prisma e com o Paralelepipedo. Logo, pelo principio de Cavalieri,
Volume(Prisma) = 1 - Volume(Paralelepipedo)

Portanto, os dois sélidos tem o mesmo volume.

Vprima = vparalelepl’pedo =A-h.

5.6 VOLUME DA PIRAMIDE

Volume de uma Piramide Triangular

Sabemos que numa piramide as seccoes paralelas a base sao semelhantes, e
ainda, duas piramide de mesma base e mesma altura tem o mesmo volume. E com base

nesses conhecimentos que afirmamos o seguinte:

Afirmacgao: O volume de uma piramide triangular é um terco do produto de sua altura
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pela area de sua base.
Prova: Considere um prisma triangular de bases ABC, AB'C" e altura h. O volume deste
prisma é V = A,pc - h. Este prisma pode ser dividido em trés piramides triangulares de

mesmo volume.

Figura 58 — Prisma de Base Triangular

Fonte: Prépria Autora.

De fato, considere as piramides de bases ABC, A'B'C’", ACC" com vértices B’, A’, B’ res-

pectivamente.

Figura 59 — Volume da Piramide

v,

Fonte: Prépria Autora.

Observe que Aapc = Aapcr € como essas piramides possuem a mesma altura h, entao

tém o mesmo volume Vapo = Vargrior.
Note também, que, Asacr = Aaccr e considerando B’ como vértice comum,

as piramides tem mesma altura, logo também terao o mesmo volume, Vicor = Vargior.

De onde segue que Vage = Vaprer = Vacer.

Portanto,
1
V;)m'sma - 3VABC’ = VABC = g‘/;orisma
1
Vpirémide - gAABC h

Volume de uma Piramide Qualquer

Afirmagao: O volume de uma piramide qualquer é um terco do produto de sua altura

pela drea de sua base.
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Prova: Basta observar que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de bases
triangulares. Seja h a altura e suponha que a base seja dividida em n triangulos.

Entao,

1

1 1 1 1
V= SAiht gy htot A h= (A + Ayt Ay) b= S A D

5.7 VOLUME DO CONE

Demonstraremos o volume do cone usando o Teorema de Pappus- Guldin.

Considere o eixo Oxy e o triangulo definido pelas retas © = 0,y = 0 e y =

h
i
.

Figura 60 — Triangulo
Y

d=+h2+7r?

Fonte: Prépria Autora.

Este triangulo é a nossa superficie geratriz, observe que rotacionando-o em

torno do eixo y, temos um cone de revolugao de altura h e raio r, com r,h > 0.

Figura 61 — Volume do Cone

Fonte: Proépria Autora.
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Agora, calculando a abcissa do centréide deste triangulo, obtemos:

r h 2
/ / x( dx / (—i + hx)dx
= 0 0 r

:h_x” e +hL e e
B 3r 2 ], 3r 2 ] 3 2
- _ha2 [ _ Ha2 - h
hz + hax [ r + hr} {—T + hr}
2r 0 2r 2
—2hr? + 3hr? h_r2
_ 6 _ 6 _T
—hr + 2hr hr 3’
2 2

O comprimento do caminho percorrido pelo contréide da superficie geratriz
em torno do eixo de rotagdo (eixo y) é dado por, T - 6.

rh

A 4rea da superficie geratriz, (a drea da regiao triangular), é A(S) = —.
Entao, agora temos condicoes de aplicar o teorema de Papuus-Guldin para
volumes. .

Portanto,

hr r
— _ = 2
Vv 5 3 T
1
= g?TT'Zh

5.8 VOLUME DO CILINDRO

Considere o retangulo limitado pelas retas x = 0,z =7,y =0,y = h, com 7, h
constantes positivas. Note que a rotacao dessa regiao retangular em torno dixo y gera um
cilindro de altura h e raio da base igual a r. (O retangulo serd a nossa superficie geratriz).

Vamos usar o Teorema de Pappus-Guldin para calcular o volume desse cilindro.
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Figura 62 — Volume do Cilindro

Fonte: Dolce e Pompeo (2005)).

Calculemos a abcissa do centréide da superficie geratriz,

T s s

/xf(a:)da: /xhdx h/:vdx

8l
I
|
|

<

Sl
I

C A ,e . ~ ,_ T
Logo, a distancia do centréide ao eixo de rotagao é T = 3

O comprimento do caminho percorrido pelo centréide da superficie geratriz em

torno do eixo de rotagao, (eixo y), é dado por T - 6.

A 4rea da superficie geratriz, (drea da regido retangular), é A(S) = rh.

A:/f(x)dx:/hd:v:h/ de="h-z|,="h-r.
0 0 0

Entao, agora temos condicoes de aplicar o teorema de Pappus-Guldin para

Veja,

volumes.

<
I
-
>
|
[\
=)
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5.9 VOLUME DA ESFERA (VIA PRINCIPIO DE CAVALIERI)

Demonstraremos o volume da esfera usando o Segundo Principio de Cavaliere,
(Principio de Cavalieri para Volumes).

Incialmente considere a semi-esfera S de equacao % + y* + 22 = R?, 2 > 0.
Agora consideremos sua intersec¢ao S; com o plano z = t.

Resultando,

.’E2+y2+t2:R2$$2+y2 — R2_t2

l‘2+y2 _ (\/ﬂ)?zTQ

Desta forma temos a descrigao de uma seccao no nivel z =+¢, com 0 <t < R,

de area,
A(S) = m?
= 7(VR? - 12)?
= w(R?—t%)

De modo anélogo, consideremos um cilindro com a seguinte equacao: z2+y? =
R? com 0 < z < R e um cone de equcao z = /22 4+ y2? com 0 < z < R.

Figura 63 — Volume do Esfera via Principio de Cavalieri

<
A

Fonte: Saraiva (2003)).

Note que o cilindro contém o cone descrito e suas interseccoes no nivel z =t
sao respectivamente as circunferéncias z? + y? = R? e 22 + y? = t2.
A coroa circular C; obtida da delimitacao destas duas circunferéncias concéntricas

tem area,

A(C) = (TR?) — (nt?) = (R — 2)

Assim as secgoes S; e Cy tem areas iguais no nivel z = t,e com isso podemos

aplicar agora o Principio de Cavalieri para volumes onde teremos que:
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O volume V(S) = Volume do Cilindro - Volume do Cone

V(S) = (WRQ-R)—(%WRQ-R)

Como o volume da esfera é o dobro do volume de S, temos que o resultado procurado é:

4 s
Vesfera = §7TR :

5.10 VOLUME DA ESFERA (VIA TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN)

Demontraremos o volume da esfera usando o Teorema de Pappus-Guldin.
Considere o semicirculo de equacao z? + y?> < 7%, com 0 < y < 1, a nossa

superficie geratriz.

O eixo de rotacao sera o eixo x, entao calculemos a ordenada do centréide da superficie
geratriz.

T = 0 (pois pelo principio de simetria o centro de massa esté sobre o eixo y)

7= 5 [ s@rd = -5 [ T

A) 2 T .2/,
2

1 " 2 377
= —2~2/(r2—x2)dx:—2-[r2x—x—]

mr 0 mr 31

2 ; 7 2 2
= —_— 7" _— — — —_— —_—

r? 3 mr? 3

4r
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Figura 64 — Volume da Esfera via Teorema de Pappus-Guldin
X

-~
o

Fonte: Dolce e Pompeo (2005).

O comprimento do caminho percorrido pelo centréide da superficie geratriz em
torno do eixo de rotagao, (eixo x), é dado por 7 - 6.

A 4rea da superficie geratriz ¢ A(S) = ~7r?.

Entao, agora temos condigoes de aplicar o Teorema de Pappus-Guldin para
volumes.

V = A(S)-y-0
1 Ld4r

V = 57'('7” 3_7'('27T
4
= —7'('7“3.

3

5.11 VOLUME DO ELIPSOIDE (VIA PRINCIPIO DE CAVALIERI) -
DEMONSTRACAO UM

. - 4
Demonstraremos que o volume do elipsdide de semieixos ab e ¢ é —mwabc.
Suponhamos que ¢ > b > a > 0.

Consideremos o semielipséide P definido por

2 2 2
x_+g;_2+z_<1z>0

Note que P é delimitado pelos planos z = 0 e z = ¢ e para cada t tal que

0 <t < ¢, ainterseccao P, de P com o plano z =t é obtida da seguinte forma:

2 2 2 2 2 2 2 _ 42
T Y t T Y v -t
et taslmatpsl-a="0
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, e A |
Seja d = s = -V — 12
c c

Entao P, é uma regiao eliptica dada por:

2 y2
(ad)2 " (bd)?

<1 tem érea igual a:

b
7(ad)(bd) = mabd® = Zx(c — 12,
c
Agora consideremos a semiesfera @) definida por 22 + 3% + 22 < ¢2, com z > 0.

Figura 65 — Volume do Elipséide com a Semiesfera

zZ =z

‘-..__HLC

Fonte: Paterline (2010).

Note que esse solido @) é delimitado pelos planos z =0 e z = ¢ e para cada t

tal que 0 <t < ¢, a interseccao ; de () com o plano z =t é dada por:

Py < =24+ <E -
Seja r =/ c? — t2.
Entao Q; é um disco de raio r e sua drea é mr? = m(c? — t?).

Notemos que para cada t, temos:

b b
drea (P,) = m(ad)(bd) = mabd? = Z(c — 12) = = drea (Q,)-
C C

Agora sim, estamos em condigoes para aplicar o Principio de Cavalieri para

ab 5 i 5
volumes, sendo — & TIazao entre as areas das secgoes.
c
Entao,

volume(P) = — -volume(Q)
c
ab 1 4
= g . 5 . §7TC
1 4
= — - —mabc.
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Observe que este é o volume do semielipséide, logo o volume que procuramos é o dobro

de resultado encontrado. Portanto o volume do elipséide sera,

Velipsside = gﬂabc.

5.12 VOLUME DO ELIPSOIDE (VIA PRINCIPIO DE CAVALIERI) -
DEMONSTRACAO DOIS

Dizemos que dois sélidos que verificam o segundo Principio de Cavalieri (O
Principio de Cavalieri para volumes) sao Cavalieri equivalentes.

Essa demostracao consiste em encontrar um tetraedro Cavalieri equivalente, a
um elipséide de semieixos a, b e c.

Considere esse elipsdide de semieixos a, b e ¢ e planos tangentes a ele nos extre-
mos do eixo de comprimento 2¢. Determinamos os segmentos AB e C'D de comprimentos
20/ e 2a+/7 , respectivamente, reversos, ortogonais um ao outro e contidos nesses pla-
nos, e além disso o seguimento que une os seus pontos médios seja uma perpendicular
comum.

Dessa forma temos o tetraedro ABC'D cortado pelo plano equatorial do elipséide
num retangulo de lados a+/7 e by/7.

Figura 66 — Volume do Elipséide com o Tetraedro

A 2inn B

-]

Fonte: Saraiva (2003)).

Afirmacao: Nonivel z =, com 0 < t < ¢, o plano paralelo ao plano equatorial determina
c? —t?
2

no elipséide a secao eliptica de semieixos (ad) e (bd), onde d =
c
2 2 2
e s ~ .~z Yy z . -
Prova: O elipsdide em questao assume a equacao — + -5 + — = 1, e sua intersecgao
a

b2 2
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com on plano z =t seré:

l’2 yQ t2
2Tpta =1
x2 y2 t2
2Te T T a
a b c
22y 22
2T T T a
a b c
entao,
22 P 22 2
S+ =d"= + = 1.
a?  b? (ad)?  (bd)?

Desta forma, chegamos a seccao eliptica de semieixos ab e bd. Calculando entao

a area desta secgao eliptica Ag,, temos:

Ap

2 —t?
. = m(ad)(bd) = w(ab)d* = mwab ( 5 ) .
c
Por outro lado a seccao no tetraedro pelo mesmo plano z =t é um retangulo de lados m
e n, onde o lado de medida m é paralelo ao seguimento AB e o de medida n paralelo ao
segmento CD.

Por semelhanca de triangulos estabelecemos as seguintes relacoes:

m c+t c+t
— = =b
by/m c " ﬁ( c )

n c—t c—t
a\/T c " aﬁ( c >

Isto nos permite calcular a area da seccao retangular Ag,;

Ag, =m-n = b\/%(C‘H).aﬁ(c—t)

c c
2 2
cc—t

= abw( 2 )

Portanto, as areas das seccoes Ap, € Ag, sao iguais e com isso podemos usar o Principio

de Cavalieri para volumes, para concluir que o volume do elipséide é igual ao volume do
tetraedro, que é gﬂabc.
Entao,

Vi

elipséide = gﬂabc‘
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5.13 AREA E VOLUME DO TORO

Consideremos no eixo Oxy a circunferéncia 2% + y? = r2, centrada na origem

ederaior,earetaxr=R,com R>0e R >r.

Figura 67 — Superficie Geratriz
)

-
o

Fonte: Propria Autora.

(0,0) (R,0)

Ao rotacionarmos essa circunferéncia em torno desta reta geramos a superficie

de revolucao denominada toro.

Figura 68 — Superficie Gerada: Toro

Fonte: Propria Autora.

Vamos calcular a area e o volume deste sélido.

Nota-se que o centréide da regiao circular é (0,0) e sua distancia ao eixo de
rotacgao, (aretaz = R) é T = R.

O comprimento do caminho percorrido pelo centréide da regiao circular, em
torno desta reta, é dado por, T - 6.

O comprimento da curva geratriz, (comprimento da circunferéncia), é dado
por, L = 27r.

A 4rea da superficie geratriz, (drea da circunferéncia), ¢ dada por, A(S) = 7r2.

Portanto, com tais informagoes, podemos usar o Teorema de Pappus-Guldin



para areas e volumes, e teremos que:

A(Toro)
A(Toro)
A(Toro)

Vv(Toro)
‘/(Toro)
‘/(Toro)

86



87

6 CONCLUSAO

Diante das dificuldades de assimilacao dos contetidos matematicos, desde os
anos inciais que por consequéncia leva ao déficit da aprendizagem também no ensino
superior, foi que pensamos na proposta desse trabalho.

As dificuldades encontradas no decorrer da trajetéria escolar se nao sanadas
geram lacunas no perfil que esta em formacao e pela prépria politica educacional o sujeito
vai levando essas dificuldades adiante fazendo com que s6 acumule até chegar o ponto do
apice, onde o mesmo ‘“radicaliza ao decidir por dois caminhos,”enfrentar o entao sofri-
mento de aprender tudo aquilo que nao absorvera no passar de todos os anos escolares,
por ventura agora “de maneira sozinha”, ou acaba por desistir de tudo, em nao ver sentido
nas coisas que por todos esses anos escrevera, pronunciara, calculara...El 0 momento em
que somos convidados a pisar no chao da realidade.

Nao caberia neste trabalho, tampouco a nds, sanar as dificuldades matematicas,
que por vezes advém de diversos fatores, visualizada de modo comum na sociedade. Porém
nos lancamos por meio deste, voltados a abordar de modo construtivo os conhecimentos
relacionados a geometria, desde os fundamentos elementais aos contetiddos um pouco mais
requisitados. Com a intencao de oferecer aos professores do ensino secundario um material
que por hora lhe sirva de apoio na mediacao de suas aulas.

Para isso é que abordamos os conteudos apresentados aqui de maneira linear
e sempre que possivel definida e exemplificada, para fins de maior clareza nos estudos
do leitor e de modo geral objetivando que nao apenas que o professor recapitule alguns
conhecimentos, mas que também os discentes se sintam confortaveis ao estudar o calculo
de areas e volumes de figuras e sélidos geométricos, vendo o porqué e de onde se conclui
tais analises que geram as férmulas estudadas, por vezes somente apresentadas e aplicadas
nas resolugoes de problemas.

Portando o nosso capitulo “Aplicagoes”estd diretamente ligado aos nossos re-
sultados, abordar de maneira mais simples os cédlculos de areas e volumes que ja conhe-
cemos ha muito tempo, porém agora do modo diferenciado onde o leitor pode se sentir
como participante ativo na construgao do conhecimento ao ver e comprender os passos
l6gicos que usamos e os prerequisitos que destacamos necessarios para fundamentar uma

boa bagagem conteudista para tal fim.
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