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“Pois qual de vos, pretendendo construir
uma torre, nao se assenta primeiro para cal-
cular a despesa e verificar se tem os meios
para a concluir? Para nao suceder que, tendo
lancado os alicerces e nao a podendo acabar,
todos os que a virem zombem dele, dizendo:
este homem comecou construir e nao pode
acabar.” (Lucas 14.28-30)



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo primordial fazer um estudo sobre algumas demons-
tracoes do Teorema Fundamental da Algebra, dando énfase a trés demonstragoes que sao
embasadas através de varidveis complexas e uma utilizando conceitos bésicos de analise
na reta. Para isso, procuramos apresentar uma nocao suficiente de varidveis complexas,
adentrando a algumas defini¢coes e resultados importantes, como Funcoes Holomorfas, a
definicao de Numero de Voltas, Teorema de Liouville, Teorema de Brouwer, Teorema de

Cauchy, Teorema de Rouché, que fundamentaram as provas apresentadas neste trabalho.

Palavras-chave: Algebra. Variaveis Complexas. Teorema Fundamental da Algebra.
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1 INTRODUCAO

Inicialmente, os processos para achar as raizes de equagoes dos babilonios,
gregos, hindus e outros eram formulados com palavras e as vezes até com versos. Com o
avanco da algebra, os matematicos comecaram a exibir equagoes de grau n, onde acabou
sendo formulado o Teorema Fundamental da Algebra.

O Teorema Fundamental da Algebra ¢ um resultado muito importante na
literatura matemadtica, pois garante que toda funcao polinomial complexa, nao constante,
possui raiz em C. Este teorema é apresentado principalmente no estudo de fungoes e
equacoes algébricas, garantindo a existéncia de suas raizes, sendo usado desde o Ensino
Médio ao Ensino Superior.

A primeira tentativa rigorosa de demonstragao do teorema foi apresentada em
1746 pelo matematico Jean Le Rond D’Alembert, porém foi encontrado uma falha, que foi
corrigido apenas em 1851 por V. Puiseux (1820-1883), apds intimeras frustragoes por parte
dos matematicos da época, na tentativa de demonstra-lo, em 1799 Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) em sua tese de doutorado apresenta a primeira demonstracao, que veio
a ser considerada correta.

Algumas fontes afirmam que a primeira demonstracao de Gauss ainda foi en-
contrado uma falha de natureza topoldgica, e a primeira demonstracao rigorosa foi pu-
blicada por Argand em 1806, porém, Gauss publica mais duas demonstragoes em 1816 e
uma nova versao da primeira demonstragao em 1849.

Diante da importancia deste resultado, e do esforco que os matematicos da
antiguidade empreenderam na elaboracao de uma demonstragao rigorosa, buscamos apre-
sentar quatro demonstragoes do Teorema Fundamental da Algebra ja existente na lite-
ratura, com o intuito de facilitar o entendimento para professores do Educacao basica
e estudantes dos cursos de licenciatura em matemaética, apresentando um estudo mais
detalhado com os pré-requisitos para a compreensao das demonstracoes.

O trabalho esta organizado em quatro capitulos: Introducao, Preliminares,
Demonstracoes do Teorema Fundamental da Algebra e a Conclusao.

No capitulo dois, introduzimos algumas defini¢oes bésicas sobre o plano com-
plexo, apresentando nogoes topoldgicas, limite e continuidade de fungdes complexas.
Também abordamos o conceito de diferenciabilidade e fungoes holomorfas e na sequéncia
apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes sobre integracao complexa.

No capitulo trés, chegamos ao assunto principal do trabalho, nele apresentamos
quatro demonstracoes do Teorema Fundamental da Algebra. A primeira demonstracao,
aborda conceitos basicos de andlise na reta, a segunda demonstragao foi feita abordando
mais fortemente compacidade e continuidade no plano complexo, na terceira demonstragao
utilizamos o Teorema de Liouville, e a quarta demonstracao foi apresentada usando o

Teorema de Rouché.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo, nos propomos dd uma nog¢ao sobre o plano complexo,
trazendo algumas defini¢oes e abordando rapidamente alguns assuntos, como limites, di-
ferenciabilidade, integral de Cauchy e dentre outros. Apresentamos as notagoes que serao
usadas no decorrer deste trabalho, para que possam subsidiar o estudo do Teorema Fun-

damental da Algebra.

2.1 Niumeros Complexos

Considere o conjunto R x R = {(z,y); z,y € R} e os pares ordenados

Definimos a adi¢ao e a multiplicagao da seguinte forma, respectivamente:

(&) (z,y) ® (z,w) = (x + 2,y + w);
(b) (z,y) ® (z,w) = (vz — yw, zw + yz).

O conjunto (R x R, &, ®) serd chamado de conjunto dos niimeros complexos e denotado
por C, onde os pares ordenados (z,y) e (z,w) sdo nimeros complexos. Usualmente, um

elemento z = (z,y) € C é escrito na forma
z =T+ 1y,

[733})
7

onde ¢ chamado de unidade imaginaria, x representa a parte real denotada por Re z

e y representa as parte imaginaria denotada por I'm z , ou seja,

Rez=x2 e Imz=y,
assim podemos escrever,

z=(Rez)+ (Imz)i.

Apresentamos algumas defini¢oes basicas sobre niimeros complexos, que serao

importantes ao longo desta secao.

Definigao 2.1 Dizemos que dois ntimeros complexos z; = xy + 1y, € 2o = Tg + iys SA0

iguais, quando 1 = x5 € Y1 = Ys.

Definigao 2.2 O conjugado de z = x+1y € C é definido como sendo o niimero complexo,

dado por Z =z — iy.
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Definicao 2.3 Dados z; = x1 + 1y1,20 = 22 + iys € C a soma e produto de nimeros

complexos é definido, respectivamente, por:

(a) 21 + 29 = (21 + x2) + (v1 + Y2)7;
(b) 21 - 20 = (122 — 11Y2) + (T1y2 + X211 )1

Proposicao 2.1 Dados z,w € C arbitrarios, valem as seguintes propriedades:

(a) z+w =%+ w;

(b)zZ-w =z w.

Demonstracao: Provaremos o item (a) e deixaremos o item (b) como exercicio.

Considere os nimeros complexos z = x1 + iy; € W = o + 1Yz, Assim z + w =
(714 22) +i(y1 + y2), dai

z+w = (z1+x2) — (Y1 +y2)
= (21 —iy1) + (22 —iy2)

= Z4+w.
O
A proxima definicao nos apresenta a nocao de médulo para os nimeros com-
plexos.
Definicao 2.4 Dado um numero complexo z = x + iy, definimos seu modulo por

o = Vo TP,

Exercicio 2.1 Mostre que as seguintes propriedades se verificam para qualquer z € C :

(a) z+Z =2Re z;

Proposicao 2.2 Dados z,w € C arbitrarios, valem as seguintes propriedades:

a) 2] = |z};

(

(b)[z + w] < [2] + [wl;
(©) |z +w[ > [[2] = [wl];
(

d) [z - w| = |z[[w].

Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).
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Proposigao 2.3 Se w e ¢ sdo nimeros complexos tais que |w + ¢| < |c| e t é um nimero
real tal que 0 < ¢ < 1, entdo |[tw + ¢| < |¢].

Demonstragao: Sabemos por hipétese que
w+ ¢ < e,

daf segue que |w + c|* < |¢]?, entdo (w + ¢)(w + ¢) < |¢|?, 0 que implica que

WW + we + we + ¢ < |ef?, assim |w]? + we + we + |¢f* < |c|* assim temos que
|w|? + we + we < 0,
como 0 < t < 1, entao t(|w|? + we + wc) < 0, agora notemos que
t2|w|* + twe + twe < t|w|* + twe + twe,
pois t2 < t. Logo,

tw|* + twe + twe < 0
= t*|lw]* + twe + twe + |¢f? < |cf?
= |tw+cf> <|c]?

= |tw+c| <|c|.

Apresentamos a definicao de simétrico para os nimeros complexos.

Definigao 2.5 O simétrico de z = x 41y € C é definido como sendo o niimero complexo

dado por
—z = (—z) +i(-y).
Considere o nimero complexo z = z + 1y, existe 6 € [0, 27| tal que as partes
reais e imagindrias de z podem ser representadas respectivamente por x = |z|cosf e

y = |z|senf, assim z pode ser escrito na forma polar
z = |z|(cos @ + isend),

tal 8 ¢ chamado de argumento de z.

Concluimos esta secao com a expressao do produto e poténcia de niumeros

complexos na forma polar.
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Proposigao 2.4 Sejam z = |z|(cosa + isena) e w = |w|(cos f + isen ) representacoes
trigonométricas de dois nimeros complexos e n € N arbitrario, valem as igualdades:
(a) 2 - w = |z[|wl[[cos(e + B) + isen(a + B)];

(b) 2™ = |z|"[cos(na) + isen(na)].

Demonstracao: Vamos provar o item (a) e o item (b) pode ser encontrado em lezzi
(1993).

z-w = |z|.(cosa+isena).|w|.(cos B + isen f3)
= |z|.|w|.(cosa + isen a).(cos f + i sen )
= |z||w|(cos acos  + i(cos asen 3 + cos Bsen o) — sen asen 3)
= |z||w|(cos acos 5 — sen asen 8 + i(cos asen B + cos [Ssen ar)

= |z||w|[cos(a + B) + isen(a + B)).

2.2 Nocgoes topolégicas, Limite e Continuidade de Fungoes Complexas

Inicialmente, apresentamos algumas defini¢des topoldgicas, que serao primor-

diais nesta secao.

Definicao 2.6 Sejam a € C e o nimero real R > 0, entao:

(a) O conjunto Bg(a) = {z € C;|z — a| < R} é chamado bola aberta ou disco

aberto de raio R e centro a.

(b) O conjunto Bgla] = {z € C; |z —a|] < R} é chamado bola fechada ou Disco

fechado de raio R e centro a.

Definigao 2.7 Um subconjunto A de C é dito um conjunto aberto se, para cada z € A,
existe s > 0 tal que Bs(z) C A.

Definicao 2.8 Um subconjunto A de C é dito um conjunto fechado se o seu complemen-
tar C\ A é aberto.

Exemplo 2.1 A bola fechada Bg[a] é um conjunto fechado.

De fato, para provarmos que a bola fechada Bg[a] é um conjunto fechado,

basta mostrarmos que o seu complementar é aberto, ou seja, deve existir ¢ > 0 tal que
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Be(zp) esta contido no complementar de Bglal, isto é,
B () C B%[a], Yz € B%lal.

Dai, tome € = |20 —a] — R > 0. Se w € B(29) entao |w — z| < €, 0 que é

equivalente a —|w — zg| > —e. Logo

lw—a| = |w—a+ 2z —20|=(w—2)+ (20— a)|
> |20 —al — |w— 2
> |zg—al—e€

|z0 — al — (|z0 — a] — R) = R.

Portanto, B(z) C B%[a], o que significa que B$[a] é aberta e isto implica que Bg[a] é
fechado.

Defini¢ao 2.9 Dado A C C, dizemos que A é limitado se existir, r > 0 tal que A C B,(0).

Exemplo 2.2 A bola fechada Bg[z] é um conjunto limitado.

De fato, para provarmos que a bola fechada Bg|[z] é um conjunto limitado,

devemos mostrar que existe r > 0 tal que Bg|z] esta contido em B,.(0), ou seja,
BR[Z()] C BT(O), Vzo € BT(O)

Dali, tome r > |29| + R. Se w € Bglz] entao |w — zy| < R. Logo

lw—0] = |w—0+2z— 20| = [(w—20)+ (20 — 0)]
< w = 2| + [20]
< R+ |z
= |z +R<T

Portanto, concluimos que Bgr[zy] ¢ um conjunto limitado.

Definigao 2.10 Um subconjunto A de C é dito um conjunto compacto quando A é

fechado e limitado.

Observacao 2.1 A partir dos exemplos e [2.2) concluimos que a bola fechada é um
conjunto compacto.

Definicao 2.11 Se D é um subconjunto do plano e a € C, entao a é ponto de acumulagao

de D quando a bola aberta Bg(a) contém pelo menos um ponto de D distinto de a.
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Agora, apresentamos alguns conceitos importantes sobre func¢oes de uma variavel

complexa.

Definicao 2.12 Dado D C C um subconjunto nao-vazio, dizemos que f : D — C é uma

fungao complexa quando cada z € D se associa a um unico numero f(z) € C.

Definigao 2.13 Dados uma fungao f : A — C e um subconjunto S de A, dizemos que f

¢ limitada em S se existe uma constante M > 0 tal que

|f(2)] < M,
para todo z € S.

Definicao 2.14 Seja f : D — C uma fungao e zy um ponto de D. Dizemos que f ¢é

continua em zq se, para todo € > 0 existe d > 0 tal que

f(z) = f(z0)] < ¢
sempre que z € D e 0 < |z — 2| < 6, ou seja, f(D N Bs(z)) C Bo(f(20))

Exemplo 2.3 A fungao f : C — C dada por f(z) = z+ k, com k € C, é continua.

Solugao: E preciso mostrar que fixando z; € C, entao para todo € > 0 conseguiremos
0 > 0 tal que
0<|z—2]|<0=|f(2)— f(20)| <e.

Observe que,
[f(2) = f(zo)l = [z + k = (20 + k)| = |z — 20]-

Com efeito, tomamos € = §. Dai

|2 = 20| <0 =[f(z) = f(20)] <€

Proposigao 2.5 Dadas as funcgoes f,g : A — C continuas em z, entao, as fungoes f + g,

f+ge f/gsao continuas em z.
Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Exemplo 2.4 A fungao polinomial f : C — C dada por f(z) = 2"+a, 12" +...4+a12+ap
¢ continua. De fato, basta combinarmos o exemplo [2.3] e a proposicao [2.23]
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A partir do conceito de ponto de acumulacao e da definicao de funcoes de uma

variavel complexa, podemos definir o limite de fungoes complexas.

Definicao 2.15 Seja f : D — C uma fungao e 2, um ponto de acumulagao de D. Dizemos

que o lim f(z) = wy, se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
Z—20

0<|z—2| <d=|f(2) —wo| <e.

Exercicio 2.2 Sejam A C C e z5 € A. Se zy ¢ um ponto de acumulacao de A entao uma

funcao f ¢é continua em zy se e somente se lim f(z) = f(zo).
Z—20
Solucao: Suponhamos f continua em zy, dai temos que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que
|2 =20l <6 = [f(2) = f(20)| <&

Logo lim f(2) = (z0)

Agora suponhamos, que lim f(z) = f(zo) isto implica que para todo ¢ > 0
Z—20

existe 0 > 0 tal que
|z — 20| <0 = [f(2) — f(20)] <e.

Portanto, f é continua.

Exemplo 2.5 Mostrar, recorrendo a definicao que lim — =1
zZ—>—1 Z

Solugao: E necessario mostrar que dado € > 0 existe d > 0 tal que se

1
0<|z—(—z’)|<6:>’——i < €.
z
Veja que
1 1—2z-4 —i , i ,
——il=|—|=|— (4| =|-| |2+
z z z z
2
20
1 .
= ‘—‘-|z+z|.
z

. 1 .
Como z — —i, supomos que |z| > 3 Assim,

L
- —1
z

‘ 1

—‘-[z~l—i|<2-|z—|—i\.
z
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1
Assim, para que |z| > 5 é preciso que |z +i| < § = =. De fato |z| = |z +i —i| =

1
\(—z’)+(z+z')|2\—¢y—\z+z’y:1—|z+z'y>1—§:

N | N | —

Na sequéncia, apresentamos trés importantes proposicoes que serao essenciais

para a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.

Proposicao 2.6 Seja p : C — C uma funcao polinomial dada por p(z) = a,2" + ... +
a1z + ag, comn > 1ea, #0. Se q(z) = p(z + 29), entao existe 1 < k < n tal que

q(2) = p(z0) + 2*la+r(2)],
onde a # 0 e r(z) é uma func¢do polinomial com r(0) = 0.
Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2010).

Proposicao 2.7 Se p(z) = a,2" + ap_12""1 + ... + a1z + ap é uma funcao polinomial em
¢

C de grau n > 1, entédo hg_ﬂ Ip(2)] = +o0.
Z—r+00

Demonstragao: De fato, pela proposicao 2.2 temos que:

()| = |anz™ + 12" 4 ...+ a1z + ag)
> an2"| = |ap_12" 4 o+ arz + ag
> an2"| = |an_12"" — ... = |arz| — |ag

aull”] = lan_all#"] + . + [as] 2] = ao
A P
- 'Z'('“"' TR

Como |z| € R e |p(z)| € R temos que

. . (n—1 |ai| |ao]
> n e — 0
i [p(:)| > T[] (Jaul - 5 RrRRaT
sabendo que lim —— =0, para todo k € N*, entdo lim |p(z)| = +o0. O
Z—+00 ’zlk z—+00

Proposicao 2.8 Se K C C é compacto entao toda funcao continua f : K — R é

limitada e atinge seus valores méximo e minimo em K, ou seja, existem «, 8 € K tais que

fla) < f(z) < f(B) para todo z € K.

Demonstracao: Pode ser encontrada em Lima (2006).
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2.3 Derivada de Funcoes Complexas

Nesta secao, admitiremos algumas propriedades do calculo de derivada de
funcgoes reais, e introduziremos algumas defini¢oes sobre diferenciabilidade e derivada de

funcoes complexas de uma variavel complexa, abordando o conceito de fungoes holomorfas.

Definigao 2.16 Sejam A C C aberto e 2y um ponto de A. Uma funcao complexa

f: A — C é dita diferenciavel no ponto zy quando o limite

lim f(z) = f(20)

Z—r20 Z — ZO

existe. Neste caso, o limite acima é chamado a derivada de f no ponto z; e denotado por

f (20).

Proposigao 2.9 Se uma funcao f : A — C é diferenciavel em um ponto zy, entao f é

continua em zj.

Demonstragao: Pelo Exercicio , precisamos mostrar que lim f(z) = f(z9). Com

Z—20
efeito,

fz) = f(z)

Z—r20 Z—r20 Z — ZO

i () =l | Ga) + (e = 20)| = )+ 0+ £ ) = F )
O

As regras usuais de derivagao da soma, do produto e quociente de fungoes

reais, podem ser estendidas naturalmente para fungdes complexas.

Proposigao 2.10 Se f: A — C e g: A — C sao diferenciaveis em um ponto 2y, entao:

(a) Para todo ¢ € C, c¢f ¢ diferencidvel em zj e

(cf) (20) = cf (20);

(b) f + g é diferencidvel em z, e

(f +9) (20) = f (20) + g (20);:

(c) f - g é diferencidvel em z e

(f9) (20) = £ (20)9(20) + f(20)9 (20);
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(d) Quando g(zo) # 0, f/g é diferenciavel em 2z, e

f/(Zo)g(Zo) - f(Zo)gl(Zo)
9(2’0)2

(f/9) () =

Demonstragao: A prova dos itens (a) e (b) decorrem da defini¢do, e provaremos os itens
(c) e (d).

(c): Como g ¢é diferencidvel em z, temos que g é continua em zy. Logo lim g(z) = g(z0).
Z—r20
Portanto,

(f-9)(20) = nm'U“mu»—u-m@@}

_ hm:ﬂaMA—f@@m%q
_ hm:ﬂAMA—f@@M@+f@dﬂ@—f@wﬂ%q
— i [T ) 4 gy 22 9]

= f(20)9(20) + f(20)9 (20)
= (f - 9)(20) + (f - 9)(20)
= (f 9+ [-9)(2)

(d): Como g é diferencidvel em zy temos que g é continua em zy. Logo lim g(z) = g(zo).
Z—r20

Portanto,

Z—20 zZ— 20

umYmo;g[fg

Q |

—~

N

SN—

|

[

—~

N

(=]

S~—
.
1T 1
~~
e S
SR
S— | —

|
~~
—

N

(=)
— | —
.

o 9(2)o(x0)

2—20 Z— 2

= lim
Z—r20
= lim
Z—20

= (f/(Zo)g(Zo) - f(Zo)gl(Zo))

[f(z)g(zo) - f(zo)g(z)} 1 >
2= 2 9(2)g(=0)
[ﬂﬁ:i&ﬂﬂ%y_ﬂ%ﬁ@»—m%qg@; )

Z— 29 Z— 2y 9(2’0)

1
9(20)*
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Definicao 2.17 Seja A C C um aberto. Uma funcao f : A — C ¢ dita holomorfa em
um ponto zy € A quando f for diferencidvel e f* for continua no ponto zy € A. Se f for

. -, / , . 2
diferencidvel e f for continua em todos os pontos de A, diremos que f € holomorfa em

A.

Definicao 2.18 Uma funcao holomorfa f : C — C ¢ dita fungao inteira.

2.4 Integral complexa e Niimero de Voltas

Nesta segao apresentaremos alguns conceitos sobre integral de fungdes com-

plexas, destacando alguns resultados que serao importantes no decorrer do trabalho.

Definicao 2.19 Um caminho em um subconjunto A C C, é uma funcao continua =y :
[a,b] = A, com a,b € R e a < b, onde y(a) e y(b) sdo pontos inicial e final do caminho ~

respectivamente. Quando y(a) = (b) dizemos que v é um caminho fechado.

Observagao 2.2 A imagem de um caminho « é chamada de trajetéria de e denotaremos

por |7].

Defini¢ao 2.20 Um caminho 7 : [a,b] — C é dito suave se 7 é diferencidvel em todos os

pontos de [a,b] e a sua derivada 4 é continua em [a, b).

A partir do entendimento do conceito de caminho, podemos nos indagar como
um caminho 7y pode se deformar continuamente no caminho v, e assim a definicao a

seguir nos mostra como isto pode ser feito.

Definigao 2.21 Sejam 7g,7; : [a,b] — X caminhos no conjunto X C C. Uma homotopia
entre vy e 1 é uma aplicacao continua H : [a,b] x [0,1] — X, tal que

o H(s,0) =0(s) e H(s,1) =(s) Vs € [a,b];

e H(a,t) ="0(a) e H(b,t) =(b) Vt € [0,1].
Usaremos a notacao 7y, para denotar o caminho v5 = H(s,t). Desta forma, observamos

que o caminho 7, se movimenta da posicao do caminho vy até a posicao do caminho vy,

onde para todo t € [0, 1] associa um caminho ~s.

Exemplo 2.6 Seja f : Bg — C uma fungao continua e ~, : [0, 2r] — C um caminho dado

por 7, = (rcost,rsent), onde 0 < r < R. Os caminhos f(7yy) e f(yr) sdo homotépicos.

Com efeito, tomamos o caminho 7, dado no enunciado, dai notamos que sao

satisfeitas as seguintes condigdes: f(7(0)) = f(1(27)) e f(vr(0)) = f(yr(27)). Dai
definimos uma funcao H : [0,27] x [0,r] — C, dada por H(t,7) = f(7.(t)) como sendo
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uma homotopia entre os caminhos f(7y) e f(Vr)-

Apos esse breve comentario sobre homotopia, apresentamos a definicao de

integral complexa.

Defini¢ao 2.22 Dizemos que uma func¢do complexa f = u + v : [a,b] — C é integrével

em |a, b] se as fungoes reais u e v s@o integraveis em [a, b]. Neste caso sua integral é definida

/abf(t)dt - /abu(t)dt +z’/abv(t)dt.

Proposicao 2.11 Sejam f, g : [a,b] — C integraveis, u € C e ¢ €]a, b[. Entao:

por

(a) f + g é integravel em [a,b] e

b b b
t/mﬂw@W=/f@ﬁ+/ﬂMu

(b) uf ¢é integravel em [a,b] e

/ab[uf(t)]dt = u/abf(t)dt;

(c) f é integravel em [a,c] e em [a,b] e

[ = [ swas [ soa

(d) f é integravel em [a,b] e

[ swar=— [ s

(e) |f| ¢ integravel em [a,b] e

l%wﬂ<lﬂth

Demonstragao: Provaremos o item (a), e os demais podem ser encontrados em Fernandez

(2019).

Sejam f(t) = uy(t) + iv1(t) g(t) = ua(t) + ivo(t) funcodes integraveis em [a, bl
com (f + ¢)(t) = (ug + ug)(t) + i(vy + v2)(t). Como f e g s@o integraveis em [a, b] temos

que uy, v, Uz, Vg sdo fungodes reais também integraveis em [a, b], e vale
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b

b b
/ O +o@dt = [ (un+ o))t 4 / (01 + va) (£)dt

b

b
(ua (t) + us(t))dt + i / (01 (t) + va(t))dt

b b
ul(t)dt—l—/ uo(t)dt + 1 dt—l—z/ va(t

i [
bul(t)dt—i-i/abvl(t)dt—i—/ dt+z/b

b

b

I
— T T T

f(t)dt + /bg(t)dt

Proposicao 2.12 Temos que:

(a) Se f :[a,b] — C é integrével entao a funcao

- / ")t

é continua. Além disso, se f é continua em um ponto ¢ € [a, b], entdo F' é diferencidvel

€em c e

(b) Se f : [a,b] — C é diferenciavel e f ¢ integravel em [a, b], entdo

b
/ £ ()dt = F(b) — fla):

(c) Se f : [a,b] — C é continua e se g : [c,d] — R é diferencidvel com ¢
integravel em [c,d] e g([c,d]) C [a,b], entdo,

d g(d)
/ Fla(t))g (t)dt = / s

Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Defini¢ao 2.23 Se 7 : [a,b] — C é um caminho suave e se f é uma fungao complexa e

continua em ||, definimos a integral de f sobre ~ por

[ = | F 0
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Defini¢ao 2.24 Um caminho 7 : [a,b] — C é dito suave por partes se existe uma partigao
a=ty <t <..<t,=>bdointervalo [a,b] tal que, para cada 1 < k < n, a restrigao -
de v em [tx_1,tx] é um caminho suave, neste caso todo caminho suave por partes pode

ser escrito como uma soma de caminhos suaves,

Y=Yt -t T

Defini¢ao 2.25 Se v : [a,b] — C é um caminho suave por partes e se f é uma fungao

complexa em ||, definimos a integral de f sobre v por

b
/&@wz/fW@Wmm

Observacao 2.3 Note que g(t) = f(y(t))Y (t) estd definida exceto em um conjunto finito
X de pontos de [a,b] e ela é continua e limitada em [a,b] \ X, temos que a integral acima

existe. Escrevendo v como uma soma v = y1 + ... + 7y, de caminhos suaves, temos que

[Yf(Z)dZ:[/1f<2)dz+[y2f<z>dz+m+/% f(2)dz.

Proposigao 2.13 Sejam A C C, f,g : A — C continuas, v : [a,b] - Ce f:[c,d] = A

dois caminhos suaves por partes em A, e y € C, Entao:

wy[ww»+mauu=lfuMz+ngMa
GﬁAMﬂﬁwzuAﬂﬂw;

@)ﬂ@mz—/ﬂww

(d) Se v+ [ esta definido,

/wﬁf(z)dzzLf(z)dz+/3f(z)dz'

Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).
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Defini¢ao 2.26 Seja v : [a,b] — C um caminho suave por partes, definimos o compri-

mento de vy por

I(y) = / Iy (1) dt.

Proposigao 2.14 Sejam 7 : [a,b] :— C um caminho suave por partes e f uma fungao

complexa definida e continua em |y|. Entao

A f(2)dz| < / £(2)ldz].

Demonstragao: Diretamente da proposicao 2.11] (d), segue que

£ F(2)dz

A oty Oa

< / POl (1)t
_ / F()lldz].
]

Proposigao 2.15 Sejam 7 : [a,b] :— C um caminho suave por partes e f uma fungao

complexa definida e continua em |y|. Suponha que
[f(2)] < M,
para todo z € |y|, onde M é uma constante. Entao

/7 f(2)dz

< MI(y).

Demonstragao: De fato,

L F(2)dz

< / F(2)]ld2] < / M]dz)
_ M/|dz\
Mi(r)
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Proposicao 2.16 Sejam A C C, um dominio e f : A — C uma funcao continua. Seja ~y

um caminho suave por partes que liga a e b com a,b € U. Entao

A f()dz = / F(2)dz,

onde a também é um caminho liga a e b.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Silva (2018).

Proposicao 2.17 Sejam A C C, f : A — C continua. Suponha que F' é uma primitiva

de f em A. Para todo caminho suave por partes em 7 : [a,b] — A, temos que
[ #e)z = Fa(v) = Faa),
-

em particular, se v é um caminho fechado entao,

Lf(z)dz = 0.

Demonstragao: : Faremos a prova em dois casos:

Caso 1: Suponhamos 7 suave.
Considere a funcao H(t) = F(y(t)) para t € [a,b]. Como as fungoes F e 7
sao diferenciaveis em todos os pontos de seus dominios, entao H também o é, assim pela

regra da cadeia,

’

H(t)=F @)y @)= f(y)y @),

para todo t € [a, b], desta forma, como H " depende de funcoes continuas concluimos que
H' também é continua. Pela proposicao m (b),

/f@wszwwwwﬁz/Hﬁwzﬂ@—ﬂwszm—me»

Caso 2: Suponhamos v suave por partes.
Como 7 é suave por partes, entao existe uma particaoa =ty < t; < ... <t, =b

de [a, b] tal que para cada 1 < k < n, v, = |[tr_1, tx] é um caminho suave

Lf(z)dz - /7 F(2)dz + 7Qf(z)d,w...+/%f(z)czz

= F(y(t) = F((a) + F(v(t2)) = F(y(ta)) + .. + F(y(b)) = F(v(tn-1))
= F(y(b)) = F(v(a)),
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como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.1 (Teorema de Cauchy para triangulos) Sejam A um subconjunto aberto de

Cewye A. Se f: A— C é continua em A e holomorfa em A\{wy}, entdo

f(z)dz =0,
oT

para todo triangulo 7" contido em A.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Observagao 2.4 Denotamos o triangulo de vértices p,q,w por T(p,q,w), e o caminho

triangular suave por partes por 9T(p, ¢, w).

Teorema 2.2 (Teorema de Cauchy- versao local) Se f : Bg(a) — C é continua e ho-
lomorfa em Bpg(a)\{wo}, entdo, existe uma fun¢do ¢ : Br(a) — C holomorfa tal que

f(20) = ¢'(20). Além disso, se v é um caminho fechado suave por partes em Br(a), entdo

/7 F(2)dz = 0.

Demonstragao: : Faremos a prova em dois passos:

Passo 1: Mostraremos que f(z) = g (2) fixando z, € Bg(a).

Considere o disco Br(a) e a funcdo g(z) definida por g(z) = [ f(t)dt. Pelo

Teorema [2.1]
/ F(t)dt = 0.
0T (a,z,20)

Assim, pela proposigao (itens (c) e (d))

!/

o) — i 1) =00

2—20 Z— 2

LS [ f(r

Z—20 z — ZO

s [ p

Z—r20 zZ— 20
_[L @+ [T f(e)dt
= lim

220 Z— 2

. 1 -
= zlgIzlo (z ~ /ZO f(t)dt) .
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Se mostrarmos que o lado direito da igualdade é igual a f(z) conseguiremos chegar em

nosso objetivo. Para isto, tomemos € > 0. Como f é continua em 2z, existe § > 0 tal que

it — 20| <d=|f(t) = f(20)] <,

dai,
1 |
Z—Zo/zo fO)dt — f(z0)| = z—Zo/ZO[f(t)—f(zo)]dt‘
1 z
< =0 [ ool
1 z
< ‘Z—Zo‘/zo e|dt|
€lz — 20|
|z — 20| - ©
Portanto,

i (o [ i) = s

20
Desta forma, concluimos que f(z) = ¢ (2).
Passo 2: Agora, mostraremos que f7 f(z)dz=0.

Como ~ é um caminho fechado e suave por partes, e g é uma primitiva de f,

entao, diretamente da proposicao [2.17]

/7 F(2)dz = 0.

[
Defini¢ao 2.27 Seja v : [a,b] — C um caminho fechado e suave por partes, definimos o

indice ou nimero de voltas de f em torno de a por

1 dz
Ind(~,a) = %/ P
v

Em outras palavras,
I ¢
Ind(vy,a) = —/ Py—“dt.
a Y

271

Observagao 2.5 As voltas realizadas no sentido anti-horario contam como positivas e as

realizadas no sentido horario como negativas.
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Exemplo 2.7 Considere o caminho 7, : [0,27] — C dado por 7, = cos(nt) + isen(nt).

Qual o nimero de voltas de 7, em torno da origem?
Com efeito, 7, (t) = cos(nt) + isen(nt), assim

7, (t) = —nsen(nt) + incos(nt) = in(cos(nt) + isen(nt)),

dai,

1 2T t ; t ) 2m ] 2 2m
Ind(~,0) = / in(cos(nt) +isen(nt)) , ﬂ/ g = _ 2min
0 0

= — = =— 1| = =n.
2mi cos(nt) + isen(nt) 27i omi ' lo  2mi

Logo, v, da n voltas em torno da origem.
Proposicao 2.18 Mostre que o Ind(y,a) é um nimero inteiro.
Demonstragao: Deixaremos como exercicio para o leitor.

Proposigao 2.19 Sejam a € C, v, 71 : [a,b] = C — {a} caminhos fechados e suaves por

partes em C — {a}. Se existe homotopia em C — {a} entre 7y e ;, entéo

Ind(v,a) = Ind(y1,a).

Demonstragao: Pela definicao de niimero de voltas temos que

Ind(~p,a) L/ dz
N

= o

o Z—a
Como ¢é continua no seu dominio, pela proposicao [2.16[ temos que
zZ—a
1 dz 1 dz
a - = )
21 Jyyz—a  2mi ), z—a
portanto,

Ind(v,a) = Ind(y1,a).
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Teorema 2.3 (Férmula integral de Cauchy - versao local) Seja f uma fun¢ao holomorfa

em um disco aberto Br(a) e seja v um caminho suave por partes em Bg(a), entdo

Mt 2)) = 5 [ 1%,
para todo z € Bg(a) \ |v|.

Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Corolario 2.1 (Férmula integral de Cauchy para derivadas - versao local) Seja f uma
fungao holomorfa em um disco aberto Bg(a) e seja v um caminho suave por partes em
Br(a) e k € N, entao

Ind(vy, 2) f®(z) = k—!/%dw,

2mi
para todo z € Bgr(a) \ |7|.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Proposigao 2.20 (Estimativa de Cauchy) Seja f : U — C uma fungao holomorfa em
Br(a) C U. Se |f(z)| < M para todo z € Bg(a), onde M > 0 é uma constante, entao

Mnl!
Rr’

[f™ ()] <
para todo n € C.

Demonstracao: Fixemos r €]0, R[ e k € N, seja 7 o circulo positivamente orientado de

centro a e raio r. Pelo corolario 2.1,

n ! f
f™(a) = %/ﬁ#dw,
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assim,

[f" ()] =

o || ]

27 ) | . 27
/ —f.tw = 're”dt‘ - i/ f(;w) dt‘
o (reft)m 2 | Jo o (eft)n

/AN
S
I =
o\..w
3

N

Teorema 2.4 (Teorema de Liouville) Toda fungao inteira limitada é constante.
Demonstragao: Suponhamos que f seja limitada, ou seja, |f(z)| < M para todo z € C,
onde M > 0. Pela Estimativa de Cauchy, sabemos que

Mnl!
Rn’

[f™(a)] <

em particular,
) M
< T
)l <
fazendo R — +o00, observamos que f (a) = 0. Portanto, f (z) = 0 para todo z € C, daf

concluimos que f é uma funcao constante. O

Lema 2.1 (Brouwer) Seja f : Br(0) — C uma fungdo continua e ~, : [0,27] — C,
dada por vg(t) = f(Rcost, Rsent) onde ¢t € [0,27]. Se P nao estd no traco de 7, e
Ind(yg, P) # 0, entao existe um ponto x € Br(0) tal que f(z) = P.

Demonstracao: Vimos no exemplo [2.6) que a funcao H(t,r) = f(y.(t)), t € [0,27], ¢
uma homotopia entre f(7yy) e f(vgr). Desta forma, suponha que ndo exista x em Bg(0)

que satisfaa a condi¢do f(z) = p, pela proposicao [2.19
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porém, observamos que f(7o) se reduz a um ponto e assim, Ind(f(yo,p)) = 0, mas a
hipé6tese garante que Ind(f(yr,p)) # 0. Logo, chegamos a um absurdo, portanto, existe
x em Bg(0) tal que f(z) = p. O

Exercicio 2.3 Seja ¢ : C — C, uma funcao polinomial dada por ¢(z) = a,_12™"' +
Um_22™2 4+ ...+ a1z + ag, com m > 1 e a,_1 # 0 Mostre que, se |z| > 1 e |z| >
|@m—1| + |@m—2| + ... + |a1]| + |aol, entao |2 > |q(z)].

Solucao: Note que

10(2)| = |ame12™ " F Qpo2™ 2+ . a1z + ag)

N

|1l + lam—2|l2™ 7 + ... + |a|2] + |aol
< amaal 2™+ lam—2| 27+ a2 + Jaol |27
= 2" (lam—1] + lam—| + ... + la1| + |ao])

< M el = e = 127

Portanto,
2™ > la(2)].
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2.5 Teorema de Rouché

No presente capitulo, apresentamos alguns resultados da teoria de residuos

que necessitamos no decorrer do trabalho.

Definigao 2.28 Seja U C C aberto e a € U. Se f : U\{a} — C é holomorfa, dizemos

que a é uma singularidade isolada de f.

Dizemos que a é uma singularidade removivel se existe g : U — C holomorfa,

tal que g |U\{a}: f.

Teorema 2.5 Seja U C C aberto, f : U\{a} — C holomorfa. Sao equivalentes:
(a) a é singularidade removivel de f;

(b) f é limitada numa vizinhanca de a;

(c) lim(z — a)f(2) = 0.
z—a
Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Definicao 2.29 Sejam U C C aberto, a € U e f: U\{a} — C holomorfa. Dizemos que

a é um poélo de f se lim |f(2)| = +o0.
zZ—a

Dizemos que a é uma singularidade essencial se a nao for pélo, nem removivel.

Proposicao 2.21 Seja f : U\{a} — C holomorfa. A singularidade a € polo se, e somente
se existe m > 1 inteiro e g : U — C holomorfa tal que g(a) # 0 e

fay = 2O

(z —a)m™’
para todo z # a onde m € a ordem ou multiplicidade do pdlo.

Demonstracao: Pode ser encontrada em Fernandez (2019).

Seja f uma funcao que tem uma singularidade isolada em um ponto zy e
+oo

f(z) = > an(z — 20)™ a expansdo em série de Laurent de f em torno de zy. Definimos,
—00

o residuo de f em zy, que denotamos por Res(f,zp), como sendo o coeficiente a_; da

expansao em série de Laurent de f em torno de zy. Se f é holomorfa em Bg(z), a

B f(©)
" /C—zo| (C - ZO)n+1 %,

formula
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nos mostra que

para qualquer 0 < r < R.

Proposigao 2.22 Seja f uma fungao holomorfa no dominio A \ {a,as, ..., a,,}. Supo-
nhamos que v C A\ {ay,a9,...,a,,} é uma curva simples, fechada, suave por partes,
orientada no sentido anti-horério, tal que a regiao fechada e limitada por ela determinada

esta contida em A e contém todos os pontos aq, as, ..., a,,. Nestas condigoes,

/f(z)dz = 2mi[Res(f,a1) + Res(f,az) + ... + Res(f,a,)].

Demonstracao: Pode ser encontrada em Silva (2018).

Proposicao 2.23 Seja f uma fungao holomorfa no dominio A \ {a,as, ..., a,}. Supo-
nhamos que v C A\ {ay,a9,...,a,,} é uma curva simples, fechada, suave por partes,
orientada no sentido anti-horario, tal que a regiao fechada e limitada por ela determinada
esta contida em A e contém todos os pontos a, as, ..., a,,. Suponhamos que esses pontos

sao polos de f e que f nao tenha zeros ao longo de . Nestas condigoes,

1)
2mi J., f(2)

dz=7Z — P,

em que Z é o numero de zeros de f na regiao interior a 7y, contados cada um com suas
multiplicidades e P é o niimero de polos de f na regiao interior a v, contados cada um

com suas ordens.
Demonstragao: Pode ser encontrada em Silva (2018).

Corolario 2.2 Nas mesmas condigoes da Proposicao[2.23] se f e n sao fungoes holomorfas

em A, entao

: . 3 (g

_— n m

27 777 (2) k) (f
k=1

Demonstracao: Pode ser encontrada em Silva (2018).

Apresentaremos duas versoes do Teorema de Rouché:
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Teorema 2.6 (Teorema de Rouché - Versao 1). Sejam A C C um dominio, e f,g: U — C
fungoes holomorfas definidas em A. Consideremos R C A uma regiao fechada e limitada,
tal que sua fronteira OR é uma curva simples, fechada, suave por partes e R\ OR um

dominio. Se para todo z € OR

1F(z) =9(=) < [f(2)],

entao f e g possui o mesmo nimero de zeros contando com as multiplicidades no interior

de R.

Demonstragao: Primeiramente, notamos que a desigualdade |f(z) — g(2)| < |f(2)|, nos
garante que f e g nao possuem zeros ao longo de JR, pois do contrario teriamos trés

possibilidade:

e f possuir z como zero ao longo de OR, isto é, f(z) = 0. Dali,
10— g(2)] < [0] = [g(z)] < 0],

o que nos da um absurdo.

e ¢ possuir z como zero ao longo de OR, isto é, g(z) = 0. Dali,

[f(z) =0l < |f ()| = [f(2)] < |f(2)];

o que nos da um absurdo.

e f e g possuirem, z como zero ao longo de IR, isto é f(z) = g(z) = 0. Dal,
0—0] < |0] = |o] < |O],

o que nos da um absurdo.

Dividimos a desigualdade |f(z) — g(z)| < |f(2)| por |f(2)| e obtemos

9(2) 9(2)
eI RRdreRt RS
Escrevendo ¢(z) = ?Z)) e derivando temos que,

S (2) = g ()f ()~ F(2)g(z) _g(2) _ f(2)g(2)
[F(2)1? f&) FEP
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Dividindo ambos os membros da igualdade acima por ¢(z), obtemos

Da proposicao 2.23] segue que
a8 e

/
v (z
Para encerrar a demonstracao, basta mostrar que — (2) d
2mi .y (0(2))
isso, orientemos o caminho JR no sentido anti-horario e suponhamos que ele é descrito

por v(t),0 <t < 1. Temos

z = 0. Para

[f(v(@) — g(y@)] < [f (v (D)),

de onde vem
lp(v(2) — 1] < [1].

Consideremos o caminho 5(t) = ¢(v(t)),0 < t < 1, fechado e suave por partes. Esse

caminho estd inteiramente contido no disco Bi(1). Portanto
/SO'(Z)d_/1 smt i LA
2 =
+ (¢(2)) o (p(1(1) B(t)
1
Porém, a integral _t nada mais é do que a integral da fungao 7(z) = — ao longo do
z

[50-f

Como o caminho [ estd contido no disco B;(1) e o ramo principal do logaritmo, logz, é

caminho £ :

uma primitiva de n(z) = — em Bj(1), segue que
z

/d—/ Zd—O
BZ Z

pelo teorema, visto que 3 é fechado, temos que Zy = Z,.
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Teorema 2.7 (Teorema de Rouché - Versao 2). Seja ¢y um caminho e P um ponto que

nao esta sobre ¢g. Se somarmos a cada ponto de ¢y um vetor v(t) tal que

()] < leolt) — PJ,
obtendo uma nova curva c;, entao

Ind(cy, P) = Ind(cy, P).

Demonstracgao: Considere o caminho
cs(t) = co(t) + sv(t); s e]0,1].

Observe que o caminho ¢s nao passa por P, pois 0 < s < 1. Note que

les(t) = Pl = |eo(t) + sv(t) = P[ = |eo(t) = P+ sv(t)]
> a(t) = Pl = [sv(t)] = eo(t) — P| = s[o(t)]
> e(t) = P =[v(t)] >0
= |eo(t) = P| > [o(t)]

Logo, temos que ¢, é uma homotopia entre ¢ e ¢; sem passar por P, portanto Ind(cy, P) =
[nd(cl, P)



38
3 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

No presente capitulo, apresentamos quatro demonstracoes do Teorema Fun-
damental da Algebra, tendo como base o que foi visto até aqui. Agora, vamos enunciar o

tao esperado Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 3.1 Toda fungao polinomial p : C — C, dada por p(z) = a,2" + a, 12" ' +
..taiz+ag e a, # 0 de grau maior ou igual a 1, possui uma raiz no corpo C dos ntimeros

complexos.

3.1 Demonstragao utilizando conceitos basicos de Analise na reta

Faremos a demonstracao em dois casos: quando n for par e quando n for impar

Caso 1: Admita n impar .

Considere,

p(Z) = anzn + anflzni1 +...+a1z+ag
n QAn—1 aj ap

= (e T T
" Zn

Entao, temos duas possibilidades:

e a, >0, p(z) = +00, quando z — +o0 e p(z) — —oo quando z — —oo. Logo, existe
20 ER; p(2) =0
e a, <0, p(z) > —o0, quando z — +00 e p(z) — +0oo quando z — —oo. Logo, existe

20 € R; p(z) = 0.

Caso 2: Agora vamos admitir n par .
Sabemos que qualquer nimero real nao negativo tem alguma raiz quadrada,
portanto, podemos afirmar que, se a e b forem nimeros reais, entao existem nimeros

complexos z; e 29, tais que
P taz+b=(z—2)(z — 2)

Diante disso vamos demonstrar por inducao relativamente ao menor inteiro nao
negativo k tal que 2¥ divide o grau n de p(z), ou seja, n|2* o que implica que n = 2*m,
onde m é impar.

Se k = 0, entao n é impar, pois resulta que n = m. Dai p(z) possui pelo menos
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uma raiz.

Suponha que o teorema ja se encontra demonstrado no caso em que o grau do

N . , k—1 / r o,

polinémio é da forma n = 2" 'm , com m impar.

Seja

@(z) = H (z — 2 — 2; — t2;25).
1<i<j<n

Entao os coeficientes de ¢;(z) sdo polindmios simétricos no z; com coeficientes reais. Logo,
podem ser expressos como polindmios simétricos elementares, ou seja, em —ay, a1, ..., (—1)"a;,
pelo que ¢(z), tem, de fato, coeficientes reais.

Além disso, o grau de ¢ é igual a

n(n —1)

= 2" m(n —1
5 m(n —1)

e m(n — 1) é impar. Logo, pela hipdtese de indugao, ¢; tem alguma raiz real; em outras
palavras z; +z; +tz;2; é real para dois elementos distintos ¢ e j de (1,...,n). Como hé mais
numeros reais do que pares (i,j) é possivel encontrar nimeros reais distintos ¢ e s tais
que z; + zj +tz;2; € z;+ z; + s2j2; sejam reais (para os mesmos ¢ e j). Consequentemente,

tanto z; + 2z; como z;z; € R e, portanto z; e z; € C, pois sao raizes do polinomio
2
24+ (21 + 22)2 + 2129

O

3.2 Demonstracao via Nogoes de continuidade e compacidade no plano com-

plexo

Nesta se¢ao, abordamos uma demonstracao usando técnicas mais elementares,
mais especificamente, fizemos uso das nocgoes de continuidade e compacidade no plano

complexo.

Faremos a demonstragao em dois passos:

Passo 1: Admita a existéncia de um ponto zy no plano complexo tal que
p(20)] < |p(2)]-
Seja

p(Z) = anZn —+ an,lznfl + ...+ a1z + ap,

uma funcao polinomial em C de grau n > 1.

Nestas condigoes, se ag = 0 entdo p(0) = 0. assim, suponhamos que ay =
p(0) # 0. Pela Proposigao ZETM Ip(2)| = +o0, ou seja, para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que |z| > 0 implica que |p(z)| > e. Dai existe 6 > 0 tal que |z| > ¢ implica que
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p(2)] > lao| = [p(0)].
Da Observagao , temos que a bola fechada Bs[0], é um conjunto compacto.
Assim, pelo teorema de Weierstrass, a fungdo z € Bs[0] — |p(2)| € R assume seu valor

minimo em algum ponto zy € Bs[0]. Assim
2] < &= [p(2)] = |p(z0)|-

Como 0 € Bjs[0] entao
[p(20)| < [p(0)].

Portanto,
p(20)| < Ip(2)],

para todo z € C.
Passo 2: Admita que zg é uma raiz de p(z), ou seja, p(zy) = 0.

Suponha por absurdo que p(zg) # 0, logo, p(29) = ¢. Considere ¢(z) = p(z+2o).
Pela proposicao temos que existe 1 < k < n, tal que

¢(2) = c+ 2Fla+r(2)],a # 0,7(0) = 0.
Como provamos no passo 1 que 2y € um ponto de minimo global temos que

Ip(20)] < [p(z + 20)| = lg(2)]-

Logo,
c <lq(2)], VzeC.

Agora, vamos mostrar que existe z; € C, tal que |¢(z1)| < |¢|. Para isto,

consideremos B = {w € C; |w + ¢| < |c|} disco aberto de centro —c e raio |c|.

Tomemos agora w € C tal que aw* = —c, ou seja, w é uma raiz k-ésima
do complexo —c/a. Note que aw® € B, pois |aw* +¢c| = | —c+¢c| =0 < |¢|, ¢ # 0.
Consideremos a funcao f : C — C dada por
f(2) = zw".

Note que f é continua. Em particular, f é continua em a. Assim, para € = |c|, existe
0 > 0 tal que

f(Bs(a)) € B:(f(a)).
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Note que B.(f(a)) = B, bastando observar que f(a) = aw* = —c e
Big(=c) ={W € C;jw — (—c)| < ||}

Por continuidade, de f, vemos que se u € Bs(a), entdao f(u) = vw* € B. Tomemos agora
a funcao

f:CoCzr—ri(z)=a+r1(2)

r1 é um polinomio e portanto uma fungao continua. Em particular, r; é continua em 0 e

r1(0) = a. Dai, existe A > 0 tal que |z — 0] = |z| < X implica que 7(z) € Bs(a). Com isso,
f(ri(2)) = ri(2)w* = (a +r(2))w" € B.
Seja 0 < t < 1 tal que |tw| < A, dai, como 7 (tw) € Bs(a) entao
f(ri(tw)) = w*(a + r(tw)) € B.

Agora, se 0 < s < 1 e z € B, entao pela Proposicao 2.3 sz € B. Portanto,
t*w*a 4+ r(tw)] € B, pois 0 < t* < 1. Logo, pondo 2z, = tw, temos que

Ha+r(z)] € B.

Como
q(z1) = c+ 2a+7(21)] = ¢(z) — c = 2Fla+7(2)] € B,
= lq(z1) — e+ <]
= [q(z1)| <.
Dali,

lg(z0)] = Ip(z1 + 20)[ < |e| = [p(20)],

o que ¢ um absurdo ja que
Ip(20)] < |p(2)|, Vz € C.

Portanto, p(zy) = 0. O

3.3 Demonstracgao via Teorema de Liouville

Considere a funcao polinomial em C dada por

-1 -2 2
P(2) = an2" + ap 12"+ an 22"+ 22" + a1z + ao,
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e suponhamos que ag # 0, pois do contrario p(0) = 0. Mostraremos que existe zy € C tal
que p(zo) = 0.
Suponhamos que p(zy) # 0, para todo zo € C, entao podemos definir a fungao

f: C — C holomorfa dada por f(z) = —
p(z)

, observe que

Note que se |z| — +oo entdo pela proposi¢ao[2.7] [p(z)| — +o0. Logo, | f(z)| —
0. Assim podemos fixar um R > 0 tal que |z| > R o que implica que |f(z)| < 1. Por outro

lado, pela continuidade de f, existe ¢ > 0 tal que
|f(2)] < ¢ Vz e Bg(0).

Portanto, |f(z)] < M onde, M =méx {1,c} para todo z € C. Logo, pelo Teorema de
Liouville a fungao f é constante, o que implica que p também o é, mas isto é um absurdo,

pois p depende de z € C. Portanto, existe zy € C tal que p(z) = 0. O

3.4 Demonstracgao via Teorema de Rouché

Nesta secao, demonstramos o Teorema Fundamental da Algebra, usando for-
temente o teorema de Rouché. E apresentamos uma demonstracao usando o teorema de

Rouché Versao 1, e outra usando o teorema de Rouché Versao 2.
Considere a funcao polinomial em C dada por
p(2) = ap2™ + ap_1 2"t + .+ ayz + ag,

e que ap = p(0) # 0. Agora, para cada r > 0 € R, consideremos o circulo 7, de raio r e
centro em 0, dado por
v = r(cost +isent), t € [0,2n],

para cada r, a imagem de p pelo circulo v, é a curva dada por

p(1(t)), t € [0,2m].

Fixando R suficientemente grande e restringindo o polinémio p ao disco Br(0),
isto é, p: Br(0) — C, assim, percebemos que estamos nas hipdteses do Lema , o qual
garante que que se Ind(p(7,),0) # 0, entao existe zp € Bgr(0), tal que p(zo) = 0.

Para concluirmos a demonstragdo, devemos mostrar que Ind(p(y.),0) # 0.

Note que podemos supor sem perda de generalidade que a, = 1, pois é o mesmo que
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dividir por a, a equacdo p(z) = 0. Nestas condigbes, temos que
p(2) = 2"+ ap_12" .. Farz +ag,
e que pode ser escrito como
p(2) = 2"+ q(2), ¢(2) = an_12"t + ...+ arz +ag.

Assim, pelo Exercicio [2.3] temos que,

la(2)] < |2"].
Tomando, R suficientemente grande para que |z| = R implique em

la(z)] < 12",

podemos escrever,
p(Yr(t)) = vr()" + q(yr(2)).

Para simplificar a notagao, facamos cg(t) = p(vr(t)), co(t) = vr(t)", e v(t) = q(vr(t)).
Dai temos,
cr(t) = co(t) + v(t),

novamente pelo Exercicio concluimos que
()] < leo(t) =0,
desta forma estamos nas hipGteses do Teorema [2.7] o qual garante que
Ind(cg,0) = Ind(c,0) = n.
Portanto, concluimos que Ind(p(7,),0) # 0. como queriamos demonstrar. [J.

Apresentaremos outra demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra,
usando o Teorema 2.6, e tem por base nogoes semelhantes, porém diferencia-se pelo fato
de nao recorrer ao numero de voltas

Assim, considere a funcao polinomial em C dada por

p(Z) = ap2" + an_lz”_l + ...+ a1z + ag,
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agora tomemos uma funcdo definida em C dada por f(z) = z". Dal observe que

1f(2) =p(2)] = 2" = (" +an 12"+ an 92"+ ..+ a2’ + arz + ap)
= | = (an12" P an_92" 2+ . ag2® a1z + ag))

-1 —2 2
= |ap_12"" F an22"" 4+ ...+ a2z” + a1z + ag.
Fazendo z suficientemente grande, temos pelo Exercicio 2.3 que
n—1 n—2 2 n
|ap_12""" + apn_o02""" + ...+ az” + a1z + ag| < |2",

Portanto,
[f(2) =p(2)| < |f(2)].

Como as fungoes f(z) e p(z) s@o holomorfas em todo C e vale a desigualdade
acima, estamos nas hipéteses do Teorema [2.6] donde podemos concluir que f e p possui o
mesmo numero de zeros contados com as suas multiplicidades, ou seja, f(z) = 2" possui

n zeros iguais a zero, logo p também possui n zeros.
O
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4 CONCLUSAO

O Teorema Fundamental da Algebra, como ressaltamos inicialmente é muito
importante em algumas disciplinas de matematica, sendo essencial, a clareza deste re-
sultado para professores da educacao basica e discentes dos cursos de Licenciatura em
Matematica, que muita das vezes nunca tiveram a oportunidade de verem uma demons-
tragao do teorema.

Desta forma, exploramos alguns assuntos sobre variaveis complexas para nos
assegurar a fundamentacao das demonstragoes, proporcionando a apresentacao de con-
ceitos e resultados importantes nesta disciplina, que favorecessem a apropriacao desde os
conceitos basicos até as demonstragoes.

A partir do que foi visto, conseguimos fazer um estudo com os pré requisitos
necessarios para apresentarmos quatro provas do resultado principal do trabalho. Po-
demos afirmar, que os resultados esperados em relacao as demonstragoes, cumpriram a
proposta inicial de apresentar uma maior clareza para os discentes do curso de licenciatura

em matematica e professores da Educacao Bésica.
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