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RESUMO 

 

O presente trabalho destina-se a estudar as curvas geodésicas em superfícies de revolução. Para 

isso, apresenta os conceitos mais elementares da Geometria Diferencial, tais como curvas 

regulares, superfícies regulares e plano tangente. Explora a primeira e a segunda formas 

fundamentais. Além disso, prova importantes resultados como as equações diferenciais das 

geodésicas e a solução geral para as equações diferenciais em superfícies de revolução. Por fim, 

são realizadas soluções da obtenção das geodésicas do cilindro, toro e esfera seguindo os 

métodos de Carmo (2014).     

 

Palavras-chave: Curvas geodésicas. Geometria Diferencial. Superfície de revolução. 

  



ABSTRACT 

The present work is intended to study the geodesic curves on surfaces of revolution. For this, it 

presents the most elementary concepts of Differential Geometry, such as regular curves, regular 

surfaces and tangent plane. It explores the first and second fundamental forms. Furthermore, it 

show important results as the differential equations of geodesics and the general solution for 

differential equation of surfaces of revolution. Finally, are made solutions from obtaining of 

geodesic on the cylinder, torus and sphere following the methods of Carmo (2014). 

 

Keywords: Differential Geometry. Geodesic curves. Surface of revolution. 
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1  INTRODUÇÃO 

A Geometria Diferencial, área da Matemática iniciada por Carl Friedrich Gauss, é 

uma teoria que estuda os objetos geométricos através de definições e técnicas estabelecidos 

pelo Cálculo Diferenciável e Integral. Neste trabalho, fazendo uso de conceitos, definições e 

resultados da Geometria Diferencial, temos a pretensão de definir e fornecer um estudo 

introdutório do conceito de curvas geodésicas.  

As curvas geodésicas possuem a propriedade, sobre uma superfície, de terem o 

menor comprimento ligando dois pontos. Esta afirmação não será provada no presente trabalho, 

pois buscaremos descrever o comportamento das geodésicas em superfícies de revolução 

seguindo os métodos apresentados em Carmo (2014).  

Desse modo, o trabalho é organizado em dois capítulos. No primeiro capítulo, 

apresentamos as noções preliminares, no qual definimos curvas regulares, superfícies regulares 

e plano tangente. Na sequência, definimos a primeira e a segunda formas fundamentais, 

demonstrando algumas de suas propriedades. Para finalizar, definimos a derivada covariante e 

expomos alguns resultados que servirão de base para o desenvolvimento de conceitos e métodos 

abordados no segundo capítulo.  

O segundo capítulo é voltado para os estudos das curvas geodésicas em superfícies 

de revolução. O conceito de geodésica é apresentado e, a seguir, alguns resultados são 

apresentados para melhor compreensão do comportamento das curvas geodésicas no espaço 

euclidiano tridimensional. As equações diferenciais das geodésicas de uma superfície são 

exibidas e demonstradas, nos quais permitirão realizar cálculos para a obtenção das curvas 

geodésicas do plano, do cilindro e do cone. 

Além disso, serviram para mostrar que em superfícies de revolução os meridianos 

parametrizados pelo comprimento de arco são sempre geodésicas e os paralelos parametrizados 

pelo comprimento de arco dependem da condição 𝑓′(𝑢) = 0 para serem geodésicas. Outro 

importante resultado do estudo das curvas geodésicas em superfícies de revolução é com 

relação as curvas geodésicas que não são nem um meridiano e nem um paralelo, no qual foi 

apresentada a solução geral para as equações das geodésicas em superfícies de revolução.     

Encerramos o segundo capítulo, expondo soluções das equações diferenciais das 

geodésicas de algumas superfícies de revolução, tais como o cilindro, a esfera e o toro. Por fim, 

constatamos que a obtenção das curvas geodésicas em certas superfícies de revolução como o 

toro e a esfera, não é um processo trivial. Isso porque, a solução geral para as equações das 

geodésicas em superfícies de revolução não resulta em uma integral de fácil resolução. 
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Dessa forma, durante os estudos para a elaboração deste trabalho nos deparamos 

com determinados trabalhos acadêmicos que foram de grande ajuda no entendimento do 

comportamento das curvas geodésicas do toro e da esfera. Utilizamos como referências 

bibliográficas as obras de Carmo (2014), Tenenblat (2008), Bruxel (2018), Pacheco (2008), 

Gutierrez (1981), Delgado (2017) e Matos (2016) para construção deste trabalho. Ademais, 

informamos que as figuras presentes no trabalho foram elaboradas no software GeoGebra e 

outras retiradas da obra Carmo (2014).      
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2 NOÇÕES PRELIMINARES 

Neste capítulo apresentaremos as principais definições e resultados necessários para 

uma melhor compreensão das geodésicas nas superfícies de revolução, que veremos no próximo 

capítulo. Para isso, faremos um resumo dos conceitos relativos a curvas regulares, superfícies 

regulares e plano tangente baseado nos textos de Carmo (2014), Tenenblat (2008) e Delgado 

(2017). Posteriormente estudaremos a primeira e segunda formas fundamentais e derivada 

covariante, que nos auxiliarão nas demonstrações realizadas no Capítulo 3.  

2.1 CURVAS REGULARES 

Definição 2.1. Uma curva diferenciável parametrizada no ℝ3 é uma aplicação diferenciável 

𝛼 ∶ 𝐼 → ℝ3, definida num intervalo aberto 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ. Assim a aplicação 𝛼, dada por 

𝛼(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ∈ ℝ3com 𝑡 ∈ 𝐼, é diferenciável se cada função real 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∶ 𝐼 →  ℝ 

é uma função diferenciável, isto é, possuem derivadas de todas ordens em todos os pontos de 

𝐼. 

Iremos denominar a variável 𝑡 como sendo o parâmetro da curva 𝛼. O conjunto 

imagem da curva 𝛼, é chamado de traço de 𝛼. Perceba que, se cada função real 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) e 

𝑧(𝑡) é uma função diferenciável, ou seja, de classe 𝐶∞, então podemos afirmar que 𝛼 é uma 

curva suave. 

Definição 2.2. O vetor 𝛼′(𝑡) = (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡)) ∈ ℝ3 é chamado de vetor tangente (ou 

vetor velocidade) da curva 𝛼 em um ponto 𝑡 ∈ 𝐼.  

Definição 2.3. A velocidade escalar da curva 𝛼 em 𝑡 ∈ 𝐼 é dada pelo módulo do vetor tangente, 

ou seja, 

|𝛼′(𝑡)| = √(𝑥′(𝑡))
2
+ (𝑦′(𝑡))

2
+ (𝑧′(𝑡))

2
. 

 

Definição 2.4. Uma curva diferenciável parametrizada 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3 é chamada regular se 

𝛼′(𝑡) ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ 𝐼. Chamamos ponto singular de 𝛼 um ponto 𝑡 ∈ 𝐼 onde 𝛼′(𝑡) = 0. 

Dessa forma, se 𝛼 for uma curva regular, então o vetor tangente 𝛼′(𝑡) aponta para 

a direção tangente à curva 𝛼 no ponto 𝛼(𝑡).    

Exemplo 2.1.  A aplicação 𝛼 ∶  ℝ → ℝ3 dada por  

𝛼(𝑡) = (𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝑡, 𝑏𝑡), 𝑡 ∈ ℝ, 
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com 𝑎 > 0 e 𝑏 ≠ 0, é uma curva diferenciável parametrizada regular, pois 𝛼′(𝑡) =

(−𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝑡, 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑡, 𝑏) ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ ℝ, cujo traço é uma hélice contido no cilindro 𝑥2 +

𝑦2 = 𝑎2. 

Exemplo 2.2. A aplicação 𝛼 ∶ ℝ →  ℝ𝟐 dada por 

𝛼(𝑡) = (𝑡, |𝑡|), 𝑡 ∈ ℝ, 

não é uma curva diferenciável parametrizada, pois a função |𝑡| não é diferenciável na origem, 

isto é, em 𝑡 = 0. 

Exemplo 2.3. A curva parametrizada 𝛼 ∶  ℝ → ℝ2 dada por  

𝛼(𝑡) = (𝑡3, 𝑡2), 𝑡 ∈ ℝ, 

é diferenciável, mas não é regular, pois 𝛼′(𝑡) = (3𝑡2, 2𝑡) = 0 para 𝑡 = 0, desse modo 𝑡 = 0 é 

um ponto singular. 

Definição 2.5. Se 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3 é uma curva diferenciável parametrizada regular, a função 

𝑠 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ dada por 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝑟)|𝑑𝑟 = ∫ √(𝑥′(𝑟))
2
+ (𝑦′(𝑟))

2
+ (𝑧′(𝑟))

2
𝑑𝑟,

𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0

 

com 𝑡0 ∈ 𝐼, é chamada função comprimento de arco da curva a partir de 𝑡0.  

Definição 2.6. Uma curva regular 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3 está parametrizada pelo comprimento de 

arco se 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝑟)|𝑑𝑟 = 𝑡 − 𝑡0,
𝑡

𝑡0

 

para todos 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝐼 com 𝑡0 ≤ 𝑡, ou seja, o comprimento de arco da curva 𝛼 de 𝑡0 a 𝑡 é igual a 

𝑡 − 𝑡0. 

Proposição 2.1. Uma curva regular 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3 está parametrizada pelo comprimento de 

arco se, e somente se, |𝛼′(𝑡)| = 1 para todo 𝑡 ∈ 𝐼. 

Demonstração. (⇐) Perceba que se |𝛼′(𝑡)| = 1 para todo 𝑡 ∈ 𝐼, temos, pela Definição 2.6, que 

𝛼 está parametrizada pelo comprimento de arco, pois 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝑟)|𝑑𝑟 = ∫ 1 =
𝑡

𝑡0

𝑡 − 𝑡0

𝑡

𝑡0

 

para todos 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝐼 com 𝑡0 ≤ 𝑡.  
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(⇒) Considere 𝑡0 ∈ 𝐼 e a função 𝑠 ∶ 𝐼 → ℝ comprimento de arco a partir de 𝑡0. Como 𝛼 está 

parametrizada pelo comprimento de arco, temos que 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝜆)|𝑑𝜆 = 𝑡 − 𝑡0

𝑡

𝑡0

, 

se 𝑡 ≥ 𝑡0. Logo, 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝜆)|𝑑𝜆 = −∫ |𝛼′(𝜆)|𝑑𝜆 = −(𝑡0 − 𝑡) = 𝑡 − 𝑡0

𝑡0

𝑡

,
𝑡

𝑡0

 

se 𝑡0 ≥ 𝑡. Desse modo, 𝑠(𝑡) = 𝑡 − 𝑡0 para todo 𝑡 ∈ 𝐼 de modo que 𝑠′(𝑡) = 1, isto é, |𝛼′(𝑡)| =

1 para qualquer 𝑡 ∈ 𝐼.                                                                                                                                 ∎  

 

2.2 SUPERFÍCIES REGULARES 

Nesta seção, formularemos a definição de superfície e analisaremos algumas 

propriedades geométricas das superfícies. Porém, podemos adiantar que uma superfície é um 

subconjunto de ℝ3 que se assemelha a uma parte de ℝ2 numa vizinhança de qualquer ponto, 

para melhor entendimento podemos citar o exemplo da Terra, que apesar de esférica, parece 

plana a um observador nela colocado.   

Definição 2.7. Um subconjunto 𝑆 ⊂ ℝ3 é uma superfície regular se, para cada 𝑝 ∈ 𝑆, existe 

uma vizinhança V de p em ℝ3 e uma aplicação 𝑋 ∶ 𝑈 → 𝑉 ∩ 𝑆 definida em um aberto 𝑈 ⊂

ℝ2 sobre 𝑉 ∩ 𝑆 ⊂ ℝ3 tal que 

1. 𝑋 é diferenciável. Isto é, se 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)), 

então as funções componentes de 𝑋, 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣) tem derivadas parciais contínuas 

de todas as ordens em 𝑈; 

2. A aplicação 𝑋 é um homeomorfismo entre 𝑈 e 𝑉 ⋂ 𝑆. Isso porque, pela condição 1, 𝑋 é 

contínua, logo 𝑋 possui inversa 𝑋−1 ∶  𝑉 ⋂ 𝑆 →   𝑈 que também é continua; 

3. (Condição de regularidade) Para todo 𝑞 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈, a diferencial 𝑑𝑋(𝑞): ℝ2  →   ℝ3 é 

injetiva. 
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Figura 2.1 – Vizinhança coordenada do ponto 𝑝 ∈ 𝑆 

 

Fonte: Carmo (2014). 

A aplicação 𝑋 é chamada uma parametrização local ou um sistema de coordenadas 

locais em uma vizinhança 𝑉 ⋂ 𝑆 de 𝑝, chamada de vizinhança coordenada. As variáveis 𝑢 e 𝑣 

são os parâmetros da superfície, já o traço da superfície é o subconjunto 𝑆 de ℝ3 adquirido pela 

imagem da aplicação 𝑋. 

Fazendo uma análise da Definição 2.7, temos que pela condição 2 obtemos pela 

injetividade que a possibilidade de autointerseções na vizinhança de uma superfície regular é 

descartada. Já na condição 3, temos que pelo menos um dos determinantes 

 
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

|,        
𝜕(𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

|    e     
𝜕(𝑥, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

| 

 

(2.1) 

é não nulo. 

Para percebemos isso, calculamos as derivadas parciais das componentes de 𝑋 

calculadas no ponto 𝑞 = (𝑢0, 𝑣0), assim obtemos 
𝜕𝑋

𝜕𝑢
 e 

𝜕𝑋

𝜕𝑣
 que correspondem às colunas da 

matriz da aplicação linear 𝑑𝑋𝑞 relativa às bases canônicas de ℝ2 e ℝ3 

 

𝑑𝑋𝑞 =

[
 
 
 
 
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣]
 
 
 
 
 

= [
𝜕𝑋

𝜕𝑢

𝜕𝑋

𝜕𝑣
]. 

 

 

(2.2) 
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Portanto, na condição 3 podemos afirmar que os vetores coluna da matriz da 

Equação (2.2) sejam linearmente independentes, isto é, que o produto vetorial 
𝜕𝑋

𝜕𝑢
×

𝜕𝑋

𝜕𝑣
 seja 

diferente do vetor nulo. Ou ainda, confirmando o fato que um dos jacobianos 
𝜕(𝑥,𝑦)

𝜕(𝑢,𝑣)
, 

𝜕(𝑥,𝑧)

𝜕(𝑢,𝑣)
 e 

𝜕(𝑦,𝑧)

𝜕(𝑢,𝑣)
 é diferente de zero. 

Contudo, podemos concluir pela condição 3 que a possibilidade de existir bicos em 

uma superfície regular é excluída, garantindo a existência de um plano tangente em todos os 

pontos de 𝑆, no qual iremos verificar na seção 2.2.1. 

Vejamos um exemplo de uma superfície regular para melhor entendimento da 

Definição 2.7. 

Exemplo 2.4. A esfera unitária 𝑆2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  ℝ3; 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1} é uma superfície 

regular. 

Primeiramente precisamos mostrar que 𝑋1 ∶ 𝑈 ⊂ ℝ2 → ℝ3 dada por  

𝑋1 = (𝑢, 𝑣,+√1 − (𝑢2 + 𝑣2)),             (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈, 

onde 𝑈 = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2; 𝑢2 + 𝑣2 < 1}, é uma parametrização de 𝑆2. Note que a imagem 𝑋1(𝑈) 

da parametrização 𝑋1 é a parte aberta de 𝑆2acima do plano 𝑥𝑦. 

A condição 1 da Definição 2.7 é satisfeita, pois as componentes de 𝑋1 são 

diferenciáveis, já que 𝑢2 + 𝑣2 < 1 então √1 − (𝑢2 + 𝑣2) > 0 para todo (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈. 

 Para verificar a condição 2 considere um ponto qualquer (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋1(𝑈) ⊂ 𝑆2, 

com 𝑋1(𝑈) ⊂ 𝑆2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 < 1 𝑒 𝑧 > 0}, se fizermos 𝑋1
−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (𝑥, 𝑦) 

temos 𝑢 e 𝑣 bem definidos, logo 𝑋1 é bijetiva. E que 𝑋1
−1 é a restrição da projeção de 𝑋1(𝑈) ⊆

𝑆 em 𝑈, que é contínua. Portanto a condição 2 é satisfeita. 

Agora para verificar a condição 3, podemos calcular um dos determinantes da 

Equação (2.1), assim 

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
= |

1 0
0 1

| = 1 ≠ 0, 

para todo 𝑞 ∈ 𝑈, satisfazendo, portanto, a condição 3. 

Por fim, cobriremos a esfera inteira utilizando seis parametrizações similares, como 

a parametrização 𝑋2 ∶ 𝑈 ⊂ ℝ2  →  ℝ3 dada por  

𝑋2(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, −√1 − (𝑢2 + 𝑣2)),                (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈, 

podemos observar que 𝑋1(𝑈) ∪ 𝑋2(𝑈) cobre a esfera menos o equador 
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{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3; 𝑥2 + 𝑦2 = 1, 𝑧 = 0}. 

Para cobrir toda a esfera, juntamente com 𝑋1 e 𝑋2, precisamos utilizar os planos 𝑥𝑧 e 𝑧𝑦 e 

definir as seguintes parametrizações: 

𝑋3(𝑢, 𝑣) = (𝑢, +√1 − (𝑢2 + 𝑣2), 𝑣), 

𝑋4(𝑢, 𝑣) = (𝑢, −√1 − (𝑢2 + 𝑣2), 𝑣), 

𝑋5(𝑢, 𝑣) = (+√1 − (𝑢2 + 𝑣2), 𝑢, 𝑣), 

𝑋6(𝑢, 𝑣) = (−√1 − (𝑢2 + 𝑣2), 𝑢, 𝑣). 

Dessa forma, mostramos que 𝑆2 é uma superfície regular. 

Figura 2.2 – Cobertura da esfera pelas 06 parametrizações 

 

Fonte: Carmo (2014). 

Definição 2.8. Se 𝑆 ⊂ ℝ3 é uma superfície regular, então uma função diferenciável 

parametrizada 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ 𝑆 é uma curva de superfície.  

A Definição 2.8 aborda as curvas de superfícies, que no caso, são curvas contidas 

em uma dada superfície. Logo, se 𝑋(𝑢, 𝑣) é uma superfície, segue que as curvas de superfícies 

possuem parametrização dada por 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), com 𝑡 ∈ ℝ.  

Definição 2.9. As curvas coordenadas de uma superfície com aplicação 𝑋(𝑢, 𝑣) são as curvas 

de superfície que obtemos fazendo um dos parâmetros 𝑢 ou 𝑣 constante, isto é, 

𝛼(𝑢) = (𝑥(𝑢, 𝑣0), 𝑦(𝑢, 𝑣0), 𝑧(𝑢, 𝑣0)),   𝑣0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒; 

𝛼(𝑣) = (𝑥(𝑢0, 𝑣), 𝑦(𝑢0, 𝑣), 𝑧(𝑢0, 𝑣)),   𝑢0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒. 
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2.2.1 Plano tangente 

A condição 3 da Definição 2.7 garante que para cada 𝑝 ∈ 𝑆, o conjunto de vetores 

tangentes às curvas parametrizadas de 𝑆, que passam por 𝑝, constituem um plano. 

Definição 2.10. Sejam 𝑆 ⊂ ℝ3 uma superfície parametrizada regular e um ponto 𝑝 ∈ 𝑆. 

Definimos 𝑤 ∈ ℝ3 como vetor tangente a 𝑆 no ponto 𝑝, se 𝑤 = 𝛼′(0) de uma curva 

parametrizada diferenciável 𝛼 ∶ (−𝜖, 𝜖) ⟶ 𝑆, com 𝛼(0) = 𝑝.  

Proposição 2.2. Seja 𝑋 ∶ 𝑈 ⟶ 𝑆 uma parametrização de uma superfície regular 𝑆 e seja 𝑞 ∈

𝑈. O subespaço vetorial de dimensão 2, 𝑑𝑋𝑞(ℝ
2) ⊂ ℝ3, coincide com o conjunto de vetores 

tangentes a 𝑆 em 𝑋(𝑞). 

Demonstração. A prova desse fato pode ser vista em (CARMO, 2014). 

Definição 2.11. O plano 𝑑𝑋𝑞(ℝ
2) é chamado de plano tangente a 𝑆 em 𝑝, denotado por 𝑇𝑝𝑆. 

A escolha de uma parametrização 𝑋 determina uma base {
𝜕𝑋

𝜕𝑢
(𝑝),

𝜕𝑋

𝜕𝑣
(𝑝)} de 𝑇𝑝𝑆 

chamada de base associada a 𝑋. Tornando a notação mais simples, escreveremos no decorrer 

do trabalho da seguinte forma 
𝜕𝑋

𝜕𝑢
(𝑝) = 𝑋𝑢 e 

𝜕𝑋

𝜕𝑣
(𝑝) = 𝑋𝑣. 

Dessa forma, qualquer vetor de 𝑇𝑝𝑆 é uma combinação linear de 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 e pode ser 

escrito como 

𝑤 = 𝑢′(0)𝑋𝑢 + 𝑣′(0)𝑋𝑣. 

Isso porque, pela Definição 2.10, temos que 𝑤 = 𝛼′(0) para alguma curva 𝛼 ∶ (−𝜖, 𝜖) ⟶ 𝑆 

com 𝛼(0) = 𝑝. Com isso, considerando uma curva 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) obtemos ao derivá-la 

pela regra da cadeia que  

𝑤 = 𝛼′(0)                                       

=
𝑑

𝑑𝑡
[𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))]|

𝑡=0
  

=
𝜕𝑋

𝜕𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
|
𝑡=0

+
𝜕𝑋

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡
|
𝑡=0

 

          = 𝑢′(0)𝑋𝑢 + 𝑣′(0)𝑋𝑣 .                  

A Figura 2.3 a seguir ilustra as curvas coordenadas da Definição 2.9 e os vetores 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣. 
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Figura 2.3 – As curvas coordenadas e os vetores 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 

 

Fonte: Carmo (2014). 

Definição 2.12. Considere uma superfície 𝑆 e um ponto 𝑞 ∈ 𝑈 ⊂ ℝ2. Podemos afirmar que um 

vetor de ℝ3 é normal a 𝑆 em 𝑞 se ele é ortogonal ao plano tangente em 𝑞, isto é, se é ortogonal 

a todos os vetores tangentes a superfície 𝑆 no ponto 𝑞. Dessa forma, o vetor normal unitário 𝑁 

no ponto 𝑞 é dado por, 

𝑁 =
𝑋𝑢 𝘹 𝑋𝑣

|𝑋𝑢 𝘹 𝑋𝑣|
. 

A aplicação 𝑁 ∶ 𝑆 ⟶ ℝ3 é diferenciável e a aplicação linear 𝑑𝑁𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑆 ⟶ 𝑇𝑝𝑆 

opera da seguinte maneira: Considere 𝛼(𝑡) uma curva parametrizada em 𝑆 com 𝛼(0) = 𝑝 e 𝑁 

restrito à curva 𝛼(𝑡). Assim, o vetor 𝑑𝑁𝑝 (𝛼′(0)) = 𝑁′(0) é um vetor de 𝑇𝑝𝑆, no qual mede a 

taxa de variação do vetor normal 𝑁 restrito à curva 𝛼(𝑡) em 𝑡 = 0. Portanto, 𝑑𝑁𝑝 (𝛼
′(0)) mede 

o quanto 𝑁 se afasta de 𝑁𝑝 em uma vizinhança de 𝑝 na direção de 𝛼′(0). Para maiores detalhes 

veja (CARMO, 2014). 

Exemplo 2.5. Considere um plano 𝑃 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3; 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑} onde (𝑎, 𝑏, 𝑐) ≠

(0,0,0). Dessa forma, temos que o vetor normal unitário 𝑁 é constante, pois 

𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(𝑎, 𝑏, 𝑐)

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 
 , 

portanto, 𝑑𝑁 ≡ 0. 
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Figura 2.4 – Plano 𝑑𝑁𝑝 = 0 

 

Fonte: Carmo (2014). 

 

2.3  PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL 

O produto interno usual do ℝ3 induz em cada plano tangente 𝑇𝑝𝑆 de uma superfície 

regular 𝑆 um produto interno, o qual será denotado por ⟨, ⟩𝑝. A esse produto interno, associamos 

a forma quadrática 𝐼𝑝 definida por  

𝐼𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑆 ⟶  ℝ 

                          𝐼𝑝(𝑤) =  ⟨𝑤,𝑤⟩𝑝 = ǁ𝑤ǁ2 ≥ 0, 

para cada 𝑤 em 𝑇𝑝𝑆.  

Definição 2.13. A forma quadrática 𝐼𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑆 ⟶  ℝ, dada por 𝐼𝑝(𝑤) =  ⟨𝑤,𝑤⟩𝑝, é chamada a 

primeira forma fundamental da superfície regular 𝑆 ⊂ ℝ3 em 𝑝 ∈ 𝑆. 

Com isso, a primeira forma fundamental nos possibilita fazer alguns cálculos 

geométricos sobre a superfície como comprimentos de curvas, ângulos de vetores tangentes, 

áreas de regiões, entre outras coisas, sem fazer menção ao espaço euclidiano ℝ3, onde a 

superfície 𝑆 está contida. 

Nesse sentido, um vetor tangente 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑆 é o vetor tangente a uma curva 

parametrizada por 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), no qual para 𝑡 = 0, temos  𝑝 = 𝛼(0) = 𝑋(𝑢0, 𝑣0) e 

𝑤 = 𝛼′(0), logo obtemos aplicando a Definição 2.13 que  

𝐼𝑝(𝑤) = 𝐼𝑝(𝛼
′(0)) = ⟨𝛼′(0), 𝛼′(0)⟩𝑝, 

assim, como 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), segue que 𝛼′(0) = 𝑤 = 𝑢′𝑋𝑢 + 𝑣′𝑋𝑣, 

             𝐼𝑝(𝑤) = ⟨𝑢′𝑋𝑢 + 𝑣′𝑋𝑣, 𝑢
′𝑋𝑢 + 𝑣′𝑋𝑣⟩𝑝 

                                                               = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩𝑝(𝑢
′)2 + 2⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩𝑝𝑢

′𝑣′ + ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩𝑝(𝑣
′)2 

                      = 𝐸(𝑢′)2 + 2𝐹𝑢′𝑣′ + 𝐺(𝑣′)2, 

onde 
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𝐸(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩𝑝, 

𝐹(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩𝑝, 

𝐺(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩𝑝, 

são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} de 𝑇𝑝𝑆. 

Proposição 2.3. Os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem as seguintes 

propriedades: 

a) 𝐸(𝑢, 𝑣), 𝐺(𝑢, 𝑣) > 0; 

b) 𝐸(𝑢, 𝑣)𝐺(𝑢, 𝑣) − 𝐹2(𝑢, 𝑣) > 0. 

Demonstração. a) 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são não nulos, logo 

𝐸(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑋𝑢 𝘹 𝑋𝑢⟩ = ǁ𝑋𝑢ǁ2 > 0 

e 

  𝐺(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑋𝑣 𝘹 𝑋𝑣⟩ = ǁ𝑋𝑣ǁ
2 > 0. 

b) Temos 𝐸(𝑢, 𝑣) = ǁ𝑋𝑢ǁ2 e 𝐺(𝑢, 𝑣) = ǁ𝑋𝑣ǁ
2, pela identidade vetorial 

ǁ𝑚 𝘹 𝑛 ǁ2 =  ǁ𝑚ǁ2ǁ𝑛ǁ2 − ⟨𝑚, 𝑛⟩2, 

segue que 

𝐸(𝑢, 𝑣)𝐺(𝑢, 𝑣) − 𝐹2(𝑢, 𝑣) = ǁ𝑋𝑢ǁ2ǁ𝑋𝑣ǁ
2 − ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩

2 = ǁ𝑋𝑢 𝘹 𝑋𝑣ǁ
2 > 0.  

                                                                                                                                                                        ∎ 

Exemplo 2.6. Seja o plano 𝑃 ⊂ ℝ3, que passa por um dado ponto 𝑝0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) e que 

contém os vetores 𝑤1 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) e 𝑤2 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) unitários ortogonais, parametrizado por 

𝑋(𝑢, 𝑣) = 𝑝0 + 𝑢𝑤1 + 𝑣𝑤2, com (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2.  

 Como 𝑋𝑢 = 𝑤1 e 𝑋𝑣 = 𝑤2, para todo (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2, temos que 

𝐸 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩ = ⟨𝑤1, 𝑤1⟩ = |𝑤1|
2 = 1, 

𝐹 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ = ⟨𝑤1, 𝑤2⟩ = 0,                 

𝐺 = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ = ⟨𝑤2, 𝑤2⟩ = |𝑤2|
2 = 1.   

Então a primeira forma fundamental fica sendo o vetor 𝑤 com coordenadas 𝑎, 𝑏 na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} 

𝐼𝑝(𝑤) = 𝐼𝑝(𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣) = 𝑎2 + 𝑏2, 

para todo (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2.  

Exemplo 2.7. Considere um cilindro reto, parametrizado por 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑜𝑠 𝑢, 𝑠𝑒𝑛 𝑢, 𝑣), com 

𝑈 = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 ;  0 < 𝑢 < 2𝜋,−∞ < 𝑣 < ∞}. 

Para conseguirmos a primeira forma fundamental, é necessário notar que 

𝑋𝑢 = (−𝑠𝑒𝑛 𝑢, 𝑐𝑜𝑠 𝑢, 0)    e    𝑋𝑣 = (0, 0, 1). 
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Assim, temos que os coeficientes são  

𝐸 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩ = 𝑠𝑒𝑛2 𝑢 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 = 1, 

𝐹 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ = 0,                                      

𝐺 = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ = 1.                                      

Dessa forma, a primeira forma fundamental do cilindro coincide com a obtida no plano 

(Exemplo 2.6) isto é, o vetor 𝑤 com coordenadas 𝑎, 𝑏 na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} 

𝐼𝑝(𝑤) = 𝐼𝑝(𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣) = 𝑎2 + 𝑏2, 

para todo (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2.  

Exemplo 2.8. Seja uma esfera parametrizada da forma 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢), 

com 0 < 𝑢 < 𝜋 𝑒 0 < 𝑣 < 2𝜋. 

 Primeiramente, temos que  

𝑋𝑢 = (−𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, −𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 

𝑋𝑣 = (−𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢  𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 0).               

Temos que,   

𝐸 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩ = 𝑟2 𝑠𝑒𝑛2𝑢 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑟2 𝑠𝑒𝑛2𝑢 𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑟2𝑐𝑜𝑠2 𝑢         

                                = 𝑟2 𝑠𝑒𝑛2𝑢 (𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑠𝑒𝑛2𝑣) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 = 𝑟2                   

                𝐹 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ = 𝑟2 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣 − 𝑟2 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 =  0 

𝐺 = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢  𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 𝑐𝑜𝑠2 𝑣                                

              = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 (𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑣) = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢.             

Portanto, a primeira forma fundamental da esfera é dada pelo o vetor 𝑤 com coordenadas 𝑎, 𝑏 

na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} 

𝐼𝑝(𝑤) = 𝐼𝑝(𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣) = 𝑎2𝑟2 + 𝑏2𝑟2 cos2 𝑢, 

para todo (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

Exemplo 2.9. Considere o toro parametrizado por  

𝑋(𝑢, 𝑣) = ((𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢). 

Segue que 

𝑋𝑢 = (−𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 ,−𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 

           𝑋𝑣 = (−(𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 0),    

desse modo, 
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𝐸 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩ = 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝑢 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝑢 𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑟2𝑐𝑜𝑠2 𝑢 

                       = 𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝑢(𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑠𝑒𝑛2𝑣) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 = 𝑟2   

𝐹 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ = (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 𝑠𝑒𝑛 𝑣 − (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑣 = 0 

𝐺 = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ = (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2  𝑠𝑒𝑛2𝑣 + (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 = (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2.      

Assim, obtemos que a primeira forma fundamental do toro é dada pelo o vetor 𝑤 com 

coordenadas 𝑎, 𝑏 na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} 

𝐼𝑝(𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣) = 𝑎2𝑟2 + (𝑎 + 𝑟 cos 𝑢)2𝑏2, 

para todo (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

 

2.4 SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL  

As propriedades geométricas locais de uma superfície regular dependem de duas 

formas fundamentais, das quais a primeira já foi definida na seção 2.3. A seguir, definiremos a 

segunda forma fundamental, que está associada aos estudos das curvaturas de curvas da 

superfície. 

Definição 2.14. Seja 𝑆 uma superfície parametrizada regular e 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) uma 

curva diferenciável em 𝑆, com 𝛼′(𝑡) = 𝑤. A segunda forma fundamental de 𝑆 em 𝑝 é a forma 

quadrática 

𝐼𝐼𝑝 ∶ 𝑇𝑝𝑆 ⟶ ℝ, 

onde para cada vetor 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑆 associa 𝐼𝐼𝑝 da seguinte maneira: 𝐼𝐼𝑝(𝑤) = ⟨𝛼′′(𝑡), 𝑁⟩, onde 

𝛼′′(𝑡) é o vetor aceleração no ponto 𝑝 e N é o vetor unitário normal à superfície no ponto 𝑝. 

Se 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑆 e como 𝑤 = 𝛼′(𝑡) = 𝑢′(𝑡)𝑋𝑢(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) + 𝑣′(𝑡)𝑋𝑣(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)). 

Fazendo 𝛼′′(𝑡), obtemos, 

 𝛼′′(𝑡) = 𝑢′′(𝑡)𝑋𝑢 + (𝑢′(𝑡))
2
𝑋𝑢𝑢 + 2𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑋𝑢𝑣 + (𝑣′(𝑡))

2
𝑋𝑣𝑣 + 𝑣′′(𝑡)𝑋𝑣. 

(2.3) 

Desse modo, aplicando a expressão (2.3) na Definição 2.14, é possível constatar que  

𝐼𝐼𝑝(𝑤) = ⟨𝛼′′(𝑡), 𝑁⟩           

                                                                        = ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑁⟩(𝑢′)2 + 2⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ 𝑢′𝑣′ + ⟨𝑋𝑣𝑣, 𝑁⟩(𝑣′)2 

                                 = 𝑒(𝑢′)2 + 2𝑓𝑢′𝑣′ + 𝑔(𝑣′)2, 

onde 

𝑒 = ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑁⟩, 

𝑓 = ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩, 

𝑔 = ⟨𝑋𝑣𝑣 , 𝑁⟩, 

são os coeficientes da segunda forma fundamental na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} de 𝑇𝑝𝑆. 
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Os vetores 𝑋𝑢, 𝑋𝑣 e 𝑁 são linearmente independentes, assim podemos expressar 

𝑋𝑢𝑢, 𝑋𝑢𝑣, 𝑋𝑣𝑢 e 𝑋𝑣𝑣 , como combinação linear de 𝑋𝑢, 𝑋𝑣 e 𝑁: 

 𝑋𝑢𝑢 = Г11
1 𝑋𝑢 + Г11

2 𝑋𝑣 + 𝑎11𝑁, (2.4) 

 𝑋𝑢𝑣 = Г12
1 𝑋𝑢 + Г12

2 𝑋𝑣 + 𝑎12𝑁, (2.5) 

 𝑋𝑣𝑢 = Г21
1 𝑋𝑢 + Г21

2 𝑋𝑣 + 𝑎21𝑁, (2.6) 

 𝑋𝑣𝑣 = Г22
1 𝑋𝑢 + Г22

2 𝑋𝑣 + 𝑎22𝑁, (2.7) 

Os coeficientes Г𝑖𝑗
𝑘 , 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2 são chamados Símbolos de Christoffel da superfície 

𝑆, nos quais são determinados em função dos coeficientes da primeira forma fundamental. Os 

𝑎𝑖𝑗 são obtidos considerando o produto interno das três primeiras relações acima com o vetor 

𝑁, assim 𝑎11 = 𝑒,  𝑎12 = 𝑎21 = 𝑓 e 𝑎22 = 𝑔.  

Para determinar os Símbolos de Christoffel, consideramos o produto interno das três 

primeiras relações com 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣, dessa forma obtemos o sistema 

{
Г11

1 𝐸 + Г11
2 𝐹 = ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑋𝑢⟩ =

1

2
𝐸𝑢,         

Г11
1 𝐹 + Г11

2 𝐺 = ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑋𝑣⟩ = 𝐹𝑢 −
1

2
𝐸𝑣 ,

 

{
Г12

1 𝐸 + Г12
2 𝐹 = ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑋𝑢⟩ =

1

2
𝐸𝑣 ,

Г12
1 𝐹 + Г12

2 𝐺 = ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑋𝑣⟩ =
1

2
𝐺𝑢,

           

{
Г22

1 𝐸 + Г22
2 𝐹 = ⟨𝑋𝑣𝑣, 𝑋𝑢⟩ = 𝐹𝑣 −

1

2
𝐺𝑢,

Г22
1 𝐹 + Г22

2 𝐺 = ⟨𝑋𝑣𝑣 , 𝑋𝑣⟩ =
1

2
𝐺𝑣 .          

 

Perceba que os Símbolos de Christoffel só dependem dos coeficientes 𝐸, 𝐹 e 𝐺 e 

das suas derivadas. Resolvendo o sistema utilizando a Regra de Cramer temos que  

 
Г11

1 =
𝐺𝐸𝑢 − 2𝐹𝐹𝑢 + 𝐹𝐸𝑣

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 , 

Г12
1 =

𝐺𝐸𝑣 − 𝐹𝐺𝑢

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 ,                

Г22
1 =

2𝐺𝐹𝑣 − 𝐺𝐺𝑢 − 𝐹𝐺𝑣

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 ,   

Г11
2 =

2𝐸𝐹𝑢 − 𝐸𝐸𝑣 − 𝐹𝐸𝑢

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 , 

Г12
2 =

𝐸𝐺𝑢 − 𝐹𝐸𝑣

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 ,               

Г22
2 =

𝐸𝐺𝑣 − 2𝐹𝐹𝑣 + 𝐹𝐺𝑢

2(𝐸𝐺 − 𝐹2)
 . 

 

 

(2.8) 

Exemplo 2.10. Vamos calcular os Símbolos de Christoffel de uma esfera parametrizada da 

forma 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢), 

com 0 < 𝑢 < 𝜋 𝑒 0 < 𝑣 < 2𝜋. 
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Temos pelo Exemplo 2.8, que os coeficientes da primeira forma fundamental da 

esfera são 𝐸 = 𝑟2, 𝐹 = 0 e 𝐺 = 𝑟2 cos2 𝑢. Daí, obtemos as seguintes derivadas 

𝐸𝑢 = 0, 𝐸𝑣 = 0, 

𝐹𝑢 = 0,   𝐹𝑣 = 0, 

                             𝐺𝑢 = −2𝑟2𝑠𝑒𝑛 𝑢 cos 𝑢,     𝐺𝑣 = 0. 

Substituindo os valores obtidos nas expressões em (2.8), temos que os Símbolos de Christoffel 

são  

Г11
1 = 0, Г11

2 = 0, 

Г12
1 = 0,             Г12

2 = −
𝑠𝑒𝑛 𝑢

cos 𝑢
 , 

                  Г22
1 = cos 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑢, Г22

2 = 0. 

 

2.5 DERIVADA COVARIANTE 

Iremos começar esta seção, dando primeiramente o conceito de campo de vetores 

em uma superfície regular para depois definirmos derivada covariante de um campo de vetores. 

Definição 2.15. Seja 𝑆 uma superfície regular. Um campo de vetores em um conjunto aberto 

𝑈 ⊂ 𝑆 é uma aplicação que associa a cada ponto 𝑝 ∈ 𝑈 um vetor 𝑤(𝑝) ∈ 𝑇𝑝𝑆. O campo de 

vetores 𝑤 é diferenciável em 𝑝 se, para alguma parametrização 𝑋 ∶ 𝑈 → 𝑋(𝑈) em 𝑝, as funções 

𝑎, 𝑏 ∶ 𝑈 → ℝ dadas por 

𝑤(𝑝) = 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑋𝑢 + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑋𝑣 

na base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} são diferenciáveis em 𝑝. 

Observação 2.1. Vale ressaltar que a Definição 2.15 não depende da escolha da parametrização 

𝑋 em 𝑝. A explicação desse fato pode ser vista em (DELGADO, 2017). 

Definição 2.16. Dado um campo de vetores diferenciável 𝑤 sobre um conjunto aberto 𝑈 ⊂ 𝑆 

contento 𝑝. Considere uma curva parametrizada diferenciável 𝛼 ∶ (−𝜀, 𝜀) → 𝑈, com 𝛼(0) = 𝑝 

e 𝛼′(0) = 𝑦, no qual 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑆, e um campo de vetores 𝑤 restrito a curva 𝛼, isto é, 𝑤(𝑡) com 

𝑡 ∈ (−𝜖, 𝜖). O vetor obtido pela projeção de 
𝑑𝑤

𝑑𝑡
(0) sobre o plano 𝑇𝑝𝑆 é chamado de derivada 

covariante em 𝑝 do campo de vetores 𝑤 em relação ao vetor 𝑦. 
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A derivada covariante em 𝑝 do campo de vetores 𝑤 em relação a 𝑦 denotaremos 

por 
𝐷𝑤

𝑑𝑡
(0). 

Figura 2.5 – Derivada covariante 
𝐷𝑤

𝑑𝑡
 

 

Fonte: Carmo (2014). 

A definição da derivada covariante está relacionada ao uso do vetor normal da 

superfície regular 𝑆 e de uma curva particular 𝛼, tangente a 𝑦 em 𝑝.  No entanto, podemos 

mostrar que a derivada covariante não depende da escolha da curva 𝛼 e que é um conceito da 

geometria intrínseca, isto é, depende apenas da primeira forma fundamental. 

De fato, considere uma parametrização 𝑋 de 𝑆 em 𝑝 e seja 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) = 𝛼(𝑡) a 

expressão da curva 𝛼 e  

𝑤(𝑡) = 𝑎(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))𝑋𝑢 + 𝑏(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))𝑋𝑣 

= 𝑎(𝑡)𝑋𝑢 + 𝑏(𝑡)𝑋𝑣 ,                        

a expressão do campo de vetores 𝑤 na parametrização 𝑋. Portanto, 

   
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑎′(𝑡)𝑋𝑢 + 𝑎(𝑡)𝑋𝑢

′ + 𝑏′(𝑡)𝑋𝑣 + 𝑏(𝑡)𝑋𝑣
′  

                                        = 𝑎(𝑋𝑢𝑢𝑢′ + 𝑋𝑢𝑣𝑣
′) + 𝑏(𝑋𝑣𝑢𝑢′ + 𝑋𝑣𝑣𝑣

′) + 𝑎′𝑋𝑢 + 𝑏′𝑋𝑣 , 

sendo que ′ denota derivação em relação a 𝑡. 

Assim, substituindo 𝑋𝑢𝑢, 𝑋𝑢𝑣, 𝑋𝑣𝑢, 𝑋𝑣𝑣 pelas expressões (2.4), (2.5) (2.6) e (2.7) 

respectivamente e lembrando que 𝑎11 = 𝑒, 𝑎12 = 𝑎21 = 𝑓 e 𝑎22 = 𝑔, obtemos 

 
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑎(Г11

1 𝑋𝑢𝑢′ + Г11
2 𝑋𝑣𝑢

′ + 𝑒𝑁𝑢′ + Г12
1 𝑋𝑢𝑣

′ + Г12
2 𝑋𝑣𝑣

′ + 𝑓𝑁𝑣′)                      

+𝑏(Г21
1 𝑋𝑢𝑢′ + Г21

2 𝑋𝑣𝑢
′ + 𝑓𝑁𝑢′ + Г22

1 𝑋𝑢𝑣′ + Г22
2 𝑋𝑣𝑣

′ + 𝑔𝑁𝑣′) + 𝑎′𝑋𝑢 + 𝑏′𝑋𝑣 
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        = (𝑎′ + 𝑎Г11
1 𝑢′ + 𝑎Г12

1 𝑣′ + 𝑏Г21
1 𝑢′ + 𝑏Г22

1 𝑣′)𝑋𝑢 

            +(𝑏′ + 𝑎Г11
2 𝑢′ + 𝑎Г12

2 𝑣′ + 𝑏Г21
2 𝑢′ + 𝑏Г22

2 𝑣′)𝑋𝑣 + (𝑎𝑒𝑢′ + 𝑎𝑓𝑣′ + 𝑏𝑓𝑢′ + 𝑏𝑔𝑣′)𝑁. 

Como 
𝐷𝑤

𝑑𝑡
(0) é a projeção ortogonal do vetor  

𝑑𝑤

𝑑𝑡
 sobre o plano tangente 𝑇𝑝𝑆, temos que 

 𝐷𝑤

𝑑𝑡
(0) = (𝑎′ + 𝑎Г11

1 𝑢′ + 𝑎Г12
1 𝑣′ + 𝑏Г21

1 𝑢′ + 𝑏Г22
1 𝑣′)𝑋𝑢 

                    +(𝑏′ + 𝑎Г11
2 𝑢′ + 𝑎Г12

2 𝑣′ + 𝑏Г21
2 𝑢′ + 𝑏Г22

2 𝑣′)𝑋𝑣. 

 

(2.9) 

Temos que 𝑦 = 𝛼′(0) = 𝑢′(0)𝑋𝑢 + 𝑣′(0)𝑋𝑣, assim a expressão (2.9) depende 

apenas do vetor 𝑦 e não da curva 𝛼. Além disso, a expressão (2.9) mostra que a derivada 

covariante depende dos Símbolos de Christoffel, isto é, da primeira forma fundamental, dessa 

forma é um conceito intrínseco. 

Se 𝑆 é um plano, temos pelo Exemplo 2.6 que os coeficientes da primeira forma 

fundamental são 𝐸 = 1, 𝐹 = 0 e 𝐺 = 1. Com isso, podemos calcular os Símbolos de 

Christoffel, assim fazendo os devidos cálculos, temos pelas equações (2.8) que Г𝑖𝑗
𝑘 = 0 para 

qualquer 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,2. Dessa forma, substituindo os Símbolos de Christoffel na Equação (2.9) 

segue que a derivada covariante é 
𝐷𝑤

𝑑𝑡
(0) = 𝑎′𝑋𝑢 + 𝑏′𝑋𝑣. Portanto, a derivada covariante 

coincide com a derivada usual de vetores no plano. 

Seguindo esse raciocínio, se imaginarmos a curva parametrizada diferenciável 𝛼(𝑡) 

em 𝑆 como a trajetória de um ponto que se move sobre a superfície, temos que 𝛼′(𝑡) é o vetor 

velocidade, 𝛼′′(𝑡) o vetor aceleração e a derivada covariante 
𝐷𝛼′

𝑑𝑡
(𝑡) do campo 𝛼′(𝑡) é a 

componente tangencial do vetor aceleração.  

Definição 2.17. Um campo de vetores diferenciável 𝑤 ao longo de uma curva parametrizada 

𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑆 é paralelo se 
𝐷𝑤

𝑑𝑡
(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ 𝐼.  

Proposição 2.4. Seja 𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑆 uma curva parametrizada e sejam 𝑣 e 𝑤 campos de vetores 

paralelos ao longo da curva 𝛼 . Assim, o produto escalar ⟨𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩ é constante. Em especial, 

|𝑣(𝑡)|,  |𝑤(𝑡)| e o ângulo entre 𝑣(𝑡) e 𝑤(𝑡) são constantes. 

Demonstração. Primeiramente, sabemos que 𝑣 e 𝑤  são campos paralelos ao longo da curva 𝛼, 

então pela Definição 2.17 obtemos que 
𝐷𝑣

𝑑𝑡
(𝑡) =

𝐷𝑤

𝑑𝑡
(𝑡) = 0, para qualquer 𝑡 ∈ 𝐼. E ainda 

podemos afirmar que 
𝑑𝑣

𝑑𝑡
(𝑡) e 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
(𝑡) são vetores normais ao plano que é tangente à superfície 

em 𝛼(𝑡), ou seja  

⟨𝑣′(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩ = ⟨𝑣(𝑡), 𝑤′(𝑡)⟩ = 0, 
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já que 𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡) ∈ 𝑇𝛼(𝑡)𝑆. Dessa forma, temos que 

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩ = ⟨𝑣′(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩ + ⟨𝑣(𝑡), 𝑤′(𝑡)⟩ = 0, 

assim, ⟨𝑣(𝑡), 𝑤(𝑡)⟩ = 𝑐𝑡𝑒.                                                                                                                       ∎ 
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3  GEODÉSICAS 

Ao longo desse capítulo, iremos nos utilizar dos conceitos e resultados obtidos no 

capítulo anterior, nos quais permitirão entender o conceito de curvas geodésicas e proposições 

necessárias para uma maior compreensão do trabalho. As curvas geodésicas são curvas 

especiais, pois possuem propriedades interessantes dentre a qual mostraremos as suas equações 

diferenciais e a obter essas curvas nas superfícies de revolução.  Para este capítulo foram 

utilizadas as referências Carmo (2014), Bruxel (2018), Pacheco (2008), Gutierrez (1981), 

Delgado (2017) e Matos (2016).   

Definição 3.1. Uma curva parametrizada, não constante, 𝛼 ∶  𝐼 → 𝑆 é chamada geodésica em 

𝑡 ∈ 𝐼 se o seu campo de vetores tangentes 𝛼′(𝑡) é paralelo ao longo de 𝛼 em 𝑡, isto é,  

𝐷𝛼′(𝑡)

𝑑𝑡
= 0. 

Dizemos que 𝛼 é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo 𝑡 ∈ 𝐼. 

Portanto, pela Proposição 2.4 segue que |𝛼′(𝑡)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. = 𝑐 ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ 𝐼. 

Desse modo, o parâmetro 𝑡 de uma geodésica parametrizada 𝛼 é proporcional ao comprimento 

de arco 𝑠(𝑡) = 𝑐 ⋅ 𝑡 de 𝛼. Assim, uma curva regular 𝛼(𝑡) contida em uma superfície 𝑆 é uma 

geodésica se o vetor aceleração satisfaz 𝛼′′(𝑡) = 0 ou é perpendicular à superfície no ponto 

𝛼(𝑡), em outras palavras, 𝛼′′(𝑡) é paralelo ao vetor 𝑁.   

Proposição 3.1. Seja 𝑆 uma superfície regular. Se 𝛼(𝑡) é uma geodésica da superfície 𝑆, então 

|𝛼′(𝑡)| é constante. 

Demonstração. Como 𝛼(𝑡) é uma curva geodésica, então 𝛼′′(𝑡) é perpendicular à superfície no 

ponto 𝛼(𝑡), ou seja, 𝛼′′(𝑡) é paralelo a 𝑁. Logo, segue que 𝛼′′(𝑡) é ortogonal ao vetor tangente 

𝛼′(𝑡). Então, obtemos pela derivada de |𝛼′(𝑡)|2que 

𝑑

𝑑𝑡
|𝛼′(𝑡)|2 =

𝑑

𝑑𝑡
 ⟨𝛼′(𝑡), 𝛼′(𝑡)⟩ = 2 ⟨𝛼′′(𝑡), 𝛼′(𝑡)⟩  = 0. 

 Portanto |𝛼′(𝑡)| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. = 𝑐 ≠ 0.                                                                                          ∎ 

Proposição 3.2. A reparametrização de uma geodésica 𝛼(𝑡) pelo comprimento de arco, 

continua sendo uma geodésica. 

Demonstração. Pela Definição 2.5 temos a função comprimento de arco como 

𝑠(𝑡) = ∫ |𝛼′(𝑟)|𝑑𝑟
𝑡

𝑡0

. 
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Desde que pela Proposição 3.1, |𝛼′(𝑡)| é uma constante, tem-se 𝑠(𝑡) = 𝑐𝑡. Considerando 

 𝛼(𝑡) = 𝛽(𝑠(𝑡)), (3.1) 

no qual 𝛽 é uma reparametrização de 𝛼 pelo comprimento de arco, calculamos a segunda 

derivada da expressão (3.1), onde obtemos 

𝛼′(𝑡) = 𝛽′(𝑠(𝑡)) ⋅ 𝑠′(𝑡), 

𝛼′′(𝑡) = 𝛽′′(𝑠(𝑡))(𝑠′(𝑡))
2
+ 𝛽′(𝑠(𝑡)) ⋅ 𝑠′′(𝑡). 

Desde que 𝑠′(𝑡) = 𝑐, tem-se 𝑠′′(𝑡) = 0 e daí 

𝛼′′(𝑡) = 𝛽′′(𝑠)𝑐2  ⇒  𝛽′′(𝑠) =
1

𝑐2
𝛼′′(𝑡). 

Portanto, o vetor 𝛽′′(𝑠) depois da reparametrização da geodésica 𝛼 é múltiplo escalar de 𝛼′′(𝑡), 

como 𝛼′′(𝑡) é paralelo a 𝑁 então 𝛽′′(𝑠) também será, o que implica que 𝛽(𝑠) é uma 

geodésica.                                                                                                                                                     ∎ 

Observação 3.1. É possível concluirmos que se em uma superfície existe uma reta 

parametrizada pelo comprimento de arco, então esta será geodésica sobre uma superfície, pois 

𝛼′′(𝑠) = 0 para todo 𝑠 ∈ 𝐼. Portanto, uma geodésica é o que mais se aproxima de uma “reta” 

sobre uma superfície. 

 

3.1 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DAS GEODÉSICAS 

Nesta seção, vamos determinar as equações diferenciais das geodésicas. Estas 

equações irão possibilitar a obtenção de resultados importantes para determinar as curvas 

geodésicas nas superfícies de revolução.   

Teorema 3.1. Uma curva parametrizada 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)), com 𝑡 ∈ ℝ  de uma superfície 

𝑆 é uma geodésica se, e somente se, as funções 𝑢(𝑡) e 𝑣(𝑡), satisfazem o sistema de equações 

 𝑢′′ + (𝑢′)2Г11
1 + 2𝑢′𝑣′Г12

1 + (𝑣′)2Г22
1 = 0 

𝑣′′ + (𝑢′)2Г11
2 + 2𝑢′𝑣′Г12

2 + (𝑣′)2Г22
2 = 0. 

 

(3.2) 

 

Demonstração. Perceba que, para conseguirmos as equações diferenciáveis que possibilitem 

obter as funções 𝑢(𝑡) e 𝑣(𝑡) das geodésicas 𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) de uma superfície regular 𝑆, 

precisamos zerar as componentes dos vetores 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 do vetor aceleração 𝛼′′(𝑡). Como o 

campo de vetores tangentes a 𝑆 é gerado por 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣, obtemos que 𝛼′(𝑡) = 𝑢′(𝑡)𝑋𝑢 + 𝑣′(𝑡)𝑋𝑣, 

assim pela Equação (2.3) temos 
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𝛼′′(𝑡) = 𝑢′′(𝑡)𝑋𝑢 + (𝑢′(𝑡))
2
𝑋𝑢𝑢 + 2𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑋𝑢𝑣 + (𝑣′(𝑡))

2
𝑋𝑣𝑣 + 𝑣′′(𝑡)𝑋𝑣 . 

Substituindo 𝑋𝑢𝑢, 𝑋𝑢𝑣 e 𝑋𝑣𝑣 pelas expressões (2.4), (2.5) e (2.7) respectivamente, lembrando 

que 𝑎11 = 𝑒, 𝑎12 = 𝑎21 = 𝑓 e 𝑎22 = 𝑔, e omitindo o parâmetro 𝑡 como forma de facilitar as 

contas, segue que 

 𝛼′′ = 𝑢′′𝑋𝑢 + 𝑣′′𝑋𝑣 + (𝑢′)2[Г11
1 𝑋𝑢 + Г11

2 𝑋𝑣 + 𝑒𝑁] 

        +2𝑢′𝑣′[Г12
1 𝑋𝑢 + Г12

2 𝑋𝑣 + 𝑓𝑁] + (𝑣′)2[Г22
1 𝑋𝑢 + Г22

2 𝑋𝑣 + 𝑔𝑁] 

 

 

 

(3.3) 

 = [𝑢′′ + (𝑢′)2Г11
1 + 2𝑢′𝑣′Г12

1 + (𝑣′)2Г22
1 ]𝑋𝑢                                                         

        +[𝑣′′ + (𝑢′)2Г11
2 + 2𝑢′𝑣′Г12

2 + (𝑣′)2Г22
2 ]𝑋𝑣 + [(𝑢′)2𝑒 + 2𝑢′𝑣′𝑓 + (𝑣′)2𝑔]𝑁. 

 

Assim se 𝛼(𝑡) é geodésica em 𝑆 para todo 𝑡 ∈ 𝐼, então 𝛼′′(𝑡) não tem componente tangencial 

à superfície, assim teremos as componentes de 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 nulas, logo de (3.3) concluímos que 

𝑢′′ + (𝑢′)2Г11
1 + 2𝑢′𝑣′Г12

1 + (𝑣′)2Г22
1 = 0 

                                              𝑣′′ + (𝑢′)2Г11
2 + 2𝑢′𝑣′Г12

2 + (𝑣′)2Г22
2 = 0.                                     

Reciprocamente se as Equações (3.2) são verdadeiras, então de (3.3) tem-se 

𝛼′′(𝑡) = [(𝑢′)2𝑒 + 2𝑢′𝑣′𝑓 + (𝑣′)2𝑔]𝑁, 

isto é, 𝛼′′(𝑡) é ortogonal a 𝑇𝛼𝑆, portanto 𝛼(𝑡) é uma geodésica.                                                    ∎ 

Exemplo 3.1. As geodésicas do plano 𝑋(𝑢, 𝑣) = 𝑝 + 𝑢𝑤1 + 𝑣𝑤2 com 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ. 

Temos pelo Exemplo 2. os coeficientes da primeira forma fundamental sendo 𝐸 = 1, 

𝐹 = 0 e 𝐺 = 1, então os Símbolos de Christoffel são, de acordo com a Equação (2.8), 

Г11
1 = 0,  Г11

2 = 0,  Г12
1 = 0,  Г12

2 = 0,  Г22
1 = 0  e  Г22

2 = 0. 

Substituindo no sistema de equações diferenciais (3.2) obtemos 

𝑢′′ = 0 

𝑣′′ = 0, 

o que implica que 𝑢′(𝑡) = 𝑏 e 𝑣′(𝑡) = 𝑑, logo 𝑢(𝑡) = 𝑎 + 𝑏𝑡 e 𝑣(𝑡) = 𝑐 + 𝑑𝑡. Portanto, 

𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑎 + 𝑏𝑡, 𝑐 + 𝑑𝑡) = 𝑝 + (𝑎 + 𝑏𝑡)𝑤1 + (𝑐 + 𝑑𝑡)𝑤2                           

= 𝑝 + 𝑎𝑤1 + 𝑐𝑤2 + (𝑏𝑤1 + 𝑑𝑤2)𝑡. 

O que nos leva a concluir que 𝛼(𝑡) é geodésica do plano se, e só se, 𝛼(𝑡) está contida em uma 

reta. 

Exemplo 3.2. Obteremos as geodésicas do cilindro parametrizado por  

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑐𝑜𝑠 𝑢 , 𝑠𝑒𝑛 𝑢, 𝑣). 
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Temos pelo Exemplo 2.7, que os coeficientes da primeira forma fundamental do 

cilindro são 𝐸 = 1, 𝐹 = 0 e 𝐺 = 1, e portanto os Símbolos de Christoffel são, de acordo com 

a Equação (2.8), 

Г11
1 = 0,  Г11

2 = 0,  Г12
1 = 0,  Г12

2 = 0,  Г22
1 = 0  e  Г22

2 = 0. 

Assim, o sistema de equações diferenciais (3.2) é 

 𝑢′′ = 0 

𝑣′′ = 0. 

 

Com isso, podemos tirar algumas conclusões a partir destas equações. Primeiro, 

temos 𝑢(𝑡) = 𝑎 + 𝑏𝑡 e 𝑣(𝑡) = 𝑐 + 𝑑𝑡, dessa forma  

𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑎 + 𝑏𝑡, 𝑐 + 𝑑𝑡) = (𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏𝑡) , 𝑠𝑒𝑛(𝑎 + 𝑏𝑡), 𝑐 + 𝑑𝑡). 

Logo, 

Se 𝑏 = 0 e 𝑑 ≠ 0, então 𝛼(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠(𝑎) , 𝑠𝑒𝑛(𝑎), 𝑐 + 𝑑𝑡) é um meridiano do cilindro. 

Figura 3.1 – Geodésicas no cilindro (meridiano) 

 

Fonte: Autora (2022). 

Se 𝑏 ≠ 0 e 𝑑 = 0, então 𝛼(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏𝑡) , 𝑠𝑒𝑛(𝑎 + 𝑏𝑡), 𝑐) é um paralelo do cilindro. 
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Figura 3.2 – Geodésicas no cilindro (Paralelo) 

 

Fonte: Autora (2022).  

Se 𝑏 ≠ 0 e 𝑑 ≠ 0, então 𝛼(𝑡) = (𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏𝑡), 𝑠𝑒𝑛(𝑎 + 𝑏𝑡), 𝑐 + 𝑑𝑡) é uma hélice do cilindro. 

Figura 3.3 – Geodésicas no cilindro (hélice) 

 

Fonte: Autora (2022). 

Portanto, as geodésicas de um cilindro circular reto ficam determinadas. 

Exemplo 3.3. As geodésicas do cone parametrizado por 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑢). 

Primeiramente, calculemos os coeficientes da primeira forma fundamental, para isso, 

𝑋𝑢 = (𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 1) 

𝑋𝑣 = (−𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 0), 

logo, 
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𝐸 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩ = 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 1 = 1 + 1 = 2 

    𝐹 = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ = −𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑣 + 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑣 = 0 

                              𝐺 = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ = 𝑢2𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑢2 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 = 𝑢2(𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑣) = 𝑢2. 

Pelas equações (2.8), temos os Símbolos de Christoffel  

Г11
1 = 0,        Г12

1 = 0,        Г22
1 = −

𝑢

2
,       Г11

2 = 0,        Г12
2 =

1

𝑢
,        Г22

2 = 0. 

Dessa forma, o sistema de equações diferenciais (3.2) fica  

 𝑢′′ −
𝑢

2
(𝑣′)2 = 0 

(3.4) 

 

 
𝑣′′ +

2

𝑢
𝑢′𝑣′ = 0. 

(3.5) 

 

Tomando a Equação (3.5) da seguinte maneira 

𝑣′′ = −
2

𝑢
𝑢′𝑣′, 

podemos reduzi-la para uma equação de primeira ordem. Para isso, dividimos em ambos os 

lados da igualdade por 𝑣′, 

𝑣′′

𝑣′
= −

2

𝑢
𝑢′, 

integrando a expressão, obtemos 

∫
𝑣′′

𝑣′
𝑑𝑡 = −2∫

𝑢′

𝑢
 𝑑𝑡 

                ln|𝑣′| = −2 ln|𝑢| + 𝑐, (3.6) 

aplicando a exponencial em ambos os lados de (3.6), chegamos a 

 
𝑣′ =

𝐶

𝑢2
 . 

(3.7) 

Como a geodésica procurada está parametrizada pelo comprimento de arco, então podemos 

assumir |𝛼′(𝑡)|2 = 𝐸(𝑢′)2 + 𝐺(𝑣′)2 = 1. Assim, substituindo (3.7) em 

|𝛼′(𝑡)|2 = 𝐸(𝑢′)2 + 𝐺(𝑣′)2 = 1 

        ⟹  2 (𝑢′)2 + 𝑢2 (
𝐶

𝑢2
)

2

= 1 

 ⟹  2 (𝑢′)2 +
𝑢2𝐶2

𝑢4
= 1 

⟹  2 (𝑢′)2 +
𝐶2

𝑢2
= 1     

⟹ (𝑢′)2 = (1 −
𝐶2

𝑢2
)

1

2
  



37 

 

⟹ (𝑢′)2 =
𝑢2 − 𝐶2

2𝑢2
         

⟹ 𝑢′ =
1

𝑢
√

𝑢2 − 𝐶2

2
 .      

Dividindo 𝑣′ por 𝑢′ chegamos a uma integral que caracteriza as geodésicas do cone, 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑣′

𝑢′
=

𝐶

𝑢2
⋅

𝑢√2

√𝑢2 − 𝐶2
=

𝐶√2

𝑢√𝑢2 − 𝐶2
  ⟹   𝑣′ =

𝐶√2

𝑢√𝑢2 − 𝐶2
 𝑢′, 

integrando  

𝑣′ =
𝐶√2

𝑢√𝑢2 − 𝐶2
 𝑢′, 

obtemos 

𝑣 = 𝐶√2 ∫
𝑑𝑢

𝑢√𝑢2 − 𝐶2
  , 

donde concluímos 

𝑣 = √2 𝑠𝑒𝑐−1 ( 
𝑢

𝐶
 ) + 𝑘  

logo, resolvendo em relação a 𝑢, temos  

𝑢 = 𝐶 𝑠𝑒𝑐 (
𝑣

√2
+ 𝐾) . 

Ao passarmos da variável 𝑡 para a variável 𝑣, não podemos assegurar que 𝛼(𝑣) esteja 

parametrizada pelo comprimento de arco, logo passamos a ter uma pré-geodésica, que são 

curvas onde reparametrizadas se tornam geodésicas. Portanto, a equação das pré-geodésicas do 

cone é 

𝛼(𝑣) = 𝑋(𝑢(𝑣)) = (𝐶 𝑠𝑒𝑐 (
𝑣

√2
+ 𝐾) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝐶 𝑠𝑒𝑐 (

𝑣

√2
+ 𝐾)𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝐶 𝑠𝑒𝑐 (

𝑣

√2
+ 𝐾)). 

Fazendo 𝐶 = 1 e 𝐾 = 0, obtemos uma pré-geodésica 

𝛼(𝑣) = (𝑠𝑒𝑐 (
𝑣

√2
) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑠𝑒𝑐 (

𝑣

√2
)  𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑠𝑒𝑐 (

𝑣

√2
)). 
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Figura 3.4 – Pré-geodésica do cone (C = 1 e K = 0) 

 
Fonte: Autora (2022). 

Figura 3.5 – Pré-geodésica do cone (𝐶 > 0 𝑒 𝐾 < 0) 

 
Fonte: Autora (2022). 

                      

3.2 GEODÉSICAS EM SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO 

Iremos nesta seção aplicarmos o sistema de equações (3.2) para analisarmos 

localmente as geodésicas no caso em que uma superfície 𝑆 é uma superfície de revolução. Para 

isso,  seja 𝑆 ⊂ ℝ3 a superfície de revolução obtida ao girarmos uma curva regular 𝛼 do plano 

𝑥𝑧 ao redor do eixo 𝑧. Com parametrização 𝑥 = 𝑓(𝑢) cos 𝑣, 𝑦 = 𝑓(𝑢)𝑠𝑒𝑛 𝑣 e 𝑧 = 𝑔(𝑢), ou 

seja, 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢) cos 𝑣 , 𝑓(𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑔(𝑢)), 

sendo 𝑣 o ângulo de rotação em torno do eixo 𝑧 e 𝑓(𝑢) > 0. 

Figura 3.6 – Superfície de revolução 

 

Fonte: Autora (2022). 

Dessa forma, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, temos que 

de 𝑋𝑢 = (𝑓′(𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑓′(𝑢)𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑔′(𝑢)) e 𝑋𝑣 = (−𝑓(𝑢)𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑓(𝑢)𝑐𝑜𝑠 𝑣, 0) obtemos  

𝐸 =< 𝑋𝑢, 𝑋𝑢 > = 𝑓′(𝑢)2 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑓′(𝑢)2𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑔′(𝑢)2 = 𝑓′(𝑢)2 + 𝑔′(𝑢)2 

𝐹 =< 𝑋𝑢, 𝑋𝑣 > =  −𝑓′(𝑢) 𝑓(𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑣 + 𝑓′(𝑢)𝑓(𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣  𝑠𝑒𝑛 𝑣 = 0       
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𝐺 =< 𝑋𝑣, 𝑋𝑣 > = 𝑓(𝑢)2𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑓(𝑢)2 𝑐𝑜𝑠2 𝑣 = 𝑓(𝑢)2.                                            

Com isso, podemos determinar os Símbolos de Christoffel a partir das seguintes derivadas dos 

coeficientes da primeira forma fundamental, 

𝐸𝑢 = 2(𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)),   𝐸𝑣 = 0,   𝐹𝑢 = 𝐹𝑣 = 0,   𝐺𝑢 = 2𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)   𝑒   𝐺𝑣 = 0. 

Daí, pelas expressões da Equação (2.8) temos que 

 
Г11

1 =
𝑓′𝑓′′ + 𝑔′𝑔′′

(𝑓′)2 + (𝑔′)2
 , 

Г11
2 = 0,  

                  Г12
1 = 0, 

   Г12
2 =

𝑓𝑓′

𝑓2
 , 

(3.8) 

 
                 Г22

1 = −
𝑓𝑓′

(𝑓′)2 + (𝑔′)2
 , 

Г22
2 = 0.  

No qual,  𝑓′ =
𝑑𝑓

𝑑𝑢
 e 𝑔′ =

𝑑𝑔

𝑑𝑢
. Temos então, substituindo nas equações de (3.2), as geodésicas de 

uma superfície de revolução 

 
𝑢′′ +

𝑓′𝑓′′ + 𝑔′𝑔′′

(𝑓′)2 + (𝑔′)2 
(𝑢′)2 −

𝑓𝑓′

(𝑓′)2 + (𝑔′)2
(𝑣′)2 = 0 

(3.9) 

 

 
                                                           𝑣′′ + 2

𝑓𝑓′

𝑓2
𝑢′𝑣′ = 0 

(3.10) 

 

onde 𝑢′ =
𝑑𝑢

𝑑𝑡
 e 𝑣′ =

𝑑𝑣

𝑑𝑡
. A partir deste sistema de equações podemos inferir algumas 

conclusões. 

Proposição 3.3. Os meridianos 𝑢 = 𝑢(𝑠) e 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., parametrizados pelo comprimento de 

arco 𝑠 são geodésicas. 

 Demonstração. Desde que 𝑣 é constante a Equação (3.10) é satisfeita. A primeira equação fica  

𝑢′′ +
𝑓′𝑓′′ + 𝑔′𝑔′′

(𝑓′)2 + (𝑔′)2
(𝑢′)2 = 0. 

(3.11) 

Como o meridiano 𝛼(𝑠) = 𝑋(𝑢(𝑠), 𝑣0) = (𝑓(𝑢(𝑠))𝑐𝑜𝑠𝑣0, 𝑓(𝑢(𝑠))𝑠𝑒𝑛𝑣0, 𝑔(𝑢(𝑠))), onde 

𝑢 = 𝑢(𝑠), está parametrizado pelo comprimento de arco, temos que |𝛼′(𝑠)| = 1, assim 

𝛼′(𝑠) = (𝑓′(𝑢) 𝑢′(𝑠) 𝑐𝑜𝑠 𝑣0 , 𝑓′(𝑢)𝑢′(𝑠) 𝑠𝑒𝑛 𝑣0, 𝑔
′(𝑢)𝑢′(𝑠))                               

|𝛼′(𝑠)| = √𝑓′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))
2
𝑐𝑜𝑠2 𝑣0 + 𝑓′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
𝑠𝑒𝑛2 𝑣0 + 𝑔′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
 

1 = √𝑓′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))
2
[𝑐𝑜𝑠2 𝑣0 + 𝑠𝑒𝑛2 𝑣0] + 𝑔′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
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1 = √𝑓′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
+ 𝑔′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
,                                            

(3.12) 

logo, elevando (3.12) ao quadrado em ambos os lados da igualdade, obtemos a equação 

1 = 𝑓′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))
2
+ 𝑔′(𝑢)2(𝑢′(𝑠))

2
. 

Daí, concluímos que  

 
(𝑢′(𝑠))

2
=

1

𝑓′(𝑢)2 + 𝑔′(𝑢)2
 , 

 

(3.13) 

derivando esta última igualdade, temos 

2𝑢′(𝑠)𝑢′′(𝑠) =
−[2𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢)𝑢′(𝑠) + 2𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)𝑢′(𝑠)]

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
2  

2𝑢′(𝑠)𝑢′′(𝑠) = −2
[𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)]𝑢′(𝑠)

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
2                

   𝑢′(𝑠)𝑢′′(𝑠) =
−[𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)]𝑢′(𝑠)

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] [(𝑓′(𝑢))

2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
 

                               𝑢′(𝑠)𝑢′′(𝑠) =
−[𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)]𝑢′(𝑠)

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

⋅
1

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
, 

como (𝑢′)2 =
1

𝑓′(𝑢)2+𝑔′(𝑢)2
, tem-se 

𝑢′(𝑠)𝑢′′(𝑠) =
−[𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)](𝑢′(𝑠))

3

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

 

e desde que 𝑢′(𝑠) ≠ 0 (Equação (3.13)) temos 

𝑢′′(𝑠) = −
𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)

(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2 (𝑢′(𝑠))
2
, 

que corresponde a Equação (3.11). Isto mostra que, de fato, os meridianos são geodésicas.     ∎  

Proposição 3.4. Os paralelos 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. e 𝑣 = 𝑣(𝑠) parametrizados pelo comprimento de 

arco 𝑠 são geodésicas se, e somente se, 𝑓′(𝑢) = 0. 

Demonstração. De fato, sendo 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. e 𝑣 = 𝑣(𝑠), as equações (3.9) e (3.10) ficam sendo 

 
−

𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)

(𝑓′(𝑢))2 + (𝑔′(𝑢))2
(𝑣′(𝑠))2 = 0 

                                                      𝑣′′ = 0. 

 

(3.14) 

 

Temos que, 

𝛼(𝑠) = 𝑋(𝑢, 𝑣(𝑠)) = (𝑓(𝑢) 𝑐𝑜𝑠(𝑣(𝑠)) , 𝑓(𝑢) 𝑠𝑒𝑛(𝑣(𝑠)), 𝑔(𝑢)), 
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está parametrizado pelo comprimento de arco, assim |𝛼′(𝑠)| = 1, então 

𝛼′(𝑠) = (−𝑓(𝑢) 𝑣′(𝑠)𝑠𝑒𝑛(𝑣(𝑠)), 𝑓(𝑢) 𝑣′(𝑠)𝑐𝑜𝑠(𝑣(𝑠)), 0), 

          |𝛼′(𝑠)| = √𝑓(𝑢)2(𝑣′(𝑠))
2
𝑠𝑒𝑛2(𝑣(𝑠)) + 𝑓(𝑢)2(𝑣′(𝑠))

2
𝑐𝑜𝑠2(𝑣(𝑠)) 

 
               1 = √𝑓(𝑢)2(𝑣′(𝑠))

2
[𝑠𝑒𝑛2(𝑣(𝑠)) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑣(𝑠))] = 𝑓(𝑢) ⋅ 𝑣′(𝑠). 

 

(3.15) 

 

Desse modo, para que o paralelo 𝑣 = 𝑣(𝑠), 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. sejam uma geodésica é 

necessário que 𝑣′(𝑠) ≠ 0. Além disso, 𝑓(𝑢) > 0 e ainda (𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
≠ 0, então para 

que a primeira das equações em (3.14) seja satisfeita deve-se ter 𝑓′(𝑢) = 0.   

Agora se 𝑓′(𝑢) = 0, então a primeira equação em (3.14) é satisfeita. Note que pela 

Equação (3.15), temos que 𝑣′(𝑠) é constante, portanto a segunda derivada é nula, satisfazendo 

a segunda equação em (3.14), no qual satisfaz as equações da geodésicas.                                  ∎                                                                                                                                 

Uma consequência desta proposição é que uma condição necessária para que um 

paralelo de uma superfície de revolução seja uma geodésica é que tal paralelo seja gerado pela 

rotação de um ponto da curva geratriz onde a reta tangente é paralela ao eixo de revolução. 

Assim, se um paralelo é uma geodésica, então a derivada covariante do vetor tangente ao 

paralelo é nula, ou seja, o vetor aceleração do paralelo é paralelo ao vetor normal à superfície. 

Portanto, um paralelo parametrizado pelo comprimento de arco em uma superfície de revolução 

é uma geodésica se 𝑓′(𝑢) = 0.  

Figura 3.7 – Paralelos geodésicos e não geodésicos 

 

Fonte: Carmo (2014). 
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Para casos em que 𝛼(𝑠) = 𝑋(𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) for uma geodésica parametrizada pelo 

comprimento de arco, porém não sendo nem um meridiano e nem um paralelo da superfície, 

precisamos analisar a Equação (3.9): 

𝑣′′ + 2
𝑓𝑓′

𝑓2
𝑢′𝑣′ = 0, 

essa equação pode ser escrita como  

(𝑓(𝑢)2𝑣′)′ = 𝑓(𝑢)2𝑣′′ + 2 𝑓(𝑢) 𝑓′(𝑢)𝑢′𝑣′ = 0. 

Logo  

 𝑓(𝑢)2𝑣′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. = 𝑐, (3.16) 

com 𝑐 ≠ 0, pois caso contrário, 𝑣′(𝑠) = 0, logo 𝑣(𝑠) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., isto é, a geodésica seria um 

meridiano. Como |𝛼′(𝑠)| = 1, e 𝑢 = 𝑢(𝑠) e 𝑣 = 𝑣(𝑠), temos que 

𝛼(𝑠) = (𝑓(𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑓(𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑔(𝑢)) 

⟹ 𝛼′(𝑠) = (𝑓′(𝑢)𝑢′ 𝑐𝑜𝑠 𝑣 − 𝑓(𝑢)𝑣′ 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑓′(𝑢)𝑢′ 𝑠𝑒𝑛 𝑣 + 𝑓(𝑢)𝑣′𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑔′(𝑢)𝑢′) 

√(𝑓′(𝑢)𝑢′ 𝑐𝑜𝑠 𝑣 − 𝑓(𝑢)𝑣′ 𝑠𝑒𝑛 𝑣)2 + ( 𝑓′(𝑢)𝑢′𝑠𝑒𝑛 𝑣 + 𝑓(𝑢)𝑣′ 𝑐𝑜𝑠 𝑣)2 + (𝑔′(𝑢)𝑢′)2 = 1 

√(𝑓′(𝑢))2[𝑐𝑜𝑠2 𝑣 + 𝑠𝑒𝑛2𝑣](𝑢′)2 + 𝑓2(𝑢)[𝑠𝑒𝑛2𝑣 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑣](𝑣′)2 + (𝑔′(𝑢))
2
(𝑢′)2 = 1 

√(𝑓′(𝑢))
2
(𝑢′)2 + 𝑓(𝑢)2(𝑣′)2 + (𝑔′(𝑢))

2
(𝑢′)2 = 1, 

elevando ao quadrado em ambos os lados da última igualdade, temos  

 (𝑢′)2 [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] + 𝑓(𝑢)2(𝑣′)2 = 1. (3.17)  

Utilizando-se do fato que 𝑓(𝑢)2𝑣′ = 𝑐, temos  

 
(𝑣′)2 =

𝑐2

𝑓(𝑢)4
, 

(3.18)  

usando (3.16) e (3.18) na Equação (3.17), obtemos 

(𝑢′)2 [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] = −

𝑐2

𝑓(𝑢)2
+ 1. 

Derivando com relação a 𝑠 

2𝑢′𝑢′′ [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] + (𝑢′)2[2𝑓′(𝑢)𝑓′′(𝑢) + 2𝑔′(𝑢)𝑔′′(𝑢)] 𝑢′ 

              =
2𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)𝑐2

𝑓(𝑢)4
𝑢′. 

Como 𝑐 ≠ 0, pois a geodésica não é um meridiano, temos 𝑣′(𝑠) ≠ 0. Podemos 

então inverter 𝑣 = 𝑣(𝑠), obtendo 𝑠 = 𝑠(𝑣) e 𝑢 = 𝑢(𝑠(𝑣)). Multiplicando a Equação (3.17) por 

(
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

 obtemos  
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(
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

= (
𝑑𝑢

𝑑𝑠
⋅
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] + 𝑓(𝑢)2 (

𝑑𝑣

𝑑𝑠
⋅
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

 

 
(
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

= (
𝑑𝑢

𝑑𝑠
⋅
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] + 𝑓(𝑢)2             

(3.19)  

e por (3.18) temos (
𝑑𝑠

𝑑𝑣
)
2

=
𝑓4(𝑢)

𝑐2 , onde podemos reescrever a Equação (3.19) da forma 

 𝑓(𝑢)4

𝑐2
= (

𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] + 𝑓(𝑢)2, 

(3.20) 

multiplicando 𝑐2 em ambos os lados da Equação (3.20), temos como resultado 

𝑐2 ⋅
𝑓(𝑢)4

𝑐2
= (

𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] 𝑐2 + 𝑓(𝑢)2𝑐2 

       𝑓(𝑢)4 = 𝑓(𝑢)2𝑐2 + 𝑐2 [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] (

𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

 

       
𝑓(𝑢)4

𝑓(𝑢)2
=

𝑓(𝑢)2𝑐2

𝑓(𝑢)2
+

𝑐2 [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

𝑓(𝑢)2
(
𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

 

𝑓(𝑢)2 = 𝑐2 +
𝑐2 [(𝑓′(𝑢))

2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

𝑓(𝑢)2
(
𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

     

𝑓(𝑢)2 − 𝑐2 =
𝑐2

𝑓(𝑢)2
[(𝑓′(𝑢))

2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] (

𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

 

(𝑓(𝑢)2 − 𝑐2)𝑓(𝑢)2

𝑐2
= [(𝑓′(𝑢))

2
+ (𝑔′(𝑢))

2
] (

𝑑𝑢

𝑑𝑣
)
2

                            

√
(𝑓(𝑢)2 − 𝑐2)𝑓(𝑢)2

𝑐2 [(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
=

𝑑𝑢

𝑑𝑣
  

𝑓(𝑢)

𝑐 √
𝑓(𝑢)2 − 𝑐2

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]
=

𝑑𝑢

𝑑𝑣
 .  

Portanto, 

 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑓(𝑢)
√

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

(𝑓(𝑢))
2
− 𝑐2

. 

 

(3.21) 

Daí, concluímos por integração que: 

∫
𝑑𝑣

𝑑𝑢
𝑑𝑢 = ∫

𝑐

𝑓(𝑢)
√

[(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2
]

(𝑓(𝑢))
2
− 𝑐2

 𝑑𝑢 
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                                   𝑣(𝑢) = 𝑐 ∫
1

𝑓(𝑢)
√

(𝑓′(𝑢))
2
+ (𝑔′(𝑢))

2

𝑓(𝑢)2 − 𝑐2
𝑑𝑢 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 

(3.22) 

que é a equação de um segmento de geodésica de uma superfície de revolução que não é nem 

um paralelo nem um meridiano. 

Exemplo 3.4. As geodésicas do cilindro parametrizado por 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑢), 

com 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ. 

As funções são 𝑓(𝑢) = 𝑎 e 𝑔(𝑢) = 𝑢. Pela Proposição 3.4, temos que todos os paralelos do 

cilindro são geodésicas, já que 𝑓′(𝑢) = 0 para todo 𝑢 ∈ ℝ. Pela Proposição 3.3 todos os 

meridianos são geodésicas. Temos ainda que 𝑔′(𝑢) = 1, desse modo podemos verificar as 

demais geodésicas utilizando a Equação (3.21)  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑎
√

02 + 1

𝑎2 − 𝑐2
=

𝑐

𝑎√𝑎2 − 𝑐2 
 

e pela Equação (3.22) temos 

𝑣(𝑢) = ∫
𝑐

𝑎√𝑎2 − 𝑐2 
𝑑𝑢, 

logo, 

𝑣(𝑢) =
𝑐𝑢

𝑎√𝑎2 − 𝑐2
+ 𝑘. 

Assim, fazendo 
𝑐

𝑎√𝑎2−𝑐2
= 𝛿 concluímos que 𝑣(𝑢) = 𝛿𝑢 + 𝑘, portanto,  

𝛼(𝑢) = (𝑎 cos  (𝛿𝑢 + 𝑘), 𝑎 𝑠𝑒𝑛 (𝛿𝑢 + 𝑘), 𝑢). 

Portanto as curvas geodésicas são hélices. 

Porém, nem sempre é possível encontrar as geodésicas pela fórmula analítica 

(3.22), pois iremos nos deparar, com exemplos a seguir, em que o uso da expressão (3.22) 

geralmente nos leva a uma integral de difícil solução.  

Exemplo 3.5. As geodésicas do toro parametrizado por 

𝑋(𝑢, 𝑣) = ((𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢),  

com 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ. 

Pela Proposição 3.3 todos os meridianos são geodésicas. Verificando os paralelos, temos que 

𝑓(𝑢) = 𝑎 + 𝑟 cos 𝑢, logo 𝑓′(𝑢) = −𝑟𝑠𝑒𝑛 𝑢. Perceba que os paralelos do toro irão ser 

geodésicas, isto é, satisfazer 𝑓′(𝑢) = −𝑟𝑠𝑒𝑛 𝑢 = 0, quando 𝑢 = 0 e 𝑢 = 𝜋. Dessa forma, 

quando 𝑢 = 0, teremos 
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𝛼 = ((𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 0) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 0) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 0) = ((𝑎 + 𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 + 𝑟) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 0), 

assim, 𝛼 corresponde a circunferência exterior do toro. Quando 𝑢 = 𝜋, teremos 

𝛼 = ((𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜋) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜋) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝜋) = ((𝑎 − 𝑟) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, (𝑎 − 𝑟) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 0), 

que corresponde a circunferência interior do toro. Contudo, podemos concluir que existem dois 

paralelos que são geodésicas. 

Figura 3.8 – Geodésicas no toro (meridiano) 

 

Fonte: Autora (2022). 

Figura 3.9 – Geodésicas no toro (paralelos) 

 

Fonte: Autora (2022). 

Vejamos as geodésicas que não são meridianos nem paralelos, para isso, temos 

𝑔(𝑢) =  𝑟𝑠𝑒𝑛 𝑢, assim 𝑔′(𝑢) = 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝑢, pela Equação (3.21) temos 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢
√

 𝑟2(𝑠𝑒𝑛2 𝑢 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑢)

(𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 − 𝑐2
  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢
√

𝑟2

(𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 − 𝑐2
    

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐𝑟

𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 − 𝑐2
 ,  

pela Equação (3.22), segue 

𝑣(𝑢) = ∫
𝑐𝑟

𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 − 𝑐2
𝑑𝑢, 

como 𝑐 e 𝑟 são constantes, obtemos 

𝑣(𝑢) = 𝑐𝑟∫
1

𝑎 + 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑎 +  𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢)2 − 𝑐2
𝑑𝑢. 

Perceba que resolver esta integral não é fácil, porém é possível compreender melhor 

o comportamento desta geodésica no trabalho da Gutierrez (1981), no qual realiza uma análise 

detalhada de casos possíveis para a curva geodésica do toro.    
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Exemplo 3.6. As geodésicas da esfera centrada na origem, parametrizada por  

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢), 

com 𝑟 > 0,−
𝜋

2
< 𝑢 <

𝜋

2
  e 0 < 𝑣 < 2𝜋.                                                                          

Primeiramente, temos as funções 𝑓(𝑢) = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 e 𝑔(𝑢) = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢. Os paralelos que são 

geodésicas devem satisfazer a condição 𝑓′(𝑢) = −𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢 = 0, portanto, isso ocorre quando 

𝑢 = 0, assim 

𝛼 = (𝑟 𝑐𝑜𝑠(0) 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑟 𝑐𝑜𝑠(0) 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 (0)) = (𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑣, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑣, 0). 

Dessa forma, podemos concluir que o único paralelo da esfera que é geodésica é o equador. 

Vamos determinar as geodésicas que não são paralelos nem meridianos, sabendo que 𝑔′(𝑢) =

𝑟 cos 𝑢: 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢
√

𝑟2𝑠𝑒𝑛2 𝑢 + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢

𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 𝑐2
 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢
√

𝑟2(𝑠𝑒𝑛2 𝑢 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑢)

𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 𝑐2
   

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐𝑟

𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢) − 𝑐2 
          

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑐

𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢) − 𝑐2
,            

portanto, pela expressão (3.22), temos que 

𝑣(𝑢) = ∫
𝑐

𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢) − 𝑐2
𝑑𝑢, 

como 𝑐 é constante, segue 

𝑣(𝑢) = 𝑐 ∫
1

𝑐𝑜𝑠 𝑢 √(𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢) − 𝑐2
𝑑𝑢 

= 𝑐 ∫
𝑠𝑒𝑐 𝑢

√(𝑟2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢) − 𝑐2
𝑑𝑢 

    = 𝑐 ∫
𝑠𝑒𝑐 𝑢

√𝑐2 (
𝑟2

𝑐2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 1)

 𝑑𝑢 

= 𝑐 ∫
𝑠𝑒𝑐 𝑢

𝑐√
𝑟2

𝑐2 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 1

 𝑑𝑢    
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=
𝑐

𝑐
∫

𝑠𝑒𝑐 𝑢

√𝐴 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 1
 𝑑𝑢,        

onde 𝐴 =
𝑟2

𝑐2
 . Assim, 

𝑣(𝑢) = ∫
𝑠𝑒𝑐 𝑢

√𝐴 𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 1
 𝑑𝑢. 

Sendo 𝜃 = 𝑡𝑔 𝑢, temos assim que 𝑑𝜃 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑢 𝑑𝑢. Desse modo, 

𝑑𝑢 =
𝑑𝜃

𝑠𝑒𝑐2 𝑢
 =

𝑑𝜃

1 + 𝑡𝑔2 𝑢
=

𝑑𝜃

1 + 𝜃2
,  

e ainda, 

𝑠𝑒𝑐 𝑢 = √1 + 𝑡𝑔2 𝑢 = √1 + 𝜃2. 

Analisando o denominador, obtemos 

√𝐴𝑐𝑜𝑠2 𝑢 − 1 = √𝐴(
1

𝑠𝑒𝑐2 𝑢
) − 1 = √𝐴(

1

(√1 + 𝜃2)
2) − 1 

                                                 = √𝐴(
1

1 + 𝜃2
) − 1 = √

𝐴 − (1 + 𝜃2)

1 + 𝜃2
=

√(𝐴 − 1) − 𝜃2

√1 + 𝜃2
. 

Logo,  

𝑣(𝑢) = ∫
√1 + 𝜃2

√(𝐴 − 1) − 𝜃2

√1 + 𝜃2

𝑑𝜃

1 + 𝜃2
= ∫  √1 + 𝜃2 ⋅

√1 + 𝜃2

√(𝐴 − 1) − 𝜃2
⋅

𝑑𝜃

1 + 𝜃2
 

= ∫
1 + 𝜃2

√(𝐴 − 1) − 𝜃2
 

𝑑𝜃

1 + 𝜃2
= ∫

𝑑𝜃

√(𝐴 − 1) − 𝜃2
 .                          

Tomando 𝜑2 = 𝐴 − 1, concluímos que 

𝑣(𝑢) = ∫
𝑑𝜃

√𝜑2 − 𝜃2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

𝜃

𝜑
) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

𝑡𝑔 𝑢

𝜑
). 

Contudo, uma geodésica na esfera é uma curva da forma 

𝛼(𝑢) = (𝑟 cos 𝑢 cos(𝑣(𝑢)), 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝑢 𝑠𝑒𝑛 (𝑣(𝑢)), 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢), 

𝛼(𝑢) = (𝑟 cos 𝑢 cos [𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (
𝑡𝑔 𝑢

𝜑
)] , 𝑟 cos 𝑢  𝑠𝑒𝑛 [𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

𝑡𝑔 𝑢

𝜑
)] , 𝑟𝑠𝑒𝑛 𝑢)  

sendo 𝜑 = √
𝑟2

𝑐2 − 1 e usando as seguintes identidades: 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑢)) = √1 − 𝑢2 e 

𝑠𝑒𝑛(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑢)) = 𝑢, temos: 
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𝛼(𝑢) =

(

 
 

𝑟√1 −

[
 
 
 

𝑡𝑔 𝑢

√𝑟2

𝑐2 − 1]
 
 
 
2

𝑐𝑜𝑠 𝑢 , 𝑟
𝑡𝑔 𝑢

√𝑟2

𝑐2 − 1

𝑐𝑜𝑠 𝑢 , 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢

)

 
 

,  

como 

√1 −

[
 
 
 

𝑡𝑔 𝑢

√𝑟2

𝑐2 − 1]
 
 
 
2

= √
𝑟2 − 𝑐2 − 𝑐2𝑡𝑔2𝑢

𝑟2 − 𝑐2
   

e 

                   
𝑡𝑔 𝑢

√𝑟2

𝑐2 − 1

=
𝑐(𝑡𝑔 𝑢)

√𝑟2 − 𝑐2
=

𝑐
𝑠𝑒𝑛 𝑢
cos 𝑢

√𝑟2 − 𝑐2
 ,  

temos 

𝛼(𝑢) = (𝑟√
𝑟2 − 𝑐2(1 + 𝑡𝑔2𝑢)

𝑟2 − 𝑐2
𝑐𝑜𝑠 𝑢 ,

𝑟𝑐

√𝑟2 − 𝑐2
 𝑠𝑒𝑛 𝑢, 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢). 

Considerando 

𝑥 =  𝑟√
𝑟2 − 𝑐2(1 + 𝑡𝑔2𝑢)

𝑟2 − 𝑐2
cos 𝑢 

𝑦 =
𝑟𝑐

√𝑟2 − 𝑐2
 𝑠𝑒𝑛 𝑢 

𝑧 = 𝑟 𝑠𝑒𝑛 𝑢, 

sabemos que no espaço um plano é o conjunto dos pontos 𝛼 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) que satisfazem uma 

equação do tipo 

𝑘𝑥 + 𝑝𝑦 + 𝑞𝑧 = 𝑤 

e considerando 

𝑘 = 0,    𝑝 = 1,     𝑞 = −
𝑐

√𝑟2 − 𝑐2
      e     𝑤 = 0, 

concluímos, com os valores dados, que 

𝑟𝑐

√𝑟2 − 𝑐2
 𝑠𝑒𝑛 𝑢 − 

𝑟𝑐

√𝑟2 − 𝑐2
 𝑠𝑒𝑛 𝑢 = 0. 

Portanto a geodésica procurada é a interseção do plano passando pela origem com a esfera, logo 

é um círculo máximo da esfera. 
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Figura 3.10 – Geodésicas na esfera (equador) 

 

Fonte: Autora (2022). 

Figura 3.11 – Geodésicas na esfera (nem meridiano 

nem paralelo) 

 

Fonte: Autora (2022). 
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4   CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Com este trabalho é possível concluir que existe muita coisa ainda para estudar 

sobre as curvas geodésicas, isto é, encontrar métodos numéricos mais fáceis para se obter as 

geodésicas nas superfícies de revolução. A nossa proposta foi mostrar algumas geodésicas nas 

superfícies de revolução se utilizando dos conceitos apresentados em Carmo (2014). 

Porém, existem outras maneiras de encontrar as geodésicas, no qual podemos nos 

utilizar dos conceitos do Cálculo Variacional, que ajuda a encontrar as curvas de comprimento 

mínimo que unem dois pontos. A curvatura geodésica de uma curva também ajuda a medir o 

quão longe a curva é de ser uma geodésica, essa curvatura depende apenas da primeira forma 

fundamental, portanto é um valor intrínseco à superfície. 

Além disso, existe o trabalho da Ariana Matos (2016) que apresenta um método 

diferente de Carmo (2014) para encontrar as curvas geodésicas, assim como o trabalho da María 

Gutierrez (1981) que apresenta uma solução detalhada do comportamento da curva geodésica 

do toro. Portanto, os conceitos apresentados neste trabalho baseados nas referências 

bibliográficas citadas possuem importância para a evolução dos estudos das curvas geodésicas.         
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