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“A vida € como andar de bicicleta: para manter
0 equilibrio é preciso se manter em movimento. ”
Albert Einstein



RESUMO

O presente trabalho destina-se a estudar as curvas geodésicas em superficies de revolucdo. Para
iSso, apresenta 0s conceitos mais elementares da Geometria Diferencial, tais como curvas
regulares, superficies regulares e plano tangente. Explora a primeira e a segunda formas
fundamentais. Além disso, prova importantes resultados como as equacdes diferenciais das
geodésicas e a solugdo geral para as equacdes diferenciais em superficies de revolucdo. Por fim,
sdo realizadas solucdes da obtencdo das geodésicas do cilindro, toro e esfera seguindo 0s
métodos de Carmo (2014).

Palavras-chave: Curvas geodesicas. Geometria Diferencial. Superficie de revolucao.



ABSTRACT

The present work is intended to study the geodesic curves on surfaces of revolution. For this, it
presents the most elementary concepts of Differential Geometry, such as regular curves, regular
surfaces and tangent plane. It explores the first and second fundamental forms. Furthermore, it
show important results as the differential equations of geodesics and the general solution for
differential equation of surfaces of revolution. Finally, are made solutions from obtaining of

geodesic on the cylinder, torus and sphere following the methods of Carmo (2014).

Keywords: Differential Geometry. Geodesic curves. Surface of revolution.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Diferencial, area da Matematica iniciada por Carl Friedrich Gauss, é
uma teoria que estuda os objetos geométricos através de defini¢Bes e técnicas estabelecidos
pelo Célculo Diferenciavel e Integral. Neste trabalho, fazendo uso de conceitos, defini¢bes e
resultados da Geometria Diferencial, temos a pretensdo de definir e fornecer um estudo
introdutdrio do conceito de curvas geodésicas.

As curvas geodésicas possuem a propriedade, sobre uma superficie, de terem o
menor comprimento ligando dois pontos. Esta afirmacéo ndo sera provada no presente trabalho,
pois buscaremos descrever o comportamento das geodésicas em superficies de revolugédo
seguindo os métodos apresentados em Carmo (2014).

Desse modo, o trabalho € organizado em dois capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos as nocées preliminares, no qual definimos curvas regulares, superficies regulares
e plano tangente. Na sequéncia, definimos a primeira e a segunda formas fundamentais,
demonstrando algumas de suas propriedades. Para finalizar, definimos a derivada covariante e
expomos alguns resultados que servirdo de base para o desenvolvimento de conceitos e métodos
abordados no segundo capitulo.

O segundo capitulo é voltado para os estudos das curvas geodésicas em superficies
de revolucdo. O conceito de geodésica € apresentado e, a seguir, alguns resultados sao
apresentados para melhor compreensdo do comportamento das curvas geodésicas no espago
euclidiano tridimensional. As equacgfes diferenciais das geodésicas de uma superficie sdo
exibidas e demonstradas, nos quais permitirdo realizar calculos para a obtencdo das curvas
geodésicas do plano, do cilindro e do cone.

Além disso, serviram para mostrar que em superficies de revolucdo os meridianos
parametrizados pelo comprimento de arco sdo sempre geodésicas e 0s paralelos parametrizados
pelo comprimento de arco dependem da condicdo f'(u) = 0 para serem geodésicas. Outro
importante resultado do estudo das curvas geodésicas em superficies de revolucdo € com
relacdo as curvas geodésicas que ndo sdo nem um meridiano e nem um paralelo, no qual foi
apresentada a solugdo geral para as equacdes das geodésicas em superficies de revolucgéo.

Encerramos o segundo capitulo, expondo solucBes das equac@es diferenciais das
geodésicas de algumas superficies de revolugéo, tais como o cilindro, a esfera e o toro. Por fim,
constatamos que a obtencdo das curvas geodésicas em certas superficies de revolu¢do como o
toro e a esfera, ndo é um processo trivial. Isso porque, a solucdo geral para as equacdes das

geodesicas em superficies de revolucao ndo resulta em uma integral de facil resolucéo.
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Dessa forma, durante os estudos para a elaboracgdo deste trabalho nos deparamos
com determinados trabalhos académicos que foram de grande ajuda no entendimento do
comportamento das curvas geodésicas do toro e da esfera. Utilizamos como referéncias
bibliograficas as obras de Carmo (2014), Tenenblat (2008), Bruxel (2018), Pacheco (2008),
Gutierrez (1981), Delgado (2017) e Matos (2016) para construcdo deste trabalho. Ademais,
informamos que as figuras presentes no trabalho foram elaboradas no software GeoGebra e

outras retiradas da obra Carmo (2014).
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2 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as principais definicdes e resultados necessarios para
uma melhor compreensao das geodésicas nas superficies de revolucdo, que veremos no proximo
capitulo. Para isso, faremos um resumo dos conceitos relativos a curvas regulares, superficies
regulares e plano tangente baseado nos textos de Carmo (2014), Tenenblat (2008) e Delgado
(2017). Posteriormente estudaremos a primeira e segunda formas fundamentais e derivada

covariante, que nos auxiliardo nas demonstracdes realizadas no Capitulo 3.

2.1 CURVAS REGULARES

Definigdo 2.1. Uma curva diferenciavel parametrizada no R3 é uma aplicacéo diferenciavel
a : I - R3, definida num intervalo aberto I = (a,b) c R. Assim a aplicacdo «, dada por
a(t) = (x(t),y(t),z(t)) € R3com t € I, é diferenciavel se cada funcéo real x,y,z: 1 > R
é uma funcdo diferenciavel, isto €, possuem derivadas de todas ordens em todos os pontos de
I.

Iremos denominar a variavel t como sendo o parametro da curva a. O conjunto
imagem da curva «, é chamado de traco de a. Perceba que, se cada funcéo real x(t), y(t) e
z(t) é uma funcéo diferencidvel, ou seja, de classe C*, entdo podemos afirmar que @ € uma

curva suave.

Definigdo 2.2. O vetor a'(t) = (x'(t),y’'(t),z'(t)) € R® é chamado de vetor tangente (ou

vetor velocidade) da curva ¢ emum ponto t € .

Definicao 2.3. A velocidade escalar da curva @ em t € I é dada pelo modulo do vetor tangente,
ou seja,

la'(t)] = J (x'®)° + (y'(®) + (2’ ®)".

Definigdo 2.4. Uma curva diferenciavel parametrizada a : I ¢ R - R3 é chamada regular se
a'(t) + 0 paratodo t € I. Chamamos ponto singular de « um ponto t € I onde a'(t) = 0.
Dessa forma, se a for uma curva regular, entdo o vetor tangente a'(t) aponta para

a direcdo tangente a curva a no ponto a(t).
Exemplo 2.1. Aaplicagio a : R — R3 dada por

a(t) = (acost,asent,bt),t €R,
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com a>0 e b=+#0, ¢ uma curva diferenciavel parametrizada regular, pois a'(t) =
(—asent,acost,b) # 0 para todo t € R, cujo trago é uma hélice contido no cilindro x? +
y2 = g2,

Exemplo 2.2. A aplicagdo « : R —» R? dada por

a(t) = (¢ 1t]), t €R,
ndo € uma curva diferenciavel parametrizada, pois a funcéo |t| ndo é diferenciavel na origem,

istoé,emt = 0.
Exemplo 2.3. A curva parametrizada a : R — R? dada por

a(t) = (t3,t%),t €R,
é diferenciavel, mas ndo é regular, pois a'(t) = (3t2,2t) = 0 parat = 0, desse modo t = 0 é

um ponto singular.

Definicdo 2.5.Se a : I € R —» R3 é uma curva diferenciavel parametrizada regular, a fungdo

s: 1 c R — R dada por

t t
2 2 2
s(t) = f ' (M)ldr = j J (') + (@) + (2 ) ar,
to to
com t, € I, é chamada fun¢do comprimento de arco da curva a partir de t,.

Definicdo 2.6. Uma curva regular a : I ¢ R —» R® estd parametrizada pelo comprimento de

arco se

t
s(t) =] la'(r)ldr =t —t,,
to

para todos t,, t € I com t, < t, ou seja, 0 comprimento de arco da curva a de t, at é igual a
t - to.
Proposicdo 2.1. Uma curva regular « : I ¢ R — R3 esta parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se, |a’(t)| = 1 paratodot € I.
Demonstracdo. (<) Perceba que se |a'(t)| = 1 paratodo t € I, temos, pela Definigdo 2.6, que
a esta parametrizada pelo comprimento de arco, pois

s(t) = ftla’(r)ldr = ftl =t—t,

0 0

paratodos t,,t € I comty, <'t.
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(=) Considere t, € I e a funcdo s : I - R comprimento de arco a partir de t,. Como «a esta

parametrizada pelo comprimento de arco, temos que
t

s(t) =] |la'(D)]|dA =t —t,,

to
set > t,. Logo,
t to
50 = [ la'Wlda = - [l Wlar =~ -0 =t~ 1o,
to t
se ty = t. Desse modo, s(t) =t —t, paratodo t € I de modo que s’'(t) = 1, isto é, |a'(t)| =

1 paraqualquert € I. ]

2.2 SUPERFICIES REGULARES

Nesta secdo, formularemos a definicdo de superficie e analisaremos algumas
propriedades geométricas das superficies. Porém, podemos adiantar que uma superficie é um
subconjunto de R3 que se assemelha a uma parte de R? numa vizinhanga de qualquer ponto,
para melhor entendimento podemos citar o exemplo da Terra, que apesar de esférica, parece

plana a um observador nela colocado.

Definicdo 2.7. Um subconjunto S ¢ R3 é uma superficie regular se, para cada p € S, existe
uma vizinhanga V de p em R3 e uma aplicacdo X : U » V n S definida em um aberto U c

R? sobre V n S c R3 tal que

1. X é diferenciével. Isto e, se

X(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u, v)),
entdo as fungdes componentes de X, x(u, v), y(u, v), z(u, v) tem derivadas parciais continuas
de todas as ordens em U;
2. A aplicagdo X é um homeomorfismo entre U e V N S. Isso porque, pela condigdo 1, X é
continua, logo X possui inversaX~1: VNS - U que também é continua;
3. (Condic&o de regularidade) Para todo q = (u,v) € U, a diferencial dX(q): R> - R3¢

injetiva.
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Figura 2.1 — Vizinhanca coordenada do pontop € S

e
(eCu, ), v, r), 2@, v)

Fonte: Carmo (2014).
A aplicacéo X é chamada uma parametrizagéo local ou um sistema de coordenadas

locais em uma vizinhanga V' N S de p, chamada de vizinhanga coordenada. As variaveis u e v
sdo os parametros da superficie, ja o traco da superficie é o subconjunto S de R3 adquirido pela
imagem da aplicacéo X.

Fazendo uma analise da Definigdo 2.7, temos que pela condi¢do 2 obtemos pela
injetividade que a possibilidade de autointersecdes na vizinhanca de uma superficie regular é

descartada. Ja na condicéo 3, temos que pelo menos um dos determinantes

dx Ox dy 0dy dx 0x
a(x,y) _ % 6_17 a(y'z) _ a % e d(x,z) _ E % (2.1)
o(w,v) |0y dy| o(u,v) |0z 0z o(u,v) |0z 0z

ou v ou v ou v

é ndo nulo.

Para percebemos isso, calculamos as derivadas parciais das componentes de X

9X

ax X
o € 5, due correspondem as colunas da

calculadas no ponto q = (ug, vy), assim obtemos

matriz da aplicagéo linear dX, relativa as bases candnicas de R? e R*

[dx  0xT
Ju O0Jv
dy dy
Ju O0v
0z 0z

Loy vl

dx, = [6X 0X

ou ovl (2.2)
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Portanto, na condi¢cdo 3 podemos afirmar que os vetores coluna da matriz da

ax
ov
o(x,y) 9(x,z)

diferente do vetor nulo. Ou ainda, confirmando o fato que um dos jacobianos —,
o(u,v) a(u,w)

x . : . L .0 .
Equacdo (2.2) sejam linearmente independentes, isto €, que o produto vetorial % X — seja

0(y,z)

3(av) ¢ diferente de zero.

Contudo, podemos concluir pela condicéo 3 que a possibilidade de existir bicos em
uma superficie regular é excluida, garantindo a existéncia de um plano tangente em todos os
pontos de S, no qual iremos verificar na se¢édo 2.2.1.

Vejamos um exemplo de uma superficie regular para melhor entendimento da

Definicdo 2.7.

Exemplo 2.4. A esfera unitaria S? = {(x,y,z) € R3;x% + y? + z? = 1} é uma superficie
regular.
Primeiramente precisamos mostrar que X, : U < R? — R3 dada por
X, = (u, v,+/1— (u?+ vz)), (u,v) €U,
onde U = {(u, v) € R%;u? + v2 < 1}, é uma parametrizacdo de S2. Note que a imagem X, (U)

da parametrizacdo X; ¢ a parte aberta de S?acima do plano xy.

A condi¢do 1 da Definicdo 2.7 é satisfeita, pois as componentes de X; s&o

diferenciaveis, ja que u? + v2 < 1 entdo \/1 — (u2 + v2) > 0 para todo (u,v) € U.
Para verificar a condicéo 2 considere um ponto qualquer (x,y,z) € X,;(U) c 52,
com X, (U) € S? = {(x,y,z) € S? : x2 + y?> < 1e z > 0}, se fizermos X; *(x,y,2) ~ (x,y)
temos u e v bem definidos, logo X, € bijetiva. E que X; ! é a restricdo da projecdo de X, (V) S
S em U, que é continua. Portanto a condicdo 2 é satisfeita.
Agora para verificar a condicdo 3, podemos calcular um dos determinantes da

Equacéo (2.1), assim

G(X,Y)zll 0
o(u,v) 10 1

para todo g € U, satisfazendo, portanto, a condicédo 3.

=1+0,

Por fim, cobriremos a esfera inteira utilizando seis parametrizagdes similares, como

a parametrizacdo X, : U ¢ R? - R3 dada por

X, (u,v) = (u, v,—/J1— (u2+ vz)), (w,v) €U,

podemos observar que X; (U) U X,(U) cobre a esfera menos o equador
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{(x,y,2) ER%x2 +y? =1,z =0}
Para cobrir toda a esfera, juntamente com X; e X,, precisamos utilizar os planos xz e zy e

definir as seguintes parametrizacoes:

X3(u,v) = (u, +\/1 — (u?+v?),v

)

Xs(u,v) = +\/1—(u2+v2) u,v

( )

X, (w,v) = (u,—/1= @2 +vD),v),
( )

)

Xe(u,v) = ( \/1 — (W2 +v3d),uv
Dessa forma, mostramos que S2 é uma superficie regular.

Figura 2.2 — Cobertura da esfera pelas 06 parametrizacdes

Fonte: Carmo (2014).

Definicdo 2.8. Se S < R3® é uma superficie regular, entdo uma funcdo diferenciavel

parametrizada « : I — S é uma curva de superficie.

A Defini¢do 2.8 aborda as curvas de superficies, que no caso, sdo curvas contidas

em uma dada superficie. Logo, se X (u, v) € uma superficie, segue que as curvas de superficies

possuem parametrizagio dada por a(t) = X (u(t), v(t)),comt € R.

Definicao 2.9. As curvas coordenadas de uma superficie com aplicagdo X (u, v) sdo as curvas

de superficie que obtemos fazendo um dos parametros u ou v constante, isto €,

alu) = (x(u, vo), y(u, vy), z(u, UO)), vy = constante;

a(v) = (x(uo, v),y(ug, v), z(uy, v)), Uy = constante.
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2.2.1 Plano tangente
A condigéo 3 da Definicdo 2.7 garante que para cada p € S, 0 conjunto de vetores

tangentes as curvas parametrizadas de S, que passam por p, constituem um plano.

Definicdo 2.10. Sejam S < R3 uma superficie parametrizada regular e um ponto p € S.
Definimos w € R3 como vetor tangente a S no ponto p, se w = a’(0) de uma curva

parametrizada diferenciavel a : (—¢,€) — S, com a(0) = p.

Proposicao 2.2. Seja X : U — S uma parametrizacao de uma superficie regular S e seja q €
U. O subespaco vetorial de dimensdo 2, dX,(R*) c R, coincide com o conjunto de vetores

tangentes a S em X(q).
Demonstracdo. A prova desse fato pode ser vista em (CARMO, 2014).

Definicéo 2.11. O plano dX,(R*) é chamado de plano tangente a S em p, denotado por T;,S.

A escolha de uma parametrizacdo X determina uma base {Z—i (p),g—f (p)} de T,S
chamada de base associada a X. Tornando a notagdo mais simples, escreveremos no decorrer
do trabalho da seguinte forma Z—z (p) =X, e Z—i (p) = X,.

Dessa forma, qualquer vetor de T,S € uma combinacao linear de X;, e X,, e pode ser
escrito como

w =u'(0)X, +v'(0)X,.
Isso porque, pela Definicdo 2.10, temos que w = a'(0) para alguma curva a : (—¢€,€) — S
com a(0) = p. Com isso, considerando uma curva a(t) = X (u(t), v(t)) obtemos ao deriva-la
pela regra da cadeia que
w = a'(0)

d
=7 [X(u(t), v(t))]

t=0

_6Xdu

0X dv
T Ju dt

R mp:

t=0
=u'(0)X, +v'(0)X,.

A Figura 2.3 a seguir ilustra as curvas coordenadas da Defini¢do 2.9 e os vetores X, e X,,.
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Figura 2.3 — As curvas coordenadas e os vetores X,, e X,,

Y u=ug
dxq
p —
/ ¢ 2 :
> r=vy
o
q |
curvas
coordenadas

N

Fonte: Carmo (2014).

Definigdo 2.12. Considere uma superficie S e um ponto g € U < R2. Podemos afirmar que um
vetor de R3 é normal a S em g se ele é ortogonal ao plano tangente em g, isto ¢, se é ortogonal
a todos os vetores tangentes a superficie S no ponto g. Dessa forma, o vetor normal unitario N
no ponto q é dado por,

_ Xy x X,

Xy x X|

A aplicagdo N : § — R* é diferenciavel e a aplicagéo linear dN,, : T,S — T,S

opera da seguinte maneira: Considere a(t) uma curva parametrizada em S com a(0) =pe N
restrito a curva a(t). Assim, o vetor dN, (a'(0)) = N’(0) é um vetor de T,,S, no qual mede a
taxa de variacdo do vetor normal N restrito a curva a(t) em ¢t = 0. Portanto, dN,, (a’(0)) mede
0 quanto N se afasta de N,, em uma vizinhanga de p na direcéo de a’(0). Para maiores detalhes
veja (CARMO, 2014).

Exemplo 2.5. Considere um plano P = {(x,y,z) € R3;ax + by + cz = d} onde (a, b,c) #
(0,0,0). Dessa forma, temos que o vetor normal unitario N é constante, pois
(a,b,c)

N(x,y,z) =

portanto, dN = 0.
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Figura 2.4 —Plano dN, = 0

Fonte: Carmo (2014).

2.3 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL
O produto interno usual do R* induz em cada plano tangente T,,S de uma superficie
regular S um produto interno, o qual sera denotado por (, ),,. A esse produto interno, associamos

a forma quadratica I,, definida por

I, :T,§ = R
L,(w) = (w,w), = Ilwl? >0,

para cada w em T,S.

Definicéo 2.13. A forma quadratica I, : T,S — R, dada por I,(w) = (w,w),,, é chamada a

primeira forma fundamental da superficie regular S ¢ R3emp € S.

Com isso, a primeira forma fundamental nos possibilita fazer alguns célculos
geométricos sobre a superficie como comprimentos de curvas, angulos de vetores tangentes,
areas de regides, entre outras coisas, sem fazer mencdo ao espaco euclidiano R3, onde a
superficie S esta contida.

Nesse sentido, um vetor tangente w € T,,S € 0 vetor tangente a uma curva
parametrizada por a(t) = X(u(t),v(t)), no qual para t = 0, temos p = a(0) = X(uy, vy) €
w = a'(0), logo obtemos aplicando a Defini¢do 2.13 que

I, (w) = I,(a'(0)) = (a'(0),a’(0)),,
assim, como a(t) = X(u(t), v(t)), segue que a’(0) = w = u'X, + v'X,,
L(w) = u'X, +v'X,, u'X,, + v'X,),
= (Xu, Xudp(u)? + 2(Xy, Xp)pu'v' + (X, Xy )p (v)?
=EW)?+2Fu'v' + G(v")?,

onde



23

E(uo; vO) = (Xur Xu)p;
F(uO' vO) = (Xu'Xv>p'
G(UO: UO) = <X1;r Xv)p;

séo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,, X} de T,,S.

Proposicdo 2.3. Os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem as seguintes
propriedades:

a) E(u,v),G(u,v) > 0;

b) E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0.

Demonstracéo. a) X;, e X,, sdo ndo nulos, logo

E(u,v) = (X, x Xy,) = IX, 112 >0

G(u,v) = (X, x X,) = IX,1? > 0.
b) Temos E (u, v) = I1X,11? e G(u,v) = IX,I1?, pela identidade vetorial
Ilm x nlIZ = Ilml?lInl? — (m,n)?,
segue que
E(w,v)G(w,v) — F2(u,v) = IX,I21X,12 — (X,, X,)? = X, x X,I2 > 0.

Exemplo 2.6. Seja o plano P c R3, que passa por um dado ponto py = (xo, Yo, Zo) € que
contém os vetoresw; = (a4, a,, az) e w, = (by, by, b3) unitarios ortogonais, parametrizado por

X(u,v) = pg + uw; + vw,, com (u, v) € R2.

Como X, = w; e X, = w,, para todo (u, v) € R?, temos que
E = (Xy, Xy) = {wy,wy) = [wy]? =1,
F = (Xy, Xy) = (W, wy) =0,
G = (X, X)) = (W, wp) = |W2|2 =1
Entdo a primeira forma fundamental fica sendo o vetor w com coordenadas a, b na base {X,,, X, }
L,(w) = I,(aX, + bX,) = a® + b?,

para todo (u,v) € R2.

Exemplo 2.7. Considere um cilindro reto, parametrizado por X (u, v) = (cos u, sen u, v), com

U={(wv)ER?; 0 <u<2m—0<v< 0}

Para conseguirmos a primeira forma fundamental, é necessario notar que
X, = (—senu,cosu,0) e X, =1(0,0,1).
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Assim, temos que os coeficientes séo
E = (X, X,) =sen?u+ cos?u =1,
F =(X,,X,)=0,
G = (X, X,)=1.
Dessa forma, a primeira forma fundamental do cilindro coincide com a obtida no plano

(Exemplo 2.6) isto €, o vetor w com coordenadas a, b na base {X,, X, }

L,(w) = I,(aX, + bX,) = a® + b?,

para todo (u,v) € R2.
Exemplo 2.8. Seja uma esfera parametrizada da forma

X(u,v) = (rcosucosv,r cosusenv,r senu),

coml0<u<mel<v<2m.
Primeiramente, temos que

X, = (—rsenucosv,—r senusenv,r cos u)

X, = (—rcosu senv,rcosucosv,0).

Temos que,
E = (X, Xy) = r? sen®ucos?v + r? senu sen?v + r’cos?u
= r2 sen®u (cos? v + sen?v) + r? cos?u = r?
F=(X,X,) =r’senucosvcosusenv—r?senusenvcosucosv=>0
G =(X,,X,) =r%cos?u sen?v +r?cos?*ucos®v
=12 cos?u (sen?v + cos? v) = r? cos? u.
Portanto, a primeira forma fundamental da esfera é dada pelo o vetor w com coordenadas a, b

na base {X,, X, }

L,(w) = I,(aX, + bX,) = a®r* 4+ b*r®cos® u,

para todo (u,v) € R2.
Exemplo 2.9. Considere o toro parametrizado por
X(u,v)=(((a+rcosu)cosv,(a+rcosu)senv, rsenu).

Segue que
X, =(—rsenucosv,—r senusenv,r cosu)

X, =(—(a+rcosu)senv,(a+rcosu)cosv,0),

desse modo,
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E = (X, X,) = r?sen*ucos?v + r’sen’u sen®v + r%cos*u
= r2sen®u(cos? v + sen?v) + r? cos?u = r?
F=(Xy,X,)=(a+rcosu)rsenucosvsenv— (a+rcosu)rsenusenvcosv =0
G = (X, X,) = (a + rcosu)? sen®v + (a+rcosu)?cos?v = (a+r cosu).
Assim, obtemos que a primeira forma fundamental do toro é dada pelo o vetor w com
coordenadas a, b na base {X,,, X,,}
L,(aX, + bX,) = a®r* + (a + r cosu)?b?,

para todo (u,v) € R2.

2.4 SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

As propriedades geométricas locais de uma superficie regular dependem de duas
formas fundamentais, das quais a primeira ja foi definida na secédo 2.3. A seguir, definiremos a
segunda forma fundamental, que estd associada aos estudos das curvaturas de curvas da

superficie.

Definicdo 2.14. Seja S uma superficie parametrizada regular e a(t) = X(u(t),v(t)) uma
curva diferenciavel em S, com a’(t) = w. A segunda forma fundamental de S em p é a forma

quadrética
I, : T,§ — R,
onde para cada vetor w € T,,S associa /1, da seguinte maneira: II,(w) = (a”(t), N), onde
a''(t) é o vetor aceleracd@o no ponto p e N é o vetor unitario normal a superficie no ponto p.
Se weT,S e como w=a'(t) = u’(t)Xu(u(t),v(t)) + v’(t)X,,(u(t),v(t)).
Fazendo a"'(t), obtemos,
a (1) = u" ()X, + (' () Xyu + 20" OV (O Xy + (v () Xy + 0" ()X, 23)
Desse modo, aplicando a expressdo (2.3) na Defini¢do 2.14, é possivel constatar que
11,(w) = {a"(t),N)
= (X NYW)? + 2(Xyp, N) W' + (X, N)(0')?
=e()?+2fu'v' + g(v')?

onde
e = (Xy, N),
f = Xy, N),
9 = X, N),

sdo os coeficientes da segunda forma fundamental na base {X,,, X,,} de T,,S.
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Os vetores X,,, X, € N sdo linearmente independentes, assim podemos expressar

Xuw Xuw» Xou € Xy, COMo combinacéo linear de X, X, e N:

Xy = T11 Xy + TH X, + ayyN, (2.4)
Xy =T X, +T2,X, + a;,N, (2.5)
Xpu = T3:X, +T2,X, + ay, N, (2.6)
Xy = I3,X, + T3,X, + ayN, (2.7)

k

Os coeficientes I';;, i, j, k = 1, 2 sdo chamados Simbolos de Christoffel da superficie

S, nos quais sdo determinados em funcéo dos coeficientes da primeira forma fundamental. Os
a;j sdo obtidos considerando o produto interno das trés primeiras relagdes acima com o vetor
N,assimay; =e, a1, =ay; =feay, =g.

Para determinar os Simbolos de Christoffel, consideramos o produto interno das trés

primeiras relacdes com X, e X,,, dessa forma obtemos o sistema

- . 1
M1E +T1F = Xy Xy) = EEw
{

1
krilF + F%lG = <qu:Xv) = Fu - EE‘UJ
(1 ) 1

F12E + F12F = (Xuvau> = EEU,
]
1
ILF+T%,6 = (X, X,) = EGu,
(FlE M2, F =(X,,X =F—lG
228 + 1%, (Xyu, Xy) = F, > Gu
{
1
kF%ZF + F%ZG = (va:Xv) = EG‘U'

Perceba que os Simbolos de Christoffel sé6 dependem dos coeficientes E, F e G e

das suas derivadas. Resolvendo o sistema utilizando a Regra de Cramer temos que
GE, — 2FE, + FE, 2EF, — EE, — FE,

ri = ) rz, = ,
1 2(EG — F?) 1 2(EG — F?)
o GE, — FG, 2 EG, — FE,
27 2(EG - F?)’ 127 2(EG — F2)’ (2.8)
. 2GF,— GG, —FG, , EG,—2FF,+FG,
Fzz = _ 2 ) F22 = _ 2
2(EG — F?) 2(EG — F?)

Exemplo 2.10. Vamos calcular os Simbolos de Christoffel de uma esfera parametrizada da
forma

X(u,v) = (rcosucosv,r cosusenv,rsenu),

comO<u<mel<v<2m.
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Temos pelo Exemplo 2.8, que os coeficientes da primeira forma fundamental da

esferasdo E =12, F = 0 e G = r? cos? u. Dai, obtemos as seguintes derivadas

E, =0, E, =0,
Fu = O, Fv = 0,
G, = —2r’senucosu, G, = 0.

Substituindo os valores obtidos nas expressdes em (2.8), temos que os Simbolos de Christoffel

~

Sao
F%l = 0' F%l = 0,
F%ZZO, F%ZZ_SETLU,
cosu
I, = cosusenu, rZ, =o0.

2.5 DERIVADA COVARIANTE
Iremos comegar esta se¢do, dando primeiramente o conceito de campo de vetores

em uma superficie regular para depois definirmos derivada covariante de um campo de vetores.

Definicdo 2.15. Seja S uma superficie regular. Um campo de vetores em um conjunto aberto
U c S é uma aplicacdo que associa a cada ponto p € U um vetor w(p) € T,S. O campo de
vetores w € diferencidvel em p se, para alguma parametrizacdo X : U — X(U) em p, as funcdes

a,b : U — R dadas por

w(p) = a(u,v)X, + b(u,v)X,

na base {X,,, X,,} sdo diferenciaveis em p.

Observacéo 2.1. Vale ressaltar que a Definigéo 2.15 ndo depende da escolha da parametrizagao

X em p. A explicacdo desse fato pode ser vista em (DELGADO, 2017).

Defini¢do 2.16. Dado um campo de vetores diferenciavel w sobre um conjunto aberto U c S
contento p. Considere uma curva parametrizada diferenciavel a : (—¢,&) - U,com a(0) = p

e a'(0) = y, noqual y € T;,S, e um campo de vetores w restrito a curva a, isto €, w(t) com
t € (—¢,€). O vetor obtido pela projecéo de Z—V: (0) sobre o plano T,,S é chamado de derivada

covariante em p do campo de vetores w em relagé@o ao vetor y.
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A derivada covariante em p do campo de vetores w em relagdo a y denotaremos
Dw
or—(0).
por —= (0)

Figura 2.5 — Derivada covariante L;—"tv

Fonte: Carmo (2014).

A definicdo da derivada covariante esta relacionada ao uso do vetor normal da
superficie regular S e de uma curva particular «, tangente a y em p. No entanto, podemos
mostrar que a derivada covariante ndo depende da escolha da curva a e que é um conceito da
geometria intrinseca, isto €, depende apenas da primeira forma fundamental.

De fato, considere uma parametrizagéo X de S em p e seja X(u(t),v(t)) = a(t) a
expressdo da curva a e

w(t) = a(u(®), v(t))X, + b(u®),v(t))X,
= a(t)X, + b(D)X,,

a expressdo do campo de vetores w na parametrizagdo X. Portanto,

dw , , , .
il ()X, +al®)X, +b' ()X, + b(V)X,

= a(Xyu' + Xyv') + b(Xpu’ + Xppv') +a’'X, + b'X,,
sendo que ' denota derivacdo em relagdo a t.
Assim, substituindo X, Xyv, Xvu, X Pelas expressoes (2.4), (2.5) (2.6) e (2.7)

respectivamente e lembrando que a;; = e,a;, = ay; = f € ay, = g, obtemos
dw
o a(Ti X u' + T4 X,u' + eNu' + ThX,v' + T3,X,v" + fNv')

+b(Ti, X u' + T3, X, u' + fNu' +T3,X,v +T3,X,v' + gNv') +a'X, +b'X,
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= (a' +al}ju’ +alt,v' + b3 u' + bT3,0')X,
+(b' + al3,u’ + al'3,v’ + bI3,u’ + bT%,v")X, + (aeu’ + afv’ + bfu’' + bgv')N.
. — d
Como Z—V: (0) é a projecéo ortogonal do vetor d—v: sobre o plano tangente T, S, temos que

Dw
R (0) = (a’ +altju’ +alLv' + bIiu' + b, v)HX,
(2.9)
+(b" + al'3,u’ + al'3,v" + bT3,u’ + bI'3,v")X,,.

Temos que y = a'(0) = u'(0)X, + v'(0)X,, assim a expressdo (2.9) depende
apenas do vetor y e ndo da curva a. Além disso, a expressdo (2.9) mostra que a derivada
covariante depende dos Simbolos de Christoffel, isto €, da primeira forma fundamental, dessa
forma é um conceito intrinseco.

Se S é um plano, temos pelo Exemplo 2.6 que os coeficientes da primeira forma
fundamental sdo E =1, F=0 e G =1. Com isso, podemos calcular os Simbolos de
Christoffel, assim fazendo os devidos célculos, temos pelas equacdes (2.8) que F{-‘j = 0 para
qualquer i, j, k = 1,2. Dessa forma, substituindo os Simbolos de Christoffel na Equacéo (2.9)

segue que a derivada covariante € ‘;—‘;’(0) =a'X, + b'X,. Portanto, a derivada covariante

coincide com a derivada usual de vetores no plano.
Seguindo esse raciocinio, se imaginarmos a curva parametrizada diferenciavel a(t)

em S como a trajetoria de um ponto que se move sobre a superficie, temos que a'(t) € o vetor

. - . . Da' .
velocidade, a''(t) o vetor aceleracdo e a derivada covariante d—i(t) do campo a'(t) € a
componente tangencial do vetor aceleracéo.

Definicdo 2.17. Um campo de vetores diferenciavel w ao longo de uma curva parametrizada

a:1 - Séparalelo sez—f(t) = (O paratodot € I.

Proposicdo 2.4. Seja a : [ - S uma curva parametrizada e sejam v e w campos de vetores

paralelos ao longo da curva a . Assim, o produto escalar (v(t), w(t)) é constante. Em especial,

[v(t)|, |w(t)| e oanguloentre v(t) e w(t) sdo constantes.

Demonstracdo. Primeiramente, sabemos que v e w sdo campos paralelos ao longo da curva «a,

entdo pela Definicdo 2.17 obtemos que %(t) = Z—V:(t) = 0, para qualquer t € I. E ainda
. d da ~ . , N -

podemos afirmar que d—’; (t) e d—": (t) sdo vetores normais ao plano que é tangente a superficie

em a(t), ou seja

V'), w(®)) = (w(®),w'(t)) =0,



jaque v(t), w(t) € Tqr)S. Dessa forma, temos que

d
7 vO.w@®) = ('), w®) + {v(),w' () =0,

assim, (v(t),w(t)) = cte.

30
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3 GEODESICAS

Ao longo desse capitulo, iremos nos utilizar dos conceitos e resultados obtidos no
capitulo anterior, nos quais permitirdo entender o conceito de curvas geodesicas e proposicdes
necessarias para uma maior compreensao do trabalho. As curvas geodesicas sdo curvas
especiais, pois possuem propriedades interessantes dentre a qual mostraremos as suas equagoes
diferenciais e a obter essas curvas nas superficies de revolucdo. Para este capitulo foram
utilizadas as referéncias Carmo (2014), Bruxel (2018), Pacheco (2008), Gutierrez (1981),
Delgado (2017) e Matos (2016).

Defini¢do 3.1. Uma curva parametrizada, ndo constante, @ : I — S é chamada geodésica em

t € I se 0 seu campo de vetores tangentes a’(t) é paralelo ao longo de a em t, isto €,

Da'(t
®_,
dt
Dizemos que a é uma geodésica parametrizada se é geodésica paratodo t € I.

Portanto, pela Proposicdo 2.4 segue que |a’(t)| = const.= ¢ # O paratodo t € I.
Desse modo, o parametro t de uma geodésica parametrizada a é proporcional ao comprimento
de arco s(t) = c - t de a. Assim, uma curva regular a(t) contida em uma superficie S é uma
geodésica se o vetor aceleracdo satisfaz a''(t) = 0 ou é perpendicular a superficie no ponto

a(t), em outras palavras, a'’(t) € paralelo ao vetor N.

Proposicao 3.1. Seja S uma superficie regular. Se a(t) é uma geodésica da superficie S, entdo

|a’(t)] é constante.

Demonstracdo. Como a/(t) é uma curva geodésica, entdo a’'(t) é perpendicular a superficie no
ponto a(t), ou seja, a”’(t) é paraleloa N. Logo, segue que a''(t) é ortogonal ao vetor tangente

a'(t). Entédo, obtemos pela derivada de |a’(t)|?que

d ’ _ i ’ ’ _ 12 ’ _
SN ©OF = = (@'©,a' () = 2" @, & () =0,
Portanto |a'(t)| = const.= ¢ # 0. [

Proposicdo 3.2. A reparametrizacdo de uma geodésica a(t) pelo comprimento de arco,

continua sendo uma geodésica.

Demonstracdo. Pela Definicdo 2.5 temos a fun¢do comprimento de arco como

s(t) = | |a'(r)|dr.

to
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Desde que pela Proposicédo 3.1, |’ (t)| é uma constante, tem-se s(t) = ct. Considerando
a(®) = B(s®), (3.1)
no qual 8 é uma reparametrizacdo de a pelo comprimento de arco, calculamos a segunda

derivada da expressao (3.1), onde obtemos
a'(t) = B'(s(®)) - s'(t),
a"(®) = B"(s(®)(s'®)" + B'(s(®) - s"(®.

Desde que s'(t) = ¢, tem-se s’ (t) = 0 e dai

1
a"(t) = B"(s)c? = B'(s) = = (O
Portanto, o vetor 8" (s) depois da reparametrizacdo da geodésica a € multiplo escalar de a”' (t),
como a''(t) é paralelo a N entdo B (s) também sera, o que implica que B(s) é uma

geodésica. -

Observacdo 3.1. E possivel concluirmos que se em uma superficie existe uma reta
parametrizada pelo comprimento de arco, entao esta sera geodésica sobre uma superficie, pois
a''(s) = 0 para todo s € I. Portanto, uma geodésica é o que mais se aproxima de uma “reta”

sobre uma superficie.

3.1 EQUACOES DIFERENCIAIS DAS GEODESICAS
Nesta secdo, vamos determinar as equacGes diferenciais das geodésicas. Estas
equacOes irdo possibilitar a obtencdo de resultados importantes para determinar as curvas

geodesicas nas superficies de revolucéo.

Teorema 3.1. Uma curva parametrizada a(t) = X(u(t), v(t)), comt € R de uma superficie
S € uma geodésica se, e somente se, as fungdes u(t) e v(t), satisfazem o sistema de equacdes
u” + (W) + 2u'v'Th, + )i, =0
v + (W)?Tf; + 2u'v'TE, + (v)?T3, = 0. (3.2)
Demonstracdo. Perceba que, para conseguirmos as equacdes diferenciaveis que possibilitem
obter as funcdes u(t) e v(t) das geodésicas a(t) = X(u(t), v(t)) de uma superficie regular S,
precisamos zerar as componentes dos vetores X,, e X,, do vetor aceleracdo a''(t). Como o
campo de vetores tangentes a S é gerado por X,, € X,,, obtemos que a’(t) = u'(t) X, + v'(t)X,,

assim pela Equacdo (2.3) temos
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a"(t) = u"(OXy + (1 (©) Xuw + 20 OV ()Xo + (0" (0)) Ko + 1" (DX,
Substituindo X,,,,, Xy, € Xy, pelas expressoes (2.4), (2.5) e (2.7) respectivamente, lembrando
que a;; =e, a4 = ay; = f € ay, = g, e omitindo o pardmetro t como forma de facilitar as
contas, segue que

a" =u"X,+v"X, + @W)?i X, + %X, +eN]
+2u'v'[T1,Xy + THX, + fN] + (v)?[T3,Xy + T5,X, + gN] (3.3)
= [u” + W)?T1; + 2u'v'Ti; + (W)?T2,1Xy
+[v" + (W)?T%, + 2u'v'T%, + (V')?T4,1X, + [(W)?e + 2u'v'f + (v')?g]N.
Assim se a(t) é geodésica em S para todo t € I, entdo a’'(t) ndo tem componente tangencial

a superficie, assim teremos as componentes de X,, e X,, nulas, logo de (3.3) concluimos que
u” + ()T} + 2u'v'Ti, + (v)T, =
v" + (W), + 2u'v'T?, + (v')?r3, = 0.
Reciprocamente se as Equacdes (3.2) sdo verdadeiras, entdo de (3.3) tem-se
a(t) = [(w)?e +2u'v'f + (v")?g]N,
isto é, a” (t) é ortogonal a T, S, portanto a(t) é uma geodésica. |

Exemplo 3.1. As geodésicas do plano X (u,v) = p + uw; + vw, comu, v € R.

Temos pelo Exemplo 2. os coeficientes da primeira forma fundamental sendo E =1,
F =0e G = 1, entdo os Simbolos de Christoffel sdo, de acordo com a Equacéo (2.8),
r,=0r%=0r,=07T%=0T,=0eTl3 =0.
Substituindo no sistema de equaces diferenciais (3.2) obtemos
u’" =0
v'" =0,
o que implicaque u'(t) = be v'(t) = d, logo u(t) = a + bt e v(t) = ¢ + dt. Portanto,
a(t) =X(a+bt,c+dt) =p+ (a+bt)w; + (c +dt)w,
=p+aw; + cw, + (bw; + dw,)t.
O que nos leva a concluir que a(t) é geodésica do plano se, e sé se, a(t) estd contida em uma

reta.
Exemplo 3.2. Obteremos as geodésicas do cilindro parametrizado por

X(u,v) = (cosu,senu,v).
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Temos pelo Exemplo 2.7, que os coeficientes da primeira forma fundamental do
cilindrosdo E =1, F =0 e G = 1, e portanto os Simbolos de Christoffel sdo, de acordo com
a Equacdo (2.8),

r,=0r%4=0r,=0T%2,=0,T%,=0eTI3 =0.
Assim, o sistema de equaces diferenciais (3.2) é
u’" =0
v =0.

Com isso, podemos tirar algumas conclusdes a partir destas equagdes. Primeiro,

temos u(t) = a + bt e v(t) = ¢ + dt, dessa forma
a(t) = X(a + bt,c + dt) = (cos(a + bt),sen(a + bt), c + dt).
Logo,

Seb=0ed # 0, entdo a(t) = (cos(a),sen(a), c + dt) é um meridiano do cilindro.

Figura 3.1 — Geodésicas no cilindro (meridiano)

Fonte: Autora (2022).
Seb+#0ed=0,entdo a(t) = (cos(a + bt),sen(a + bt), c) é um paralelo do cilindro.
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Figura 3.2 — Geodeésicas no cilindro (Paralelo)

Fonte: Autora (2022).
Seb+#0ed =+ 0,entdo a(t) = (cos(a + bt),sen(a + bt), c + dt) é uma hélice do cilindro.

Figura 3.3 — Geodésicas no cilindro (hélice)

Fonte: Autora (2022).
Portanto, as geodésicas de um cilindro circular reto ficam determinadas.

Exemplo 3.3. As geodésicas do cone parametrizado por X (u, v) = (ucos v,u sen v,u).
Primeiramente, calculemos os coeficientes da primeira forma fundamental, para isso,

X, = (cosv,senv,1)
X, = (—usenv,ucosv,0),

logo,



E=(X,X,) =cos?v+sen*v+1=1+1=2

F=(Xy,X,)=—usenvcosv+usenvcosv =0

G = (X, X,) = u?sen?®v + u? cos? v = u?(sen?v + cos?v) = u.

Pelas equacdes (2.8), temos os Simbolos de Christoffel
u
F%l =0, F%Z =0, F%Z = _El F%l =0,
Dessa forma, o sistema de equacdes diferenciais (3.2) fica

u
u' — E(v’)2 =0

2
v +—-u'v' =0.
u

Tomando a Equacgéo (3.5) da seguinte maneira

2
v = __u/v/’
u

1
rz, =—, rs, =0.
12 =3 22

(3.4)

(3.5)
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podemos reduzi-la para uma equacdo de primeira ordem. Para isso, dividimos em ambos os

lados da igualdade por v’,

integrando a expressdo, obtemos

U” ul
[y
v u

In|v'| = =2In|u| + ¢,

aplicando a exponencial em ambos os lados de (3.6), chegamos a

!

C
v =—.
U2

(3.6)

(3.7)

Como a geodésica procurada estd parametrizada pelo comprimento de arco, entdo podemos
assumir |a’(t)|2 = E(w')? + G(v")? = 1. Assim, substituindo (3.7) em
o/ (D12 = E@)? + G2 =1

2

= 2 W)?*+u? <£> =1

u2
u?c?
= Z(u’)2+—4:1
u
2
= 2(u’)2+$=1

= W)? = <1 —Z—j)%
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u2_c2
= (W)? =
(u) o
.1 [ut—-C?
=u =—
u 2

Dividindo v’ por u' chegamos a uma integral que caracteriza as geodésicas do cone,

dv_v’ C uvV2 C\2 , C\2

J— j— !

_— = —— = el =
du u'  u? Juz-Cc2z uuZ-Cz2 v uVuZ—Czu’

integrando
! C\/i 1A
VvV =——Uu,
uvu? — C2
obtemos
du
ve vt [
uvu? — C?2
donde concluimos
u
— -1( =
v =2 sec ( C ) + k

logo, resolvendo em relacéo a u, temos

v
u=Csec(—+K).
V2

Ao passarmos da variavel t para a variavel v, ndo podemos assegurar que a(v) esteja
parametrizada pelo comprimento de arco, logo passamos a ter uma pré-geodésica, que sdo
curvas onde reparametrizadas se tornam geodeésicas. Portanto, a equacao das pré-geodésicas do
cone é

a(v) = X(u(v)) = (C sec (% + K) cosv,C sec (% + K) senv,C sec (% + K))

Fazendo C = 1 e K = 0, obtemos uma pré-geodésica

a(v) = (sec (%) cos v, sec (%) senv,sec (%))
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Figura 3.4 — Pré-geodeésica do cone (C=1eK =0) Figura 3.5 — Pré-geodésica do cone (C > 0e K < 0)

Fonte: Autora (2022). Font: Autora (2022).

3.2 GEODESICAS EM SUPERFICIES DE REVOLUGAO

Iremos nesta secdo aplicarmos o sistema de equagbes (3.2) para analisarmos
localmente as geodésicas no caso em que uma superficie S € uma superficie de revolugdo. Para
isso, sejaS c R3 asuperficie de revolucdo obtida ao girarmos uma curva regular a do plano
xz ao redor do eixo z. Com parametrizagdo x = f(u) cosv, y = f(u)senv e z = g(u), ou
seja,

X(u,v) = (f(uw)cosv, f(u) senv, g(u)),

sendo v 0 angulo de rotagéo em torno do eixo z e f(u) > 0.

Figura 3.6 — Superficie de revolugao

Fonte: Autora (2022).

Dessa forma, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, temos que
de X, = (f'(w) cosv, f'(u)senv,g'(w)) e X, = (—f(u)sen v, f(u)cos v,0) obtemos
E=<X,X,>=f"W?cos?v + f'(w)?sen?v + g'(w)? = f'(w)? + g'(u)?
F=<X,X,>= —f'(w) f(u) senvcosv+ f'(u)f(u) cosv senv =0



39

G =< X, X, >= f(u)?sen?v + f(u)? cos?v = f(u).
Com isso, podemos determinar os Simbolos de Christoffel a partir das seguintes derivadas dos

coeficientes da primeira forma fundamental,
E,=2(f'(w)f"(w)+g'(wg" W), E, =0, E,=F, =0, G, =2f(w)f'(u) e G,=0.

Dai, pelas expressdes da Equacdo (2.8) temos que

Fl _ f!fll _I_glgll 1—.%1 — 0'
BTG (g
ri, =0, [z _ ff' (3.8)
12 — FJ
1—11 ff, F%z = .

2T+ ()Y
No qual, f' = % eg' = Z—“Z. Temos entdo, substituindo nas equacgdes de (3.2), as geodésicas de

uma superficie de revolucao

. S+ o, ST na (3.9)
R (D) R VO Ea O L
v+ 2];];’ u'v' =0 (3.10)

d d . . ~ . .
onde u' =d—Lt‘ e v =d—:. A partir deste sistema de equacbGes podemos inferir algumas

conclusoes.

Proposicdo 3.3. Os meridianos u = u(s) e v = const., parametrizados pelo comprimento de

arco s sao geodésicas.
Demonstracéo. Desde que v é constante a Equacdo (3.10) é satisfeita. A primeira equacéo fica

u’, + flfl/ +g/gll
(f)?+ (g')?
Como o meridiano a(s) = X(u(s),vy) = (f(u(s))cosvo,f(u(s))senvo,g(u(s))), onde

@y - o. (3.11)

u = u(s), esta parametrizado pelo comprimento de arco, temos que |a’(s)| = 1, assim

a'(s) = (f' (W u'(s) cos vy, f' (W' (s) sen v, g' W' (s))

@@ = [ @2 ()" cos?y + £@2 () sen? vy + g/ WP (w ()

1= \/f’(u)z(u’(s))z[cosz vy + sen? vy| + g’(u)z(u’(s))2
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2 2 3.12
1= \/f’(u)z(u’(S)) +9' W?(w'(s))", (312

logo, elevando (3.12) ao quadrado em ambos os lados da igualdade, obtemos a equacéo
1= f W) +g' W W),
Dai, concluimos que
WO = g 6.13)

derivando esta Gltima igualdade, temos
—[2f" " ' (s) + 29'Wg" Wu'(s)]

[(Fraw)” + (9’(u))2]2
Frf"w + g'Wg" Wlu'(s)

[(rraw)’ + (g’(u))z]z
—f'@f" W + g’ wg" Wlu'(s)

(F@)” + (g@)’]|(Fr @)’ + (g'@)’]
—“[f'@f" W + g’ wg" Wlu'(s) 1

2u'(s)u''(s) =

2u' (s)u""(s) = -2

u'(u''(s) = [

u'(s)u”’(s) = : )
|(rr@)” + (g w)’] (@) + (g )’
N2 — 1 i
como (u')? = Taree o tem-se
o I + g g W] ()
u'(s)u''(s) =

[(Fr@)* + (g @)’
e desde que u'(s) # 0 (Equagdo (3.13)) temos

@ (w) +g'Wg" (W)
(Fr@)’ +(g'@)’

que corresponde a Equagdo (3.11). Isto mostra que, de fato, os meridianos sdo geodésicas. m

ull(s) —

(' (),

Proposicdo 3.4. Os paralelos u = const. e v = v(s) parametrizados pelo comprimento de

arco s sao geodésicas se, e somente se, f'(u) = 0.
Demonstracéo. De fato, sendo u = const. e v = v(s), as equagdes (3.9) e (3.10) ficam sendo

f@f'(w) VY2
T + (g U ) =0 (3.14)

v =0.

Temos que,

a(s) = X(u, v(s)) = (f(u) cos(v(s)) ,f(w) sen(v(s)),g(u)),
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esta parametrizado pelo comprimento de arco, assim |a'(s)| = 1, entéo

a'(s) = (—f(u) v’(s)sen(v(s)),f(u) v’(s)cos(v(s)), O),

la'(s)| = \/f(u)z(v’(s))zsenz(v(s)) +f(u)2(v’(s))2 cosz(v(s))

1= Jf(u)z(v’(s))z[senz(v(s)) + cos2(v(s))] = F(w) - v'(s). (3.15)

Desse modo, para que o paralelo v = v(s), u = const. sejam uma geodesica é
necessario que v'(s) # 0. Além disso, f(u) > 0 e ainda (f’(u))2 + (g’(u))2 + 0, entdo para
que a primeira das equacGes em (3.14) seja satisfeita deve-se ter f'(u) = 0.

Agora se f'(u) = 0, entdo a primeira equacdo em (3.14) ¢ satisfeita. Note que pela
Equacéo (3.15), temos que v’ (s) é constante, portanto a segunda derivada é nula, satisfazendo

a segunda equacdo em (3.14), no qual satisfaz as equacdes da geodésicas. ]

Uma consequéncia desta proposicdo é que uma condicdo necessaria para que um
paralelo de uma superficie de revolucao seja uma geodésica é que tal paralelo seja gerado pela
rotacdo de um ponto da curva geratriz onde a reta tangente € paralela ao eixo de revolugéo.
Assim, se um paralelo é uma geodésica, entdo a derivada covariante do vetor tangente ao
paralelo é nula, ou seja, o vetor aceleragdo do paralelo é paralelo ao vetor normal a superficie.
Portanto, um paralelo parametrizado pelo comprimento de arco em uma superficie de revolugdo

é uma geodésica se f'(u) = 0.

Figura 3.7 — Paralelos geodésicos e ndo geodésicos

Geodésica

Nio é uma
geodésica

Geodésica

Fonte: Carmo (2014).
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Para casos em que a(s) = X(u(s),v(s)) for uma geodésica parametrizada pelo
comprimento de arco, porém ndo sendo nem um meridiano e nem um paralelo da superficie,

precisamos analisar a Equacdo (3.9):

v+ Zj;—clu’v’ =0,
essa equacdo pode ser escrita como
(f@?v")' = f*v" + 2 fw) f'(wu'v' = 0.
Logo
fw)?v' = const. = c, (3.16)
com ¢ # 0, pois caso contrario, v'(s) = 0, logo v(s) = const., isto é, a geodésica seria um

meridiano. Como |a'(s)| = 1, e u = u(s) e v = v(s), temos que

a(s) = (f(u) cosv, f(u) sen v,g(u))

= a'(s) = (f'(wu'cosv— fw)v' senv, f'(wu' senv + f(w)v'cos v, g'(w)u')

\/(f’(u)u’ cosv — fuw)v' senv)? + (f'(wWu'senv + f(w)v’ cosv)? + (g'(Wu')? =1

J(f’(u))z[cosz v+ sen?v](u')? + f?(uw)[sen?v + cos? v](v')? + (g’(u))z(u’)2 =1

\/(f’(u))z(u’)z + 2N+ (') @)? = 1,
elevando ao quadrado em ambos os lados da Gltima igualdade, temos
@)?[(F@)* + (' @)’] + Fa?@H? = 1. (3.17)

Utilizando-se do fato que f(u)?v’ = c, temos

N c? (3.18)
@)= Faw
usando (3.16) e (3.18) na Equacéo (3.17), obtemos
2
@2 [(r@)’ + (@) ] = o5+ 1

Derivando com relagcdo a s
2u” (') + (' @)+ @)?[2f ) f " (W) + 29" (w)g" W)] '

_2f)f'we?
T fwr

Como ¢ # 0, pois a geodésica ndo é um meridiano, temos v'(s) # 0. Podemos

entdo inverter v = v(s), obtendo s = s(v) e u = u(s(v)). Multiplicando a Equago (3.17) por

(g)z obtemos
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dv ds

(&Y = (Y [ + (9] + e (&2

(&)

2
e por (3.18) temos (g) _ (u) , onde podemos reescrever a Equacéo (3.19) da forma

(3.19)

(2. 22) [ (10)? + (6'00)?] + 7

(3.20)

4Ok (du) (/@) + (g’ @)°] + Fw?,

C2
multiplicando ¢ em ambos os lados da Equacéo (3.20), temos como resultado

2. fw)* _(du) [(f()) +(g(u))]c + FQu)2c?

c2

f* = f@?e? + 2 [(F )" + (g'w)’] (d_l’j)
far farer A|(F@) +(9'@)| jauy?
2~ fwr Fw? (@)

2[(Fr@w)” + (g’ W)”
f(u)2=02+c [(f uf)(u-;(g w) ](%)

fy et =~ )2[(f W)’ + (g w)’] (4 )

F@? - c)fW? _ [(f’(u))z N (g’(u))z] (d_1;>

CZ
G@?=DHf@? _ _ du
2|(rw)’ + (g'@)’] v

f(u)\/ f(u)? —c? _du
[(

¢ JFr@) +(gw)] v

Portanto,

v e |[ra)’+ (ew)] -
du f(u) (fw)® - 2

Dai, concluimos por integracéo que:

_f ¢ |[r@)’ + (g (u))]
S (Fw)’ -
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fw)? —c?

que é a equacdo de um segmento de geodésica de uma superficie de revolucao que ndo é nem

! 2 ! 2
v(u) = Cff(lu)\/(f W) +(g'@) du + const. (3.22)

um paralelo nem um meridiano.

Exemplo 3.4. As geodésicas do cilindro parametrizado por X(u,v) = (acosv,a senv,u),

comu,v € R

As funcdes sdo f(u) = a e g(u) = u. Pela Proposicdo 3.4, temos que todos os paralelos do
cilindro sdo geodésicas, ja que f’'(u) = 0 para todo u € R. Pela Proposi¢do 3.3 todos 0s
meridianos sdo geodésicas. Temos ainda que g'(u) = 1, desse modo podemos verificar as

demais geodésicas utilizando a Equacéo (3.21)

dv ¢ [02+1 c
du  aa?—c? gJaZ —c2

e pela Equagdo (3.22) temos

c
0= |

logo,
cu
v(u) = ——=+=k.
ava? — c?
- C ’
Assim, fazendo T 6 concluimos que v(u) = du + k, portanto,

a(u) = (acos (6u + k),a sen (du + k), u).
Portanto as curvas geodésicas sao hélices.
Porém, nem sempre é possivel encontrar as geodésicas pela formula analitica
(3.22), pois iremos nos deparar, com exemplos a seguir, em que 0 uso da expressdo (3.22)

geralmente nos leva a uma integral de dificil solucéo.
Exemplo 3.5. As geodésicas do toro parametrizado por

X(w,v) = ((a+rcosu)cosv,(a+rcosu) senv, r senu),

comu,v € R.

Pela Proposicao 3.3 todos os meridianos sao geodésicas. Verificando os paralelos, temos que
f(u) =a+rcosu, logo f'(u) = —rsenu. Perceba que os paralelos do toro irdo ser
geodésicas, isto €, satisfazer f'(u) = —rsenu =0, quando u = 0 e u = . Dessa forma,

quando u = 0, teremos
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a=((a+rcos0)cosv,(a+rcos0)senv,rsen0) = ((a+r1r)cosv,(a+71)senv,0),
assim, a corresponde a circunferéncia exterior do toro. Quando u = m, teremos

a=((a+rcosm)cosv,(a+rcosm)senv,rsenn) = ((a—r7r)cosv,(a—r1)senv,0),
que corresponde a circunferéncia interior do toro. Contudo, podemos concluir que existem dois

paralelos que sdo geodésicas.

Figura 3.8 — Geodésicas no toro (meridiano) Figura 3.9 — Geodésicas no toro (paralelos)

Fonte: Autora (2022). Fonte: Autora (2022).
Vejamos as geodésicas que ndao sdo meridianos nem paralelos, para isso, temos

g) = rsenu,assim g'(u) = rcos u, pela Equacdo (3.21) temos

dv c r2(sen? u + cos?u)
du a+4rcosu] (a+rcosu)?—c?

dv c r2

du a+rcosu_ [(a+rcosu)?—c?

dv cr

du a+rcosuy/(a+rcosu)?— ez’
pela Equacdo (3.22), segue
v(u) =j il du,

a+rcosu,/(a+rcosu)? —c?

como c e r sao constantes, obtemos

v(u) = crj !

a+rcosu+/(a+ rcosu)?—c?

Perceba que resolver esta integral ndo é facil, porém é possivel compreender melhor
0 comportamento desta geodésica no trabalho da Gutierrez (1981), no qual realiza uma analise

detalhada de casos possiveis para a curva geodésica do toro.
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Exemplo 3.6. As geodeésicas da esfera centrada na origem, parametrizada por

X(u,v) = (rcosucosv,r cosusenv,rsenu),

comr>0,—§<u<§e0<v<2n.

Primeiramente, temos as fun¢des f(u) =rcosu e g(u) = rsenu. Os paralelos que sdo
geodésicas devem satisfazer a condicdo f'(u) = —r sen u = 0, portanto, isso ocorre quando

u = 0, assim

a = (rcos(0) cosv,r cos(0) sen v,r sen (0)) = (rcosv,r senv,0).
Dessa forma, podemos concluir que o Unico paralelo da esfera que é geodésica é o equador.

Vamos determinar as geodésicas que ndo sao paralelos nem meridianos, sabendo que g'(u) =

T COS U:
dv c r2sen?u +r?cos?u
du Trcosu r2cos?u — c?
dv c r2(sen? u + cos?u)
du rcosu r2cos?u —c?
dv cr

du  rcosu+/(r?cos?u) — c2

dv_ c

du  cosu \/(r%cos?u) — c?

portanto, pela expresséo (3.22), temos que

v(u) = j ¢ du,

cosu+/(r2 cos2u) — c2

como c é constante, segue

1
v(u) = cf du
cosu+/(r2 cos2u) — c?
secu
=c du

\/(rz cos?u) — c?

Secu

\/cz 2cos u—1>
_ j’ secu
’ 2cos Zu—-1

du
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c secu
o[ ser
Acos?u—1

2
T .
onde A = = Assim,

secu
—du
VAcos?u—1
Sendo 8 = tg u, temos assim que df = sec? u du. Desse modo,

o do df
seciu 1+tg?u 1+67%

v(u) =

du =

e ainda,

secu=+/1+tg2u=+1+62

Analisando o denominador, obtemos

\/m=j,4(se:2u)—1= A(ﬁ)_

ZJA(;)_lsz—mm_m_

1+ 62 1+62 V1467
Logo,
()_f V1+62 f\/— V1 + 62 de
T Jua-1) - 921+92 (A-1)—62 1+067

Viter

_f 1+ 62 j
JA-1) - 921+02 (A—1)—92
Tomando ¢? = A — 1, concluimos que
deo 0 tgu
v(u) = f— = arcsen (—) = arcsen (—)
Jp? —6? @ @

Contudo, uma geodésica na esfera é uma curva da forma
a(u) = (rcosu cos(v(u)), T COS U sen (v(u)), rsenu),

tgu tgu
a(u) = (rcosucos [arcsen (7” ,7 COSU sen [arcsen <7>] ,rsenu)

2
sendo ¢ = /2—2—1 e usando as seguintes identidades: cos(arcsen(w))=vV1—u? e

sen(arcsen(u)) = u, temos:
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2

| tgu | tgu
alu)y=\|r 1—|—| cosUu, r——cosu,r senu |,
r2_4 L
l c? J c?
como
[ [
1_| tgu |= r? —c? — c’tg?u
72 r2 —c?
-1
c
e
senu
tgu _ c(tgw) _ € cosu
\/”rz Vrz—c? rz—c?’
-1
c
temos
r2 —c?2(1+tg®u) re
alu)=|r cosu,———— senu,r senu
T'Z—Cz T'Z—CZ

Considerando

r2 —c?(1+tg?u)
X=r cosu
72— c2

y = i senu
7"2 — C2
Z=r1rSsenu,
sabemos que no espaco um plano é o conjunto dos pontos a = (x,y, z) que satisfazem uma
equacao do tipo
kx +py+qz=w

e considerando

c
k=0, p=1 g=——= e w=0,
,/rz — CZ
concluimos, com os valores dados, que
rc rc
senu — ——— senu = 0.
TZ — CZ T2 — CZ

Portanto a geodésica procurada € a intersecao do plano passando pela origem com a esfera, logo

é um circulo maximo da esfera.
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Figura 3.10 — Geodésicas na esfera (equador) Figura 3.11 — Geodésicas na esfera (nem meridiano
nem paralelo)

Fonte: Autora (2022).

Fonte: Autora (2022).
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Com este trabalho € possivel concluir que existe muita coisa ainda para estudar
sobre as curvas geodeésicas, isto €, encontrar metodos numéricos mais faceis para se obter as
geodésicas nas superficies de revolucdo. A nossa proposta foi mostrar algumas geodésicas nas
superficies de revolugdo se utilizando dos conceitos apresentados em Carmo (2014).

Porém, existem outras maneiras de encontrar as geodésicas, no qual podemos nos
utilizar dos conceitos do Céalculo Variacional, que ajuda a encontrar as curvas de comprimento
minimo que unem dois pontos. A curvatura geodésica de uma curva também ajuda a medir o
qudo longe a curva é de ser uma geodésica, essa curvatura depende apenas da primeira forma
fundamental, portanto € um valor intrinseco a superficie.

Além disso, existe o trabalho da Ariana Matos (2016) que apresenta um método
diferente de Carmo (2014) para encontrar as curvas geodésicas, assim como o trabalho da Maria
Gutierrez (1981) que apresenta uma solucdo detalhada do comportamento da curva geodésica
do toro. Portanto, 0s conceitos apresentados neste trabalho baseados nas referéncias

bibliogréficas citadas possuem importancia para a evolugdo dos estudos das curvas geodésicas.
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