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RESUMO

A equagao do calor é uma Equagao Diferencial Parcial de segunda ordem que modela o
fluxo de calor numa barra metalica homogénea. No presente trabalho estudamos o fluxo de
calor numa barra homogeénea finita e infinita, utilizando-se separagao de variaveis e Séries
de Fourier para o caso da barra finita e Transformada de Fourier bem como a sua inversa
para o caso da barra infinita. Em ambos os casos consideramos que a densidade da barra
em cada ponto é constante. Para o caso da barra finita analisamos o caso da barra com
extremidades mantidas a temperatura igual a zero para todo ¢, barra com extremidades
isoladas, condicoes de contorno nao homogéneas, condicoes de contorno mistas e uma
fonte de calor externa, utilizando-se as séries de Fourier para o caso da barra finita e
finalizamos nosso estudo do fluxo de calor analisando o caso da barra infinita, isto é, a
equacao do calor na reta utilizando-se a Transformada de Fourier e a sua inversa.

Palavras-chave: Equacao do Calor. Separacao de variaveis e Séries de Fourier. Trans-

formada de Fourier.



ABSTRACT

The heat equation is a second-order Partial Differential Equation that models the heat
flow in a homogeneous metal bar. In the present work we studied the heat flow in a finite
and infinite homogeneous bar, using separation of variables and Fourier series for the case
of the finite bar and Fourier Transform as well as its inverse to the case of the infinite
bar. In both cases we consider that the density of the bar at each point is constant. For
the case of the finite bar, we analyzed the case of the bar with ends maintained at zero
temperature for all £, bar with isolated ends, non-homogeneous contour conditions, mixed
contour conditions and an external heat source, using the Fourier series for the finite bar
case and finalize our heat flow study by analyzing the case of the infinite bar, that is, the
equation of heat in the line using the Fourier Transform and its inverse.

Keywords: Heat Equation. Separation of variables and Fourier series. Fourier Trans-

form.
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1 INTRODUCAO

Na Fisica, Engenharia, Biologia e nas diversas areas do conhecimento usam-se
modelos matematicos para descrever ou traduzir os fenomenos observados. Problemas tais
como o Fluxo de Calor numa barra metalica homogénea, propagacao de uma onda sonora
ou mecanica, movimento dos fluidos, fluxo da corrente elétrica num condutor elétrico,
crescimento populacional, movimento do péndulo simples, sao traduzidos ou descritos
usando um modelo matematico para explicar o comportamento dos mesmos ou encontrar
uma solucao que satisfaca cada problema citado acima.

O presente trabalho de conclusao de curso tem como objetivo geral analisar o
processo de fluxo de calor numa barra metalica homogénea e de forma especifica avaliar
0s casos possiveis das condi¢oes de contorno bem como demonstrar a solucao de cada
condicao de contorno estudado nesse trabalho usando o método de separacao de variaveis,
séries de Fourier e a Transformada de Fourier bem como a sua inversa.

O mesmo esta dividido em cinco capitulos. O capitulo 1 é a introducao, onde
trazemos de forma sintetizada informagoes gerais sobre o tema principal deste trabalho.

J& o capitulo 2 traz informagoes sobre conceitos preliminares de Equacoes Di-
ferenciais Ordindrias (EDOs) e Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). Ainda no mesmo
capitulo, fizemos uma classificacao das EDOs quanto a ordem e a linearidade sendo feita
a mesma classificagao para as EDPs. Importa ainda referir que no mesmo capitulo foram
estudadas apenas Equagoes Diferenciais de até segunda ordem pelo simples fato de que a
Equacao do Calor é uma Equacao Diferencial Parcial de segunda ordem, dai a necessidade
de nao se explorar Equagoes Diferenciais tanto Ordinarias como Parciais de ordem maior
que dois. Ainda, neste capitulo, vimos o principal método resolutivo de uma Equacao Di-
ferencial Parcial utilizado neste texto, que é o método de separacao de variaveis. Importa
ainda salientar que existem outros métodos para se resolver uma EDP, no entanto, neste
trabalho usamos apenas o de separacao de variaveis.

No que concerne ao capitulo 3, o mesmo tem como objetivo principal falar
sobre as Séries de Fourier bem como o Teorema de Convergéncia da Série de Fourier.
Justifica-se pelo fato de que a solucao da Equacao do Calor é dada por uma Série de
Fourier de senos ou de cossenos. Dada a complexidade na demonstracao do Teorema
de Convergeéncia de Fourier, optamos por nao fazer sua demonstracao e indicamos os li-
vros onde se pode encontrar a referida demonstracao. Ainda neste capitulo, discutimos
a questao da Transformada de Fourier e sua inversa, trazendo algumas propriedades de
resolucao. Justifica-se pelo fato de que no capitulo seguinte traremos uma pequena abor-
dagem da equacgao do calor para o caso em que a barra é infinita, ou seja, o comprimento
da barra é infinito e a solucao do referido problema é encontrada via transformada de
Fourier e da sua inversa. Ressaltamos que as Transformadas de Fourier que trouxemos

neste trabalho sao apenas nocoes basicas sem fazer um estudo profundo delas, pois apenas
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trouxemos para facilitar nossa comparacao entre a solugao da Equacao do Calor obtida
para o caso de uma barra finita e da barra infinita.

Quanto ao capitulo 4, discutimos de forma geral sobre o Fluxo de Calor numa
barra metdlica homogénea. Fizemos a demonstragao da Equacao do Calor considerando
alguns principios fisicos importantes. Para se chegar a solucao desejada sera usado o
método de separagao de varidveis. Serao ainda analisados os possiveis casos de condicoes
de contorno e iremos finalizar o mesmo capitulo analisando o fluxo de calor numa barra
metalica homogénea infinita, usando a transformada de Fourier e a sua inversa. Tanto a
barra finita quanto a barra infinita, iremos considerar que a sua densidade em cada ponto
da barra é constante.

Para finalizar, o capitulo 5 traz a conclusao do presente trabalho de conclusao
de curso, onde faremos uma sintese geral do trabalho. Ademais, esperamos que seja
um trabalho proveitoso para quem futuramente for usar o mesmo para estudar sobre a
Equagao do Calor ou ainda sobre o Fluxo de Calor numa barra metalica homogénea finita

ou infinita.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo veremos alguns conceitos preliminares para a compre-
ensao do que sera abordado ao longo deste trabalho tendo como suporte os livros tais
como (BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B., 2010), (RAMOS, E. E., 2008),
(KISELOV, A.; KRASNOV, M.; MAKARENKO, G., 1984.), dentre outros livros. Con-
forme serd visto ao longo deste texto, a equagao do calor é dada por uma Equagao Di-
ferencial Parcial e para sua resolucao é necessario se ter um conhecimento prévio das
Equagoes Diferenciais Ordinarias, dai a necessidade de se trazer os conceitos de equagoes
diferenciais ordindrias e parciais neste capitulo.

Portanto, definimos uma Equacao Diferencial como sendo aquela equacao que
envolve derivadas de uma funcao em relacao a uma ou varias variaveis independentes.

As equacoes diferenciais classificam-se quanto ao tipo, ordem e linearidade.
Quanto ao tipo, as equagoes diferenciais podem ser Ordinarias ou Parciais. Trata-se
de uma Equacao Diferencial Ordinaria ou simplesmente E.D.O, se a funcao incégnita
depende apenas de uma variavel independente. Se a funcao incoégnita depende de duas ou
mais variaveis independentes, a equacgao diferencial em causa, é uma Equagao Diferencial
Parcial ou simplesmente E.D.P.

A seguir temos alguns exemplos de equacoes diferenciais.

= kT =T, 0

y' +3zy =4 (2)
L%JFR%Jréq:O (3)
T _ a2t 5

A equacao (1), (2) e (3) sao exemplos de Equagoes Diferenciais Ordindrias,
sendo a (1) conhecida como a Lei de Resfriamento de Newton enquanto que as equagoes
(4) e (5) representam exemplos de Equagoes Diferenciais Parciais.

Relativamente a ordem, ela é dada pela maior derivada que aparece na equagao
diferencial. Desta forma, podemos ter equacoes diferenciais de 12, 22, 3% ordem e assim
sucessivamente. Quanto a ordem, as equagoes (1) e (2) sd@o exemplos de EDOs de primeira
ordem e a equagao (3) é uma EDO de segunda ordem, enquanto que as equagoes (4) e (5)
sao exemplos de EDPs de segunda ordem.

Quanto a linearidade, uma equagao diferencial pode ser linear ou nao linear.
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Diz-se que uma equagao diferencial ¢é linear se a fungao incégnita e suas respectivas de-
rivadas se relacionam de forma linear na respectiva equacao, isto é, a funcao incégnita
e suas derivadas aparecem em uma soma na qual cada parcela ¢ um produto de alguma
derivada da funcao incognita com uma funcao que nao depende da funcao incognita.

Os exemplos (1) a (5), representam equacoes diferenciais lineares, enquanto

que as equagoes a seguir sao exemplos de equagoes diferenciais nao lineares.

y/l/ + 2€ty” + yyl — 0 (6)

Ulgy + Uyy = 0 (7)

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Uma equagao diferencial ordinaria, é uma equagao escrita na forma

F(z,y,v,y",...,y") =0,

sendo = a varidvel independente, y a varidvel dependente, 3/, y", ..., y™ representam res-
pectivamente derivadas de primeira, segunda até ordem n da varidavel dependente e F' é
uma funcao que indica a relagao existente entre as variaveis x e y bem como as respectivas

derivadas de y. Temos a seguir exemplos de equagoes diferenciais ordinarias.

y' +3y =5, (8)
y'senx = ylny, (9)
y'+2y + 3y =0, (10)
y' 2y +3y=e". (11)

As equagoes diferenciais ordinarias podem ser classificadas quanto a ordem e a
linearidade. Quanto a ordem, uma E.D.O pode ser de 12, 22 ordem e assim sucessivamente,

pois conforme visto, uma E.D.O é escrita na forma

F(z,y,y",y",...,y") =0,

onde n indica a ordem da derivada.
As equagoes (9) e (11) representam equagdes diferenciais ordindrias lineares de

1% e 22 ordem, respectivamente.

Observagao 2.1 Ao longo deste trabalho iremos trabalhar apenas com equacoes diferen-
ciais ordindrias lineares de 1% e 2% ordem, dai a razdo de nao trazermos nenhum exzemplo

de uma FE.D.O de ordem superior a dois.
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As equagoes diferenciais ordindrias de 1 ordem representam-se da seguinte

maneira

F(z,y.y') =0, (12)

onde F indica a relagao existente entre as varidveis envolvidas. De (12) tem-se ¢y = f(z, ).

Existem diversas equacoes diferenciais ordindrias de 1% ordem, tais como as
Equagoes Diferenciais Ordinarias de Variavel Separavel, Exatas, Lineares, Homogéneas,
Bernoulli, mas que durante este texto iremos trabalhar com as Equacoes Diferenciais
Ordindrias de 1* ordem do tipo Varidvel Separdvel e Lineares, pois no capitulo sobre
a Equacao do Calor ao aplicar-se o método de Separacao de variaveis, resultara num
sistema de duas equacoes diferenciais ordinarias, onde uma ¢ linear e a outra é de variavel

separavel.

2.1.1 Solucgoes das Equacoes Diferenciais Ordinarias

A solucao particular de uma equacao diferencial ordinaria em um intervalo I, é
uma fungao y(x) definida em I, de modo que as derivadas de ordem até n estao definidas
em [ e satisfazem a mesma equacao no intervalo de definicao da funcao. No entanto, a
solucdo geral de uma equagao diferencial ordindria em I, é um conjunto de solugoes y(x)
em [, de modo que qualquer solucao particular pode ser obtida dela desde que se cumpra

certas condicoes iniciais.

Exemplo 2.1 Considere a sequinte equacao diferencial xy' + y = cosx, mostre que
senx
y =

€ solucao da equacao dada.

Senx

Solucgao: y = é solugao de xy’ + y = cosx se a igualdade for verdadeira. Note que

na equagao hé a derivada primeira da funcao y(z), dai que torna necessario calcular esta

. ,  XCoST — senw . . .
derivada. Como y' = ————>———, substituindo esta expressao na equagao, tem-se:
x

TCOST — Senx senx
T +

= COST
2
TCOST — Senr  Senx
+ = coST
x
TCOST senr  senx
— + = COST

T T T

COST = COST.

senx

De fato, y = é solucao da equacao dada, pois a igualdade é verdadeira.

X
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2.1.2 Equacoes Diferenciais de Variavel Separavel

Toda equacao diferencial ordindria de 1* ordem da forma % = g(x,y) e que
pode ser expressa na forma M (x)dx + N(y)dy = 0, onde M é uma fungado que depende
de z e N é uma funcao que depende de y, é chamada de equagao diferencial ordinaria
de varidvel separdvel, cuja a solugdo é obtida integrando M (x) e N(y) nas respectivas
variaveis.

Exemplo 2.2 Resolva a sequinte equacio ¢V = .

Solugao: Para a resolugao desta equagao, importa antes aplicar logaritmo natural em
ambos os membros da E.D.O, isto é, Ine? = Inz, por propriedades de logaritmos tem-se
y'Ilne = Inz, o que implica que y' = Inz. Esta ultima expressao, pode ser escrita da

seguinte maneira:

% = Ilnx
dx
ou ainda,
dy = Inzdzx,

o que caracteriza uma E.D.O de variavel separavel, pois como se pode notar o membro
esquerdo da igualdade depende apenas de y, enquanto que o membro direito dela depende

de x. Integrando em ambos membros da igualdade em relagao a y e x, respectivamente,

/dy = /lnxdm

y=uaxlnr —x+c

tem-se:

ou ainda,

y=2z(nx—1)+¢, VeceR.

O exemplo apresentado acima, demonstra que a constante ¢ pode assumir
qualquer valor real, dai que tem-se um conjunto de fungoes que satisfazem a respectiva
equacao. Para se obter uma solucao particular a partir da solugao geral encontrada ao re-
solver uma determinada E.D.O, é necessario que se tenha uma condigao inicial y(zo) = vo,

onde xq e 1y sao valores dados que permitem determinar um valor especifico da constante.
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A este tipo de problema, chama-se Problema de Valor Inicial ou simplesmente P.V.I.

Exemplo 2.3 FEncontre a solugcao particular da sequinte equacao diferencial de acordo a

condigdo inicial dada ye¥y =z — 1, y(2) = 0.

Solugao: Para separar as variaveis da equacao dada, pode-se reescrever a mesma da

. . 2 .
seguinte maneira ye¥ dy = (r — 1)dx, que ao integrar em ambos os membros tem-se:

/yedey = /(a: —1)da
%/deyzdy = /(x —1)daz

1 2 ZL‘2

Zeyt — 2 k
26 5 T+
ey2:x2—2x+2k

2
eV =a? —2r+e,

onde ¢ = 2k. Para determinar a constante, faz-se a seguinte substituicao x =2 e y =0

em eV’ =12 — 21 + c, isto é, e® =4 — 4 + ¢, ou seja, ¢ = 1. Portanto a solucao desejada é

692:x2—2x+1.

2.1.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares
Toda equacao diferencial ordindria de 1* ordem da forma

dy

() 2+ by = £(2),

onde a(z) e b(x) sdo fungdes que dependem somente de z e a(x) # 0 se chama equagao

diferencial linear se tivermos:

g—i +p(x)y = ()
b(x) f(z)
sendo p(z) = % e q(x) = @)
Observe que na equagao Z—y + p(z)y = q(x), se g(x) = 0 resulta numa equagao
x

d
diferencial do tipo d_y + p(x)y = 0 que é uma equacao diferencial linear homogénea ou de
x

d
variavel separavel. Para o caso em que ¢(x) # 0, a equagao d—y +p(x)y = q(z) é chamada
x
de Equacao Diferencial Linear nao homogénea.

Para resolver uma equacao diferencial linear de 1? ordem, é necessério que se
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calcule uma funcao que depende de x e é chamada de fator de integracao. Esta funcao
calculada é multiplicada nos dois membros da equacao diferencial linear a ser resolvida,
transformando essa equagao numa outra equagao onde o primeiro membro da nova equagao
¢ a derivada do produto entre a funcao incognita e o fator de integracao calculado. Para
calcular esse fator de integragdo usa-se a seguinte formula: p(x) = e/ P@)dr A demons-
tragdo para se chegar a esta férmula pode ser encontrada em livros como (RAMOS,
Eduardo Espinoza, 2004), (KREYSZIG, Erwin, 1973), dentre outros livros.

d
Exemplo 2.4 Resolva a sequinte E.D.QO linear homogénea d_y = —y.
x

~ . . . d
Solucao: Note que a E.D.O dada pode ser reescrita da seguinte maneira d—y +y=0o0
x
que caracteriza uma equacao diferencial lineal homogénea pois ¢(z) = 0.
Como p(x) = 1, entdo o fator de integracao é dado por u(x) = e/ ¥ = e,

Multiplicando este fator de integracao em ambos membros de &y +y =0,

dx
tem-se p
Y
"= +ye® =0-e".
dx y
e . S ,d -
Nao é dificil perceber que o primeiro membro desta tltima igualdade é d—(y-e )
T
d
e que o segundo membro ¢ igual a zero, ou seja, d—(y -e”) = 0.
T

d
Integrando em ambos os membros de d—(y -€%) =0, tem-se y - €* = ¢, ou seja,
T

y =c-e * ¢é a solucao desejada.

Exemplo 2.5 Resolver a sequinte equacao diferencial linear nao homogénea

P 1 1 |
Yy —e'y= —sen— —ecos—.
x x x
Solugao: Dado que a EDO é linear nao homogénea, tem-se que p(x) = —e” e
11
x) = —sen— — e*cos—.
q(z) = —sen— .

O fator de integracio é calculado da seguinte maneira p(z) = e/ =" portanto

p(z) = e . Ao multiplicar este fator de integragao em ambos membros de

1 1 1
y — ey = —sen— —e"cos—,
x x x
tem-se entao . . )
—eZ _ T _pT __pT
ey —e “efy=e"° —sen— —e © e“cos—.
x x x

O primeiro membro desta ultima expressao é a derivada da fungao incognita

d v
y e o fator de integracao calculado anteriormente, isto €, d—(y e ).
x
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_eZ 1 1

d .
Dai que —(y - e ¢ ) = ¢ ¢ —sen— — e~
q dx(y ) —asen—

- 1

T

“e’cos—. Integrando em ambos
x

membros em relacao a z, tem-se entao

/%(?J e’ )dx = / (6_6 ﬁsen; —e ¢ e%os;)dz

. 2 1 1 . 1
y-e ¢ = /e_e — sen—dx — /e_e e’cos—dx
x x x

Note entao que nao é necessario resolver as duas integrais do membro direito
simultaneamente, pois resolvendo uma delas aplicando o método de integragao por partes,

tem-se uma expressao simétrica a outra integral. Optamos por aplicar o método de

. ~ . . . _ LT _ LT
integracao por partes na primeira integral, de onde teremos que u = e=¢ |, du = —e™¢ e*dx
e dv = — sen—dz. Integrando esta ultima expressao considerando a seguinte substituigao
x
1 . 1
t = — e di = ——dz, tem-se entao v = cos—. Portanto,
x x x

1 1 1

e _ T T oz

y-e ¢ =e° -cos—+ [ e € e‘cos—dr+c— [ e € e‘cos—dx
x x x

- 1

—e® _ _—e”
Yy-e =e€ -cos;Jrc,

de onde se tem que

1 .
Yy =cos—+c-e° .
x

Exemplo 2.6 Achar solucdo particular da Equacao Diferencial com a condicdo inicial
dada

P 1 1 . 1
Yy —e'y = —sen— —ecos—, y—2 sex——00
x x x

~ . ~ ~ B 1 T
Solucgao: Do exemplo anterior, tem-se que a solucao geral da equagao é y = cos—+c-e° .
x

. 1 ,
Quando r — —oo, tem-se entao que — — 0 e também e* — 0, deste modo, teremos
T

y = cos(0) + ¢, lembando que a™" = aLn e ¢’ = 1. Daf tem-se entdo que y = 1 + ¢, como
y — 2 quando r — —oo, entao 1 4+ ¢ = 2, isto é, ¢ = 1. Portanto, a solucao particular da
equagao é

1 o
Yy = cos— + e° .
x

As equacoes diferenciais ordinarias tém diversas aplicagoes em Fisica, Enge-

nharia e uma dessas aplicacoes é a Lei de Resfriamento de Newton que diz que a taxa de
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variacao da temperatura 7" de um certo corpo em qualquer instante t, é proporcional a
diferenca de temperatura deste corpo e a temperatura do meio ambiente ou que o rodeia.

Matematicamente, esta lei ¢ expressa da seguinte maneira: T —k(T —Thy),
onde k é a constante de proporcionalidade, T" é a temperatura do corpo em qualquer
instante ¢t e T4 é a temperatura do meio ambiente e é constante. O sinal negativo em
frente da constante de proporcionalidade se explica pelo simples fato de que o fluxo de
calor flui da fonte quente para a fonte fria. Deste modo, se T > T4, tem-se entao que

— decresce, ou seja, a temperatura do corpo com o passar do tempo vai diminuindo ou

dt
dT
ainda que o corpo estd se resfriando e se T' < T}y tem-se que o cresce, o que implica que

com o passar do tempo, a temperatura do corpo vai aumentando, ou seja, o corpo esta se
aquecendo.

Deve-se ter em conta que o referido modelo foi considerado por Newton estu-
dando o caso de uma bola metalica aquecida dai a razao de se chamar Lei de Resfriamento
de Newton. Nao é dificil de perceber que este modelo nao se preocupa em determinar a
temperatura em um determinado ponto da bola, mas sim, a temperatura do corpo em um
certo instante ou determinar o instante em que o corpo atinge por exemplo a temperatura
de 10°C'. Assim sendo, se quisermos saber por exemplo a temperatura no interior de uma
barra metalica irfamos precisar de duas informagoes possiveis, isto é, precisariamos saber

a posicao x e o instante t. O modelo que permite determinar a temperatura no interior

ou 0%u
da barra metalica é dado por T QQW. Esta equacao é conhecida como Equacao do
x
Calor.
A equagdo — = —k(T — T4) pode ser vista como linear em 7" ou de varidvel

separavel. Conhecendo a temperatura do corpo no instante ¢t = 0, isto é, T'(0) = Ty pode
se determinar a funcao que permite determinar a temperatura do corpo em qualquer ins-

tante. Assim sendo, a mesma pode ser escrita da seguinte maneira:

C;—j; + kT = kT, de onde se tem que p(t) = k e, portanto, pu(t) = e/*d = ek é o fator
de integracao. Multiplicando este fator de integracao em ambos membros da equacao
anterior, nota-se que o primeiro membro dela é exatamente a derivada do produto entre

a funcao incégnita T' e o fator integrante calculado, isto é:

d
dt

Integrando em ambos os membros em relacao a t, tem-se

(T - ey = M - kT .

T e =Tpe + ¢

ou ainda, T'(t) = Ty + ce™*. Substituindo ¢t = 0 na equagao, tem-se entao que
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T(0) =Ta + c¢. Como T'(0) = Tp, entdo Ty — T'a = c. Portanto,
T(t)=Ta+ (To — Ta)e ™
é a funcao que permite determinar a temperatura do corpo em qualquer instante.

Exemplo 2.7 Um termometro que lé T0°F ¢é colocado em um forno pré-aquecido em
temperatura constante. Através de uma janela de vidro localizada na porta do forno,
um observador registra que o termometro marca 110°F apos 3 minuto e 145°F apos um

minuto. Qual € a temperatura do forno?
Solugao: Note que a questao fornece as seguintes informagoes:
To = 7OOF
r .
T(imm> =110°F
T(1min) = 145°F.

Percebe-se entao que o desejado na questao é a determinagao da temperatura no interior
do forno, ou seja, Ty que é a temperatura do meio ambiente.

Como T(t) = Ta+ (Ty—Ta)e ¥ é a equagao que permite determinar a tempe-
ratura do corpo em qualquer instante, substituindo nela os dados fornecidos na questao,

tem-se:

k
Ta+(10-Txle 2 =110 (I) e  Tu+(T0—-Ta)e " =145  (ID).
De (I) tem-se

110 — 70e™2
Ty =0T g
l1—e2
e de (/1) tem-se
oo 145 - 70e " (V)
AT T ek

110 — 70e™2 145 — 70e*
l—e5  1—ek

Comparando (I1I) e (IV) tem-se: , que ao

desenvolver esta expressao, tem-se o seguinte:

(110 =T0e72) - (1—e®) = (145=70e7")- (1—e ),
110 — 110e™" — 70e72 + 70e72 % = 145 — 145¢7% — T0¢™* + 70e72 ¥,
145¢7% — T0e™2 — 110" +70e ™" = 145 — 110,
The "t —40eF = 35,



21

pelo que ao dividir por (—5) em ambos os membros desta tltima expressao, tem-se entao

8e % — 15¢7% + 7 = 0, ou ainda,

8k —15Vek+7=0.

A equacdo resolve-se supondo entdo que Ve * = z, isto é, e™¥ = 22. Dessa

suposicao resulta na seguinte equacao 822 — 15z + 7 = 0, cuja as rafzes sao z; = 1 e

2y = —. Para z; = 1 tem-se entao que e * = 1, de onde se tem que k = 0. Mas se k = 0 as
equagoes (I11) e (IV) nao sao satisfeitas, logo para que ambas tenham solucao o k deve

. : : 49
ser positivo ou seja, maior que zero. Para o caso em que zo = 3 tem-se que e * = 61

4 4
isto é, k = —ln(6—i>. Substituindo k = —ln<6—i) em (IV) tem-se

_ 145-64—70-49 9280 — 3430 5850

_ _ — 390°F.
A 64 — 49 15 T

Portanto, Tx=390°F' é a temperatura ambiente, ou seja, ¢ a temperatura no

interior do forno.

2.1.4 Equacgoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Segunda Ordem

Tendo em conta o que foi visto nas sessoes anteriores, percebe-se que as
Equacoes Diferenciais Ordinérias estao divididas em duas classes distintas, podendo entao
serem equacoes diferenciais ordinarias lineares ou equacoes diferenciais ordinarias nao li-
neares. Importa referir que nesta sessao sera apenas abordada a questao das equagoes
diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem.

As equacoes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem sao equagoes
2

da forma % + p(x)j—y + q(z)y = r(x). Assim como as equagoes diferenciais ordindrias
lineares de :f)rimeira ofivdem podem ser homogéneas ou nao homogéneas, as equagoes di-
ferenciais ordinarias lineares de segunda ordem também podem ser homogéneas ou nao
homogéneas. Trata-se de uma equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea se
r(z) = 0 e é ndo-homogénea se r(z) # 0.

As equacoes diferenciais a seguir sao exemplos de equacgoes diferenciais or-

d*y d d*x dx
dinérias lineares de segunda ordem homogéneas —‘Z + & +y=0, —5+2b—+ k*x =0,
P y dx? dx dt dt
enquanto que d—z - 4d_y —by=5rey —y +y =12+ 6 sao exemplos de equacdes
x T

diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem nao-homogéneas.
As fungoes p e ¢ que aparecem na equagao diferencial, sdo chamadas de co-
eficientes da respectiva equacao diferencial. A solug@ao ou as solucoes de uma equacao

diferencial linear de segunda ordem, define-se tal igual se definiu na subse¢ao 2.1.3. Se as
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funcoes p e ¢ sao constantes, tem-se entao uma equacao diferencial linear com coeficientes
constantes e se pelo menos uma delas depende de z, tem-se uma equacao diferencial linear
com coeficientes varidveis. Assim como se pretende apenas abordar a questao das equacoes
diferenciais lineares, também serda apenas abordada a questao das equacoes diferenciais
lineares com coeficientes constantes.

Sabe-se que uma EDO Linear Homogénea de segunda ordem é da forma
y" 4+ p(z)y + q(x)y = 0. Considere a EDO Linear Homogénea 3" — y = 0 tendo como

* para todo z real. A partir de y; = €* e y5 = ¢~ * obtém-se uma

solugoes y = e ey = e~
fungao da forma y = Ay, + Bys, sendo A e B constantes arbitrarias. Chama-se a isto
de combinacao linear de y; e y5. Diante do exposto, tem-se o seguinte teorema impor-
tantissimo chamado Principio de Superposicao de Solucoes para as equacoes diferenciais

lineares homogéneas:

Teorema 2.1 Para uma EDO Linear Homogénea de sequnda ordem, se y; e ya Sao
solugoes de y" + py' + qu = 0, entdo uma combinacdo linear qualquer de y, € yy ,isto
é, y = Ayp + Bys também é uma solugcao da EDO Linear Homogénea, onde A e B sdo
constantes arbitrdrias.

Demonstragao: Substituindo y = Ay; + Bys, ¥ = Ayy + By, e v’ = Ay + By, em
v +py +qy = 0, tem-se: Ay + Byl + p(Ay, + Byb) + q(Ay, + Bys) = 0, ou ainda,
Ay +pyy+aqy1) + Blyy +pys+qys) = 0, isto é, A-0+ B-0 = 0, ou seja, 0 = 0, igualdade
que se verifica por se supor que y; e yo sao solugoes da Equacao Diferencial Ordinaria

Linear Homogénea. u

E importante observar que o principio ou teorema enunciado acima, é valido
apenas para Equacgoes Diferenciais Ordindrias Lineares Homogéneas, isto é, nao se aplica
para EDQ’s Lineares nao homogéneas tampouco para EDQO’s nao-lineares.

Para as equacgoes diferencias ordinarias de primeira ordem, um problema de
valor inicial obedece a condigao inicial dada por y(z¢) = 3o, enquanto que as equagoes dife-
renciais ordindrias de segunda ordem, um Problema de Valor Inicial obedece as condicoes
iniciais dadas por y(x¢) = yo € ¥'(x¢) = y1. Tais condigdes permitem determinar as cons-
tantes arbitrarias de y = Ay, + Bys, isto é, A e B, supondo que y; e ¥y, sao solugoes da
referida equacao diferencial. A solucao encontrada ao determinar as constantes A e B, é
chamada de solucao particular da EDO.

Mas entao, como determinar y; e yo que sao as solucgoes da referida EDO? Pra
responder a esta pergunta, lembre-se por exemplo que a equacao 3y’ + ky = 0, sendo k

uma constante arbitrria, tem como solucdo y = ce™**

. Isso induz-nos a pensar que a
funcao solucao de 3’ + ky = 0 pode-se ser escrita como y = ¢™*. Pelo que, adicionando
a funcao solucao e suas respectivas derivadas apds multiplicd-las por algumas constantes,

tem-se zero para todo x real. Pelo que se pode concluir entao que a funcao solugao e suas
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derivadas, diferem no maximo por um miltiplo constante. A funcao y = €™ é a tnica
funcao cujas derivadas sao multiplos constantes da mesma funcao e™*, onde m é uma
constante. Supondo entao que a solucao da equacao y” + py’ +qy = 0 é y = €™, tem-se
(™) + p(e™®) + q(e™®) = 0, ou ainda, €™ (m? + pm + q) = 0. A igualdade é nula se
e™ = (0 oum?+pm+q=0. Mas €™ # 0, entao para que a igualdade anterior seja nula,
deve-se ter m*+pm+q = 0. A equagao m?+pm+q = 0 chama-se Equacao Caracteristica
ou auxiliar pois por meio dela se determinam os valores de m que permitem encontrar a
solucao geral da equacao diferencial dada.

A equacao m?+pm+q = 0 por ser do segundo grau, pode ter duas raizes reais
distintas uma da outra, pode ter uma raiz dupla ou possuir raizes complexas. Possuira
duas raizes reais distintas se A = p? — 4q > 0, terd raiz dupla se A = p? — 4¢q = 0 e tera
rajzes complexas se A = p* —4q < 0. Assim, se m; e my sdo as raizes de m?+pm+q = 0,
a solugao geral de 3" 4+ py’ + qy = 0 é escrita da seguinte maneira y = Ae™* + Be™2%
onde A e B sao constantes reais que podem ser determinadas mediante condigao inicial,
fornecendo entdo uma solucao particular de y” +py’ +qy = 0. Se m; = mo = m, isto é, se
a raiz de m?+pm+q = 0 é dupla, entao a solucao geral de v +py’ +qy = 0 é escrita como
y = (A+ Bx)e™. Para o caso em que as raizes de m? + pm + ¢ = 0 sdo complexas, isto é,
my2 = a+bi asolugao geral de y” + py’ + qy = 0, é escrita como y = €**(c1e®” + cye %),

mas como e = cos(#) +isen(f) e e= = cos(0) — isen(f), entdo a solucio geral pode ser

reescrita como y = e**( Acos(bx) + Bsen(bx)) onde A =c¢; + ¢3¢ B = (¢ — ¢2)i.

Exemplo 2.8 Resolva as sequintes equagoes diferenciais lineares de sequnda ordem.

P’y L dy
2 _ 32 4oy =
(a) fj@z 3gx+ y=20
y y
(b) —5 —4=—=+4y=0
()g22+2:§—x+k2 =0,k>b>0. Quandot =0, =0 dr_
c pTE) o x =0, . Quandot =0, x = edt—vg.

Solugao: a) A equagao caracteristica associada a EDO do item a) é da forma
m? — 3m + 2 = 0 cujas rafzes sao m; = 1 e my = 2, daf que a solucao geral da respectiva
equagao diferencial é y(z) = Ape” + A1e**, onde Ay e A; sao constantes arbitrarias.

b) A equagao caracteristica associada a EDO do item b) é m? —4m+4 = 0, fica
a cargo do leitor conferir que m; = my = 2, dai que a solugao geral da equagao diferencial
é escrita como y(z) = (By + Biz)e*”, sendo By e By constantes quaisquer.

c) A equagao caracterfstica associada a EDO do item c¢) é m? + 2bm + k% = 0.
Completando os quadrados, tem-se m? + 2bm + b*> + k* — b* = 0, ou ainda,
(m + b)? + k* — b* = 0, de onde se tem entdo que m;o = —b + v/b% — k2. Mas como
k>0b>0, entao m;o = —b=* ivk? — b2. Logo,

z(t) = e (C’OCOS(\/ k2 — b%t) + C’ﬁ@ﬂ(ﬂt)))
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onde Cy = ¢y + ¢; e C; = (¢g — ¢1)i. Substituindo ¢t = 0 na referida solugao, tem-se
z(0) = Cp e como x(0) = 0, entdo Cy = 0. Dado que Cjy = 0, entdo a solucao da equagao

diferencial é dada por

x(t) = e (Clsen(\/Mt)).

Derivando esta tltima expressao, tem-se

d

d—f = —bCre™" - sen(VE2 — b2t) + Cre " Vk2 — 12 - cos(Vk2 — b%t). Substituindo t = 0
dx dx Vg

nesta derivada, tem-se — = C1vVk? — b2, Mas como — = v, entao C; = ——.
t|,_, dt UO YTV

Portanto, a solucio particular da equacdo é dada por z(t) = ———e "sen(vVk2 — b2t).

1/k2_b2

2.2 AUTOVALORES E AUTOFUNCOES

Considere o problema de valores de contorno y” + Ay = 0, fixando dois pontos,
isto é, y(0) = 0 e y(mr) = 0. A pergunta é, para quais valores de A tem-se solugoes
nao-nulas que satisfazem o problema proposto? Para responder esta questao, é necessario
saber o que acontece quando o A é negativo, nulo ou positivo.

Comecemos com 0 caso em que 0 A < 0 .

A equacdo caracteristica a y” + Ay = 0 é m? + X\ = 0, resolvendo a equacao
tem-se como solugoes m; = V=Xemy=—v=N\ Logo, a solucao da EDO ¢ da forma
Yy = clew‘/j‘ + 026_“’“/:\. Para x = 0 tem-se ¢; + ¢co = 0 e para x = 7 tem-se cle“*/j‘ +

coe”™ ™A = (. Para determinar c; e ¢y resolve-se o sistema de equacoes a seguir:

C1+cy = 0
€™ 4 g™V = (),

na qual resulta ¢ = —c¢; = 0, ent@o a solu¢ao da EDO é y(x) = 0.

Para o caso em que A = 0 tem-se a equacao caracteristica da forma m? = 0,
cuja solucao é my; = my = 0. Desse modo, a solu¢ao da EDO é da forma y(x) = ¢; + cax.
Substituindo as condicoes dadas, tem-se que para x = 0, ¢; = 0 e para x = 7 tem-se que
co = 0. Dado que as constantes sao nulas, entao a solu¢ao da EDO é y(z) = 0.

Para finalizar, vamos analisar o que acontece se A > 0. Neste caso, a equacao
caracterfstica é da forma m? + XA = 0, cuja solucao é m; = iV e my = —iv/A. A solucio
da EDO ¢ dada por y(z) = Acos(zv/\) + Bsen(zv/\), onde A = ¢; + ¢y € B = (¢1 — ¢3)i.

Para z = 0 tem-se que A = 0 e para x = 7 tem-se BSGTL(W\/X) = 0, isto é,
sen(mv/\) = 0, isto é, 1/ A = nmw, A =n?, paran € Z..

Portanto, a solucdo da EDO é dada por y(z) = Bsen(zv/n2), ou seja,

y(x) = Bsen(nx).
Os valores de \ para os quais tem-se solucoes nao-nulas sdo os A = n?, isto é,

para o caso em que A > 0. Os valores de \ para os quais tem-se solucoes nao-nulas sao



25

chamados de autovalores e assim as solucoes resultantes sao as autofuncgoes.

2.3 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Conforme visto nas se¢oes anteriores, as Equagoes Diferenciais Ordindarias sao
aquelas em que a funcao incégnita depende somente de uma variavel independente. Por-
tanto, ao modelar um problema da vida real do ponto de vista matematico na qual duas ou
mais variaveis independentes estao envolvidas, leva-nos as Equagoes Diferenciais Parciais.
Deste modo, uma equacao diferencial parcial é aquela em que a funcao incoégnita depende
de duas ou mais varidveis independentes. As equagoes (4) e (5), representam equagoes
diferenciais parciais, pois a fungao incognita depende de duas variaveis independentes nos

dois casos. Portanto, a toda equacao diferencial da forma
F<x7y>u7ux7uyaumzauxyauyy) = 07 (13)

onde F' é uma funcao das variaveis indicadas e pelo menos uma derivada parcial aparece
na expressao acima, é chamada de Equagao Diferencial Parcial ou simplesmente E.D.P.
Tendo em vista que a Equacao do Calor é uma EDP de segunda ordem, entao, iremos nos
limitar a falar apenas de EDPs de segunda ordem ao longo desse texto.

A ordem de uma equagao diferencial parcial é dada pela derivada parcial mais
alta que aparece na respectiva equacao. As equagoes (4) e (5) sdo exemplos de equagoes
diferenciais parciais de 2% ordem.

Uma equacao diferencial parcial de 2% ordem nas varidveis = e y e na varidvel
dependente u = u(x,y), é linear se ela pode ser escrita na forma

0%u 0%u 0%u ou

ou
A B D—+FE—+Fu= 14
92+ dzdy * C@y2 TP y T Fu=0, (14)

onde os coeficientes A, B, C, D, E, I e GG dependem somente de x e y e A2+ B2+ C? £ 0.

0%u 0%u )
Exemplo 2.9 — + senz - — + cos(zy) =0, onde 1 + sen*zx # 0, Va € R.
0x? Oy?
0? 0?
Exemplo 2.10 8_157; = OzQa—xZ, onde a® + (=1)>#£0, a € R.

A equacdo (14) é uma equagao diferencial parcial linear nao-homogénea se
G # 0, sendo homogénea no caso contrario.
2.3.1 Solucao de uma Equacgao Diferencial Parcial

Uma fungao v = u(z,y) é solugdo de uma equagao diferencial parcial se ela

satisfaz a equacao dada, do contrario, ela nao é solucao da equacao diferencial parcial.
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Exemplo 2.11 Achar a solucdao particular da sequinte equacao diferencial parcial sujeita

a condicao inicial .

ou(w,y)
ox

Solugao: Para encontrar a solucao da equagao acima, é necessario integrar em ambos os

= seny, u(0,y) =0

membros em relagao a z, isto é:

/de = /Senydx,
ox

resulta entao que u(x,y) = zseny + g(y).
Considerando a condigao inicial, tem-se que u(0,y) = 0 - seny + g(y), isto é,
g(y) = 0. Portanto, a solugao desejada é u(z,y) = z - seny.
]
Exemplo 2.12 Achar a solucdao particular da sequinte equacao diferencial parcial sujeita

a condi¢ao de contorno dada

2
—0 1;@2, v) = z2cosy, u(z,0) =0, u(x, E) =0
Yy

Solucao: Note que @ = 2<@> entao 2<%> = 2%cos Integrando a tultima
Gao: q o2 Oy\oy/’ oy\oy/ v &

igualdade em relacao a y, isto €,

/%(%)dy = /mQCosydy

g—z = 2%seny + h(x)

Integrando novamente em relacao a y, tem-se

tem-se que

ou

ou 2
aydy /(:v seny + g(z))dy,

u(x,y) = —x’cosy + yg(z) + h(x)

Para y = 0, tem-se u(x,0) = —22cos0 + 0 g(x) + h(z), mas u(x,0) = 0, entao

h(x) = 2% Dai que u(z,y) = —z*cosy + yg(x) + 2°.
2 s

%) = 0, entao

Agora, para y = g, tem-se u(z, %) = zg(x) + z* e como u(zx,

92 :
g(z) = === logo
T

u(z,y) = —x°cosy —

é a solucao da equacao dada.
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2.3.2 Classificagao das Equacgoes Diferenciais Parciais Lineares

As equacoes diferenciais parciais lineares de 2% ordem podem ser hiperbdlicas,
parabdlicas ou elipticas.
Uma equacgao diferencial parcial linear da forma
0%u 0*u 0%u ou ou

A B D—+FEF—+Fu=
3x2+ 8x0y+08y2+ 8x+ 3y+ u=0,

¢ hiperbdlica se B? — 4AC > 0, parabdlica se B?> — 4AC = 0 e eliptica se B> —4AC < 0.

As equacoes diferenciais parciais a seguir sao do tipo parabdlico, hiperbdlico

e eliptico, respectivamente, pois no primeiro caso B? — 4AC = 0, no segundo tem-se
B? —4AC > 0 e no terceiro tem-se B2 — 4AC < 0.
2 2 2

glﬁ +6£§y+92y§‘ —0 (15)

0%u *u  0%*u

3 5 =0 16
0x? * 0xdy + oy? (16)
Pu 0%u
o2 T oz =" )
Pu  Ou
Observacao 2.2 A equacao QQW =75 conhecida como Equacao do calor, ¢ uma EDP
x

linear parabdlica, pois os coeficientes B = C' = 0.

2.4 METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

O método de separacao de variaveis é um importante recurso que permite en-
contrar a solucao que satisfaz a equagao diferencial parcial com coeficientes constantes,
cujo objetivo é escrever esta solugdo como produto de duas fungoes, u(z,y) = f(x)g(y),
tal que f é uma fungao que depende de x e g depende de y. E importante frisar que este

produto ¢ nao nulo, isto é, f(z)g(y) # 0.

Exemplo 2.13 Usando o método de separa¢do de varidveis, resolva equacao diferencial

parcial

ou Ou

%—a—y—f—u.

Solucgao: Seja u(x,y) = f(x)g(y) a solugao desejada, com f(x)g(y) # 0. Como

8u_

Fr f(@)g(y)
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ou
dy
logo f'(z)g(y) = f(z)g'(y), e portanto

f(@)gly)  flx).g'(y) | fle)gly) _ f(x)  4(y)

F@el) ~ F@e) T f@ew) ~ f@) g "

Note que temos uma igualdade em que um dos membros dependente somente de = e o

= f(2)d'(y),

outro depende somente de y. Entao, para que a igualdade seja verdadeira, deve-se ter
que ambos membros iguais a uma constante real e que chamaremos para este caso de
m. Como esta constante é real, entao pode ser negativa, nula ou positiva, analisemos os

seguintes casos:

1° Caso se m < 0, tem se que:

J}/ /f/ dr = —m/d:c:>ln x))=—mx+

ZL‘)—e mz—+cy :f( )—k:le mz’

/ /
gwMJ:—mé/(Mw+ld:—m/@

9(y) 9(y)
In(g(y) +y = —my + co, ou ainda, In(g(y)) = —my — y + cq, isto é,

()—/{26 m+1)7

onde ky = e®. Logo, para m < 0, tem-se que u(z,y) = Ae ™" e ¥m+1) onde A = ky - k.
Assim, u(z,y) = Ae”™*~™~Y é uma das solugoes da E.D.P.

29 Caso: se m = 0, tem-se

Fla)
fa)

que ao integrar ambos os membros resulta entdo que f(z) = ky, onde ky = e*3. Por outro

lado, tem-se que

Integrando esta expressido em relacdo a y, tem-se que g(y) = e ¥k, g(y) = k¢e™¥, onde
ke = e*s. E portanto, a solugao desejada para m = 0 é u(z,y) = kre ¥, onde k; = ky - k.

32 Caso: Para o caso em que m > 0, tem-se entao que

Pl
flw) ="
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que ao integrar em relagdo a x em ambos os membros, tem-se que f(z) = kge™*, onde

ks = e%. Mas por outro lado, tem-se que

Integrando em ambos os membros em relacao a y esta ultima expressao, temos entao que
g(y) = ko - ¥V onde kg = e%. Portanto, a solucio da EDP para o caso em que m > 0
éu(z,y) = B -e™@) ¥ onde B = kg - ky.
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3 SERIES DE FOURIER

A solugao de muitos problemas importantes da Fisica que envolvem Equagoes
Diferenciais Parciais pode ser encontrada de uma forma mais simples desde que se possa
escrever uma fungdo como uma série infinita de senos e/ou de cossenos. O presente
capitulo tem por finalidade falar sobre as Séries de Fourier. Mas antes de se falar sobre
tais séries, ¢ importante ter em conta conceitos tais como de uma fungao periédica e

ortogonalidade de duas fungoes num intervalo dado.

3.1 FUNCOES PERIODICAS

Definicao 3.1 Dada uma funcao f : R — R, se diz que a funcao f € periddica se existe
algum T positivo, tal que f(x +T) = f(x), VYV € R, onde T recebe o nome de periodo

da fungao.

Exemplo 3.1 A funcdo a sequir € periddica de periodo T = 2
0se2n<z<?2n+1, neN

flz) =
2se2n+1<zx<2n+2, neN

Proposicao 3.1 Se f e g sao funcgoes periddicas com periodo T, entao h = af +bg, onde
a e b sao constantes reais, € também uma fungao periddica de periodo T.
Demonstragao: Como por hipdtese a funcao f é periddica de periodo T entao,
flx+T)= f(z), Vr € R e de modo andlogo tem-se que g(z + 1) = g(z), Vo € R | pois

também por hipdtese a g é uma funcao periddica de periodo T'. Deste modo, tem-se que
(af +bg)(x+T)=af(x+T)+bg(x+T)=af(x)+ bg(x) = h(zx).

Portanto, h(z + T) = h(z), Vx € R, o que prova o desejado. m
Desta proposicao, segue o seguinte corolario:
Corolario 3.1 Se f e g sao funcoes periodicas com periodo T, entao h = af — bg €

também uma funcao periodica de periodo T'.

Demonstragao: Basta tomar b = —c na proposi¢ao anterior. |
Proposicao 3.2 Se f e g sao funcdes periodicas de periodo T, entdo f-g € também uma
funcao periodica de periodo T .

Demonstracgao: Tendo em vista que f e g sao ambas fungoes peridédicas de periodo T,

entdo tem-se que f(x +7T) = f(x), Vo € Re gz +T) = g(x), Vo € R. Portanto,
(f-9)@+T)=flx+T) -glx+T)= f(x) -g(x) = (f9)(zx), Vo € R. -

De acordo a proposicao anterior, segue o seguinte corolario:



Corolério 3.2 Se f e g sdo fungoes periddicas de periodo T, entdo h(x) = (—)(m) é

também uma funcgao periodica desde que g seja uma fun¢do nao nula.

Demonstragao: Como ambas as fungoes sao periédicas de periodo T, entao
f fla+T) _ flz)
hx+T)= (= +T) = = = h(z), Vx € Dy,
(@ ) <g> (v ) glxa+T) g(x) (z), Ve 4

3.2 FUNCOES ORTOGONAIS
Defini¢ao 3.2 Duas fungoes reais fn(x) e fo(x) sdo ortogonais no intervalo a < x <b,

se a integral do produto fn,(x) - fn(x) no referido intervalo € zero, isto €,

/ fm(z) - fu(x)dx = 0,Vm # n. (18)

Importante ressaltar que se um conjunto de fungoes reais satisfaz a (18), entao este con-
junto de funcoes é ortogonal para um determinado intervalo de defini¢ao.
Note que se m = n, tem-se entao f,,(z)- f(z) = f2 (), portanto, ao substituir

em (18) tem-se que:
b
| #iws (19)

A identidade (19) é chamada de norma da funcao f,,(z) no intervalo a < z <b.

Exemplo 3.2 Mostre que as sequintes fungoes sao ortogonais no intervalo indicado.
filx) =e* e fo(x) = xe ™ — ™" no intervalo 0 < x < 2.
Solugao: Duas fungoes sao ortogonais no intervalo dado se e somente se
b
/ fi(z) - fo(z)dz = 0.
a
Deste modo, considerando as fungoes dadas e o intervalo indicado, tem-se que

2 2 2
/ e’ (e " —e )dr = / e’-e (z—1)dx = / e (x—1)de
0 0 0

2

— /OQ(x—l)dx: (%—x)j
-G g-o

Portanto, fi(z) = €” e fo(x) = xe™ — ™% sao fungoes ortogonais no intervalo 0 < z < 2.

]
Definicao 3.3 Um conjunto de funcgoes € ortogonal em a < x < b, se cada par de funcoes

distintas deste conjunto € ortogonal.
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Exemplo 3.3 O conjunto

A—{ (7m> <7rx> <2n7rx) <2n7rx> (mrx) <n7rx> }
= Jsen a , COS a , sen h , COS v s ey SEN v , COS T )b

onde n = 1,2, ..., é um conjunto de funcoes ortogonais no intervalo -7 < z < T', pois as

mesmas satisfazem as seguintes relagoes de ortogonalidade:

T 0,m #n
/ cos(mmﬁ> - cos <@>dx = 7 (20)
-7 T T T'm=n
/T <m7m:> <n7r:c)d 0.V 20 (21)
» cos| — sen( —r— )dw = m,n
T 0,m#n
/ sen(mﬂx> : sen(m)dx = 7 (22)
-T T T T m=n

Para demonstrar as identidades (20), (21) e (22) considere as seguintes identi-

dades trigonométricas:

cos(px) - cos(qx) = [cos(m(p +q)) + cos(z(p — Q))]

DN | —

[sen(x(p +q)) — sen(z(p — Q))}

N —

cos(px) - sen(qx) =

sen(px) - sen(qz) = % [cos(x(p —q)) — cos(xz(p+ Q))]

Para demonstrar a identidade (20), considere os seguintes casos:

19 Caso: Para m # n, tem-se que

T T
1 _
I = / cos(mmy) ~cos —/ cos m+n) —i—cosM dx
_7 T 2 ) r T
1 [ T Wx(m—i-n) N T Wx(m—n)] r 0
= = sen sen =
2 Llm(m+n) T m(m —n) T o

29 Caso: Considere agora que m = n, como cos’ax = %(1 + cos2ax), entao
tem-se a seguinte a integral,

I /T 2<n7rx>d 1/T <1+ 2n7rx>d 1 < n T 2n7rx> 4
= cos”| —— |dr = - cos T = —sen
T T 2 ) 7 T 2 2nm T 7
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17 T 2nmT T —2nwT
- 2 _<T_ (_T)> + (2mr8€n T 2n7r8€n T )]
Ay, T2 T zmT] 1 o+ 2T ZnWT}
Y e T e T T mm T
1r T 1 T 1
=5 _2T—|— Esen(?mr)] = 5(2T + o 0)= 3" 2T =T.

Para demonstrar a identidade (21) procede-se de modo andlogo ao item ante-
rior e portanto deixamos a cargo do leitor. Para demonstrar a identidade (22) procede-se

do mesmo modo da identidade (20), isto é, dividindo em dois casos:

19 Caso: Para m # n # 0, tem-se que

T 1 [T _
I = /T sen(m;$> 'SGH(%)CZZL’ = §/T [cosﬂxm; n) — cosﬂx(yr;—i_ n) dx
1 T mx(m —n) T ra(m+n)7|"
= — [ sen — sen ] =0
2 lo(m —n) T m(m+n) T o

2

29 Caso: Considere agora que m = n, como sen’axr = %(1 — cos2ax), logo

T nrx 1 2nmx 1 T onray |"
I = sen (—)dx:— (1—608( ))dx:— (m— sen( )
_r T 2 J_p T 2 2nm T _

T

1 T 2nmT T —2nwT
- §[<T (=T) - (%S‘m( T ) - 2n7rsen< T ))]
B 1[2 < (2mrT> n T <2n7rT)>]
-9 onm T onr "\
1 2nwT 1 T
= —<2T - —sen( nr )) = —(ZT - —sen(?mr))
2 2n7r T 2 nmw
1 1
= —2T——~O:—~2T:T.
2( nmw ) 2

3.3 CALCULO DOS COEFICIENTES DA SERIE DE FOURIER
Seja f uma funcao de periodo T' e que pode ser representada por meio de uma

série de funcoes trigonométricas, isto é:

f(z) = +Z (an cos( ;x) + b, - sen(n;x>), (23)

esta série recebe o nome de Série de Fourier, onde ag, a,, € b, sao os coeficientes da Série

de Fourier.
De acordo com a relacao de ortogonalidade do conjunto das funcoes
{1,..,cos™FE, ..., sen™E ...}, pode-se calcular os Coeficientes ag, a, e b, da Série de Fou-

rier, procedendo da seguinte forma:
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Integrando a (23) em ambos os membros de —7" a T, tem-se:

/_:;f(x)dx = %' ( )"'i( ‘ <sen<#)
=)k (o) (21
— 2T + Z ( Zﬂ sen(#) — by - - (COS#> B Cos<ﬂ>>

T
T T
= ag- T—i—E <an —-0—-0, O)za-T,

nm 7’L7T

nm

pois sen(nm) =0, Vn € Z. Portanto,

1 /T
ap = T/ f(z)dz. (24)

mmx

Agora, multiplicando cos< ) em ambos os membros de (23) e integrando

de —T até T, tem-se:
T

/z f(@cos(m;x)dx = —/ cos dac 2 (/T y, - cos(n;x>cos(m;x>dx
+ /T by, - sen(?)cos(m;a:)dx)
= @-i-sen<m;$>ip —i—ni(an'T-I—bn'O)

2 mm _7

_ag T m7rT> (mwT))
= 5 (sen( - sen Zan

= a, T

Portanto,

a, = %/Z f(z)cos <$>dx (25)

Vale ressaltar que a primeira integral depois do somatorio é calculada consi-

derando que m = n # 0 e a segunda integral é calculada considerando que m # n.
mmx

Para calcular b,, multiplica-se sen< ) em ambos os membros de (23) e
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integrando de —T" a T, tem-se:

/_T f(@sen(?)dm = —/ sen d —i—Z(/ an~cos(%> '86n<$)dx
+ /_Tbn sen(%) sen(m;fE)dx)
ap T <m7r:U>T +§:<an‘0+bn'T>
T o

ag T mal —maT
= G (cos () —eos(FF) ) + Zb T,

2 mmw

dai que

b, = %/TT f(x)sen(%)dm. (26)

Exemplo 3.4 Encontre a série de Fourier da sequinte func¢ao

0se —m<x<0
f(QJ): lselO<ax<nm

e periodica de periodo 27

Solucao: Como o periodo da f é T = 2m, entao pode-se calcular os coeficientes de Fourier
usando as identidades (24), (25) e (26). Logo,

1/ 1 [™ 1
ap = —/ Od{B—I——/ ldx = —=x
T J)_» T Jo T

I 1 ("
a, = —/ O~cos(—mm>dx+—/ 1-cos(mm>dx
TJ m 7 Jo 7T
1 [7 1 i 1
= —/ cos(nx)dr = —sen(nz)| = —(Sen(mr) - sen(n0)> = 0.
0

™ nm nm

0

1/ L[
b, = —/ 0- sen(n >dl‘—|— / 1-sen<@)daﬂ
T ) T 0 T

™

1 [7 1 i 1
= —/ sen(nz)dxr = ——cos(nz)| = —— (cos(mr) - cos(nO))
7 Jo nm 0 nm
1 . 1 .
= _E<(_1> — 1) = E(l — (=1 ), de onde se tem que
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0 se n par

bn = 2 , 9
— se n impar
nmw

2
portanto, b2k—1 = m

Exemplo 3.5 Encontre a série de Fourier da fun¢ao f(x) = e* periddica de periodo 2r.

Solucao: Tendo em vista que T' = 2w, tem-se que:

1 2
(e — e ™) = 2 senh(r).
- (e"—e™™) senh(m)

3

/7r e’ - cos(n:z:)d:r))

-(—1
a, = ——s——senh(m).
n* +
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1 ™
+ —/ e’ cos(nx)dx)

1 e
= %< — gcos(nx) Ry
= l( — :cos(nﬂ) + icos(—mr) + l(isen(nx) ’ . /7r e’ se(nm)dm)>
o7 n n n\n oonJ
1 e" e” [
— %< — Ecas(mr) + 7003(—717?) s /7r e’ - sen(nm)dm)
1 n(gr ey L [T sto ¢
= - (—1) (e —e ) S /ﬂe sen(nx)dx, isto é,
N (e
1 2 " ‘
= bn<1 + )= (—1)" - senh(m), ou seja
2.(~1)"-n
b, = — T4 D) senh(m)
Portanto,
flx) = % . —2867:?(70 + Z (—j('n(;j)l)senh(ﬁ)cos(nx) — 27;((71_21 1)77, . senh(w)sen(nx))
1 2senh(rw)  2-senh(m) = (—1)"
flz) = 5 - + - ; e (cos(nx) —n sen(n:r;))
_ 2-senh(r) (1 = (=1)"
flz) = — (5 + ; T (cos(nx) —-n- sen(nm))).

3.4 TEOREMA DA CONVERGENCIA DA SERIE DE FOURIER
Para enunciar o teorema da convergéncia de uma série de Fourier ¢é interes-
sante antes entender o que é uma funcao seccionalmente continua e funcao seccionalmente

diferenciavel.

Definicao 3.4 Uma fungio f € seccionalmente continua num intervalo [a,b], se existe
um numero finito de pontos a < x < xo < x1... < T, < b, chamada particao do intervalo
la,b] tal que a funcgao f € continua em cada subintervalo (x;_y1,x;), comi=1,2,...,n, os

limites laterais nos extremos de cada subintervalo (x;—y1,x;) existem e sdo finitos.

Defini¢ao 3.5 Uma fun¢ao f € seccionalmente diferencidvel no intervalo [a,b], se f e f’
sao seccionalmente continuas no mesmo intervalo.

O teorema a seguir, sua demonstragao pode ser encontrada em livros tais como
(CHURCHILL, R. V., 1977), (SANTOS, R. J., 2011),(RAMOS, E. E., 2004), (BOYCE,
W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B., 2010) e é um teorema que fornece condigoes
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ou hipéteses suficientes para a convergéncia da Série de Fourier num ponto. De forma
especifica usaremos o enunciado de (I()RIO, V., 2005) que diz o seguinte:

Teorema 3.1 Seja f uma funcao pertencente ao espaco das fungoes reais periddicas de
periodo 21 e suponha que f € diferencidvel, a menos de um numero finito de pontos em

(=L1,1), como f' pertencente ao espago das fungoes reais periddicas de periodo 2l, entao,
CRPICE
2 Y

qualquer que seja x € R, a série de Fourier de f no ponto x converge a

“ S (- cos(Z22) by - sen (") ) = f@t) + Fa)

isto €é:

T T 2 ’

onde f(xT) e f(z™) representam os limites da fungdo [ a direita e a esquerda, respecti-

vamente.

3.5 SERIES DE FOURIER DE SENOS E COSSENOS

Conforme visto, a expressao

1= 2345 o (22 (75

define a série de Fourier de uma forma geral. Para uma determinada classe de fungoes, o
trabalho de calcular cada coeficiente da série, é simplificado quando se tem uma funcao
par ou impar. Diz-se que uma fungéo é par quando se verifica que f(—xz) = f(x), Vo € Dy,
enquanto que uma fungao é impar quando se tem f(—z) = —f(z), Vo € D;. Graficamente
diz-se que uma funcao é par, quando ha simetria em relagao ao eixo y, enquanto que se
a simetria é em relacao a origem, diz-se entao que a funcao é impar. Funcoes como
f(z) =2* -4, f(z) = cos(x) e f(z) = |z| sao exemplos de fungdes pares, enquanto que
as fungoes f(x) = i, f(x) = 2% e f(x) = tgz representam funcoes impares.
Da paridade das funcgoes, seguem as seguintes propriedades:

e a) O produto de duas fungbes pares é par.

e b) O produto de duas fung¢oes impares é par.

e ¢) O produto de uma fungdo par e uma fungao impar é impar.

e d) A soma ou diferenca de duas fungoes pares é par.

e ¢) A soma ou diferenga de duas fung¢oes impares é impar.

o f) Sef é par, entéo/ flz)de = 2/ f(x)dx.
—a 0

e g) Se f é impar, entao f(z)dz = 0.
Segue entao a derr;onstra(;éo dos itens b), d) e f), ficando a cargo do leitor
demonstrar os outros itens.
Demonstragao: b) Sejam f e g fungdes impares, de onde se tem que f(z) = —f(—x),
Vo € Dy e g(x) = —g(—x), Vo € D,. Logo o produto é dado por h(z) = f(z) - g(x),



Vo € Dy 1 Dy, daf que h(—z) = f(=z) - g(—) = (—f(2)) - (~9(2)) = £(z) - g(x) = (),
Vo € Dy N Dy.

d) Seja h(z) = f(z) £ g(x). Como, por hipétese, a f ¢é par, entdo temos que
f(x) = f(—x), Vo € Dy e como a g também é par, tem-se que g(z) = g(—z), Vo € D,,
Segue entao que h(z) = af(x) £ bg(zr) = af(—x) £ bg(—x) = h(—x), Vx € DN D,.

f) Por propriedade de integral definida, temos que

_z f(z)dz = /_i f(x)dz + /Oa fx)dz, (27)

fazendo x = —t na primeira parcela de (27), tem-se que dx = —dt. Para x = —a implica

que t = a e para x = 0 tem-se t = 0, dai que

/_(:f(ai)dx:/a()f(—t)(—dt):—/aof(—t)dtz/Oaf(—t)dt:/()af(t)dt:/Oaf(x)d%
(28)

substituindo (28) em (27), tem-se

/_i f(z)dx = /Oa f(z)dz + /Oa fz)dx = Q/Oa f(x)dz.

As demonstracoes dos outros itens sao similares as demonstracoes que foram feitas nesse
texto. -
Seja f uma fungao par no intervalo (=7, T) os coeficientes da série de Fourier

sao calculados da seguinte forma:

w=7 [ jf(:c)d:v -2 / ' fayd

pois por hipétese a funcao f é par.

ay, = %/_:; f(z)cos (%)dw = %/OT f(a:)cos(n—;x)dx,

pois o produto de duas fungoes pares, resulta numa par de acordo a propriedade acima
mencionada e b, = 0 por tratar-se do produto de uma fungao par e uma funcao impar,
cujo produto é uma funcao impar e de acordo a propriedade do item g, a integral é nula .

Portanto, se a funcao f é par, a Série de Fourier é da forma
flx) = %—i—;an-cos(n—?). (29)
A equagao (29) é denominada Série de Fourier de cossenos.

Se a fungao f é impar no intervalo (=7, T'), os coeficientes da série de Fourier

sao calculados da seguinte forma:
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pois por hipdtese a funcao é impar.

I nmw
a, = T/—T f(m)cos<7>dx =0,

pois trata-se do produto de uma funcao impar por uma funcgao par. Por fim,

b, = %/jf(x)sen(%)dx,

por tratar-se do produto de duas funcées impares e resultar numa funcao par. Logo, a

série de Fourier é da forma

fz) = f(x) = ibn . sen(%). (30)

A equagao (30) é denominada Série de Fourier de senos.

Exemplo 3.6 Desenvolver as fungoes a sequir numa série de cossenos ou de senos
a) f(z) = |z| se —m <z <m;
b) f() =2 se —m <z <.

Solugao: Para o primeiro item, foi visto que f(z) = |z| é uma funcao par, logo em fungao
das propriedades mencionadas acima, tem-se que b,, = 0. Como b, = 0, entao tem-se uma

série de cossenos.

2 [T 2 [T 2 2%|"
aoz—/ |x]dx:—/ rdr=—-—| =m.
T Jo T Jo T 2|,
2 [T 2 [T 2 i 1 "
an = —/ |x|cos<@)dx = —/ zcos(nx)dr = —(gsen(nx) + —cos(nx) )
T Jo T T Jo T\n o N 0
2 0 se n par
ay, = —2((—1)" . 1) {7
™ —— se n impar
™m
Portanto, as,_1 = —m e tem-se entao que
v — 4 (2k — )7z
f(:t)—§+kz:;—(2k_1)27r~cos 7r ’

o0

f(x):g—égﬁ-cos(%—l)x.

™
k=1
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O leitor deve perceber que para a resolucao da integral foi usado o método de
integragao por partes e também foi usado o fato de que sen(nw) =0 e cos(nm) = (—1)".
Para o segundo item, nota-se que f(x) = —f(—z) e, no entanto, a f é uma
funcao impar no intervalo mencionado e tendo em vista essa propriedade, observa-se que

ag = a, = 0. Diante do exposto, tem-se uma série de Fourier de senos. Dai que

2 (" 2 (7 20 a° " "
b, = —/ Bsen L gy = —/ risen(nz)dr = —(—x—cos(naﬁ) —{—§/ mzcos(nx)da:>
T Jo s T Jo m n o NJo
2 3 2 o2
— _< —_ ﬂ—_(_l)n + §(x_36n<nx) — —/ xsen(nx)dx>)
T n n\n o nJo
2 3 2 T 1 n
T n n n n o nJ
2 m n 9 2 T w1 "
= S (=T L= 5 (=R Geenna) )))
2 m , . 0T n n 2 12 n 2 9 9
= S(= e SE) = (= 50+ ) = (e )
Portanto,
flz)=2 i (=1" (6 — n27r2)sen(nx)
n3
n=1
¢ a série de Fourier desejada. [

3.5.1 Expansoes pares e impares

Os exercicios resolvidos até aqui, foram por meio de uma funcao periddica
definida para todo x do intervalo de definicao, sendo a série determinada pelas férmulas
dos coeficientes de Fourier, conforme se viu acima. Mas, por vezes, surge a necessidade
de determinar a série de Fourier de uma fungao f : [0,7] — R, ou seja, uma fungao
definida no intervalo mencionado. Dado que a funcao f nao é periddica, torna invidvel a
representacao da tal funcao por uma série de Fourier.

Para reverter tal situacao, é necessario expandir a fungao no intervalo [—T, 0]
de forma a garantir que a fungao f seja periddica de periodo 27T'. Feito isto, pode-se entao
expandir a fungdo f em toda reta real pela condi¢do de periodicidade f(x 4 27T) = f(x).

O objetivo de expandir a f é ter uma fungao par ou impar em toda reta real.

A expansao par de periodo 27 de f, é a funcao dada por

flz) se 0<ax<T
f(=z) se —T<x<0

fz) =

Enquanto que a expansao impar de periodo 27" de f, é a funcao dada por
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flx) se 0<z<T
—f(=x) se —T<z<0

fz) =

Importa ressaltar que conforme ja vimos, a série de Fourier de uma expansao
par da funcao f, é uma Série de Fourier de cossenos, enquanto que a série de Fourier de

uma expansao impar da funcao f, é uma Série de Fourier de senos.

Exemplo 3.7 Seja a funcio f(x) = x para 0 < x < T, encontre a série de Fourier de
cossenos e a série de Fourier de senos.

Solugao: Para encontrar a série de cossenos, deve-se primeiro fazer uma extensao par
da fungao dada, para garantir entdo que a func¢do é par no intervalo (=7, 7). Feito isto,

tem-se que b, = 0, por tratar-se do produto de uma funcao par e uma impar. Temos

entao que,
2 /T 2 22|"
ap = — rdr = — - —| =T.
T /o T 2|,
2/,T nTx T? nra\\ |-
a, = = xcos( dxzf<—xsen< T >+ n27r2608< T )) )
nmT nmT
- T(ESQTL( T >+ n2m? (COS< T >_COS(O)>>
2 /T2 T2 2T n
= T<Esen(mr) + 23 (cos( ) — 1>> 3 ((—1) — 1>.
. 0 se n par AT
080, Ay = AT , € portanto, asgy—1 = ——————
———5 se se n impar (2k — 1)%m2
n2m
Dai que,
T AT & 1 (2k — 1)z
f<x)_§__k 2k —12° T

¢ a série de Fourier desejada.

Para encontrar a série de Fourier de senos, faz-se primeiro uma extensao impar
para garantir que a fungao seja impar no intervalo (—7',7T'). Feito isto, tem-se que ay =
a, = 0, o primeiro por se tratar de uma funcao impar no intervalo indicado e o segundo
por se tratar do produto de uma fungao par e uma funcao impar, resultando numa fungao
impar e pelas propriedades ja mencionadas, dai a razao desses coeficientes resultarem em

zero. Portanto,
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T
(nwx))
sen
n27r2 T 0

b 2 /T <n7r:v>d 2 ( T <
n = = rsen T = — —xcos| —
T J T T nm T

", T
(=

2 T? nmT T? nmT
= T<_ECOS< T >+n27r286n( )) ——cos mr)

2T
- = _1 n+1.

—(=1)
Logo,

2T = (—1)"*! nmwx . . .
= — S a série de F d da.

f(zx) - nZ:; . sen( T >e a série de Fourier desejada

3.6 TRANSFORMADA DE FOURIER

Nesta secao usaremos os conceitos de transformada de Fourier trazidos no livro
de (SANTOS, R. J., 2011), embora a forma de escrever a Transformada de Fourier nesse
trabalho seja um pouco diferente daquela que o livro traz.

Definigao 3.6 Seja f uma fung&o f:R = R ou (C) a Transformada de Fourier de f

¢ dada por F(f)(w) / f(z)e™™*dx, Yw € R . Sua transformada inversa é
+oo

denotada por f(z) = F(f(w)) = % flw)e™ dw.

A condicao suficiente para que a transformada de Fourier de f exista, geral-
+o00o
mente é dada por / |f(x)|dx < oo, ou seja, a integral do valor absoluto de f deve ser
— o
finita, isto é, convergente. Desta condigao tem-se entdo que f(w) é uma fungao continua

de R — R. Embora seja uma condicao suficiente, ela nao é necessaria.

A integral imprépria de F(f)(w) = f(w) = +<><> f(x)e ™ dx, Yw € R pode

ser interpretada da seguinte maneira: . B
- f(z)e ™*dr = ahm f(z)e ™%dx, onde a e b tendem para infinito.

M_z:; entao, quais fungoes f_(aevem sebr consideradas para que a integral do
segundo membro de +OO f(z)e ™*dr = a}l)iinoo /a f(z)e ™*dxr exista e para que o limite
exista?

Para responder a esta questao, é necessario antes de mais nada exibir uma
classe de funcdes para as quais F(f)(w) = f(w) = +OO f(z)e ™ dx, Vw € R esteja bem

— 0o
definida, a integral deve ser convergente conforme ja foi observado acima. Deste modo,

tem-se uma funcao F' definida em R, f : R — R esta nessa classe se f é seccionalmente
“+oo
continua em [—a, b] e claro, / |f(z)|dz < co. Dizer que a f é seccionalmente continua

em [—a, b], implica dizer que a fungao f(z)e ™? ¢ limitada e integravel em [—a, b].
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Teorema 3.2 Se a transformada de Fourier de f(z) € f(w) e a transformada de Fourier

de g(z) € g(w), entdo para quaisquer constantes o e [3, tem-se:

A~

Flaf +Bg)(w) = aF(f)(w) + BF(g)(w) = af (W) + fg(w),  VweR.

Demonstragao:

Flaf +Bg)w) — / " (@f (@) + Bg(a))e da

—00

400 ) +o0 )
- / af(x)e ™ dx + Bg(x)e “*dx

—00 —0o0

—+o00

= o[ T iweanss [ T g@)e e = aF (F)(w) + BF(g)(w).

—00

[
O teorema a seguir, diz respeito as derivadas da transformada de Fourier e sua
demonstracao pode ser encontrada no livro citado no inicio desta secao.

Teorema 3.3 Seja f(w) a transformada de Fourier de f(z):

+oo 400
a) Se/ |f(z)|dz < oo 6/ |z f(z)|dx < oo, entdo F(zf(x))(w )—z%( ).
b) Se tambem/ |2% f(z)|dz < 0o, entdo F(z%f(z))(w) = Zwé (w).

Assim como o teorema anterior que preferimos nao demonstrar, o seguinte
resultado também nao o demonstraremos, sendo que o mesmo tem a sua demonstracao
no livro citado.

Seja f : R — R continua com transformada de Fourier f(w).

i) Se f’(x) é seccionalmente continua e Zgrfoo |f(x)| = 0, entao
F(f(@)(w) = iwf(w).

ii) Se f’(x) é continua, f”(x) é seccionalmente continua e xgrfoo |f'(x)] =0,
entdo F(f"(x))(w) = —w?f(w).

Importa salientar que a notacao da Transformada de Fourier adotada neste
trabalho nao ¢ a unica, ou seja, existem outras formas de escrever a Transformada de

Fourier e a sua inversa, para confrontar essa afirmagao pode-se consultar os livros (FI-
GUEIREDO, D. G. de., 1977) e (IORIO, V., 2005).
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4 EQUACAO DO CALOR

O presente capitulo, tem por finalidade analisar o fluxo de calor numa barra
homogénea, isto é, a densidade em cada ponto da barra é constante. Além do mais, serao
analisados os casos em que os extremos da barra se mantém a uma temperatura constante
igual a zero e também o caso em que os extremos estarao mantidos a uma temperatura
constante nao nula. Ter os extremos mantidos a uma temperatura constante nao nula,
implica dizer que as condig¢oes de contorno nao sao homogéneas. Sera analisado também
o problema do fluxo de calor em que os extremos da barra se mantém isolados (isto é,
nao ocorre troca de calor nos extremos e o meio ambiente), na sequéncia, serd analisado
o problema do fluxo de calor quando existe uma fonte externa e por fim, serd analisado o
problema de fluxo de calor numa barra infinita, cuja a solucao sera determinada usando a
Transformada de Fourier e a sua inversa. As séries de Fourier e a Transformada de Fourier
estudadas no capitulo 3 e o método de separacao de variaveis estudado no capitulo 2, sao
ferramentas importantissimas para a obtencao da solucao da equacao do calor que veremos
neste capitulo.

A equacao que modela o fluxo de calor em uma barra metalica, é dada por

T
ot -« 0x?’

onde o? é uma constante conhecida como difusividade térmica do material do qual é feito
a barra. Para demonstrar a fun¢ao u(x,t) que satisfaz a equagdo mencionada, deve-se
considerar os seguintes principios fisicos:

e No interior da barra, o fluzo de calor ocorre na direcdo do eixo x;

o A superficie lateral da barra € isolada, ou seja, ndao ocorre troca de calor com o meio

externo;
e A barra € homogénea, isto €, sua massa por cada unidade de volume, € constante;
e O calor especifico e a condutividade térmica do material do qual € feita a barra, sdo

constantes.
Figura 1 — barra homogénea

EE=
— — |
0 X

x+Ax L X
Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

Considere o fluxo de calor no interior de uma barra cilindrica de comprimento
L da figura acima, cuja a area da secao transversal é A e cuja a superficie lateral estd
isolada. Examinando a taxa de variacao do calor numa fatia da barra entre as posigoes

x e Ax, tem-se: Sendo p a densidade da barra, ou seja, sua massa por cada unidade de
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volume, entao a massa dessa fatia é
m = pAA; (31)
A quantidade de calor nessa fatia é dada por
Q(z,t) = emu(z,t), (32)

onde ¢ é o calor especifico e u(z,t) é a temperatura,
A taxa de variacao do fluxo de calor (); através da secao transversal, é propor-
cional a drea A da secao transversal e a derivada parcial da temperatura em relacao a z,
isto é,
Qi = —kAu,(z,t). (33)

Como o calor flui na direcao em que a temperatura decresce, o sinal negativo
em (33) utiliza-se para assegurar que (); seja positivo para u, < 0 e negativa para u, > 0.
Substituindo (31) em (32) tem-se que

Q = cpAAzxu(x,t) (34)

Por outro lado, quando o calor flui na direcao positiva do eixo x, a partir de

(33) observa-se que o calor aumenta na se¢do transversal a uma velocidade de
— kAu,(x,t) — [—kAu,(z + Ax,t)] = kAJu.(z + Ax, t) — ug(z,t)]. (35)
Derivando (34) em relagao a t, tem-se que o fluxo de calor é dado por
Q: = cpAAzuy(x,t). (36)
Igualando (35) e (36), obtém-se

kA[u,(x + Az, t) — ux(z,t)] = cpAAzu(z, t), (37)

de onde se tem kA (uz(x + Az, 1) — ug (2, 1)

cpA Az ) = u(,t), ou ainda

cp

k <uz<x + Axg; — (2, ’f)) — uy(x,t). (38)

Calculando o limite de (38) quando Az — 0, obtém-se

ﬁ lim ux(x + AJ?, t) — ux($7t)
cp Az—0 Az

- U,t(I,t),
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k
onde se obtém —u,,(z,t) = u(z,t), isto é,

cp
ou(x,t *u(x,t
( ) ( x, t) — a2 ( ) ’
ot 0x?
onde — =a?e
cp
1 = :
AnDo Az Uaa(2,1)
- . . ou .
Da equacao deduzida, temos entao que N representa a taxa de energia arma-
2
u
zenada no interior da barra e é medida em [kcal] /[s] ou [w] e — representa o fluxo liquido

ox?

do calor, isto é, a quantidade de energia que entra e que sai no interior da barra é medido
em [°k]/[m]. Do estudo de fung¢oes de uma varidvel, vimos que se a derivada segunda
de uma determinada funcao num determinado ponto fosse negativa, entao a concavidade
da funcao é voltada para baixo e isso implica entao que a funcao admite um ponto de
maximo e se a derivada segunda fosse positiva implica entao que a concavidade da funcao

¢ voltada para cima e com isso a funcao admite ponto de minimo naquela ponto. Com
2

. ~ (2 ~ . .
isso, temos entao que se 2 < 0, entao a temperatura no interior da barra num dado
x
2

ponto é maxima e se — > 0, a temperatura no interior da barra no respectivo ponto é

0x?

minima.

4.1 CONDICOES DE CONTORNO HOMOGENEAS

Considere uma barra homogénea de comprimento L com temperatura inicial
igual a f(z) em toda barra e cujo os extremos se mantém a uma temperatura igual a
zero no instante ¢ > 0. Se esta barra satisfaz os principios fisicos descritos acima, entao

sua temperatura u(z,t) é determinada mediante o problema de condigoes iniciais e de

contorno.
ou 0%
—=a"—,0< < L,t>0
ot Carz ST
w(0,t) = u(L,t) =0, >0 (39)

u(z,0) = f(z),0 <z <L

Usando o método de Separagao de Variaveis, pode-se escrever a temperatura
u(z,t) como produto de duas fungoes, onde uma depende da variavel x e a outra depende

do tempo t, lembrando que esse produto é nao nulo, isto é:

u(x,t) = h(z) - g(t) # 0 (40)

Derivando a (40) duas vezes em relagdo a x e uma vez em relacdo a ¢, tem-se
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Uz (z, 1) = R(2) - g(t) e uy = h(x) - ¢'(t) e substituindo as expressoes obtidas na equagao

do calor, temos:

o?H'(2) - g(t) = h(x) - g'(2) (41)

Dividindo em ambos os membros de (41) a expressao a?h(z) - g(t), tem-se:

a?h”(x) - g(t) _ h(x)-g'(t)

a*h(z) - g(t)  a2h(z) - g(t)’

W'(z) g

h(z) — a?g(t)
tem-se expressao que depende apenas de x e no outro, depende apenas de t. Para que essa

ou seja, . Note que se tem uma igualdade onde se vé que num dos membros

igualdade seja verdadeira, deve-se ter ambos os membros iguais a uma mesma constante

real que sera denotada por A, onde A é a constante de separacao. Diante do exposto,

W'(z) g

tem-se entao

h(z) — ag(t) 77
de onde se tem 1/ (z) + A(z) = 0 e ¢'(t) + Aa?g(t) = 0.

Como u(z,t) = h(x) - g(t), tem-se u(0,t) = h(0) - g(t) =0 e
u(L,t) = h(L)-g(t) =0, ou seja h(0) - g(t) =0, h(0) =0 e h(L) - g(t) =0, h(L) = 0.

A equagao h"(z) + Ah(xz) = 0 é uma EDO homogénea e constitui um problema
de condicoes de contorno. Para encontrar a solucao da mesma deve-se ter a equacao
caracteristica dela e observar o que acontece com a constante de separacao quando é
negativa, nula e positiva.

Considere entao A < 0. A equacao caracteristica associada é m? + X\ = 0,
resolvendo a equacao tem- se como solugoes m; = V=Xemy=—vV=M\

Logo, a solucdo da EDO é da forma h(x) = c;e™V > + cpe™ VN,

Para x = 0 tem-se ¢; + c; = 0 e para x = L tem-se cleLﬁ + CQe’L\m =0.

Para determinar ¢; e ¢y resolve-se o sistema de equagoes a seguir:

c1+cog = 0
etV 4 e VA = 0

Fazendo ¢; = —cy e substituindo na segunda equacao, resulta
cl(eL\/j‘ - e*L‘/j’\) =0, isto é, ¢; = 0. Como ¢3 = —¢; = 0, entao a solucao da EDO ¢é
h(z) = 0. Assim, para A < 0, tem-se que u(x,t) =0, pois h(z) = 0.

Para o caso em que A = 0 tem-se a equacao caracteristica da forma m? = 0,
cuja solugao é m; = my = 0. Desse modo, a solugao da EDO é da forma h(z) = ¢; + cox.
Substituindo as condicoes dadas, tem-se que para x = 0, resulta entao que ¢; = 0 e para

x = L tem-se que ¢ = 0. Dado que as constantes sao nulas, entao a solucao da EDO é
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h(z) = 0. Assim, para A = 0, tem-se que u(x,t) =0, pois h(z) = 0.

Para finalizar, vamos analisar o que acontece se A > 0. Neste caso, a equacao
caracterfstica é da forma m? + A = 0, cuja solucdo é m; = iV e my = —iv/A. A solucio
da EDO ¢ dada por h(x) = Acos(zv/A) + Bsen(zv/A), onde A = ¢, + ¢y e B = (¢ — ¢3)i.

Para x = 0 tem-se que A =0 e para x = L tem-se Bsen(L\/X) = 0. Note que
se tem um produto sendo igual a zero e isso ocorre se B = 0 ou sen(Lv/A) = 0. Mas se
o B = 0, tem-se solucao nula. Para evitar isto, é necessario que se tenha sen(L\/X) =0,
isto é, Lv/A = nm, ou seja, A = g, para n € N*.

Portanto, a solu¢ao da EDO é dada por h(z) = Bsen (x\ / "27;2), ou seja,

nmx
h(z) = Bsen(—).
L
2,2
Os valores de A para os quais tem-se solugoes nao-nulas sao os A = T2 isto

é, para o caso em que A > (. Os valores de A para os quais tem-se solu¢oes nao-nulas sao

chamados de autovalores e assim as solucoes resultantes sao as autofuncgoes.
2,2

Substituindo A = na equagao ¢'(t) + Aa?g(t) = 0, tem-se:

LQ

a’n’n?

g0+ g0 =0,

g,<t) B _a2n27r2
ty L2

g(t) =e 2 "% ouainda, g(t) = ke” 22 ', onde k = e®. A solucio desejada é escrita

a2n2w2
nTxr

como uy,(z,t) = ¢, - sen("F%) - e~ L7 ! onde ¢, = B - k. Tendo em vista que n € N*,

implica que se tem uma solucao distinta para cada n natural. Tais solugoes sao conhecidas

que é uma EDO de variavel separavel, isto é, , cuja solucao é

como solugoes fundamentais. Logo, pelo Principio da Superposicao de solugoes, tem-se

entao que a solucao geral do problema é dado por

2.2 2

u(z,t) = ch : sen<niLx) cem (42)
n=1

o0
nmwx
Fazendo t = 0 na identidade acima, tem-se u(z,0) = Z cn-sen<T>. Como
n=1
o0

nmwx
) = f(x). Esta ultima expressao, representa uma

u(z,0) = f(z), entao ch . sen<T

n=1
série de Fourier de senos.

Para determinar os ¢, é necessario fazer uma extensao fmpar da f(z), lem-

brando que ela esta definida apenas para 0 < x < L. Essa expansao permite obter uma
2 [E nmT
funcao impar e periédica de periodo T' = 2L e, portanto, ¢, = 7 / f(z)- sen(T>dac.
0

Conclui-se entao que o problema de condicoes iniciais e de contorno descrito

inicialmente tem como solucao a série infinita da forma
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Figura 2 — funcao impar

Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

u(z,t) = f: <% /L f(x)- sen(?)dw) -sen(?) : e_ﬁz#t.
n=1 0

Exemplo 4.1 Encontre a solucao da equagao do calor sujeita as condigoes dadas, consi-

derando que a barra é de comprimento L

u(0,t) = u(L,t) =0
u(z,0) = z(L — z)

Solucgao: Para determinar solucao desejada é necessédrio encontrar os coeficientes ¢, isto

o L
é, c, = T / (L — 1) -sen(?)dm. Integrando por partes, considerando z = z(L — x),
0
L
dz = (L —2x)dx e dv = sen(?)dm, v=———cos (n_zx)j logo:

2 L nwx
¢ L [ mrz( v)cos L

’ + %/OL(L —2z) - cos(n—zxﬂd:ﬁ,

0

o L
de onde se tem entao que ¢, = —/ (L —2x) - cos(%)dm, pois z(L — z) = 0 para
nrw J,

xr = L e x =0. Integrando novamente por partes a integral resultante, sendo z = L — 2z,

L
dz = —2dx e dv = cos<@>dx, v = —sen<@>,
L nm L

2 L nwL
- 2 [ ()
¢ nmw [mr( x)sen L

Lor /L nwT
+ — sen(—)dm],
nw Jo L

0

nmx

AL [*
de onde se tem que ¢, = / sen(—)dw, pois sen(nm) = sen(0) = 0, Vn € Z.
n?m? J, L

Resolvendo esta ultima integral, obtém-se entao que

4172 003<n2x) ‘L _ 412 (COS(nw) — cos(O)) =— AL ((_1)n - 1)7

Cn =
0 n3m3 n3m3

n3m3
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isto é,

=\ 8L2 ’

AL2 0 se n é par
o)
se n é impar

n3m3
) S8L? _,
ou seja, cop =0 € cop_1 = 2k — 157 e, portanto, a solucao é dada por
(.1) 8L% & 1 2k — Dra _olei-i?s2,
—= ° L .
u(x, = 2k = 1)35671 7 e

4.2 BARRA COM EXTREMIDADES ISOLADAS

Considere uma barra homogénea de comprimento L com temperatura inicial
igual a f(x) em toda barra e cujo os extremos estao isolados, isto ¢, ndo ocorre troca de
calor com o meio externo, portanto, o fluxo de calor através de uma segao reta da barra,
é proporcional a taxa de variacao da temperatura na direcao x. Se esta barra satisfaz
os principios fisicos descritos, entdo sua temperatura u(x,t) é determinada mediante o

problema de condigoes iniciais e de contorno.

ou 0%
ot — ¢ 9z
uz(0,t) = u (L, t) =0, t>0

u(z,0) = f(z), 0<z<L

O<z<L, t>0

Usando o método de Separacao de Variaveis, pode-se escrever a temperatura
u(x,t) como produto de duas fungoes, onde uma depende da variavel z e a outra depende
do tempo ¢, lembrando que esse produto é nao nulo, isto é, u(x,t) = h(x) - g(t) # 0.

Segue o mesmo procedimento anterior, de onde se tem h”(x) + Ah(z) = 0 e
g (t) + Xa?g(t) = 0. Como u,(z,t) = W (x) - g(t), tem-se u,(0,t) = 1'(0) - g(t) =0 e
uz(L,t) = Rh'(L)-g(t) =0, ou seja h'(0) - g(t) =0, A'(0) =0e h'(L)-g(t) =0, K'(L) = 0.

A equagao h"(z) 4+ Ah(z) = 0 é uma EDO homogénea e constitui um problema
de condigoes de contorno, isto é, h'(0) = 0 e h'(L) = 0 . Para encontrar a solucdo da
mesma deve-se ter a equagao caracteristica dela e observar o que acontece com a constante
de separacao quando é negativa, nula e positiva.

Considere o caso em que A < 0. A equacao caracteristica associada é m?+\ = 0,
resolvendo a equacio tem-se como solucdes m; = v—\ e my = —v/—\. A referida EDO

tem como solugao geral h(z) = 1™V 4 cpem VA cuja derivada primeira é
W(z) = V=X c1e"V ™ = V=X cpe ™V,

Substituindo x = 0 e x = L na derivada, tem-se:
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R'(0) = vV=A(c1 — ¢2), ou seja, vV—A(c; — ¢2) = 0, pois 2/(0) = 0. Entao

c1 — ¢ = 0. Por outro lado,

h'(L) = —A(cleL‘/:\ — cge’L‘/j‘) =0,

c1—ce=0
pois A/(L) = 0. Logo temos o seguinte sistema de equagoes L
crelV=A — e VA =
1 2 .
Resolvendo o sistema de equagoes formado tem-se entao que ¢; = ¢ = 0, o que implica
que para A < 0 a solucao geral da EDO é h(z) = 0.
Considerando agora o caso em que A = 0, tem-se que sua equacao caracteristica
¢ da forma m? = 0, e entao m; = my = 0 e, portanto, a solucao geral da EDO ¢ dada

%z ou seja, h(x) = ¢, + cox. Derivando esta expressao, tem-se que

por h(x) = ¢ + coze
I (x) = co. Tendo em vista as condig¢oes de contorno, tem-se que h'(0) = h'(L) = ¢o = 0,
ou seja, co = 0. Dado que ¢y = 0, entao a solugao geral da EDO é dada por h(z) = ¢;.
Tais condigoes de contorno nao permitem determinar de forma especifica o valor de ¢y,
o que implica que é um valor arbitrario. Portanto, A = 0 constitui um autovalor tendo
como autofungao correspondente h(x) = c¢;. Substituindo A = 0 em ¢'(t) + Aa?g(t) = 0,
tem-se que ¢'(t) = 0, cuja solucao é g(t) = cs, sendo ¢3 uma constante.

Portanto, para A = 0, a solucao da equagao do calor é da forma
up(z,t) = ¢ - c3 = %0. Mas porque escrever esta solu¢do como ug(x,t) = %O? Ao final
desta secao serd respondida esta questao.

Agora, para o caso em que A > 0, tem-se que a equacao caracteristica associada
é da forma m2 + X = 0, cuja solucio é m; = iVl e my = —iv/A. A solucdo geral da
EDO é dada por h(z) = ¢,V + ¢V ou h(z) = Acos(xv/X) + Bsen(zv/X), onde
A=c +c;e B = (c1 —c)i. Derivando h(x) = Acos(zv/A) + Bsen(zv/)\), tem-se
W (x) = —vVAAsen(xv/\) + VABcos(zV/\).

Para = = 0, tem-se entdo h'(0) = VAB = 0, isto é, VAB = 0 de onde
se conclui que B = 0. Para © = L, tem-se h/(L) = —vAAsen(LvV)) = 0, ou scja,
—\/XAsen(L\/X) = (. Para que este produto seja nulo, deve-se ter VA =0,0u A =0,
ou sen(Lv/A) = 0. Mas A # 0, pois A > 0. Se 0 A = 0, entdo h(z) = 0, o que implica
que a solucdo da equacdo do calor é nula, ou seja, u(x,t) = h(z) - g(t) = 0. Como o

objetivo é determinar solugoes nao nulas, entao, A deve ser diferente de zero. Portanto,
22

—VAAsen(LVX) = 0 se sen(LvA) = 0, de onde se tem entio que \ = u, Vn € N*.
12

Entao, a solucdo da referida EDO, é dada por h(z) = Acos(?). Substi-

2.2 n27r2

2

tuindo A = em ¢'(t) + Aa?g(t) = 0, obtém-se ¢'(t) + a’g(t) = 0, que é uma

72
EDO de variavel separédvel cuja solugao é dada por g(t) = ke

ﬂ2a2t
2 " onde k = e,
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Logo, a solucao desejada é escrita como

nmx _o2n2x2,

Un<x7t) :U0<x7t)+6n'COS(T> - e L2
onde ¢, = A - k. Tendo em vista que n € N*, implica que se tem uma solucao distinta
para cada n natural. Tais solugoes sao conhecidas como solugoes fundamentais. Logo,

pelo Principio da Superposicao de solugoes, tem-se entao que a solucao geral do problema

¢ dado por
u(z,t) = §0+ch cos<mm> e r L (43)
n=1
Fazendo ¢ = 0 na identidade acima, tem-se u(x,0) = % + Z Cp + COS (n_zx)
n=1

Mas, como u(z,0) = f(z), entdo 2 + ch cos(nzx> = f(x). Esta dltima expressao,

representa uma série de Fourier de cossenos Com isso fica evidente que é necessario

co
2

a expressao que representa a série de Fourier de cossenos.

escrever ug(x,t) como £ em vez de ser escrita como k- B, o que poderia dificultar enxergar

Para determinar ¢ e ¢,, é necessario fazer uma extensao par da f(z), lembrando

que ela esta definida apenas para 0 < z < L. Essa expanséo permite obter uma funcao

par e periddica de periodo T' = 2L e, portanto, ¢, = / f(x cos )dx e

= %/OL f(z)dz

Figura 3 — funcao par

~~
r; s
» \
\
1
)

z L ¥

Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

Conclui-se entao que o problema de condicoes iniciais e de contorno descrito

inicialmente tem como solugao a série da forma
2.2

e n27\' [e3
u(r,t) = % + ch - cos (n_zx) e 2 (44)

n=1

Exemplo 4.2 Determine uma solu¢ao formal do problema com condicoes de contorno e
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ou 0%
ot " 2
iniciais dado por up(0,1) = ug(m,t) =0, t>0 sendo o = 1.

0<z<m t>0

u(zr,0)=¢€", 0<z<m

Solucao: As condigoes de contorno dadas indicam que se trata de um problema de fluxo

de calor em uma barra de extremidades isoladas, logo a solucao ¢ dada por

nmwT —"2”2‘12t
— ] - e L2

u(z,t) :%—’—ch'COS( 7
n=1

2 " 2 "
onde ¢y = E/ f(x)dxec, = E/ f(x)-cos(n—zx)dx. Como f(z) = e* e L = 7, tem-se
0 0

2 [7 2
00:—/ e””dxz—(e”—l),
T Jo ™

e 5
Cp = —/ e® - cos(nz)dz.
T Jo

Integrando por partes, tem-se z = e*, dz = e*dz e dv = cos(nx), ou seja, v = %sen(nx)
e, portanto,

2 rev o1

Cp = — [—sen(nx) —— [ e Sen(nx)dx],

T ln o n.Jo

2 ™
onde se tem que ¢, = —— [ e®sen(nx)dz, pois sen(nw) = sen(0) = 0, Vn € Z.

nw Jo
Integrando novamente por partes, sendo z = e*, dz = e“dx e dv = sen(nz)dz, ou seja,
v = —1cos(nx). Deste modo,

2 e’ Y

Cp=—— [— —cos(nzx)| + —/ ezcos(nx)dx},
nm n o nJo

I
—
I
—_
~—
LS

2 2 T
ou seja, ¢, = —— (e”(—l)” — 1) - —= / e“cos(nx)dzx, lembrando que cos(nm)
n’m n?m Jo

2 1 2
Vn € Z. Note que ¢,, = %<e”(—1)”—1> — 5 Cn; OU seja, ¢, = m(e”(—l)"—l).

Portanto, a solucao do problema é escrita da seguinte forma

oo

-1 2 e (—1)"— 1 o
u(z,t) = - +;;W-005(naz)-e :

4.3 CONDICOES DE CONTORNO NAO HOMOGENEAS

Até entao, viu-se apenas o problema do fluxo de calor em que os extremos da

barra se mantém a temperatura constante igual a zero para todo ¢t > 0. As condicoes
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de contorno vistas, foram sempre homogéneas tanto para o caso em que os extremos da

barra se mantinham a temperatura igual a zero, bem como para o caso em que os extremos

se mantinham isolados, ou seja, nao havendo troca de calor entre os extremos e o meio

ambiente. Nesta secao, sera abordado o caso das condigoes de contorno nao homogéneas.

Considere uma barra homogénea de comprimento L, onde uma das extremi-

dades da barra é mantida a temperatura constante 7 e a outra a temperatura 75. Logo,
ou 0%

— = o= L, t
5 a8x27 O<zxz< L, t>0

as condicoes de contorno e iniciais sao w0,6) =T, e u(L,t)="Ty, t>0
u(z,0) = f(z), 0<x<L

Para resolver o problema proposto, torna-se necessario reduzir o mesmo a
um problema com condigoes de contorno homogéneas admitindo que quando t — oo é
alcangada uma temperatura estacionéria v(x), que independe do tempo t. Dado que v(x)
deve satisfazer a equagao do calor, tem-se que o*v”(z) = 0, ou seja, v"(x) = 0,0 < x < L.
Como v(z) s6 depende de z, sua derivada em relacao a ¢ é nula, dai a razao de se ter
a?v”(x) = 0. Integrando a expressio v”(z) = 0 duas vezes, tem-se v(z) = Az + B. Como
v(x) deve satisfazer a equagao do calor, entao v(0) =T e v(L) = Ts.

Substituindo = 0 e x = L em v(z) = Az + B tem-se v(0) = A.0 + B = B,
como v(0) = T} entdo B = T). Para © = L, tem-se v(L) = AL+ B, mas B =1 ¢
v(L) =Ty, entdao A.L + T = Ty, ou seja, A = Iz Z Tl.

A solugao da equacao do estado estacionario é dada por

v(z) = <T2ZTl>m—|—T1.

Pelo que pode-se expressar u(z,t) como a soma da temperatura do estado
estaciondrio com a temperatura transiente w(zx,t), isto é, u(z,t) = v(x) + w(z,t). O
problema admite solu¢do quando se determina a temperatura transiente, isto é, w(z,t).
As derivadas parciais de u(z,t) em relagdo a = e a t, S0 Uy, (7,1) = Wy (z, 1) €
u(z,t) = wy(x,t). Note que v”(x) = v'(t) = 0. Substituindo as derivadas parciais obtidas

2Wap (1, t) = wy(m, t).

na equacao do calor, tem-se «

Da equagao u(x,t) = v(z) + w(z,t), tem-se w(z,t) = u(z,t) — v(z). Fazendo
r = 0 tem-se w(0,t) = u(0,t) — v(0), mas u(0,t) = Ty e v(0) = T}, logo w(0,t) = 0.
Fazendo x = L, tem-se w(L,t) = u(L,t) — v(L), como u(L,t) = Ty e v(L) = T5, resulta
entdo w(L,t) = 0. Agora, para t = 0 tem-se w(z,0) = u(x,0) —v(z), mas u(z,0) = f(z),
logo w(z,0) = f(z) — v(x). Assim a solu¢do da temperatura transiente ou transitdria é

QPwyy(z,t) = wy(z,t), 0<z <L, t>0

encontrada resolvendo o problema ¢ w(0,t) =0 e w(L,t)=0, t>0

w(z,0) = f(x) —v(x), 0<x<L
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que é exatamente o problema do calor em uma barra homogénea cuja solugao é dada por

2.2 2

00

nmx _nfmfat,

’lU(iU,t): E Cp * SEN T -e 7
n=1

9 L
onde ¢, = f/ (f(x) - v(x)) . sen(?)dm, conforme vimos para o caso homogéneo.
0

Entao, a solucao do problema original é dada por

2.2 2

T _T > n"-mTo o
U(%U = < 2 I 1>x+TI+ch~sen<?> e 12 ¢
n=1

Exemplo 4.3 Determine uma solucao formal do problema com condicoes de contorno e
Ou _ 22U O<az<m t>0
— =a"—, x <,

ot 0x?

miciais dado por w(0,8) =0 e u(mt)=3m, t>0 onde o® = 1.

u(z,0)=0, 0<z<m

Solugao: Diante do exposto, tem-se 73 = 0, T, = 3w, L = 7 e f(x) = 0. Como

T, — T
v(x) = < 2 17 1>x + Ty, entdo v(z) = 3z. Dado que w(z,0) = f(x) — v(z), entdo

i nmwx 6 [T
w(z,0) = —=3z. Logo ¢, = — | —3x - sen(—)dz, isto é, ¢, = ——/ zsen(nx)dx.
T Jo 7T T Jo
Resolvendo a integral resultante pelo método de integracao por partes, sendo z = =,
dz = dx e dy = sen(nz)dz, y = ——cos(nx),
n
6 x ™ 1 (7
Cp = —— [— —cos(nzx)| + —/ excos(nx)d:ﬁ},
T n o nJ
ou seja,
6 1 "
Ch=—— [ — Ecos(ww) + — sen(nx) },
Tl n n 0

6
de onde se tem entao que ¢, = —(—1)" pois sen(nn) = sen(0) =0, Vn € Z.

Logo, a solugao do problema proposto é dada por

(="

n

—n?t

- sen(nx) - e

u(z,t) = 3x+62
n=1

4.4 CONDICOES DE CONTORNO MISTAS

Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte: Se tivermos uma barra em que
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um dos extremos dela se mantém a temperatura constante igual a T' e o outro se mantém
isolado em todo ¢t > 0, como se encontra a solucao do referido problema? Tendo em
vista que um dos extremos se mantém a temperatura constante e o outro isolado, tem-se
entao um problema misto do fluxo de calor na referida barra. Portanto, para responder a
pergunta, vejamos o seguinte:

Considere uma barra homogénea de comprimento L onde um dos extremos
dela é mantida a temperatura T fixa e a outra é isolada, neste caso as condig¢oes de con-
torno sao da forma u(0,t) =T e u,(L,t) =0, ¥t > 0. Seja f(x) a temperatura inicial em
toda barra, o fluxo de calor através de uma secao reta da barra, é proporcional a taxa de
variacao da temperatura na direcao x. Se esta barra satisfaz os principios fisicos descritos,

entao sua temperatura u(x,t) é determinada mediante o problema de condigoes iniciais e
ou 0%

— = -,

3 ot Ox?

de contorno, supondo que T = 0, tem-se entao u(0,t) =0 e uy(L,t)=0, t>0

O<z<L, t>0

uw(z,0) = f(x), 0<z<L

Usando o método de Separacao de Variaveis, pode-se escrever a temperatura
u(x,t) como produto de duas funges, onde uma depende da varidvel z e a outra depende
do tempo ¢, lembrando que esse produto é nao nulo, isto é, u(x,t) = h(x) - g(t) # 0, cuja
derivada primeira em relagao a x é dada por u,(z,t) = h'(x) - g(t).

Derivando a expressao u(x,t) = h(z) - g(t) duas vezes em relagdo a x e uma

vez em relacao a t, tem-se

Uae (7, 1) = h" () - g(t),

u, = h(x) - g'(t).

Substituindo as expressoes obtidas na equacao do calor, temos,
a?h(x) - g(t) = h(z) - ¢'(1).

Dividindo a igualdade acima pela expressio o®h(zx) - g(t), tem-se

W) g
o) atglt)

de onde se obtém duas equacoes diferenciais ordinarias com condicoes de contorno da

forma

W'(x) + Ah(z) =0, h(0)=0, h'(L)=0
g'(t) + xa?g(t) =0

As condigbes de contorno h(0) =0 e h/(L) = 0 sao obtidas a partir de
u(0,¢) = h(0) - g(t) = 0 e ug(L,t) = h'(L) - g(t) = 0.



58

Da equagao h”(x) + Ah(z) = 0 obtém-se as seguintes solugoes considerando os
casos em que a constante de separacao ¢ negativa, nula e positiva, conforme foi demons-
trado mais acima, ou seja, para o caso homogéneo e também para o caso da barra com
extremidades isoladas.

Se A < 0: h(z) = c1e®V ™ + ce7*V=>. Aplicando as condigdes de contorno,
tem-se, para x = 0, entdo ¢; + ¢, = 0. Derivando a expressio h(z) = c;e”V > + coe™ VA,
tem-se h'(x) = \/_)\ 1 e””r V=X ce™™VA Para x = L tem-se W' (L) = V=X -
crePV=A — /2N - eIV como W(L) = 0 entao, \/—_)\<01€Lﬂ — e LF) = 0.
Fica a cargo do leitor conferir que o sistema de equagoes formado por ¢; + ¢ = 0 e
\/—_)\<61€L\/j>‘ — cze_Lm> = 0 tem como solugao ¢; = c; = 0 e que a solugao geral da
EDO é dada por h(z) = 0.

Se A = 0, a equacdo caracteristica associada é dada por m? = 0, cuja solucao
é my = my = 0, pelo que a solu¢do da EDO é da forma h(x) = ¢; + cox. Aplicando
as condigoes de contorno tem-se entdo que para x = 0, h(0) = ¢; + 2.0 = ¢, como
h(0) = 0, entdo ¢; = 0. Como ¢; = 0, entdo h(z) = cyz. Derivando esta expressao,
tem-se h'(z) = ¢y . Para ¢ = L, tem-se h'(L) = co. Mas h/(L) = 0, ou seja, ¢3 = 0, logo
para A = 0, tem-se h(x) = 0.

Se A > 0, a equacao caracteristica associada ¢ m? 4\ = 0, tendo como solucoes

my = eV g my = e~ VAT @ portanto, a solucao da EDO ¢é dada por

h(z) = Acos (x\/X) + Bsen (xﬁ)
Para z =0, h(0) = A. Como h(0) =0, entdo A = 0. Dado que A = 0, entdo
h(xz) = Bsen (x\/X)
Derivando esta expressao, tem-se
b (z) = VABcos (xﬁ),
substituindo = = L, resulta que #'(L) = v/ABcos(L\/)\). Mas, h/(L) = 0, entéo

VABcos (L\/X) =0

de onde se tem entéo que cos(LvV/A) = 0, ou seja, LV = g(2n + 1), isto é,

2

s
2 1
A\ = 4L2(n+ )2

Vn € Z.
Portanto, a solugdo da EDO é dada por h(z) = Bsen( = (2n+ 1)2x> ou
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2 1
ainda, h(zx) = Bsen(ﬂg—;_)x).

2
Substituindo A = 47;2 (2n + 1)? na EDO ¢'(t) + A\a?g(t) = 0, tem-se
2

g'(t)+ m@n +1)%a%g(t) = 0, que é uma EDO de varidvel separavel cuja solucao ¢ dada
_m(2n+1)%?
por g(t) = ke 412 , onde k = e%.

Portanto, a solucao desejada é escrita como

Y

7r(2n+1)) _2enana?,
—X | - €

Uon41(2, 1) = Conyr - sen( 5T aL

onde ¢o,11 = k - B e pelo principio da superposicao de solugoes, tem-se entao

= 2 1 71'2( n )2a2
u(@,t) =D eonpa - sen(%x) e it
n=0

m(2n + 1) ) _r2ent1?a?,
———x) e

Substituindo ¢ = 0 em u(x,t) = 202"“ ' sen( 2L "

n=0
S 2n+ 1
tem-se u(z,0) = ; Cont1 - sen(%x), como u(z,0) = f(z), entao

(2 1
Z Conil: sen< Z ; ) ) = f(z) que é uma série de Fourier de senos de indices impares

da f(z). Para determinar os cg,+1 é necessario fazer uma extensao da f(z) até 2L para
que seja simétrica em relagao a reta x = L, lembrando que ela esta definida apenas para
0 < x < L. Deste modo,

L
Cong1 = %/0 f(z)- sen(%x) dx.

Exemplo 4.4 Determine uma solu¢ao formal do problema de condigoes de contorno e

ou 9%u
— =4— 0 t>0
o =do O<z<m t>

miciais dado por w(0,8) =0 e uy(mt)=0, t>0

u(z,0)=3, 0<z <7

Solucgao: As condicoes de contorno dadas, indicam que se trata de um problema de fluxo

de calor em uma barra de extremidades isoladas, logo a solucao é dada por

- o+ 1 2 (om41)%02
w(w,t) =D eonpa - 86%%@ e it
n=0

2 [* 2n + 1
Dado que cgpq1 = z/ f(z)- sen<%m> dr, L =7 e f(x) = 3, entdo
0



60

2T
se a integral resultante, tem-se entao que

6 [T 2 1 6 [ 2 1
Cont1 = ;/ sen(mx) dx, ou seja, Copi1 = ;/ sen( n2—l— x) dx, resolvendo-
0 0

T

12 <2n+1 )
Cont1 = — cos x| ,
LT (204 1) 2 .
de onde se t £ 12
€ onde se tem entao que Cop, = —.
Aue Cntt = o0 1 1)

Assim, a solug@ao do problema é escrita da seguinte forma

12 1 2n + 1 2
)= = ) ( ) —(2n+1)%t
u(z,t) - 50271—1—1 sen|—5—1) -e

Mas entao, se 17 # 0 como seria a solu¢ao do problema cujas condigoes de
contorno sao mistas? Considerando uma barra homogénea de comprimento L onde um
dos extremos dela é mantida a temperatura 7' nao nula fixa e a outra é isolada, neste caso
as condigoes de contorno sao da forma u(0,t) = Ty e u,(L,t) = 0, Vt > 0. Seja f(z) a
temperatura inicial em toda barra, o fluxo de calor através de uma secao reta da barra,
é proporcional a taxa de variacao da temperatura na direcao x. Se esta barra satisfaz
os principios fisicos descritos, entdo sua temperatura u(x,t) é determinada mediante o

ou 0%

E:a@, O<ZIJ'<L, t>0

problema de condigoes iniciais e de contorno w0,8) =Ty e uy(L,t)=0, t>0
u(z,0) = f(x), 0<x<L

Como o problema ¢é nao homogéneo, torna-se necessario reduzir o mesmo para
um problema homogéneo ja visto anteriormente, admitindo que quando ¢ — oo ¢é al-
cangada uma temperatura estacionéria v(x), que independe do tempo ¢. Dado que v(x)
deve satisfazer a equacao do calor, tem-se que o*v”(z) = 0, v"(z) =0, 0 < = < L.
Integrando esta tltima expressao duas vezes, tem-se v(z) = Ax + B. Desde que a v(x)
satisfaz a equagao do calor, entdo v(0) = 77 e v/(L) = A. De onde se tem que A =0 e
B =T, o que implica que v(x) = T1, que é a temperatura do estado estacionério.

Escrevendo u(z,t) como a soma de temperatura estaciondria com a tempera-
tura transitéria w(z, t), tem-se entdo que u(z,t) = v(z)+w(z,t). As derivadas parciais da
igualdade acima sao U, (x,t) = V" () + wee(x,t) € uy(x,t) = wy(x,t). Substituindo essas
derivadas parciais na equagao do calor, tem-se entao que a?(v"(x) + Wy (7, 1)) = wy(x, t),
o que implica que a*wg,(z,t) = w(z,t), pois v"(z) = 0 . De u(z,t) = v(z) + w(x,t),
tem-se que w(z,t) = u(z,t)—v(z). Fazendo x = 0, tem-se que w(0,t) = u(0,¢)—v(0), mas
u(0,t) =Ty e v(0) = T3, logo w(0,t) = 1Ty — 11 = 0. Derivando w(x,t) = u(x,t) — v(x)
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em relagdo a x, tem-se entdao que w,(z,t) = u,(x,t) —v'(z). Fazendo x = L, tem-se
wy(L,t) = uy(L,t) —v'(L), mas u,(L,t) =0e v (L) =A=0, logo w,(L,t) =0—0=0.
Fazendo agora t = 0, tem-se entao que que w(z,0) = u(x,0) —v(z), mas u(x,0) = f(x) e
v(x) = T}, o que implica que w(x,0) = f(x)—T). Portanto, a solugdo da temperatura tran-

QPwg(r,t) = wi(w,t), Vt>0 e 0<z <L
sitoria ¢ dada resolvendo o problema ¢ w(0,t) = w,(L,t) =0, Vt>0

w(z,0) = f(x) —T1,0<z <L
que ¢ exatamente o problema resolvido anteriormente cuja solucao ¢ dada por

E 2 - 1 7r2( n— )2a2
w(m, t) - Z Con—1 - 86”(%‘%) . e‘%ta

n=1

onde se tem que

Con_1 = %/OL(f(x) - Tﬁsen(%x) dx.

Segue entao que a solucao desejada é dada por

7(2n —1) ) _n?@n—1?a?,
———1) e .

u(z,t) =Ty + Z Con—1 sen( 5T 412

n=1

Exemplo 4.5 Considere uma barra uniforme de comprimento L = 30 com distribuicao
inicial de temperatura dada por f(x) = 30—z. Suponha que a temperatura na extremidade
x = 0 € mantida a 40°C, enquanto a extremidade x = L estd isolada, de modo que nao

hd fluzo de calor através dela. Encontre a temperatura u(zx,t), onde o* =1

u(0,t) = 40, Vt > 0
ue(L,t) =0, Yt >0
flz)=30—2, 0<z<30

Solucao: Note entao que L = 30 e 77 = 40, deste modo

1 [ 2n — 1
Cop—1 = —— (10 + x)sen(%

:L‘) dx,
15 Jo

aplicando o método de integracao por partes, tem-se entao que

1 [_ 60(10 + z) (7‘(‘(271—1)

Copn—1 = — 7= 7T(2n — 1) coS

- 3600 M x)]

60 x) T an = 1)256”< 60
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e que ao substituir os limites de integracao tem-se

40
w1 = = (6(=1)" — 7(2 —1)
Cont m2(2n — 1)2< (=1)" = m(2n = 1)
e que a solucao geral é dada por
40 1 o — 1 2 12
u(w,t) = 40+ 5 2 T (6(_1)n @ 1)> . Sen(%@ T,

4.5 UMA FONTE DE CALOR EXTERNA

Considere o problema do fluxo de calor em uma barra metélica de compri-
mento L e que esteja em contato com uma fonte ou um sumidouro externo de calor.
Nessas condigoes, a equagao do calor é dada por u; = a*u,, + s(x), onde o termo s(z)
funciona como agente externo sendo positivo para uma fonte e negativo no caso de ser um
sumidouro. Supondo entao que as condigoes de contorno sao u(0,t) =Ty e u(L,t) = Ty,
cuja condigao inicial dada por u(x,0) = f(z), a solugdo do problema é dada da seguinte
forma: u(z,t) = v(x) + w(x,t), onde v(x) é a temperatura do estado estacionario sendo

2,11

a?v"(x) = —s(x)

v(0) = T1,v(L) = T

entao a solugao do problema de contorno

e w(x,t) é a temperatura transitéria.

De u(z,t) = v(z) + w(x,t) tem-se w(z,t) = u(z,t) — v(z). Para x = 0 tem-se
w(0,t) = u(0,t)—v(0), como u(0,t) = T; e v(0) = 71, dai segue entao que w(0,t) = 0. Para
x = L tem-se w(L,t) = u(L,t) — v(L), como u(L,t) = T5 e v(L) = T3, logo w(L,t) = 0.
Por outro lado, para t = 0 tem-se w(z,0) = u(x,0) — v(x), como u(z,0) = f(x) entao
w(z,0) = f(x) —v(x).

As derivadas parciais de u(z,t) = v(z) + w(z,t) sdo w(z,t) = wi(x,t) e
U (7, 1) = V" (2) + Wae (2, 1). Mas v"(z) = ——5(2), 1080 Upe (2, 1) = —— () +wea (7, 1).
Substituindo estas derivadas parciais em uy(x,t) = @®ugz.(z,t) + s(x), tem-se
wy(z,t) = a2<— %S(.I) + wm(a:,t)> + s(x), isto é, wy(z,t) = —s(x) + QPwy,(z,t) + s(x),
de onde se tem entao que

wy(1,1) = P Wee(x,1).

Portanto, a solugao da temperatura transitéria (transiente) é encontrada ao
resolver o problema
wi(z,t) = aPwee(z,t), 0<x <L
w(0,t) = w(L,t) =0, Vt>0
w(z,0) = f(zx) —v(z),0 <z <L
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cuja solucao é dada por
2.2 2

00
nmwx _n2x2a2,
’lU(iU,t): E Cp * SEN T -e 7
n=1

sendo

Cp = %/OL (f(x) - v(x)) -sen(%)dm.

Segue entao que a solucao do problema inicial é dada por

2.2 2

ulw,t) = v(@) + Y o sen( 1) e T
n=1

Exemplo 4.6 Suponha que a* =1 e s(x) = k uma constante, encontre v(x). Suponha

que Ty =T, =0, L =20, k = % e f(x) =0, 0 <z < L, determine u(x,t).

Solugao: Dado que a?v”(x) = —s(x), tem-se que v”(x) = —k. Integrando esta expressio
duas vezes em relacdo a z, tem-se v(x) = —k% + 12 + ¢3. Como v(0) =Ty = 0 tem-se
co = 0. Mas v(L) = v(20) = Tz = 0, logo —é . % + 20¢; = 0, isto é, —% + 20¢; = 0, daf
que ¢; = 2. Segue entdo que, v(x) = —% + 2.

Para determinar u(z,t), é necessario encontrar a temperatura transitoria, cuja

solugao é dada por
2.2 2

o0

nmx _nrfa’,

w(a:,t)zg Co - sen—— ) -e [2E
n=1

Cp = %/OL (f(a:) - v(x)) : sen(?)dz.

Como f(z) =0e L = 20, entao

sendo

1 20 2

Cp = — (x_ - 2x> . sen(@>dx.
10 J, 10 20

Integrando por partes, considerando z =

dy = sen<m>dm‘, isto é, y = —ECOS<@
20 n 20

CUZ 5 x
75 — 2w, entdo dz = (§ — 2)dx e

), segue entao que,

ot

20

Cn = L [ _&(1‘_2 — 2:U> . cos(mrx)

. 20 [ <x 2) <n7r:c)d }
101 " \10 20 cos Mk

R N 20

que ao substituir os limites de integragao, se anula a primeira expressao, resulta entao que
20

2 x nmwx : .

Cp = — (——2) -COS (—) dx, integrando novamente por partes a integral resultante,
nt Jo \b 20

20 nne

sendo z = £ — 2 isto é, dz = +dr e dy = cos<@>dx, entao, y = —sen(—). Logo,
5 5 20 nmw 20
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sendo
20 1 /20 nmx
- = sen(—)da:,
nTt 9 J 20

de onde se pode notar que ao substituir os limites de integragao, a primeira expressao se

27120 /2 nmwx 20
o 220 ()
nmlnr\b 20 B

8 20 nmx ) - . -
anula, logo ¢, = ——— / sen<%>d9€, integrando a expressao anterior, tem-se entao
n?m
que
160 nmwx\ |20 160 160
Cp = cos = ——(cos(n —cosO)z—(—l”—l).
n3m3 ( 20 ) 0 n37r3< (n) (0) n3m3 (=1)
0, se n é par
Como ¢, = 320 o
~ 33 se m é impar
320 ) N s
Logo cop_1 = —m, dai que a solucao da temperatura transitéria é dada por
320 — 1 nmwx _ k=122,

— 3 — 3 . sen(_) - e 400
w8 L (2k — 1) 20

4.6 EQUACAO DO CALOR NA RETA

Nas secoes anteriores deste capitulo vimos a solucao da equacao do calor via
séries de Fourier. Tal procedimento foi aplicado considerando que a distribuicao inicial da
temperatura é uma f(x) definida em um certo intervalo e periédica de um certo periodo
T. Esta secao tem por finalidade explorar um pouco o problema de calor numa barra
infinita. A distribuicdo inicial da temperatura no instante ¢ = 0 continua sendo f(x).
Para encontrar a solucao da equacao do calor, sera aplicada a Transformada de Fourier e
a sua inversa. Como a fungao temperatura u(z,t) é uma fungao de duas varidveis sendo x
a posigao ao longo da barra e t o tempo, se fixarmos a variavel ¢ teremos entao que u(z,t)
passa a ser uma fun¢ao de uma variavel x. Deste modo, ao aplicarmos a Transformada

de Fourier de u(z,t) com relagdo a z, teremos entao
+o0 ]
Flu(e, ) (w) = ifw, ) = / u(w, e dz.

—00

Pelas propriedades das Transformadas de Fourier vistas no capitulo 3, teremos
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entao
Flug(z, b)) = f(%@@,t))) - /_ ) %u(z,t)e—wdaz — iwii(w, 1).
Ftge(w, 1)) = f(dd—;(u(x, t))> - / :O dd—;u(g;, e o dy = —wa(w, b).
Flu(z, b)) = ]—"(%(u(as,t))) - /_ :O %u(az,t)e_iwxdx - % /_ :ou(a:,t)e_i”d:v — %ﬁ(w,t).

Considere entao o seguinte problema:

ue 02(R X (O,oo)> N C(R X (0,00))
gy = up, (2,t) € R x (0,00) (45)
u(z,0) = f(z), z€R

Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os membros de (45), tem-se:
F(@Pugyp(z,t)) = F(us(z,t)) e de acordo as propriedades mencionadas acima, segue entao

que

9 . _ 2 2.
au(w,t) = —a‘wu(w,t).

Aplicando a Transformada de Fourier em u(z, 0) = f(z), tem-se entdo que i(w,0) = f(w).

Diante do exposto, temos o seguinte problema a resolver

Da(w,t) + d’w?i(w, t) =0,Yz € R,t >0

' 46
i(w,0) = f(w),Vw € R (46)

Note entao que a identidade (46) representa uma EDO linear em ¢ pois o w é
uma constante. Tem-se ainda que se trata de um problema de valor inicial. A solucao da
EDO resultante é 4w, t) = ¢(w)e™*"“**. Substituindo ¢ = 0 na solucdo da EDO, obtém-se

entdo que ¢(w) = f(w). Portanto, a solucao particular da EDO é dada por
a(w, t) = flw)e @, (47)
Aplicando a Transformada Inversa de Fourier em ambos membros de (47), isto
6, F 1 (i(w, ) = F1(f(w)e "), segue que

I R

u(w,t) = o~ Flw)e™ ey, (48)
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A identidade (48) é a solucao da Equagao do Calor numa barra infinita e note
que ha uma grande diferenca entre a solucao encontrada para o caso de uma barra finita
em relacao ao caso da barra infinita. No primeiro caso, a solu¢ao da Equagao do Calor
era dada em funcao de uma Série de Fourier de senos ou de cossenos, enquanto que para

o caso da barra infinita a solucao é dada em funcao de uma integral imprépria.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo geral analisar o processo de fluxo de ca-
lor numa barra metalica homogénea e de forma especifica avaliar os casos possiveis das
condicoes de contorno bem como demonstrar a solucao de cada condicao de contorno
estudado nesse trabalho usando o método de separagao de variaveis, as séries de Fourier
e as transformadas de Fourier.

E notdrio perceber-se ao longo deste trabalho que a funcao temperatura é
uma funcao de duas variaveis, ou seja, para determinarmos a temperatura ao longo da
barra seja finita ou infinita, precisamos da posicao e do instante em que se pretende
determinar a temperatura. Vimos diferentes condi¢oes de contorno e que dependendo
do caso, a solucao de cada problema foi encontrada usando o método de separacao de
variaveis e as séries de Fourier para o caso da barra finita e a transformada de Fourier
para o caso da barra infinita. O método de separacao de variaveis permitiu-nos reduzir
uma Equacao Diferencial Parcial para duas Equacoes Diferenciais Ordinarias, em que uma
dependia somente de x e a outra dependia de t. Para a resolucao das respectivas equagoes,
foi necessario ter um conhecimento prévio sobre as Equacoes Diferenciais Ordinarias de
variavel separavel e as Equagoes Diferenciais Ordindrias Lineares homogéneas de segunda
ordem com coeficientes constantes.

A Equacao do Calor tem uma importancia histérica muito grande, pois a partir
dela o matematico e fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier desenvolveu as Séries de
Fourier. A Transformada de Fourier que trouxemos neste trabalho sao apenas nocoes
basicas sem fazer um estudo profundo delas, pois o intuito era facilitar nossa comparacao
entre a solucao da Equacao do Calor obtida para o caso de uma barra finita e da barra
infinita. £ um tema vasto que se fossemos explorar poderia ser um outro TCC, portanto,
para quem quiser aprofundar seu estudo sobre as Transformadas de Fourier indicamos
livros como (FIGUEIREDO, D. G. de., 1977) (I()RIO, V., 2005), (RAMOS, E. E., 2008)
ou (SANTOS, R. J., 2011), dentre outros.
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