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que Deus lhe dê mais anos de vida e lhe proteja sempre.

Aos meus amigos nomeadamente Januário Domingos e Hamilton Nhime, grato

amigos por disponibilizarem seus computadores sempre que precisei, graças a vocês este
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RESUMO

A equação do calor é uma Equação Diferencial Parcial de segunda ordem que modela o

fluxo de calor numa barra metálica homogênea. No presente trabalho estudamos o fluxo de

calor numa barra homogênea finita e infinita, utilizando-se separação de variáveis e Séries

de Fourier para o caso da barra finita e Transformada de Fourier bem como a sua inversa

para o caso da barra infinita. Em ambos os casos consideramos que a densidade da barra

em cada ponto é constante. Para o caso da barra finita analisamos o caso da barra com

extremidades mantidas a temperatura igual a zero para todo t, barra com extremidades

isoladas, condições de contorno não homogêneas, condições de contorno mistas e uma

fonte de calor externa, utilizando-se as séries de Fourier para o caso da barra finita e

finalizamos nosso estudo do fluxo de calor analisando o caso da barra infinita, isto é, a

equação do calor na reta utilizando-se a Transformada de Fourier e a sua inversa.

Palavras-chave: Equação do Calor. Separação de variáveis e Séries de Fourier. Trans-

formada de Fourier.



ABSTRACT

The heat equation is a second-order Partial Differential Equation that models the heat

flow in a homogeneous metal bar. In the present work we studied the heat flow in a finite

and infinite homogeneous bar, using separation of variables and Fourier series for the case

of the finite bar and Fourier Transform as well as its inverse to the case of the infinite

bar. In both cases we consider that the density of the bar at each point is constant. For

the case of the finite bar, we analyzed the case of the bar with ends maintained at zero

temperature for all t, bar with isolated ends, non-homogeneous contour conditions, mixed

contour conditions and an external heat source, using the Fourier series for the finite bar

case and finalize our heat flow study by analyzing the case of the infinite bar, that is, the

equation of heat in the line using the Fourier Transform and its inverse.

Keywords: Heat Equation. Separation of variables and Fourier series. Fourier Trans-

form.
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3.1 FUNÇÕES PERIÓDICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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3.5 SÉRIES DE FOURIER DE SENOS E COSSENOS . . . . . . . . . . . . 38

3.5.1 Expansões pares e ı́mpares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.6 TRANSFORMADA DE FOURIER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO MISTAS . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.5 UMA FONTE DE CALOR EXTERNA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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1 INTRODUÇÃO

Na F́ısica, Engenharia, Biologia e nas diversas áreas do conhecimento usam-se

modelos matemáticos para descrever ou traduzir os fenômenos observados. Problemas tais

como o Fluxo de Calor numa barra metálica homogênea, propagação de uma onda sonora

ou mecânica, movimento dos fluidos, fluxo da corrente elétrica num condutor elétrico,

crescimento populacional, movimento do pêndulo simples, são traduzidos ou descritos

usando um modelo matemático para explicar o comportamento dos mesmos ou encontrar

uma solução que satisfaça cada problema citado acima.

O presente trabalho de conclusão de curso tem como objetivo geral analisar o

processo de fluxo de calor numa barra metálica homogênea e de forma espećıfica avaliar

os casos posśıveis das condições de contorno bem como demonstrar a solução de cada

condição de contorno estudado nesse trabalho usando o método de separação de variáveis,

séries de Fourier e a Transformada de Fourier bem como a sua inversa.

O mesmo está dividido em cinco caṕıtulos. O caṕıtulo 1 é a introdução, onde

trazemos de forma sintetizada informações gerais sobre o tema principal deste trabalho.

Já o caṕıtulo 2 traz informações sobre conceitos preliminares de Equações Di-

ferenciais Ordinárias (EDOs) e Equações Diferenciais Parciais (EDPs). Ainda no mesmo

caṕıtulo, fizemos uma classificação das EDOs quanto a ordem e a linearidade sendo feita

a mesma classificação para as EDPs. Importa ainda referir que no mesmo caṕıtulo foram

estudadas apenas Equações Diferenciais de até segunda ordem pelo simples fato de que a

Equação do Calor é uma Equação Diferencial Parcial de segunda ordem, dáı a necessidade

de não se explorar Equações Diferenciais tanto Ordinárias como Parciais de ordem maior

que dois. Ainda, neste caṕıtulo, vimos o principal método resolutivo de uma Equação Di-

ferencial Parcial utilizado neste texto, que é o método de separação de variáveis. Importa

ainda salientar que existem outros métodos para se resolver uma EDP, no entanto, neste

trabalho usamos apenas o de separação de variáveis.

No que concerne ao caṕıtulo 3, o mesmo tem como objetivo principal falar

sobre as Séries de Fourier bem como o Teorema de Convergência da Série de Fourier.

Justifica-se pelo fato de que a solução da Equação do Calor é dada por uma Série de

Fourier de senos ou de cossenos. Dada a complexidade na demonstração do Teorema

de Convergência de Fourier, optamos por não fazer sua demonstração e indicamos os li-

vros onde se pode encontrar a referida demonstração. Ainda neste caṕıtulo, discutimos

a questão da Transformada de Fourier e sua inversa, trazendo algumas propriedades de

resolução. Justifica-se pelo fato de que no caṕıtulo seguinte traremos uma pequena abor-

dagem da equação do calor para o caso em que a barra é infinita, ou seja, o comprimento

da barra é infinito e a solução do referido problema é encontrada via transformada de

Fourier e da sua inversa. Ressaltamos que as Transformadas de Fourier que trouxemos

neste trabalho são apenas noções básicas sem fazer um estudo profundo delas, pois apenas
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trouxemos para facilitar nossa comparação entre a solução da Equação do Calor obtida

para o caso de uma barra finita e da barra infinita.

Quanto ao caṕıtulo 4, discutimos de forma geral sobre o Fluxo de Calor numa

barra metálica homogênea. Fizemos a demonstração da Equação do Calor considerando

alguns prinćıpios f́ısicos importantes. Para se chegar a solução desejada será usado o

método de separação de variáveis. Serão ainda analisados os posśıveis casos de condições

de contorno e iremos finalizar o mesmo caṕıtulo analisando o fluxo de calor numa barra

metálica homogênea infinita, usando a transformada de Fourier e a sua inversa. Tanto a

barra finita quanto a barra infinita, iremos considerar que a sua densidade em cada ponto

da barra é constante.

Para finalizar, o caṕıtulo 5 traz a conclusão do presente trabalho de conclusão

de curso, onde faremos uma śıntese geral do trabalho. Ademais, esperamos que seja

um trabalho proveitoso para quem futuramente for usar o mesmo para estudar sobre a

Equação do Calor ou ainda sobre o Fluxo de Calor numa barra metálica homogênea finita

ou infinita.
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2 PRELIMINARES

No presente caṕıtulo veremos alguns conceitos preliminares para a compre-

ensão do que será abordado ao longo deste trabalho tendo como suporte os livros tais

como (BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B., 2010), (RAMOS, E. E., 2008),

(KISELOV, A.; KRASNOV, M.; MAKARENKO, G., 1984.), dentre outros livros. Con-

forme será visto ao longo deste texto, a equação do calor é dada por uma Equação Di-

ferencial Parcial e para sua resolução é necessário se ter um conhecimento prévio das

Equações Diferenciais Ordinárias, dáı a necessidade de se trazer os conceitos de equações

diferenciais ordinárias e parciais neste caṕıtulo.

Portanto, definimos uma Equação Diferencial como sendo aquela equação que

envolve derivadas de uma função em relação a uma ou várias variáveis independentes.

As equações diferenciais classificam-se quanto ao tipo, ordem e linearidade.

Quanto ao tipo, as equações diferenciais podem ser Ordinárias ou Parciais. Trata-se

de uma Equação Diferencial Ordinária ou simplesmente E.D.O, se a função incógnita

depende apenas de uma variável independente. Se a função incógnita depende de duas ou

mais variáveis independentes, a equação diferencial em causa, é uma Equação Diferencial

Parcial ou simplesmente E.D.P.

A seguir temos alguns exemplos de equações diferenciais.

dT

dt
= −k(T − Ta) (1)

y′ + 3xy = 4 (2)

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+

1

C
q = 0 (3)

∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
(4)

∂2u

∂t2
= α2∂

2u

∂x2
(5)

A equação (1), (2) e (3) são exemplos de Equações Diferenciais Ordinárias,

sendo a (1) conhecida como a Lei de Resfriamento de Newton enquanto que as equações

(4) e (5) representam exemplos de Equações Diferenciais Parciais.

Relativamente à ordem, ela é dada pela maior derivada que aparece na equação

diferencial. Desta forma, podemos ter equações diferenciais de 1ª, 2ª, 3ª ordem e assim

sucessivamente. Quanto a ordem, as equações (1) e (2) são exemplos de EDOs de primeira

ordem e a equação (3) é uma EDO de segunda ordem, enquanto que as equações (4) e (5)

são exemplos de EDPs de segunda ordem.

Quanto a linearidade, uma equação diferencial pode ser linear ou não linear.
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Diz-se que uma equação diferencial é linear se a função incógnita e suas respectivas de-

rivadas se relacionam de forma linear na respectiva equação, isto é, a função incógnita

e suas derivadas aparecem em uma soma na qual cada parcela é um produto de alguma

derivada da função incógnita com uma função que não depende da função incógnita.

Os exemplos (1) a (5), representam equações diferenciais lineares, enquanto

que as equações a seguir são exemplos de equações diferenciais não lineares.

y′′′ + 2ety′′ + yy′ = 0 (6)

uuxx + uyy = 0 (7)

2.1 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS

Uma equação diferencial ordinária, é uma equação escrita na forma

F (x, y, y′, y′′, ..., yn) = 0,

sendo x a variável independente, y a variável dependente, y′, y′′, ..., yn representam res-

pectivamente derivadas de primeira, segunda até ordem n da variável dependente e F é

uma função que indica a relação existente entre as variáveis x e y bem como as respectivas

derivadas de y. Temos a seguir exemplos de equações diferenciais ordinárias.

y′ + 3y = 5, (8)

y′senx = ylny, (9)

y′′ + 2y′ + 3y = 0, (10)

y′′ + 2y′ + 3y = ex. (11)

As equações diferenciais ordinárias podem ser classificadas quanto a ordem e a

linearidade. Quanto a ordem, uma E.D.O pode ser de 1ª, 2ª ordem e assim sucessivamente,

pois conforme visto, uma E.D.O é escrita na forma

F (x, y, y′, y′′, ..., yn) = 0,

onde n indica a ordem da derivada.

As equações (9) e (11) representam equações diferenciais ordinárias lineares de

1ª e 2ª ordem, respectivamente.

Observação 2.1 Ao longo deste trabalho iremos trabalhar apenas com equações diferen-

ciais ordinárias lineares de 1ª e 2ª ordem, dáı a razão de não trazermos nenhum exemplo

de uma E.D.O de ordem superior a dois.
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As equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem representam-se da seguinte

maneira

F (x, y, y′) = 0, (12)

onde F indica a relação existente entre as variáveis envolvidas. De (12) tem-se y′ = f(x, y).

Existem diversas equações diferenciais ordinárias de 1ª ordem, tais como as

Equações Diferenciais Ordinárias de Variável Separável, Exatas, Lineares, Homogêneas,

Bernoulli, mas que durante este texto iremos trabalhar com as Equações Diferenciais

Ordinárias de 1ª ordem do tipo Variável Separável e Lineares, pois no caṕıtulo sobre

a Equação do Calor ao aplicar-se o método de Separação de variáveis, resultará num

sistema de duas equações diferenciais ordinárias, onde uma é linear e a outra é de variável

separável.

2.1.1 Soluções das Equações Diferenciais Ordinárias

A solução particular de uma equação diferencial ordinária em um intervalo I, é

uma função y(x) definida em I, de modo que as derivadas de ordem até n estão definidas

em I e satisfazem a mesma equação no intervalo de definição da função. No entanto, a

solução geral de uma equação diferencial ordinária em I, é um conjunto de soluções y(x)

em I, de modo que qualquer solução particular pode ser obtida dela desde que se cumpra

certas condições iniciais.

Exemplo 2.1 Considere a seguinte equação diferencial xy′ + y = cosx, mostre que

y =
senx

x
é solução da equação dada.

Solução: y =
senx

x
é solução de xy′ + y = cosx se a igualdade for verdadeira. Note que

na equação há a derivada primeira da função y(x), dáı que torna necessário calcular esta

derivada. Como y′ =
xcosx− senx

x2
, substituindo esta expressão na equação, tem-se:

x
(xcosx− senx

x2

)
+

senx

x
= cosx

xcosx− senx

x
+

senx

x
= cosx

xcosx

x
− senx

x
+

senx

x
= cosx

cosx = cosx.

De fato, y =
senx

x
é solução da equação dada, pois a igualdade é verdadeira.
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2.1.2 Equações Diferenciais de Variável Separável

Toda equação diferencial ordinária de 1ª ordem da forma
dy

dx
= g(x, y) e que

pode ser expressa na forma M(x)dx + N(y)dy = 0, onde M é uma função que depende

de x e N é uma função que depende de y, é chamada de equação diferencial ordinária

de variável separável, cuja a solução é obtida integrando M(x) e N(y) nas respectivas

variáveis.

Exemplo 2.2 Resolva a seguinte equação ey
′
= x.

Solução: Para a resolução desta equação, importa antes aplicar logaritmo natural em

ambos os membros da E.D.O, isto é, lney
′
= lnx, por propriedades de logaritmos tem-se

y′lne = lnx, o que implica que y′ = lnx. Esta última expressão, pode ser escrita da

seguinte maneira:

dy

dx
= lnx

ou ainda,

dy = lnxdx,

o que caracteriza uma E.D.O de variável separável, pois como se pode notar o membro

esquerdo da igualdade depende apenas de y, enquanto que o membro direito dela depende

de x. Integrando em ambos membros da igualdade em relação a y e x, respectivamente,

tem-se: ∫
dy =

∫
lnxdx

y = xlnx− x+ c

ou ainda,

y = x(lnx− 1) + c, ∀c ∈ R.

O exemplo apresentado acima, demonstra que a constante c pode assumir

qualquer valor real, dáı que tem-se um conjunto de funções que satisfazem a respectiva

equação. Para se obter uma solução particular a partir da solução geral encontrada ao re-

solver uma determinada E.D.O, é necessário que se tenha uma condição inicial y(x0) = y0,

onde x0 e y0 são valores dados que permitem determinar um valor espećıfico da constante.
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A este tipo de problema, chama-se Problema de Valor Inicial ou simplesmente P.V.I.

Exemplo 2.3 Encontre a solução particular da seguinte equação diferencial de acordo a

condição inicial dada yey
2
y′ = x− 1, y(2) = 0.

Solução: Para separar as variáveis da equação dada, pode-se reescrever a mesma da

seguinte maneira yey
2
dy = (x− 1)dx, que ao integrar em ambos os membros tem-se:∫

yey
2

dy =

∫
(x− 1)dx

1

2

∫
2yey

2

dy =

∫
(x− 1)dx

1

2
ey

2

=
x2

2
− x+ k

ey
2

= x2 − 2x+ 2k

ey
2

= x2 − 2x+ c,

onde c = 2k. Para determinar a constante, faz-se a seguinte substituição x = 2 e y = 0

em ey
2
= x2 − 2x+ c, isto é, e0 = 4− 4 + c, ou seja, c = 1. Portanto a solução desejada é

ey
2

= x2 − 2x+ 1.

2.1.3 Equações Diferenciais Ordinárias Lineares

Toda equação diferencial ordinária de 1ª ordem da forma

a(x)
dy

dx
+ b(x)y = f(x),

onde a(x) e b(x) são funções que dependem somente de x e a(x) ̸= 0 se chama equação

diferencial linear se tivermos:

dy

dx
+ p(x)y = q(x)

sendo p(x) =
b(x)

a(x)
e q(x) =

f(x)

a(x)
.

Observe que na equação
dy

dx
+ p(x)y = q(x), se q(x) = 0 resulta numa equação

diferencial do tipo
dy

dx
+ p(x)y = 0 que é uma equação diferencial linear homogênea ou de

variável separável. Para o caso em que q(x) ̸= 0, a equação
dy

dx
+ p(x)y = q(x) é chamada

de Equação Diferencial Linear não homogênea.

Para resolver uma equação diferencial linear de 1ª ordem, é necessário que se
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calcule uma função que depende de x e é chamada de fator de integração. Esta função

calculada é multiplicada nos dois membros da equação diferencial linear a ser resolvida,

transformando essa equação numa outra equação onde o primeiro membro da nova equação

é a derivada do produto entre a função incógnita e o fator de integração calculado. Para

calcular esse fator de integração usa-se a seguinte fórmula: µ(x) = e
∫
p(x)dx. A demons-

tração para se chegar a esta fórmula pode ser encontrada em livros como (RAMOS,

Eduardo Espinoza, 2004), (KREYSZIG, Erwin, 1973), dentre outros livros.

Exemplo 2.4 Resolva a seguinte E.D.O linear homogênea
dy

dx
= −y.

Solução: Note que a E.D.O dada pode ser reescrita da seguinte maneira
dy

dx
+ y = 0 o

que caracteriza uma equação diferencial lineal homogênea pois q(x) = 0.

Como p(x) = 1, então o fator de integração é dado por µ(x) = e
∫
dx = ex.

Multiplicando este fator de integração em ambos membros de
dy

dx
+ y = 0,

tem-se

ex
dy

dx
+ yex = 0 · ex.

Não é dif́ıcil perceber que o primeiro membro desta última igualdade é
d

dx
(y·ex)

e que o segundo membro é igual a zero, ou seja,
d

dx
(y · ex) = 0.

Integrando em ambos os membros de
d

dx
(y · ex) = 0, tem-se y · ex = c, ou seja,

y = c · e−x é a solução desejada.

Exemplo 2.5 Resolver a seguinte equação diferencial linear não homogênea

y′ − exy =
1

x2
sen

1

x
− excos

1

x
.

Solução: Dado que a EDO é linear não homogênea, tem-se que p(x) = −ex e

q(x) =
1

x2
sen

1

x
− excos

1

x
.

O fator de integração é calculado da seguinte maneira µ(x) = e
∫
−exdx, portanto

µ(x) = e−ex . Ao multiplicar este fator de integração em ambos membros de

y′ − exy =
1

x2
sen

1

x
− excos

1

x
,

tem-se então

e−exy′ − e−exexy = e−ex 1

x2
sen

1

x
− e−exexcos

1

x
.

O primeiro membro desta última expressão é a derivada da função incógnita

y e o fator de integração calculado anteriormente, isto é,
d

dx
(y · e−ex).



18

Dáı que
d

dx
(y · e−ex) = e−ex 1

x2
sen

1

x
− e−exexcos

1

x
. Integrando em ambos

membros em relação a x, tem-se então∫
d

dx
(y · e−ex)dx =

∫ (
e−ex 1

x2
sen

1

x
− e−exexcos

1

x

)
dx

y · e−ex =

∫
e−ex 1

x2
sen

1

x
dx−

∫
e−exexcos

1

x
dx

Note então que não é necessário resolver as duas integrais do membro direito

simultaneamente, pois resolvendo uma delas aplicando o método de integração por partes,

tem-se uma expressão simétrica a outra integral. Optamos por aplicar o método de

integração por partes na primeira integral, de onde teremos que u = e−ex , du = −e−exexdx

e dv =
1

x2
sen

1

x
dx. Integrando esta última expressão considerando a seguinte substituição

t =
1

x
e dt = − 1

x2
dx, tem-se então v = cos

1

x
. Portanto,

y · e−ex = e−ex · cos1
x
+

∫
e−exexcos

1

x
dx+ c−

∫
e−exexcos

1

x
dx

y · e−ex = e−ex · cos1
x
+ c,

de onde se tem que

y = cos
1

x
+ c · eex .

Exemplo 2.6 Achar solução particular da Equação Diferencial com a condição inicial

dada

y′ − exy =
1

x2
sen

1

x
− excos

1

x
, y → 2 se x → −∞ .

Solução: Do exemplo anterior, tem-se que a solução geral da equação é y = cos
1

x
+c ·eex .

Quando x → −∞, tem-se então que
1

x
→ 0 e também ex → 0, deste modo, teremos

y = cos(0) + c, lembando que a−n = 1
an

e e0 = 1. Dáı tem-se então que y = 1 + c, como

y → 2 quando x → −∞, então 1 + c = 2, isto é, c = 1. Portanto, a solução particular da

equação é

y = cos
1

x
+ ee

x

.

As equações diferenciais ordinárias têm diversas aplicações em F́ısica, Enge-

nharia e uma dessas aplicações é a Lei de Resfriamento de Newton que diz que a taxa de
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variação da temperatura T de um certo corpo em qualquer instante t, é proporcional à

diferença de temperatura deste corpo e a temperatura do meio ambiente ou que o rodeia.

Matematicamente, esta lei é expressa da seguinte maneira:
dT

dt
= −k(T −TA),

onde k é a constante de proporcionalidade, T é a temperatura do corpo em qualquer

instante t e TA é a temperatura do meio ambiente e é constante. O sinal negativo em

frente da constante de proporcionalidade se explica pelo simples fato de que o fluxo de

calor flui da fonte quente para a fonte fria. Deste modo, se T > TA, tem-se então que
dT

dt
decresce, ou seja, a temperatura do corpo com o passar do tempo vai diminuindo ou

ainda que o corpo está se resfriando e se T < TA tem-se que
dT

dt
cresce, o que implica que

com o passar do tempo, a temperatura do corpo vai aumentando, ou seja, o corpo está se

aquecendo.

Deve-se ter em conta que o referido modelo foi considerado por Newton estu-

dando o caso de uma bola metálica aquecida dáı a razão de se chamar Lei de Resfriamento

de Newton. Não é dif́ıcil de perceber que este modelo não se preocupa em determinar a

temperatura em um determinado ponto da bola, mas sim, a temperatura do corpo em um

certo instante ou determinar o instante em que o corpo atinge por exemplo a temperatura

de 10◦C. Assim sendo, se quisermos saber por exemplo a temperatura no interior de uma

barra metálica iŕıamos precisar de duas informações posśıveis, isto é, precisaŕıamos saber

a posição x e o instante t. O modelo que permite determinar a temperatura no interior

da barra metálica é dado por
∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
. Esta equação é conhecida como Equação do

Calor.

A equação
dT

dt
= −k(T − TA) pode ser vista como linear em T ou de variável

separável. Conhecendo a temperatura do corpo no instante t = 0, isto é, T (0) = T0 pode

se determinar a função que permite determinar a temperatura do corpo em qualquer ins-

tante. Assim sendo, a mesma pode ser escrita da seguinte maneira:
dT

dt
+ kT = kTA de onde se tem que p(t) = k e, portanto, µ(t) = e

∫
kdt = ekt é o fator

de integração. Multiplicando este fator de integração em ambos membros da equação

anterior, nota-se que o primeiro membro dela é exatamente a derivada do produto entre

a função incógnita T e o fator integrante calculado, isto é:

d

dt
(T · ekt) = ekt · kTA.

Integrando em ambos os membros em relação a t, tem-se

T · ekt = TAe
kt + c

ou ainda, T (t) = TA + ce−kt. Substituindo t = 0 na equação, tem-se então que
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T (0) = TA + c. Como T (0) = T0, então T0 − TA = c. Portanto,

T (t) = TA + (T0 − TA)e
−kt

é a função que permite determinar a temperatura do corpo em qualquer instante.

Exemplo 2.7 Um termômetro que lê 70◦F é colocado em um forno pré-aquecido em

temperatura constante. Através de uma janela de vidro localizada na porta do forno,

um observador registra que o termômetro marca 110◦F após
1

2
minuto e 145◦F após um

minuto. Qual é a temperatura do forno?

Solução: Note que a questão fornece as seguintes informações:

T0 = 70◦F

T
(1
2
min

)
= 110◦F

T (1min) = 145◦F.

Percebe-se então que o desejado na questão é a determinação da temperatura no interior

do forno, ou seja, TA que é a temperatura do meio ambiente.

Como T (t) = TA+(T0−TA)e
−kt é a equação que permite determinar a tempe-

ratura do corpo em qualquer instante, substituindo nela os dados fornecidos na questão,

tem-se:

TA+(70−TA)e
−k

2 = 110 (I) e TA+(70−TA)e
−k = 145 (II).

De (I) tem-se

TA =
110− 70e−

k
2

1− e−
k
2

(III)

e de (II) tem-se

TA =
145− 70e−k

1− e−k
(IV )

Comparando (III) e (IV) tem-se:
110− 70e−

k
2

1− e−
k
2

=
145− 70e−k

1− e−k
, que ao

desenvolver esta expressão, tem-se o seguinte:

(110− 70e−
k
2 ) · (1− e−k) = (145− 70e−k) · (1− e−

k
2 ),

110− 110e−k − 70e−
k
2 + 70e−

k
2
−k = 145− 145e−

k
2 − 70e−k + 70e−

k
2
−k,

145e−
k
2 − 70e−

k
2 − 110e−k + 70e−k = 145− 110,

75e−
k
2 − 40e−k = 35,
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pelo que ao dividir por (−5) em ambos os membros desta última expressão, tem-se então

8e−k − 15e−
k
2 + 7 = 0, ou ainda,

8e−k − 15
√
e−k + 7 = 0.

A equação resolve-se supondo então que
√
e−k = z, isto é, e−k = z2. Dessa

suposição resulta na seguinte equação 8z2 − 15z + 7 = 0, cuja as ráızes são z1 = 1 e

z2 =
7

8
. Para z1 = 1 tem-se então que e−k = 1, de onde se tem que k = 0. Mas se k = 0 as

equações (III) e (IV ) não são satisfeitas, logo para que ambas tenham solução o k deve

ser positivo ou seja, maior que zero. Para o caso em que z2 =
7

8
, tem-se que e−k =

49

64
,

isto é, k = −ln
(49
64

)
. Substituindo k = −ln

(49
64

)
em (IV ) tem-se

TA =
145 · 64− 70 · 49

64− 49
=

9280− 3430

15
=

5850

15
= 390◦F.

Portanto, TA=390◦F é a temperatura ambiente, ou seja, é a temperatura no

interior do forno.

2.1.4 Equações Diferenciais Ordinárias Lineares de Segunda Ordem

Tendo em conta o que foi visto nas sessões anteriores, percebe-se que as

Equações Diferenciais Ordinárias estão divididas em duas classes distintas, podendo então

serem equações diferenciais ordinárias lineares ou equações diferenciais ordinárias não li-

neares. Importa referir que nesta sessão será apenas abordada a questão das equações

diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem.

As equações diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem são equações

da forma
d2y

dx2
+ p(x)

dy

dx
+ q(x)y = r(x). Assim como as equações diferenciais ordinárias

lineares de primeira ordem podem ser homogêneas ou não homogêneas, as equações di-

ferenciais ordinárias lineares de segunda ordem também podem ser homogêneas ou não

homogêneas. Trata-se de uma equação diferencial linear de segunda ordem homogênea se

r(x) = 0 e é não-homogênea se r(x) ̸= 0.

As equações diferenciais a seguir são exemplos de equações diferenciais or-

dinárias lineares de segunda ordem homogêneas
d2y

dx2
+

dy

dx
+ y = 0,

d2x

dt2
+2b

dx

dt
+k2x = 0,

enquanto que
d2y

dx2
− 4

dy

dx
− 5y = 5x e y′′ − y′ + y = x3 + 6 são exemplos de equações

diferenciais ordinárias lineares de segunda ordem não-homogêneas.

As funções p e q que aparecem na equação diferencial, são chamadas de co-

eficientes da respectiva equação diferencial. A solução ou as soluções de uma equação

diferencial linear de segunda ordem, define-se tal igual se definiu na subseção 2.1.3. Se as
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funções p e q são constantes, tem-se então uma equação diferencial linear com coeficientes

constantes e se pelo menos uma delas depende de x, tem-se uma equação diferencial linear

com coeficientes variáveis. Assim como se pretende apenas abordar a questão das equações

diferenciais lineares, também será apenas abordada a questão das equações diferenciais

lineares com coeficientes constantes.

Sabe-se que uma EDO Linear Homogênea de segunda ordem é da forma

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. Considere a EDO Linear Homogênea y′′ − y = 0 tendo como

soluções y = ex e y = e−x, para todo x real. A partir de y1 = ex e y2 = e−x obtém-se uma

função da forma y = Ay1 + By2, sendo A e B constantes arbitrárias. Chama-se a isto

de combinação linear de y1 e y2. Diante do exposto, tem-se o seguinte teorema impor-

tant́ıssimo chamado Prinćıpio de Superposição de Soluções para as equações diferenciais

lineares homogêneas:

Teorema 2.1 Para uma EDO Linear Homogênea de segunda ordem, se y1 e y2 são

soluções de y′′ + py′ + qy = 0, então uma combinação linear qualquer de y1 e y2 ,isto

é, y = Ay1 + By2 também é uma solução da EDO Linear Homogênea, onde A e B são

constantes arbitrárias.

Demonstração: Substituindo y = Ay1 + By2, y
′ = Ay′1 + By′2 e y′′ = Ay′′1 + By′′2 em

y′′ + py′ + qy = 0, tem-se: Ay′′1 + By′′2 + p(Ay′1 + By′2) + q(Ay1 + By2) = 0, ou ainda,

A(y′′1 +py′1+qy1)+B(y′′2 +py′2+qy2) = 0, isto é, A ·0+B ·0 = 0, ou seja, 0 = 0, igualdade

que se verifica por se supor que y1 e y2 são soluções da Equação Diferencial Ordinária

Linear Homogênea.

É importante observar que o prinćıpio ou teorema enunciado acima, é válido

apenas para Equações Diferenciais Ordinárias Lineares Homogêneas, isto é, não se aplica

para EDO’s Lineares não homogêneas tampouco para EDO’s não-lineares.

Para as equações diferencias ordinárias de primeira ordem, um problema de

valor inicial obedece a condição inicial dada por y(x0) = y0, enquanto que as equações dife-

renciais ordinárias de segunda ordem, um Problema de Valor Inicial obedece as condições

iniciais dadas por y(x0) = y0 e y′(x0) = y1. Tais condições permitem determinar as cons-

tantes arbitrárias de y = Ay1 + By2, isto é, A e B, supondo que y1 e y2 são soluções da

referida equação diferencial. A solução encontrada ao determinar as constantes A e B, é

chamada de solução particular da EDO.

Mas então, como determinar y1 e y2 que são as soluções da referida EDO? Pra

responder a esta pergunta, lembre-se por exemplo que a equação y′ + ky = 0, sendo k

uma constante arbitrária, tem como solução y = ce−kx. Isso induz-nos a pensar que a

função solução de y′ + ky = 0 pode-se ser escrita como y = emx. Pelo que, adicionando

a função solução e suas respectivas derivadas após multiplicá-las por algumas constantes,

tem-se zero para todo x real. Pelo que se pode concluir então que a função solução e suas
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derivadas, diferem no máximo por um múltiplo constante. A função y = emx é a única

função cujas derivadas são múltiplos constantes da mesma função emx, onde m é uma

constante. Supondo então que a solução da equação y′′ + py′ + qy = 0 é y = emx, tem-se

(emx)′′ + p(emx)′ + q(emx) = 0, ou ainda, emx(m2 + pm + q) = 0. A igualdade é nula se

emx = 0 ou m2+pm+ q = 0. Mas emx ̸= 0, então para que a igualdade anterior seja nula,

deve-se ter m2+pm+q = 0. A equação m2+pm+q = 0 chama-se Equação Caracteŕıstica

ou auxiliar pois por meio dela se determinam os valores de m que permitem encontrar a

solução geral da equação diferencial dada.

A equação m2+pm+q = 0 por ser do segundo grau, pode ter duas ráızes reais

distintas uma da outra, pode ter uma raiz dupla ou possuir ráızes complexas. Possuirá

duas ráızes reais distintas se ∆ = p2 − 4q > 0, terá raiz dupla se ∆ = p2 − 4q = 0 e terá

ráızes complexas se ∆ = p2−4q < 0. Assim, se m1 e m2 são as ráızes de m2+pm+q = 0,

a solução geral de y′′ + py′ + qy = 0 é escrita da seguinte maneira y = Aem1x + Bem2x,

onde A e B são constantes reais que podem ser determinadas mediante condição inicial,

fornecendo então uma solução particular de y′′+py′+ qy = 0. Se m1 = m2 = m, isto é, se

a raiz de m2+pm+q = 0 é dupla, então a solução geral de y′′+py′+qy = 0 é escrita como

y = (A+Bx)emx. Para o caso em que as ráızes de m2+pm+ q = 0 são complexas, isto é,

m1,2 = a± bi a solução geral de y′′+ py′+ qy = 0, é escrita como y = eax(c1e
ibx+ c2e

−ibx),

mas como eiθ = cos(θ) + isen(θ) e e−iθ = cos(θ)− isen(θ), então a solução geral pode ser

reescrita como y = eax
(
Acos(bx) +Bsen(bx)

)
onde A = c1 + c2 e B = (c1 − c2)i.

Exemplo 2.8 Resolva as seguintes equações diferenciais lineares de segunda ordem.

(a)
d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 2y = 0

(b)
d2y

dx2
− 4

dy

dx
+ 4y = 0

(c)
d2x

dt2
+ 2b

dx

dt
+ k2x = 0, k > b > 0. Quando t = 0, x = 0 e

dx

dt
= v0.

Solução: a) A equação caracteŕıstica associada a EDO do item a) é da forma

m2 − 3m+ 2 = 0 cujas ráızes são m1 = 1 e m2 = 2, dáı que a solução geral da respectiva

equação diferencial é y(x) = A0e
x + A1e

2x, onde A0 e A1 são constantes arbitrárias.

b) A equação caracteŕıstica associada a EDO do item b) é m2−4m+4 = 0, fica

a cargo do leitor conferir que m1 = m2 = 2, dáı que a solução geral da equação diferencial

é escrita como y(x) = (B0 +B1x)e
2x, sendo B0 e B1 constantes quaisquer.

c) A equação caracteŕıstica associada a EDO do item c) é m2 + 2bm+ k2 = 0.

Completando os quadrados, tem-se m2 + 2bm+ b2 + k2 − b2 = 0, ou ainda,

(m + b)2 + k2 − b2 = 0, de onde se tem então que m1,2 = −b ±
√
b2 − k2. Mas como

k > b > 0, então m1,2 = −b± i
√
k2 − b2. Logo,

x(t) = e−bt
(
C0cos(

√
k2 − b2t) + C1sen(

√
k2 − b2t)

)
,



24

onde C0 = c0 + c1 e C1 = (c0 − c1)i. Substituindo t = 0 na referida solução, tem-se

x(0) = C0 e como x(0) = 0, então C0 = 0. Dado que C0 = 0, então a solução da equação

diferencial é dada por

x(t) = e−bt
(
C1sen(

√
k2 − b2t)

)
.

Derivando esta última expressão, tem-se
dx

dt
= −bC1e

−bt · sen(
√
k2 − b2t) + C1e

−bt
√
k2 − b2 · cos(

√
k2 − b2t). Substituindo t = 0

nesta derivada, tem-se
dx

dt

∣∣∣∣
t=0

= C1

√
k2 − b2. Mas como

dx

dt
= v0, então C1 =

v0√
k2 − b2

.

Portanto, a solução particular da equação é dada por x(t) =
v0√

k2 − b2
e−btsen(

√
k2 − b2t).

2.2 AUTOVALORES E AUTOFUNÇÕES

Considere o problema de valores de contorno y′′+λy = 0, fixando dois pontos,

isto é, y(0) = 0 e y(π) = 0. A pergunta é, para quais valores de λ tem-se soluções

não-nulas que satisfazem o problema proposto? Para responder esta questão, é necessário

saber o que acontece quando o λ é negativo, nulo ou positivo.

Comecemos com o caso em que o λ < 0 .

A equação caracteŕıstica a y′′ + λy = 0 é m2 + λ = 0, resolvendo a equação

tem-se como soluções m1 =
√
−λ e m2 = −

√
−λ. Logo, a solução da EDO é da forma

y = c1e
x
√
−λ + c2e

−x
√
−λ. Para x = 0 tem-se c1 + c2 = 0 e para x = π tem-se c1e

π
√
−λ +

c2e
−π

√
−λ = 0. Para determinar c1 e c2 resolve-se o sistema de equações a seguir:c1 + c2 = 0

c1e
π
√
−λ + c2e

−π
√
−λ = 0,

na qual resulta c2 = −c1 = 0, então a solução da EDO é y(x) = 0.

Para o caso em que λ = 0 tem-se a equação caracteŕıstica da forma m2 = 0,

cuja solução é m1 = m2 = 0. Desse modo, a solução da EDO é da forma y(x) = c1 + c2x.

Substituindo as condições dadas, tem-se que para x = 0, c1 = 0 e para x = π tem-se que

c2 = 0. Dado que as constantes são nulas, então a solução da EDO é y(x) = 0.

Para finalizar, vamos analisar o que acontece se λ > 0. Neste caso, a equação

caracteŕıstica é da forma m2 + λ = 0, cuja solução é m1 = i
√
λ e m2 = −i

√
λ. A solução

da EDO é dada por y(x) = Acos(x
√
λ) +Bsen(x

√
λ), onde A = c1 + c2 e B = (c1 − c2)i.

Para x = 0 tem-se que A = 0 e para x = π tem-se Bsen(π
√
λ) = 0, isto é,

sen(π
√
λ) = 0, isto é, π

√
λ = nπ, λ = n2, para n ∈ Z+.

Portanto, a solução da EDO é dada por y(x) = Bsen(x
√
n2), ou seja,

y(x) = Bsen(nx).

Os valores de λ para os quais tem-se soluções não-nulas são os λ = n2, isto é,

para o caso em que λ > 0. Os valores de λ para os quais tem-se soluções não-nulas são
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chamados de autovalores e assim as soluções resultantes são as autofunções.

2.3 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Conforme visto nas seções anteriores, as Equações Diferenciais Ordinárias são

aquelas em que a função incógnita depende somente de uma variável independente. Por-

tanto, ao modelar um problema da vida real do ponto de vista matemático na qual duas ou

mais variáveis independentes estão envolvidas, leva-nos às Equações Diferenciais Parciais.

Deste modo, uma equação diferencial parcial é aquela em que a função incógnita depende

de duas ou mais variáveis independentes. As equações (4) e (5), representam equações

diferenciais parciais, pois a função incógnita depende de duas variáveis independentes nos

dois casos. Portanto, a toda equação diferencial da forma

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0, (13)

onde F é uma função das variáveis indicadas e pelo menos uma derivada parcial aparece

na expressão acima, é chamada de Equação Diferencial Parcial ou simplesmente E.D.P.

Tendo em vista que a Equação do Calor é uma EDP de segunda ordem, então, iremos nos

limitar a falar apenas de EDPs de segunda ordem ao longo desse texto.

A ordem de uma equação diferencial parcial é dada pela derivada parcial mais

alta que aparece na respectiva equação. As equações (4) e (5) são exemplos de equações

diferenciais parciais de 2ª ordem.

Uma equação diferencial parcial de 2ª ordem nas variáveis x e y e na variável

dependente u = u(x, y), é linear se ela pode ser escrita na forma

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G, (14)

onde os coeficientes A, B, C, D, E, F e G dependem somente de x e y e A2+B2+C2 ̸= 0.

Exemplo 2.9
∂2u

∂x2
+ senx · ∂

2u

∂y2
+ cos(xy) = 0, onde 1 + sen2x ̸= 0, ∀x ∈ R.

Exemplo 2.10
∂2u

∂t2
= α2∂

2u

∂x2
, onde α2 + (−1)2 ̸= 0, α ∈ R.

A equação (14) é uma equação diferencial parcial linear não-homogênea se

G ̸= 0, sendo homogênea no caso contrário.

2.3.1 Solução de uma Equação Diferencial Parcial

Uma função u = u(x, y) é solução de uma equação diferencial parcial se ela

satisfaz a equação dada, do contrário, ela não é solução da equação diferencial parcial.
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Exemplo 2.11 Achar a solução particular da seguinte equação diferencial parcial sujeita

a condição inicial .

∂u(x, y)

∂x
= seny, u(0, y) = 0

Solução: Para encontrar a solução da equação acima, é necessário integrar em ambos os

membros em relação a x, isto é:∫
∂u(x, y)

∂x
dx =

∫
senydx,

resulta então que u(x, y) = xseny + g(y).

Considerando a condição inicial, tem-se que u(0, y) = 0 · seny + g(y), isto é,

g(y) = 0. Portanto, a solução desejada é u(x, y) = x · seny.

Exemplo 2.12 Achar a solução particular da seguinte equação diferencial parcial sujeita

a condição de contorno dada

∂2u(x, y)

∂y2
= x2cosy, u(x, 0) = 0, u

(
x,

π

2

)
= 0

Solução: Note que
∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(∂u
∂y

)
, então

∂

∂y

(∂u
∂y

)
= x2cosy. Integrando a última

igualdade em relação a y, isto é,∫
∂

∂y

(∂u
∂y

)
dy =

∫
x2cosydy

tem-se que
∂u

∂y
= x2seny + h(x)

Integrando novamente em relação a y, tem-se∫
∂u

∂y
dy =

∫
(x2seny + g(x))dy,

u(x, y) = −x2cosy + yg(x) + h(x)

Para y = 0, tem-se u(x, 0) = −x2cos0+ 0 · g(x) + h(x), mas u(x, 0) = 0, então

h(x) = x2. Dáı que u(x, y) = −x2cosy + yg(x) + x2.

Agora, para y =
π

2
, tem-se u(x, π

2
) =

π

2
g(x) + x2 e como u(x, π

2
) = 0, então

g(x) = −2x2

π
, logo

u(x, y) = −x2cosy − 2x2y

π
+ x2

é a solução da equação dada.
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2.3.2 Classificação das Equações Diferenciais Parciais Lineares

As equações diferenciais parciais lineares de 2ª ordem podem ser hiperbólicas,

parabólicas ou eĺıpticas.

Uma equação diferencial parcial linear da forma

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = 0,

é hiperbólica se B2 − 4AC > 0, parabólica se B2 − 4AC = 0 e eĺıptica se B2 − 4AC < 0.

As equações diferenciais parciais a seguir são do tipo parabólico, hiperbólico

e eĺıptico, respectivamente, pois no primeiro caso B2 − 4AC = 0, no segundo tem-se

B2 − 4AC > 0 e no terceiro tem-se B2 − 4AC < 0.

∂2u

∂x2
+ 6

∂2u

∂x∂y
+ 9

∂2u

∂y2
= 0 (15)

3
∂2u

∂x2
+ 5

∂2u

∂x∂y
+

∂2u

∂y2
= 0 (16)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (17)

Observação 2.2 A equação α2∂
2u

∂x2
=

∂u

∂t
conhecida como Equação do calor, é uma EDP

linear parabólica, pois os coeficientes B = C = 0.

2.4 MÉTODO DE SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS

O método de separação de variáveis é um importante recurso que permite en-

contrar a solução que satisfaz a equação diferencial parcial com coeficientes constantes,

cujo objetivo é escrever esta solução como produto de duas funções, u(x, y) = f(x)g(y),

tal que f é uma função que depende de x e g depende de y. É importante frisar que este

produto é não nulo, isto é, f(x)g(y) ̸= 0.

Exemplo 2.13 Usando o método de separação de variáveis, resolva equação diferencial

parcial
∂u

∂x
=

∂u

∂y
+ u.

Solução: Seja u(x, y) = f(x)g(y) a solução desejada, com f(x)g(y) ̸= 0. Como

∂u

∂x
= f ′(x)g(y)
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e
∂u

∂y
= f(x)g′(y),

logo f ′(x)g(y) = f(x)g′(y), e portanto

f ′(x)g(y)

f(x)g(y)
=

f(x).g′(y)

f(x)g(y)
+

f(x)g(y)

f(x)g(y)
⇒ f ′(x)

f(x)
=

g′(y)

g(y)
+ 1.

Note que temos uma igualdade em que um dos membros dependente somente de x e o

outro depende somente de y. Então, para que a igualdade seja verdadeira, deve-se ter

que ambos membros iguais a uma constante real e que chamaremos para este caso de

m. Como esta constante é real, então pode ser negativa, nula ou positiva, analisemos os

seguintes casos:

1º Caso: se m < 0, tem-se que:
f ′(x)

f(x)
= −m ⇒

∫
f ′(x)

f(x)
dx = −m

∫
dx ⇒ ln(f(x)) = −mx+ c1

f(x) = e−mx+c1 ⇒ f(x) = k1e
−mx,

onde, k1 = ec1 .

E,
g′(y)

g(y)
+ 1 = −m ⇒

∫ (g′(y)
g(y)

+ 1
)
dy = −m

∫
dy

ln(g(y) + y = −my + c2, ou ainda, ln(g(y)) = −my − y + c2, isto é,

g(y) = k2e
−y(m+1),

onde k2 = ec2 . Logo, para m < 0, tem-se que u(x, y) = Ae−mx · e−y(m+1), onde A = k1 ·k2.
Assim, u(x, y) = Ae−mx−my−y é uma das soluções da E.D.P.

2º Caso: se m = 0, tem-se

f ′(x)

f(x)
= 0,

que ao integrar ambos os membros resulta então que f(x) = k4, onde k4 = ek3 . Por outro

lado, tem-se que
g′(y)

g(y)
+ 1 = 0.

Integrando esta expressão em relação a y, tem-se que g(y) = e−y+k5 , g(y) = k6e
−y, onde

k6 = ek5 . E portanto, a solução desejada para m = 0 é u(x, y) = k7e
−y, onde k7 = k4 · k6.

3º Caso: Para o caso em que m > 0, tem-se então que

f ′(x)

f(x)
= m,
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que ao integrar em relação a x em ambos os membros, tem-se que f(x) = k8e
mx, onde

k8 = ec5 . Mas por outro lado, tem-se que

g′(y)

g(y)
+ 1 = m.

Integrando em ambos os membros em relação a y esta última expressão, temos então que

g(y) = k9 · ey(m−1), onde k9 = ec6 . Portanto, a solução da EDP para o caso em que m > 0

é u(x, y) = B · em(x+y)−y onde B = k8 · k9.
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3 SÉRIES DE FOURIER

A solução de muitos problemas importantes da F́ısica que envolvem Equações

Diferenciais Parciais pode ser encontrada de uma forma mais simples desde que se possa

escrever uma função como uma série infinita de senos e/ou de cossenos. O presente

caṕıtulo tem por finalidade falar sobre as Séries de Fourier. Mas antes de se falar sobre

tais séries, é importante ter em conta conceitos tais como de uma função periódica e

ortogonalidade de duas funções num intervalo dado.

3.1 FUNÇÕES PERIÓDICAS

Definição 3.1 Dada uma função f : R → R, se diz que a função f é periódica se existe

algum T positivo, tal que f(x + T ) = f(x), ∀x ∈ R, onde T recebe o nome de peŕıodo

da função.

Exemplo 3.1 A função a seguir é periódica de peŕıodo T = 2

f(x) =

0 se 2n ≤ x < 2n+ 1, n ∈ N

2 se 2n+ 1 ≤ x < 2n+ 2, n ∈ N

Proposição 3.1 Se f e g são funções periódicas com peŕıodo T , então h = af+bg, onde

a e b são constantes reais, é também uma função periódica de peŕıodo T.

Demonstração: Como por hipótese a função f é periódica de peŕıodo T então,

f(x + T ) = f(x), ∀x ∈ R e de modo análogo tem-se que g(x + T ) = g(x), ∀x ∈ R , pois

também por hipótese a g é uma função periódica de peŕıodo T . Deste modo, tem-se que

(af + bg)(x+ T ) = af(x+ T ) + bg(x+ T ) = af(x) + bg(x) = h(x).

Portanto, h(x+ T ) = h(x), ∀x ∈ R, o que prova o desejado.

Desta proposição, segue o seguinte corolário:

Corolário 3.1 Se f e g são funções periódicas com peŕıodo T , então h = af − bg é

também uma função periódica de peŕıodo T .

Demonstração: Basta tomar b = −c na proposição anterior.

Proposição 3.2 Se f e g são funções periódicas de peŕıodo T , então f ·g é também uma

função periódica de peŕıodo T .

Demonstração: Tendo em vista que f e g são ambas funções periódicas de peŕıodo T ,

então tem-se que f(x + T ) = f(x), ∀x ∈ R e g(x + T ) = g(x), ∀x ∈ R. Portanto,

(f · g)(x+ T ) = f(x+ T ) · g(x+ T ) = f(x) · g(x) = (f · g)(x), ∀x ∈ R.

De acordo a proposição anterior, segue o seguinte corolário:
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Corolário 3.2 Se f e g são funções periódicas de peŕıodo T , então h(x) =
(

f
g

)
(x) é

também uma função periódica desde que g seja uma função não nula.

Demonstração: Como ambas as funções são periódicas de peŕıodo T , então

h(x+ T ) =
(f
g

)
(x+ T ) =

f(x+ T )

g(x+ T )
=

f(x)

g(x)
= h(x), ∀x ∈ Dh.

3.2 FUNÇÕES ORTOGONAIS

Definição 3.2 Duas funções reais fm(x) e fn(x) são ortogonais no intervalo a ≤ x ≤ b,

se a integral do produto fm(x) · fn(x) no referido intervalo é zero, isto é,∫ b

a

fm(x) · fn(x)dx = 0, ∀m ̸= n. (18)

Importante ressaltar que se um conjunto de funções reais satisfaz a (18), então este con-

junto de funções é ortogonal para um determinado intervalo de definição.

Note que sem = n, tem-se então fm(x)·fm(x) = f 2
m(x), portanto, ao substituir

em (18) tem-se que: ∫ b

a

f 2
m(x)dx. (19)

A identidade (19) é chamada de norma da função fm(x) no intervalo a ≤ x ≤ b.

Exemplo 3.2 Mostre que as seguintes funções são ortogonais no intervalo indicado.

f1(x) = ex e f2(x) = xe−x − e−x no intervalo 0 ≤ x ≤ 2.

Solução: Duas funções são ortogonais no intervalo dado se e somente se∫ b

a

f1(x) · f2(x)dx = 0.

Deste modo, considerando as funções dadas e o intervalo indicado, tem-se que∫ 2

0

ex · (xe−x − e−x)dx =

∫ 2

0

ex · e−x · (x− 1)dx =

∫ 2

0

ex−x · (x− 1)dx

=

∫ 2

0

(x− 1)dx =
(x2

2
− x

)∣∣∣∣2
0

=
(22
2

− 2
)
−
(02
2

− 0
)
= 0.

Portanto, f1(x) = ex e f2(x) = xe−x − e−x são funções ortogonais no intervalo 0 ≤ x ≤ 2.

Definição 3.3 Um conjunto de funções é ortogonal em a ≤ x ≤ b, se cada par de funções

distintas deste conjunto é ortogonal.
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Exemplo 3.3 O conjunto

A =
{
sen

(πx
T

)
, cos

(πx
T

)
, sen

(2nπx
T

)
, cos

(2nπx
T

)
, ..., sen

(nπx
T

)
, cos

(nπx
T

)
, ...},

onde n = 1, 2, ..., é um conjunto de funções ortogonais no intervalo −T ≤ x ≤ T , pois as

mesmas satisfazem as seguintes relações de ortogonalidade:

∫ T

−T

cos
(mπx

T

)
· cos

(nπx
T

)
dx =

0,m ̸= n

T,m = n
(20)

∫ T

−T

cos
(mπx

T

)
· sen

(nπx
T

)
dx = 0, ∀ m,n ̸= 0. (21)

∫ T

−T

sen
(mπx

T

)
· sen

(nπx
T

)
dx =

0,m ̸= n

T,m = n
(22)

Para demonstrar as identidades (20), (21) e (22) considere as seguintes identi-

dades trigonométricas:

cos(px) · cos(qx) = 1

2

[
cos(x(p+ q)) + cos(x(p− q))

]

cos(px) · sen(qx) = 1

2

[
sen(x(p+ q))− sen(x(p− q))

]

sen(px) · sen(qx) = 1

2

[
cos(x(p− q))− cos(x(p+ q))

]
Para demonstrar a identidade (20), considere os seguintes casos:

1º Caso: Para m ̸= n, tem-se que

I =

∫ T

−T

cos
(mπx

T

)
· cos

(nπx
T

)
dx =

1

2

∫ T

−T

[
cos

πx(m+ n)

T
+ cos

πx(m− n)

T

]
dx

=
1

2

[ T

π(m+ n)
sen

πx(m+ n)

T
+

T

π(m− n)
sen

πx(m− n)

T

]∣∣∣∣T
−T

= 0

2º Caso: Considere agora que m = n, como cos2ax = 1
2
(1 + cos2ax), então

tem-se a seguinte a integral,

I =

∫ T

−T

cos2
(nπx

T

)
dx =

1

2

∫ T

−T

(
1+cos

2nπx

T

)
dx =

1

2

(
x+

T

2nπ
sen

2nπx

T

)∣∣∣∣T
−T
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=
1

2

[(
T − (−T )

)
+
( T

2nπ
sen

2nπT

T
− T

2nπ
sen

−2nπT

T

)]
=

1

2

[
2T +

T

2nπ
sen

2nπT

T
+

T

2nπ
sen

2nπT

T

]
=

1

2

[
2T +

2T

2nπ
sen

2nπT

T

]
=

1

2

[
2T +

T

nπ
sen(2nπ)

]
=

1

2
(2T +

T

nπ
· 0) = 1

2
· 2T = T.

Para demonstrar a identidade (21) procede-se de modo análogo ao item ante-

rior e portanto deixamos a cargo do leitor. Para demonstrar a identidade (22) procede-se

do mesmo modo da identidade (20), isto é, dividindo em dois casos:

1º Caso: Para m ̸= n ̸= 0, tem-se que

I =

∫ T

−T

sen
(mπx

T

)
· sen

(nπx
T

)
dx =

1

2

∫ T

−T

[
cos

πx(m− n)

T
− cos

πx(m+ n)

T

]
dx

=
1

2

[ T

π(m− n)
sen

πx(m− n)

T
− T

π(m+ n)
sen

πx(m+ n)

T

]∣∣∣∣T
−T

= 0

2º Caso: Considere agora que m = n, como sen2ax = 1
2
(1− cos2ax), logo

I =

∫ T

−T

sen2
(nπx

T

)
dx =

1

2

∫ T

−T

(
1− cos

(2nπx
T

))
dx =

1

2

(
x− T

2nπ
sen

(2nπx
T

)∣∣∣∣T
−T

=
1

2

[
(T − (−T )−

( T

2nπ
sen

(2nπT
T

)
− T

2nπ
sen

(−2nπT

T

))]
=

1

2

[
2T −

( T

2nπ
sen

(2nπT
T

)
+

T

2nπ
sen

(2nπT
T

))]
=

1

2

(
2T − 2T

2nπ
sen

(2nπT
T

))
=

1

2

(
2T − T

nπ
sen(2nπ)

)
=

1

2
(2T − T

nπ
· 0) = 1

2
· 2T = T.

3.3 CÁLCULO DOS COEFICIENTES DA SÉRIE DE FOURIER

Seja f uma função de peŕıodo T e que pode ser representada por meio de uma

série de funções trigonométricas, isto é:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an · cos

(nπx
T

)
+ bn · sen

(nπx
T

))
, (23)

esta série recebe o nome de Série de Fourier, onde a0, an e bn são os coeficientes da Série

de Fourier.

De acordo com a relação de ortogonalidade do conjunto das funções

{1, ..., cosnπx
T
, ..., sennπx

T
, ...}, pode-se calcular os Coeficientes a0, an e bn da Série de Fou-

rier, procedendo da seguinte forma:
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Integrando a (23) em ambos os membros de −T a T , tem-se:

∫ T

−T

f(x)dx =
a0
2

·
(
T − (−T )

)
+

∞∑
n=1

(
an ·

T

nπ
·
(
sen

(nπT
T

)
− sen

(−nπT

T

)
− bn ·

T

nπ
·
(
cos

(nπT
T

)
− cos

(−nπT

T

)))
=

a0
2

· 2T +
∞∑
n=1

(
an ·

T

nπ
· 2sen

(nπT
T

)
− bn ·

T

nπ
·
(
cos

nπT

T

)
− cos

(nπT
T

))
= a0 · T +

∞∑
n=1

(
an ·

T

nπ
· 0− bn ·

T

nπ
· 0
)
= a · T,

pois sen(nπ) = 0, ∀n ∈ Z. Portanto,

a0 =
1

T

∫ T

−T

f(x)dx. (24)

Agora, multiplicando cos
(mπx

T

)
em ambos os membros de (23) e integrando

de −T até T , tem-se:

∫ T

−T

f(x)cos
(mπx

T

)
dx =

a0
2

∫ T

−T

cos
(mπx

T

)
dx+

∞∑
n=1

(∫ T

−T

an · cos
(nπx

T

)
cos

(mπx

T

)
dx

+

∫ T

−T

bn · sen
(nπx

T

)
cos

(mπx

T

)
dx

)
=

a0
2

· T

mπ
· sen

(mπx

T

)∣∣∣∣T
−T

+
∞∑
n=1

(
an · T + bn · 0

)
=

a0
2

· T

mπ
·
(
sen

(mπT

T

)
− sen

(mπT

T

))
+

∞∑
n=1

an · T

= an · T

Portanto,

an =
1

T

∫ T

−T

f(x)cos
(nπx

T

)
dx. (25)

Vale ressaltar que a primeira integral depois do somatório é calculada consi-

derando que m = n ̸= 0 e a segunda integral é calculada considerando que m ̸= n.

Para calcular bn, multiplica-se sen
(mπx

T

)
em ambos os membros de (23) e



35

integrando de −T a T , tem-se:∫ T

−T

f(x)sen
(mπx

T

)
dx =

a0
2

∫ T

−T

sen
(mπx

T

)
dx+

∞∑
n=1

(∫ T

−T

an · cos
(nπx

T

)
· sen

(mπx

T

)
dx

+

∫ T

−T

bn · sen
(nπx

T

)
· sen

(mπx

T

)
dx

)
= −a0

2

T

mπ
cos

(mπx

T

)∣∣∣∣T
−T

+
∞∑
n=1

(
an · 0 + bn · T

)
= −a0

2

T

mπ

(
cos

(mπT

T

)
− cos

(−mπT

T

))
+

∞∑
n=1

bn · T,

dáı que

bn =
1

T

∫ T

−T

f(x)sen
(nπx

T

)
dx. (26)

Exemplo 3.4 Encontre a série de Fourier da seguinte função

f(x) =


0 se − π < x < 0

1 se 0 < x < π

e periódica de peŕıodo 2π

Solução: Como o peŕıodo da f é T = 2π, então pode-se calcular os coeficientes de Fourier

usando as identidades (24), (25) e (26). Logo,

a0 =
1

π

∫ 0

−π

0dx+
1

π

∫ π

0

1dx =
1

π
x

∣∣∣∣π
0

=
1

π

(
π − 0

)
=

1

π
· π = 1.

an =
1

π

∫ 0

−π

0 · cos
(nπx

π

)
dx+

1

π

∫ π

0

1 · cos
(nπx

π

)
dx

=
1

π

∫ π

0

cos(nx)dx =
1

nπ
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

=
1

nπ

(
sen(nπ)− sen(n0)

)
= 0.

bn =
1

π

∫ 0

−π

0 · sen
(nπx

π

)
dx+

1

π

∫ π

0

1 · sen
(nπx

π

)
dx

=
1

π

∫ π

0

sen(nx)dx = − 1

nπ
cos(nx)

∣∣∣∣π
0

= − 1

nπ

(
cos(nπ)− cos(n0)

)
= − 1

nπ

(
(−1)n − 1

)
=

1

nπ

(
1− (−1)n

)
, de onde se tem que
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bn =

0 se n par
2

nπ
se n ı́mpar

,

portanto, b2k−1 =
2

(2k − 1)π
. Logo,

f(x) =
1

2
+

2

π

∞∑
k=1

( 1

2k − 1
sen(2k − 1)x

)
.

Exemplo 3.5 Encontre a série de Fourier da função f(x) = ex periódica de peŕıodo 2π.

Solução: Tendo em vista que T = 2π, tem-se que:

a0 =
1

π

∫ π

−π

exdx =
1

π
ex
∣∣∣∣π
−π

=
1

π
· (eπ − e−π) =

2

π
· senh(π).

an =
1

π

∫ π

−π

ex · cos
(nπx

π

)
dx =

1

π

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx

=
1

π

(ex
n
sen(nx)

∣∣∣∣π
−π

− 1

n

∫ π

−π

ex · sen(nx)dx
)

=
1

π

(eπ
n
sen(nπ)− e−π

n
sen(−nπ)− 1

n

(
− ex

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
−π

+
1

n

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx
))

=
1

π

(eπ
n2

cos(nπ)− e−π

n2
cos(−nπ)− 1

n2

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx
)

=
1

π

(eπ
n2

(−1)n − e−π

n2
(−1)n − 1

n2

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx
)

=
1

n2π
· (−1)n

(
eπ − e−π

)
− 1

n2
· 1
π

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx

=
1

n2π
· (−1)n · 2

2

(
eπ − e−π

)
− 1

n2
· an

= an

(
1 +

1

n2

)
=

2

n2π
· (−1)n · senh(π), ou ainda

an =
2 · (−1)n

π(n2 + 1)
senh(π).

bn =
1

π

∫ π

−π

ex · sen
(nπx

π

)
dx =

1

π

∫ π

−π

ex · sen(nx)dx
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=
1

π

(
− ex

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
−π

+
1

n

∫ π

−π

ex · cos(nx)dx
)

=
1

π

(
− eπ

n
cos(nπ) +

e−π

n
cos(−nπ) +

1

n

(ex
n
sen(nx)

∣∣∣∣π
−π

− 1

n

∫ π

−π

ex · se(nx)dx
))

=
1

π

(
− eπ

n
cos(nπ) +

e−π

n
cos(−nπ)− 1

n2

∫ π

−π

ex · sen(nx)dx
)

= − 1

nπ
· (−1)n

(
eπ − e−π

)
− 1

n2
· 1
π

∫ π

−π

ex · sen(nx)dx, isto é,

bn = − 1

nπ
· (−1)n · 2

2

(
eπ − e−π

)
− 1

n2
· bn

= bn

(
1 +

1

n2

)
= − 2

nπ
· (−1)n · senh(π), ou seja

bn = −2 · (−1)n · n
π(n2 + 1)

senh(π).

Portanto,

f(x) =
1

2
· 2senh(π)

π
+

∞∑
n=1

( 2 · (−1)n

π(n2 + 1)
senh(π)cos(nx)− 2 · (−1)n · n

π(n2 + 1)
· senh(π)sen(nx)

)
f(x) =

1

2
· 2senh(π)

π
+

2 · senh(π)
π

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1

(
cos(nx)− n · sen(nx)

)
f(x) =

2 · senh(π)
π

(1
2
+

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1

(
cos(nx)− n · sen(nx)

))
.

3.4 TEOREMA DA CONVERGÊNCIA DA SÉRIE DE FOURIER

Para enunciar o teorema da convergência de uma série de Fourier é interes-

sante antes entender o que é uma função seccionalmente cont́ınua e função seccionalmente

diferenciável.

Definição 3.4 Uma função f é seccionalmente cont́ınua num intervalo [a, b], se existe

um número finito de pontos a ≤ x < x0 < x1... < xn ≤ b, chamada partição do intervalo

[a, b] tal que a função f é cont́ınua em cada subintervalo (xi−1, xi), com i = 1, 2, ..., n, os

limites laterais nos extremos de cada subintervalo (xi−1, xi) existem e são finitos.

Definição 3.5 Uma função f é seccionalmente diferenciável no intervalo [a, b], se f e f ′

são seccionalmente cont́ınuas no mesmo intervalo.

O teorema a seguir, sua demonstração pode ser encontrada em livros tais como

(CHURCHILL, R. V., 1977), (SANTOS, R. J., 2011),(RAMOS, E. E., 2004), (BOYCE,

W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B., 2010) e é um teorema que fornece condições
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ou hipóteses suficientes para a convergência da Série de Fourier num ponto. De forma

espećıfica usaremos o enunciado de (IÓRIO, V., 2005) que diz o seguinte:

Teorema 3.1 Seja f uma função pertencente ao espaço das funções reais periódicas de

peŕıodo 2l e suponha que f é diferenciável, a menos de um número finito de pontos em

(−l, l), como f ′ pertencente ao espaço das funções reais periódicas de peŕıodo 2l, então,

qualquer que seja x ∈ R, a série de Fourier de f no ponto x converge a
f(x+) + f(x−)

2
,

isto é:
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an · cos

(nπx
T

)
+ bn · sen

(nπx
T

))
=

f(x+) + f(x−)

2
,

onde f(x+) e f(x−) representam os limites da função f a direita e a esquerda, respecti-

vamente.

3.5 SÉRIES DE FOURIER DE SENOS E COSSENOS

Conforme visto, a expressão

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an · cos

(nπx
T

)
+ bn · sen

(nπx
T

))
define a série de Fourier de uma forma geral. Para uma determinada classe de funções, o

trabalho de calcular cada coeficiente da série, é simplificado quando se tem uma função

par ou ı́mpar. Diz-se que uma função é par quando se verifica que f(−x) = f(x), ∀x ∈ Df ,

enquanto que uma função é ı́mpar quando se tem f(−x) = −f(x), ∀x ∈ Df . Graficamente

diz-se que uma função é par, quando há simetria em relação ao eixo y, enquanto que se

a simetria é em relação a origem, diz-se então que a função é ı́mpar. Funções como

f(x) = x2 − 4, f(x) = cos(x) e f(x) = |x| são exemplos de funções pares, enquanto que

as funções f(x) =
1

x
, f(x) = x3 e f(x) = tgx representam funções ı́mpares.

Da paridade das funções, seguem as seguintes propriedades:

• a) O produto de duas funções pares é par.

• b) O produto de duas funções ı́mpares é par.

• c) O produto de uma função par e uma função ı́mpar é ı́mpar.

• d) A soma ou diferença de duas funções pares é par.

• e) A soma ou diferença de duas funções ı́mpares é ı́mpar.

• f) Se f é par, então

∫ a

−a

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

• g) Se f é ı́mpar, então

∫ a

−a

f(x)dx = 0.

Segue então a demonstração dos itens b), d) e f), ficando a cargo do leitor

demonstrar os outros itens.

Demonstração: b) Sejam f e g funções ı́mpares, de onde se tem que f(x) = −f(−x),

∀x ∈ Df e g(x) = −g(−x), ∀x ∈ Dg. Logo o produto é dado por h(x) = f(x) · g(x),
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∀x ∈ Df ∩Dg, dáı que h(−x) = f(−x) · g(−x) = (−f(x)) · (−g(x)) = f(x) · g(x) = h(x),

∀x ∈ Df ∩Dg.

d) Seja h(x) = f(x) ± g(x). Como, por hipótese, a f é par, então temos que

f(x) = f(−x), ∀x ∈ Df e como a g também é par, tem-se que g(x) = g(−x), ∀x ∈ Dg,

Segue então que h(x) = af(x)± bg(x) = af(−x)± bg(−x) = h(−x), ∀x ∈ Df ∩Dg.

f) Por propriedade de integral definida, temos que∫ a

−a

f(x)dx =

∫ 0

−a

f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx, (27)

fazendo x = −t na primeira parcela de (27), tem-se que dx = −dt. Para x = −a implica

que t = a e para x = 0 tem-se t = 0, dáı que∫ 0

−a

f(x)dx =

∫ 0

a

f(−t)(−dt) = −
∫ 0

a

f(−t)dt =

∫ a

0

f(−t)dt =

∫ a

0

f(t)dt =

∫ a

0

f(x)dx,

(28)

substituindo (28) em (27), tem-se∫ a

−a

f(x)dx =

∫ a

0

f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

As demonstrações dos outros itens são similares as demonstrações que foram feitas nesse

texto.

Seja f uma função par no intervalo (−T, T ) os coeficientes da série de Fourier

são calculados da seguinte forma:

a0 =
1

T

∫ T

−T

f(x)dx =
2

T

∫ T

0

f(x)dx,

pois por hipótese a função f é par.

an =
1

T

∫ T

−T

f(x)cos
(nπx

T

)
dx =

2

T

∫ T

0

f(x)cos
(nπx

T

)
dx,

pois o produto de duas funções pares, resulta numa par de acordo a propriedade acima

mencionada e bn = 0 por tratar-se do produto de uma função par e uma função ı́mpar,

cujo produto é uma função ı́mpar e de acordo a propriedade do item g, a integral é nula .

Portanto, se a função f é par, a Série de Fourier é da forma

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an · cos
(nπx

T

)
. (29)

A equação (29) é denominada Série de Fourier de cossenos.

Se a função f é ı́mpar no intervalo (−T, T ), os coeficientes da série de Fourier

são calculados da seguinte forma:
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a0 =
1

T

∫ T

−T

f(x)dx = 0,

pois por hipótese a função é ı́mpar.

an =
1

T

∫ T

−T

f(x)cos
(nπx

T

)
dx = 0,

pois trata-se do produto de uma função ı́mpar por uma função par. Por fim,

bn =
2

T

∫ T

0

f(x)sen
(nπx

T

)
dx,

por tratar-se do produto de duas funções ı́mpares e resultar numa função par. Logo, a

série de Fourier é da forma

f(x) = f(x) =
∞∑
n=1

bn · sen
(nπx

T

)
. (30)

A equação (30) é denominada Série de Fourier de senos.

Exemplo 3.6 Desenvolver as funções a seguir numa série de cossenos ou de senos

a) f(x) = |x| se −π < x < π;

b) f(x) = x3 se −π < x < π.

Solução: Para o primeiro item, foi visto que f(x) = |x| é uma função par, logo em função

das propriedades mencionadas acima, tem-se que bn = 0. Como bn = 0, então tem-se uma

série de cossenos.

a0 =
2

π

∫ π

0

|x|dx =
2

π

∫ π

0

xdx =
2

π
· x

2

2

∣∣∣∣π
0

= π.

an =
2

π

∫ π

0

|x|cos
(nπx

π

)
dx =

2

π

∫ π

0

xcos(nx)dx =
2

π

(x
n
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

+
1

n2
cos(nx)

∣∣∣∣π
0

)

an =
2

πn2

(
(−1)n − 1

)
=

0 se n par

− 4

πn2
se n ı́mpar

Portanto, a2k−1 = − 4

(2k − 1)2π
e tem-se então que

f(x) =
π

2
+

∞∑
k=1

− 4

(2k − 1)2π
· cos(2k − 1)πx

π
,

f(x) =
π

2
− 4

π

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
· cos(2k − 1)x.
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O leitor deve perceber que para a resolução da integral foi usado o método de

integração por partes e também foi usado o fato de que sen(nπ) = 0 e cos(nπ) = (−1)n.

Para o segundo item, nota-se que f(x) = −f(−x) e, no entanto, a f é uma

função ı́mpar no intervalo mencionado e tendo em vista essa propriedade, observa-se que

a0 = an = 0. Diante do exposto, tem-se uma série de Fourier de senos. Dáı que

bn =
2

π

∫ π

0

x3sen
nπx

π
dx =

2

π

∫ π

0

x3sen(nx)dx =
2

π

(
− x3

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
0

+
3

n

∫ π

0

x2cos(nx)dx
)

=
2

π

(
− π3

n
(−1)n +

3

n

(x2

n
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

− 2

n

∫ π

0

xsen(nx)dx
))

=
2

π

(
− π3

n
(−1)n +

3

n

(
− 2

n

(
− x

n
cos(nx)

∣∣∣π
0
+

1

n

∫ π

0

cos(nx)dx
)))

=
2

π

(
− π3

n
(−1)n +

3

n

(
− 2

n

(
− π

n
(−1)n +

1

n2
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

)))
=

2

π

(
− π3

n
(−1)n +

6π

n3
(−1)n

)
= (−1)n

(
− 2π2

n
+

12

n3

)
= (−1)n

2

n3

(
− n2π2 + 6

)
Portanto,

f(x) = 2
∞∑
n=1

(−1)n

n3

(
6− n2π2

)
sen(nx)

é a série de Fourier desejada.

3.5.1 Expansões pares e ı́mpares

Os exerćıcios resolvidos até aqui, foram por meio de uma função periódica

definida para todo x do intervalo de definição, sendo a série determinada pelas fórmulas

dos coeficientes de Fourier, conforme se viu acima. Mas, por vezes, surge a necessidade

de determinar a série de Fourier de uma função f : [0, T ] → R, ou seja, uma função

definida no intervalo mencionado. Dado que a função f não é periódica, torna inviável a

representação da tal função por uma série de Fourier.

Para reverter tal situação, é necessário expandir a função no intervalo [−T, 0]

de forma a garantir que a função f seja periódica de peŕıodo 2T . Feito isto, pode-se então

expandir a função f em toda reta real pela condição de periodicidade f(x+ 2T ) = f(x).

O objetivo de expandir a f é ter uma função par ou ı́mpar em toda reta real.

A expansão par de peŕıodo 2T de f , é a função dada por

f(x) =

f(x) se 0 < x < T

f(−x) se − T < x < 0
.

Enquanto que a expansão ı́mpar de peŕıodo 2T de f , é a função dada por
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f(x) =

f(x) se 0 < x < T

−f(−x) se − T < x < 0
.

Importa ressaltar que conforme já vimos, a série de Fourier de uma expansão

par da função f, é uma Série de Fourier de cossenos, enquanto que a série de Fourier de

uma expansão ı́mpar da função f , é uma Série de Fourier de senos.

Exemplo 3.7 Seja a função f(x) = x para 0 < x < T , encontre a série de Fourier de

cossenos e a série de Fourier de senos.

Solução: Para encontrar a série de cossenos, deve-se primeiro fazer uma extensão par

da função dada, para garantir então que a função é par no intervalo (−T, T ). Feito isto,

tem-se que bn = 0, por tratar-se do produto de uma função par e uma ı́mpar. Temos

então que,

a0 =
2

T

∫ T

0

xdx =
2

T
· x

2

2

∣∣∣∣T
0

= T.

an =
2

T

∫ T

0

xcos
(nπx

T

)
dx =

2

T

( T

nπ
xsen

(nπx
T

)
+

T 2

n2π2
cos

(nπx
T

))∣∣∣∣T
0

=
2

T

(T 2

nπ
sen

(nπT
T

)
+

T 2

n2π2

(
cos

(nπT
T

)
− cos(0)

))
=

2

T

(T 2

nπ
sen(nπ) +

T 2

n2π2

(
cos(nπ)− 1

))
=

2T

n2π2

(
(−1)n − 1

)
.

Logo, an =

0 se n par

− 4T

n2π2
se se n ı́mpar

, e portanto, a2k−1 = − 4T

(2k − 1)2π2

Dáı que,

f(x) =
T

2
− 4T

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2
cos

(2k − 1)πx

T

é a série de Fourier desejada.

Para encontrar a série de Fourier de senos, faz-se primeiro uma extensão ı́mpar

para garantir que a função seja ı́mpar no intervalo (−T, T ). Feito isto, tem-se que a0 =

an = 0, o primeiro por se tratar de uma função ı́mpar no intervalo indicado e o segundo

por se tratar do produto de uma função par e uma função ı́mpar, resultando numa função

ı́mpar e pelas propriedades já mencionadas, dáı a razão desses coeficientes resultarem em

zero. Portanto,
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bn =
2

T

∫ T

0

xsen
(nπx

T

)
dx =

2

T

(
− T

nπ
xcos

(nπx
T

)
+

T 2

n2π2
sen

(nπx
T

))∣∣∣∣T
0

=
2

T

(
− T 2

nπ
cos

(nπT
T

)
+

T 2

n2π2
sen

(nπT
T

))
=

2

T

(
− T 2

nπ
cos(nπ)

)
=

2T

nπ
(−1)n+1.

Logo,

f(x) =
2T

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen

(nπx
T

)
é a série de Fourier desejada.

3.6 TRANSFORMADA DE FOURIER

Nesta seção usaremos os conceitos de transformada de Fourier trazidos no livro

de (SANTOS, R. J., 2011), embora a forma de escrever a Transformada de Fourier nesse

trabalho seja um pouco diferente daquela que o livro traz.

Definição 3.6 Seja f uma função f : R → R ou (C) a Transformada de Fourier de f

é dada por F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx, ∀ω ∈ R . Sua transformada inversa é

denotada por f(x) = F−1(f̂(ω)) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωxdω.

A condição suficiente para que a transformada de Fourier de f exista, geral-

mente é dada por

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < ∞, ou seja, a integral do valor absoluto de f deve ser

finita, isto é, convergente. Desta condição tem-se então que f̂(ω) é uma função cont́ınua

de R → R. Embora seja uma condição suficiente, ela não é necessária.

A integral imprópria de F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx, ∀ω ∈ R pode

ser interpretada da seguinte maneira:∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx = lim

a,b→∞

∫ b

−a

f(x)e−iωxdx, onde a e b tendem para infinito.

Mas então, quais funções f devem ser consideradas para que a integral do

segundo membro de

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx = lim

a,b→∞

∫ b

−a

f(x)e−iωxdx exista e para que o limite

exista?

Para responder a esta questão, é necessário antes de mais nada exibir uma

classe de funções para as quais F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx, ∀ω ∈ R esteja bem

definida, a integral deve ser convergente conforme já foi observado acima. Deste modo,

tem-se uma função F definida em R, f : R → R está nessa classe se f é seccionalmente

cont́ınua em [−a, b] e claro,

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < ∞. Dizer que a f é seccionalmente cont́ınua

em [−a, b], implica dizer que a função f(x)e−iωx é limitada e integrável em [−a, b].
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Teorema 3.2 Se a transformada de Fourier de f(x) é f̂(ω) e a transformada de Fourier

de g(x) é ĝ(ω), então para quaisquer constantes α e β, tem-se:

F(αf + βg)(ω) = αF(f)(ω) + βF(g)(ω) = αf̂(ω) + βĝ(ω), ∀ω ∈ R.

Demonstração:

F(αf + βg)(ω) =

∫ +∞

−∞
(αf(x) + βg(x))e−iωxdx

=

∫ +∞

−∞
αf(x)e−iωxdx+

∫ +∞

−∞
βg(x)e−iωxdx

= α

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx+ β

∫ +∞

−∞
g(x)e−iωxdx = αF(f)(ω) + βF(g)(ω).

O teorema a seguir, diz respeito as derivadas da transformada de Fourier e sua

demonstração pode ser encontrada no livro citado no ińıcio desta seção.

Teorema 3.3 Seja f̂(ω) a transformada de Fourier de f(x):

a) Se

∫ +∞

−∞
|f(x)|dx < ∞ e

∫ +∞

−∞
|xf(x)|dx < ∞, então F(xf(x))(ω) = i

df̂

dω
(ω).

b) Se também

∫ +∞

−∞
|x2f(x)|dx < ∞, então F(x2f(x))(ω) = −d2f̂

dω2
(ω).

Assim como o teorema anterior que preferimos não demonstrar, o seguinte

resultado também não o demonstraremos, sendo que o mesmo tem a sua demonstração

no livro citado.

Seja f : R → R cont́ınua com transformada de Fourier f̂(ω).

i) Se f ′(x) é seccionalmente cont́ınua e lim
x→±∞

|f(x)| = 0, então

F(f ′(x))(ω) = iωf̂(ω).

ii) Se f ′(x) é cont́ınua, f ′′(x) é seccionalmente cont́ınua e lim
x→±∞

|f ′(x)| = 0,

então F(f ′′(x))(ω) = −ω2f̂(ω).

Importa salientar que a notação da Transformada de Fourier adotada neste

trabalho não é a única, ou seja, existem outras formas de escrever a Transformada de

Fourier e a sua inversa, para confrontar essa afirmação pode-se consultar os livros (FI-

GUEIREDO, D. G. de., 1977) e (IÓRIO, V., 2005).
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4 EQUAÇÃO DO CALOR

O presente caṕıtulo, tem por finalidade analisar o fluxo de calor numa barra

homogênea, isto é, a densidade em cada ponto da barra é constante. Além do mais, serão

analisados os casos em que os extremos da barra se mantém a uma temperatura constante

igual a zero e também o caso em que os extremos estarão mantidos a uma temperatura

constante não nula. Ter os extremos mantidos a uma temperatura constante não nula,

implica dizer que as condições de contorno não são homogêneas. Será analisado também

o problema do fluxo de calor em que os extremos da barra se mantém isolados (isto é,

não ocorre troca de calor nos extremos e o meio ambiente), na sequência, será analisado

o problema do fluxo de calor quando existe uma fonte externa e por fim, será analisado o

problema de fluxo de calor numa barra infinita, cuja a solução será determinada usando a

Transformada de Fourier e a sua inversa. As séries de Fourier e a Transformada de Fourier

estudadas no caṕıtulo 3 e o método de separação de variáveis estudado no caṕıtulo 2, são

ferramentas important́ıssimas para a obtenção da solução da equação do calor que veremos

neste caṕıtulo.

A equação que modela o fluxo de calor em uma barra metálica, é dada por

∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
,

onde α2 é uma constante conhecida como difusividade térmica do material do qual é feito

a barra. Para demonstrar a função u(x, t) que satisfaz a equação mencionada, deve-se

considerar os seguintes prinćıpios f́ısicos:

• No interior da barra, o fluxo de calor ocorre na direção do eixo x;

• A superf́ıcie lateral da barra é isolada, ou seja, não ocorre troca de calor com o meio

externo;

• A barra é homogênea, isto é, sua massa por cada unidade de volume, é constante;

• O calor espećıfico e a condutividade térmica do material do qual é feita a barra, são

constantes.

Figura 1 – barra homogênea

Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

Considere o fluxo de calor no interior de uma barra ciĺındrica de comprimento

L da figura acima, cuja a área da seção transversal é A e cuja a superf́ıcie lateral está

isolada. Examinando a taxa de variação do calor numa fatia da barra entre as posições

x e ∆x, tem-se: Sendo ρ a densidade da barra, ou seja, sua massa por cada unidade de
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volume, então a massa dessa fatia é

m = ρA∆x; (31)

A quantidade de calor nessa fatia é dada por

Q(x, t) = cmu(x, t), (32)

onde c é o calor espećıfico e u(x, t) é a temperatura;

A taxa de variação do fluxo de calor Qt através da seção transversal, é propor-

cional a área A da seção transversal e a derivada parcial da temperatura em relação a x,

isto é,

Qt = −kAux(x, t). (33)

Como o calor flui na direção em que a temperatura decresce, o sinal negativo

em (33) utiliza-se para assegurar que Qt seja positivo para ux < 0 e negativa para ux > 0.

Substituindo (31) em (32) tem-se que

Q = cρA∆xu(x, t) (34)

Por outro lado, quando o calor flui na direção positiva do eixo x, a partir de

(33) observa-se que o calor aumenta na seção transversal a uma velocidade de

− kAux(x, t)− [−kAux(x+∆x, t)] = kA[ux(x+∆x, t)− ux(x, t)]. (35)

Derivando (34) em relação a t, tem-se que o fluxo de calor é dado por

Qt = cρA∆xut(x, t). (36)

Igualando (35) e (36), obtém-se

kA[ux(x+∆x, t)− ux(x, t)] = cρA∆xut(x, t), (37)

de onde se tem
kA

cρA

(ux(x+∆x, t)− ux(x, t)

∆x

)
= ut(x, t), ou ainda

k

cρ

(ux(x+∆x, t)− ux(x, t)

∆x

)
= ut(x, t). (38)

Calculando o limite de (38) quando ∆x → 0, obtém-se

k

cρ
lim

∆x→0

ux(x+∆x, t)− ux(x, t)

∆x
= ut(x, t),
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onde se obtém
k

cρ
uxx(x, t) = ut(x, t), isto é,

∂u(x, t)

∂t
(x, t) = α2∂

2u(x, t)

∂x2
,

onde
k

cρ
= α2 e

lim
∆x→0

ux(x+∆x, t)− ux(x, t)

∆x
= uxx(x, t).

Da equação deduzida, temos então que
∂u

∂t
representa a taxa de energia arma-

zenada no interior da barra e é medida em [kcal]/[s] ou [w] e
∂2u

∂x2
representa o fluxo ĺıquido

do calor, isto é, a quantidade de energia que entra e que sai no interior da barra é medido

em [◦k]/[m]. Do estudo de funções de uma variável, vimos que se a derivada segunda

de uma determinada função num determinado ponto fosse negativa, então a concavidade

da função é voltada para baixo e isso implica então que a função admite um ponto de

máximo e se a derivada segunda fosse positiva implica então que a concavidade da função

é voltada para cima e com isso a função admite ponto de mı́nimo naquela ponto. Com

isso, temos então que se
∂2u

∂x2
< 0, então a temperatura no interior da barra num dado

ponto é máxima e se
∂2u

∂x2
> 0, a temperatura no interior da barra no respectivo ponto é

mı́nima.

4.1 CONDIÇÕES DE CONTORNO HOMOGÊNEAS

Considere uma barra homogênea de comprimento L com temperatura inicial

igual a f(x) em toda barra e cujo os extremos se mantém a uma temperatura igual a

zero no instante t > 0. Se esta barra satisfaz os prinćıpios f́ısicos descritos acima, então

sua temperatura u(x, t) é determinada mediante o problema de condições iniciais e de

contorno. 
∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L

(39)

Usando o método de Separação de Variáveis, pode-se escrever a temperatura

u(x, t) como produto de duas funções, onde uma depende da variável x e a outra depende

do tempo t, lembrando que esse produto é não nulo, isto é:

u(x, t) = h(x) · g(t) ̸= 0 (40)

Derivando a (40) duas vezes em relação a x e uma vez em relação a t, tem-se



48

uxx(x, t) = h′′(x) · g(t) e ut = h(x) · g′(t) e substituindo as expressões obtidas na equação

do calor, temos:

α2h′′(x) · g(t) = h(x) · g′(t) (41)

Dividindo em ambos os membros de (41) a expressão α2h(x) · g(t), tem-se:

α2h′′(x) · g(t)
α2h(x) · g(t)

=
h(x) · g′(t)
α2h(x) · g(t)

,

ou seja,
h′′(x)

h(x)
=

g′(t)

α2g(t)
. Note que se tem uma igualdade onde se vê que num dos membros

tem-se expressão que depende apenas de x e no outro, depende apenas de t. Para que essa

igualdade seja verdadeira, deve-se ter ambos os membros iguais a uma mesma constante

real que será denotada por λ, onde λ é a constante de separação. Diante do exposto,

tem-se então
h′′(x)

h(x)
=

g′(t)

α2g(t)
= −λ,

de onde se tem h′′(x) + λh(x) = 0 e g′(t) + λα2g(t) = 0.

Como u(x, t) = h(x) · g(t), tem-se u(0, t) = h(0) · g(t) = 0 e

u(L, t) = h(L) · g(t) = 0, ou seja h(0) · g(t) = 0, h(0) = 0 e h(L) · g(t) = 0, h(L) = 0.

A equação h′′(x)+λh(x) = 0 é uma EDO homogênea e constitui um problema

de condições de contorno. Para encontrar a solução da mesma deve-se ter a equação

caracteŕıstica dela e observar o que acontece com a constante de separação quando é

negativa, nula e positiva.

Considere então λ < 0. A equação caracteŕıstica associada é m2 + λ = 0,

resolvendo a equação tem- se como soluções m1 =
√
−λ e m2 = −

√
−λ.

Logo, a solução da EDO é da forma h(x) = c1e
x
√
−λ + c2e

−x
√
−λ.

Para x = 0 tem-se c1 + c2 = 0 e para x = L tem-se c1e
L
√
−λ + c2e

−L
√
−λ = 0.

Para determinar c1 e c2 resolve-se o sistema de equações a seguir:c1 + c2 = 0

c1e
L
√
−λ + c2e

−L
√
−λ = 0

Fazendo c1 = −c2 e substituindo na segunda equação, resulta

c1(e
L
√
−λ − e−L

√
−λ) = 0, isto é, c1 = 0. Como c2 = −c1 = 0, então a solução da EDO é

h(x) = 0. Assim, para λ < 0, tem-se que u(x, t) = 0, pois h(x) = 0.

Para o caso em que λ = 0 tem-se a equação caracteŕıstica da forma m2 = 0,

cuja solução é m1 = m2 = 0. Desse modo, a solução da EDO é da forma h(x) = c1 + c2x.

Substituindo as condições dadas, tem-se que para x = 0, resulta então que c1 = 0 e para

x = L tem-se que c2 = 0. Dado que as constantes são nulas, então a solução da EDO é
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h(x) = 0. Assim, para λ = 0, tem-se que u(x, t) = 0, pois h(x) = 0.

Para finalizar, vamos analisar o que acontece se λ > 0. Neste caso, a equação

caracteŕıstica é da forma m2 + λ = 0, cuja solução é m1 = i
√
λ e m2 = −i

√
λ. A solução

da EDO é dada por h(x) = Acos(x
√
λ) +Bsen(x

√
λ), onde A = c1 + c2 e B = (c1 − c2)i.

Para x = 0 tem-se que A = 0 e para x = L tem-se Bsen(L
√
λ) = 0. Note que

se tem um produto sendo igual a zero e isso ocorre se B = 0 ou sen(L
√
λ) = 0. Mas se

o B = 0, tem-se solução nula. Para evitar isto, é necessário que se tenha sen(L
√
λ) = 0,

isto é, L
√
λ = nπ, ou seja, λ =

n2π2

L2
, para n ∈ N∗.

Portanto, a solução da EDO é dada por h(x) = Bsen
(
x
√

n2π2

L2

)
, ou seja,

h(x) = Bsen
(nπx

L

)
.

Os valores de λ para os quais tem-se soluções não-nulas são os λ =
n2π2

L2
, isto

é, para o caso em que λ > 0. Os valores de λ para os quais tem-se soluções não-nulas são

chamados de autovalores e assim as soluções resultantes são as autofunções.

Substituindo λ =
n2π2

L2
na equação g′(t) + λα2g(t) = 0, tem-se:

g′(t) +
α2n2π2

L2
g(t) = 0,

que é uma EDO de variável separável, isto é,
g′(t)

g(t)
= −α2n2π2

L2
, cuja solução é

g(t) = e−
α2n2π2

L2 t+c3 , ou ainda, g(t) = ke−
α2n2π2

L2 t, onde k = ec3 . A solução desejada é escrita

como un(x, t) = cn · sen(nπx
L
) · e−

α2n2π2

L2 t, onde cn = B · k. Tendo em vista que n ∈ N∗,

implica que se tem uma solução distinta para cada n natural. Tais soluções são conhecidas

como soluções fundamentais. Logo, pelo Prinćıpio da Superposição de soluções, tem-se

então que a solução geral do problema é dado por

u(x, t) =
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

α2n2π2

L2 t. (42)

Fazendo t = 0 na identidade acima, tem-se u(x, 0) =
∞∑
n=1

cn ·sen
(nπx

L

)
. Como

u(x, 0) = f(x), então
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
= f(x). Esta última expressão, representa uma

série de Fourier de senos.

Para determinar os cn é necessário fazer uma extensão ı́mpar da f(x), lem-

brando que ela está definida apenas para 0 ≤ x ≤ L. Essa expansão permite obter uma

função ı́mpar e periódica de peŕıodo T = 2L e, portanto, cn =
2

L

∫ L

0

f(x) · sen
(nπx

L

)
dx.

Conclui-se então que o problema de condições iniciais e de contorno descrito

inicialmente tem como solução a série infinita da forma
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Figura 2 – função impar

Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

u(x, t) =
∞∑
n=1

( 2

L

∫ L

0

f(x) · sen
(nπx

L

)
dx

)
· sen

(nπx
L

)
· e−

α2n2π2

L2 t.

Exemplo 4.1 Encontre a solução da equação do calor sujeita as condições dadas, consi-

derando que a barra é de comprimento Lu(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = x(L− x)
.

Solução: Para determinar solução desejada é necessário encontrar os coeficientes cn, isto

é, cn =
2

L

∫ L

0

x(L−x) · sen
(nπx

L

)
dx. Integrando por partes, considerando z = x(L−x),

dz = (L− 2x)dx e dv = sen
(nπx

L

)
dx, v = − L

nπ
cos

(nπx
L

)
, logo:

cn =
2

L

[
− L

nπ
x(L− x)cos

(nπx
L

)∣∣∣∣L
0

+
L

nπ

∫ L

0

(L− 2x) · cos
(nπx

L

)]
dx,

de onde se tem então que cn =
2

nπ

∫ L

0

(L − 2x) · cos
(nπx

L

)
dx, pois x(L − x) = 0 para

x = L e x = 0. Integrando novamente por partes a integral resultante, sendo z = L− 2x,

dz = −2dx e dv = cos
(nπx

L

)
dx, v =

L

nπ
sen

(nπx
L

)
,

cn =
2

nπ

[ L

nπ
(L− 2x)sen

(nπx
L

)∣∣∣∣L
0

+
2L

nπ

∫ L

0

sen
(nπx

L

)
dx

]
,

de onde se tem que cn =
4L

n2π2

∫ L

0

sen
(nπx

L

)
dx, pois sen(nπ) = sen(0) = 0, ∀n ∈ Z.

Resolvendo esta última integral, obtém-se então que

cn = − 4L2

n3π3
cos

(nπx
L

)∣∣∣L
0
= − 4L2

n3π3

(
cos(nπ)− cos(0)

)
= − 4L2

n3π3

(
(−1)n − 1

)
,
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isto é,

cn =
4L2

n3π3

(
1− (−1)n

)
=

0 se n é par

8L2

n3π3
se n é ı́mpar

,

ou seja, c2k = 0 e c2k−1 =
8L2

(2k − 1)3π3
e, portanto, a solução é dada por

u(x, t) =
8L2

π3

∞∑
k=1

1

(2k − 1)3
sen

(2k − 1)πx

L
· e−

α2(2k−1)2π2

L2 t.

4.2 BARRA COM EXTREMIDADES ISOLADAS

Considere uma barra homogênea de comprimento L com temperatura inicial

igual a f(x) em toda barra e cujo os extremos estão isolados, isto é, não ocorre troca de

calor com o meio externo, portanto, o fluxo de calor através de uma seção reta da barra,

é proporcional à taxa de variação da temperatura na direção x. Se esta barra satisfaz

os prinćıpios f́ısicos descritos, então sua temperatura u(x, t) é determinada mediante o

problema de condições iniciais e de contorno.
∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L

.

Usando o método de Separação de Variáveis, pode-se escrever a temperatura

u(x, t) como produto de duas funções, onde uma depende da variável x e a outra depende

do tempo t, lembrando que esse produto é não nulo, isto é, u(x, t) = h(x) · g(t) ̸= 0.

Segue o mesmo procedimento anterior, de onde se tem h′′(x) + λh(x) = 0 e

g′(t) + λα2g(t) = 0. Como ux(x, t) = h′(x) · g(t), tem-se ux(0, t) = h′(0) · g(t) = 0 e

ux(L, t) = h′(L) · g(t) = 0, ou seja h′(0) · g(t) = 0, h′(0) = 0 e h′(L) · g(t) = 0, h′(L) = 0.

A equação h′′(x)+λh(x) = 0 é uma EDO homogênea e constitui um problema

de condições de contorno, isto é, h′(0) = 0 e h′(L) = 0 . Para encontrar a solução da

mesma deve-se ter a equação caracteŕıstica dela e observar o que acontece com a constante

de separação quando é negativa, nula e positiva.

Considere o caso em que λ < 0.A equação caracteŕıstica associada ém2+λ = 0,

resolvendo a equação tem-se como soluções m1 =
√
−λ e m2 = −

√
−λ. A referida EDO

tem como solução geral h(x) = c1e
x
√
−λ + c2e

−x
√
−λ, cuja derivada primeira é

h′(x) =
√
−λ · c1ex

√
−λ −

√
−λ · c2e−x

√
−λ.

Substituindo x = 0 e x = L na derivada, tem-se:
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h′(0) =
√
−λ(c1 − c2), ou seja,

√
−λ(c1 − c2) = 0, pois h′(0) = 0. Então

c1 − c2 = 0. Por outro lado,

h′(L) =
√
−λ

(
c1e

L
√
−λ − c2e

−L
√
−λ

)
= 0,

pois h′(L) = 0. Logo temos o seguinte sistema de equações

c1 − c2 = 0

c1e
L
√
−λ − c2e

−L
√
−λ = 0.

Resolvendo o sistema de equações formado tem-se então que c1 = c2 = 0, o que implica

que para λ < 0 a solução geral da EDO é h(x) = 0.

Considerando agora o caso em que λ = 0, tem-se que sua equação caracteŕıstica

é da forma m2 = 0, e então m1 = m2 = 0 e, portanto, a solução geral da EDO é dada

por h(x) = c1e
0x + c2xe

0x, ou seja, h(x) = c1 + c2x. Derivando esta expressão, tem-se que

h′(x) = c2. Tendo em vista as condições de contorno, tem-se que h′(0) = h′(L) = c2 = 0,

ou seja, c2 = 0. Dado que c2 = 0, então a solução geral da EDO é dada por h(x) = c1.

Tais condições de contorno não permitem determinar de forma espećıfica o valor de c1,

o que implica que é um valor arbitrário. Portanto, λ = 0 constitui um autovalor tendo

como autofunção correspondente h(x) = c1. Substituindo λ = 0 em g′(t) + λα2g(t) = 0,

tem-se que g′(t) = 0, cuja solução é g(t) = c3, sendo c3 uma constante.

Portanto, para λ = 0, a solução da equação do calor é da forma

u0(x, t) = c1 · c3 =
c0
2
. Mas porque escrever esta solução como u0(x, t) =

c0
2
? Ao final

desta seção será respondida esta questão.

Agora, para o caso em que λ > 0, tem-se que a equação caracteŕıstica associada

é da forma m2 + λ = 0, cuja solução é m1 = i
√
λ e m2 = −i

√
λ. A solução geral da

EDO é dada por h(x) = c1e
i
√
λx + c2e

−i
√
λx ou h(x) = Acos(x

√
λ) + Bsen(x

√
λ), onde

A = c1 + c2 e B = (c1 − c2)i. Derivando h(x) = Acos(x
√
λ) + Bsen(x

√
λ), tem-se

h′(x) = −
√
λAsen(x

√
λ) +

√
λBcos(x

√
λ).

Para x = 0, tem-se então h′(0) =
√
λB = 0, isto é,

√
λB = 0 de onde

se conclui que B = 0. Para x = L, tem-se h′(L) = −
√
λAsen(L

√
λ) = 0, ou seja,

−
√
λAsen(L

√
λ) = 0. Para que este produto seja nulo, deve-se ter

√
λ = 0, ou A = 0,

ou sen(L
√
λ) = 0. Mas λ ̸= 0, pois λ > 0. Se o A = 0, então h(x) = 0, o que implica

que a solução da equação do calor é nula, ou seja, u(x, t) = h(x) · g(t) = 0. Como o

objetivo é determinar soluções não nulas, então, A deve ser diferente de zero. Portanto,

−
√
λAsen(L

√
λ) = 0 se sen(L

√
λ) = 0, de onde se tem então que λ =

n2π2

L2
, ∀n ∈ N∗.

Então, a solução da referida EDO, é dada por h(x) = Acos
(nπx

L

)
. Substi-

tuindo λ =
n2π2

L2
em g′(t) + λα2g(t) = 0, obtém-se g′(t) +

n2π2

L2
α2g(t) = 0, que é uma

EDO de variável separável cuja solução é dada por g(t) = ke−
n2π2α2

L2 t, onde k = ec3 .
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Logo, a solução desejada é escrita como

un(x, t) = u0(x, t) + cn · cos
(nπx

L

)
· e−

α2n2π2

L2 t,

onde cn = A · k. Tendo em vista que n ∈ N∗, implica que se tem uma solução distinta

para cada n natural. Tais soluções são conhecidas como soluções fundamentais. Logo,

pelo Prinćıpio da Superposição de soluções, tem-se então que a solução geral do problema

é dado por

u(x, t) =
c0
2
+

∞∑
n=1

cn · cos
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t. (43)

Fazendo t = 0 na identidade acima, tem-se u(x, 0) =
c0
2
+

∞∑
n=1

cn · cos
(nπx

L

)
.

Mas, como u(x, 0) = f(x), então
c0
2
+

∞∑
n=1

cn · cos
(nπx

L

)
= f(x). Esta última expressão,

representa uma série de Fourier de cossenos. Com isso fica evidente que é necessário

escrever u0(x, t) como c0
2
em vez de ser escrita como k ·B, o que poderia dificultar enxergar

a expressão que representa a série de Fourier de cossenos.

Para determinar c0 e cn é necessário fazer uma extensão par da f(x), lembrando

que ela está definida apenas para 0 ≤ x ≤ L. Essa expansão permite obter uma função

par e periódica de peŕıodo T = 2L e, portanto, cn =
2

L

∫ L

0

f(x) · cos
(nπx

L

)
dx e

c0 =
2

L

∫ L

0

f(x)dx .

Figura 3 – função par

Fonte: ZILL, Dennis G., 1997.

Conclui-se então que o problema de condições iniciais e de contorno descrito

inicialmente tem como solução a série da forma

u(x, t) =
c0
2
+

∞∑
n=1

cn · cos
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t. (44)

Exemplo 4.2 Determine uma solução formal do problema com condições de contorno e
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iniciais dado por


∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ π, t > 0

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = ex, 0 ≤ x ≤ π

sendo α2 = 1.

Solução: As condições de contorno dadas indicam que se trata de um problema de fluxo

de calor em uma barra de extremidades isoladas, logo a solução é dada por

u(x, t) =
c0
2
+

∞∑
n=1

cn · cos
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t,

onde c0 =
2

L

∫ L

0

f(x)dx e cn =
2

L

∫ L

0

f(x)·cos
(nπx

L

)
dx. Como f(x) = ex e L = π, tem-se

c0 =
2

π

∫ π

0

exdx =
2

π

(
eπ − 1

)
,

e

cn =
2

π

∫ π

0

ex · cos(nx)dx.

Integrando por partes, tem-se z = ex, dz = exdx e dv = cos(nx), ou seja, v = 1
n
sen(nx)

e, portanto,

cn =
2

π

[ex
n
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

− 1

n

∫ π

0

exsen(nx)dx
]
,

onde se tem que cn = − 2

nπ

∫ π

0

exsen(nx)dx, pois sen(nπ) = sen(0) = 0, ∀n ∈ Z.

Integrando novamente por partes, sendo z = ex, dz = exdx e dv = sen(nx)dx, ou seja,

v = − 1
n
cos(nx). Deste modo,

cn = − 2

nπ

[
− ex

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
0

+
1

n

∫ π

0

excos(nx)dx
]
,

ou seja, cn =
2

n2π

(
eπ(−1)n−1

)
− 2

n2π

∫ π

0

excos(nx)dx, lembrando que cos(nπ) = (−1)n,

∀n ∈ Z. Note que cn =
2

n2π

(
eπ(−1)n−1

)
− 1

n2
·cn, ou seja, cn =

2

π(1 + n2)

(
eπ(−1)n−1

)
.

Portanto, a solução do problema é escrita da seguinte forma

u(x, t) =
eπ − 1

π
+

2

π

∞∑
n=1

eπ(−1)n − 1

1 + n2
· cos(nx) · e−n2t.

4.3 CONDIÇÕES DE CONTORNO NÃO HOMOGÊNEAS

Até então, viu-se apenas o problema do fluxo de calor em que os extremos da

barra se mantém a temperatura constante igual a zero para todo t > 0. As condições
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de contorno vistas, foram sempre homogêneas tanto para o caso em que os extremos da

barra se mantinham a temperatura igual a zero, bem como para o caso em que os extremos

se mantinham isolados, ou seja, não havendo troca de calor entre os extremos e o meio

ambiente. Nesta seção, será abordado o caso das condições de contorno não homogêneas.

Considere uma barra homogênea de comprimento L, onde uma das extremi-

dades da barra é mantida a temperatura constante T1 e a outra a temperatura T2. Logo,

as condições de contorno e iniciais são


∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = T1 e u(L, t) = T2, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L

Para resolver o problema proposto, torna-se necessário reduzir o mesmo a

um problema com condições de contorno homogêneas admitindo que quando t → ∞ é

alcançada uma temperatura estacionária v(x), que independe do tempo t. Dado que v(x)

deve satisfazer a equação do calor, tem-se que α2v′′(x) = 0, ou seja, v′′(x) = 0, 0 < x < L.

Como v(x) só depende de x, sua derivada em relação a t é nula, dáı a razão de se ter

α2v′′(x) = 0. Integrando a expressão v′′(x) = 0 duas vezes, tem-se v(x) = Ax+B. Como

v(x) deve satisfazer a equação do calor, então v(0) = T1 e v(L) = T2.

Substituindo x = 0 e x = L em v(x) = Ax + B tem-se v(0) = A.0 + B = B,

como v(0) = T1 então B = T1. Para x = L, tem-se v(L) = A.L + B, mas B = T1 e

v(L) = T2, então A.L+ T1 = T2, ou seja, A =
T2 − T1

L
.

A solução da equação do estado estacionário é dada por

v(x) =
(T2 − T1

L

)
x+ T1.

Pelo que pode-se expressar u(x, t) como a soma da temperatura do estado

estacionário com a temperatura transiente w(x, t), isto é, u(x, t) = v(x) + w(x, t). O

problema admite solução quando se determina a temperatura transiente, isto é, w(x, t).

As derivadas parciais de u(x, t) em relação a x e a t, são uxx(x, t) = wxx(x, t) e

ut(x, t) = wt(x, t). Note que v
′′(x) = v′(t) = 0. Substituindo as derivadas parciais obtidas

na equação do calor, tem-se α2wxx(x, t) = wt(x, t).

Da equação u(x, t) = v(x) + w(x, t), tem-se w(x, t) = u(x, t)− v(x). Fazendo

x = 0 tem-se w(0, t) = u(0, t) − v(0), mas u(0, t) = T1 e v(0) = T1, logo w(0, t) = 0.

Fazendo x = L, tem-se w(L, t) = u(L, t) − v(L), como u(L, t) = T2 e v(L) = T2, resulta

então w(L, t) = 0. Agora, para t = 0 tem-se w(x, 0) = u(x, 0)− v(x), mas u(x, 0) = f(x),

logo w(x, 0) = f(x) − v(x). Assim a solução da temperatura transiente ou transitória é

encontrada resolvendo o problema


α2wxx(x, t) = wt(x, t), 0 < x < L, t > 0

w(0, t) = 0 e w(L, t) = 0, t > 0

w(x, 0) = f(x)− v(x), 0 ≤ x ≤ L
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que é exatamente o problema do calor em uma barra homogênea cuja solução é dada por

w(x, t) =
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t,

onde cn =
2

L

∫ L

0

(
f(x)− v(x)

)
· sen

(nπx
L

)
dx, conforme vimos para o caso homogêneo.

Então, a solução do problema original é dada por

u(x, t) =
(T2 − T1

L

)
x+ T1 +

∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t.

Exemplo 4.3 Determine uma solução formal do problema com condições de contorno e

iniciais dado por


∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = 0 e u(π, t) = 3π, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

onde α2 = 1.

Solução: Diante do exposto, tem-se T1 = 0, T2 = 3π, L = π e f(x) = 0. Como

v(x) =
(T2 − T1

L

)
x + T1, então v(x) = 3x. Dado que w(x, 0) = f(x) − v(x), então

w(x, 0) = −3x. Logo cn =
2

π

∫ π

0

−3x · sen(nπx
π

)dx, isto é, cn = − 6

π

∫ π

0

xsen(nx)dx.

Resolvendo a integral resultante pelo método de integração por partes, sendo z = x,

dz = dx e dy = sen(nx)dx, y = − 1

n
cos(nx),

cn = − 6

π

[
− x

n
cos(nx)

∣∣∣π
0
+

1

n

∫ π

0

excos(nx)dx
]
,

ou seja,

cn = − 6

π

[
− π

n
cos(πx) +

1

n2
sen(nx)

∣∣∣∣π
0

]
,

de onde se tem então que cn =
6

n
(−1)n pois sen(nπ) = sen(0) = 0, ∀n ∈ Z.

Logo, a solução do problema proposto é dada por

u(x, t) = 3x+ 6
∞∑
n=1

(−1)n

n
· sen(nx) · e−n2t.

4.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO MISTAS

Uma pergunta natural a se fazer é a seguinte: Se tivermos uma barra em que
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um dos extremos dela se mantém a temperatura constante igual a T e o outro se mantém

isolado em todo t > 0, como se encontra a solução do referido problema? Tendo em

vista que um dos extremos se mantém a temperatura constante e o outro isolado, tem-se

então um problema misto do fluxo de calor na referida barra. Portanto, para responder a

pergunta, vejamos o seguinte:

Considere uma barra homogênea de comprimento L onde um dos extremos

dela é mantida a temperatura T fixa e a outra é isolada, neste caso as condições de con-

torno são da forma u(0, t) = T e ux(L, t) = 0, ∀t > 0. Seja f(x) a temperatura inicial em

toda barra, o fluxo de calor através de uma seção reta da barra, é proporcional à taxa de

variação da temperatura na direção x. Se esta barra satisfaz os prinćıpios f́ısicos descritos,

então sua temperatura u(x, t) é determinada mediante o problema de condições iniciais e

de contorno, supondo que T = 0, tem-se então


∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = 0 e ux(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L

.

Usando o método de Separação de Variáveis, pode-se escrever a temperatura

u(x, t) como produto de duas funções, onde uma depende da variável x e a outra depende

do tempo t, lembrando que esse produto é não nulo, isto é, u(x, t) = h(x) · g(t) ̸= 0, cuja

derivada primeira em relação a x é dada por ux(x, t) = h′(x) · g(t).
Derivando a expressão u(x, t) = h(x) · g(t) duas vezes em relação a x e uma

vez em relação a t, tem-se

uxx(x, t) = h′′(x) · g(t),

e

ut = h(x) · g′(t).

Substituindo as expressões obtidas na equação do calor, temos,

α2h′′(x) · g(t) = h(x) · g′(t).

Dividindo a igualdade acima pela expressão α2h(x) · g(t), tem-se

h′′(x)

h(x)
=

g′(t)

α2g(t)
= −λ,

de onde se obtém duas equações diferenciais ordinárias com condições de contorno da

forma h′′(x) + λh(x) = 0, h(0) = 0, h′(L) = 0

g′(t) + λα2g(t) = 0
.

As condições de contorno h(0) = 0 e h′(L) = 0 são obtidas a partir de

u(0, t) = h(0) · g(t) = 0 e ux(L, t) = h′(L) · g(t) = 0.
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Da equação h′′(x) + λh(x) = 0 obtém-se as seguintes soluções considerando os

casos em que a constante de separação é negativa, nula e positiva, conforme foi demons-

trado mais acima, ou seja, para o caso homogêneo e também para o caso da barra com

extremidades isoladas.

Se λ < 0: h(x) = c1e
x
√
−λ + c2e

−x
√
−λ. Aplicando as condições de contorno,

tem-se, para x = 0, então c1 + c2 = 0. Derivando a expressão h(x) = c1e
x
√
−λ + c2e

−x
√
−λ,

tem-se h′(x) =
√
−λ · c1ex

√
−λ −

√
−λ · c2e−x

√
−λ. Para x = L tem-se h′(L) =

√
−λ ·

c1e
L
√
−λ −

√
−λ · c2e−L

√
−λ, como h′(L) = 0 então,

√
−λ

(
c1e

L
√
−λ − c2e

−L
√
−λ

)
= 0.

Fica a cargo do leitor conferir que o sistema de equações formado por c1 + c2 = 0 e
√
−λ

(
c1e

L
√
−λ − c2e

−L
√
−λ

)
= 0 tem como solução c1 = c2 = 0 e que a solução geral da

EDO é dada por h(x) = 0.

Se λ = 0, a equação caracteŕıstica associada é dada por m2 = 0, cuja solução

é m1 = m2 = 0, pelo que a solução da EDO é da forma h(x) = c1 + c2x. Aplicando

as condições de contorno tem-se então que para x = 0, h(0) = c1 + c2.0 = c1, como

h(0) = 0 , então c1 = 0. Como c1 = 0, então h(x) = c2x. Derivando esta expressão,

tem-se h′(x) = c2 . Para x = L, tem-se h′(L) = c2. Mas h′(L) = 0, ou seja, c2 = 0, logo

para λ = 0, tem-se h(x) = 0.

Se λ > 0, a equação caracteŕıstica associada é m2+λ = 0, tendo como soluções

m1 = ei
√
λx e m2 = e−i

√
λx e portanto, a solução da EDO é dada por

h(x) = Acos
(
x
√
λ
)
+Bsen

(
x
√
λ
)
.

Para x = 0, h(0) = A. Como h(0) = 0, então A = 0. Dado que A = 0, então

h(x) = Bsen
(
x
√
λ
)
.

Derivando esta expressão, tem-se

h′(x) =
√
λBcos

(
x
√
λ
)
,

substituindo x = L, resulta que h′(L) =
√
λBcos(L

√
λ). Mas, h′(L) = 0, então

√
λBcos

(
L
√
λ
)
= 0,

de onde se tem então que cos(L
√
λ) = 0, ou seja, L

√
λ =

π

2
(2n+ 1), isto é,

λ =
π2

4L2
(2n+ 1)2,

∀n ∈ Z.
Portanto, a solução da EDO é dada por h(x) = Bsen

(√
π2

4L2 (2n+ 1)2x
)
, ou
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ainda, h(x) = Bsen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
.

Substituindo λ =
π2

4L2
(2n+ 1)2 na EDO g′(t) + λα2g(t) = 0, tem-se

g′(t)+
π2

4L2
(2n+1)2α2g(t) = 0, que é uma EDO de variável separável cuja solução é dada

por g(t) = ke
−π2(2n+ 1)2α2

4L2
t
, onde k = ec3 .

Portanto, a solução desejada é escrita como

u2n+1(x, t) = c2n+1 · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n+1)2α2

4L2 t,

onde c2n+1 = k ·B e pelo prinćıpio da superposição de soluções, tem-se então

u(x, t) =
∞∑
n=0

c2n+1 · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n+1)2α2

4L2 t.

Substituindo t = 0 em u(x, t) =
∞∑
n=0

c2n+1 · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n+1)2α2

4L2 t,

tem-se u(x, 0) =
∞∑
n=1

c2n+1 · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
, como u(x, 0) = f(x), então

∞∑
n=1

c2n+1 ·sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
= f(x) que é uma série de Fourier de senos de ı́ndices ı́mpares

da f(x). Para determinar os c2n+1 é necessário fazer uma extensão da f(x) até 2L para

que seja simétrica em relação a reta x = L, lembrando que ela está definida apenas para

0 ≤ x ≤ L. Deste modo,

c2n+1 =
2

L

∫ L

0

f(x) · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
dx.

Exemplo 4.4 Determine uma solução formal do problema de condições de contorno e

iniciais dado por


∂u

∂t
= 4

∂2u

∂x2
, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = 0 e ux(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = 3, 0 ≤ x ≤ π

.

Solução: As condições de contorno dadas, indicam que se trata de um problema de fluxo

de calor em uma barra de extremidades isoladas, logo a solução é dada por

u(x, t) =
∞∑
n=0

c2n+1 · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n+1)2α2

4L2 t.

Dado que c2n+1 =
2

L

∫ L

0

f(x) · sen
(π(2n+ 1)

2L
x
)
dx, L = π e f(x) = 3, então
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c2n+1 =
6

π

∫ π

0

sen
(π(2n+ 1)

2π
x
)
dx, ou seja, c2n+1 =

6

π

∫ π

0

sen
(2n+ 1

2
x
)
dx, resolvendo-

se a integral resultante, tem-se então que

c2n+1 = − 12

π(2n+ 1)
cos

(2n+ 1

2
x
)∣∣∣∣π

0

,

de onde se tem então que c2n+1 =
12

π(2n+ 1)
.

Assim, a solução do problema é escrita da seguinte forma

u(x, t) =
12

π

∞∑
n=0

1

2n+ 1
· sen

(2n+ 1

2
x
)
· e−(2n+1)2t.

Mas então, se T1 ̸= 0 como seria a solução do problema cujas condições de

contorno são mistas? Considerando uma barra homogênea de comprimento L onde um

dos extremos dela é mantida a temperatura T não nula fixa e a outra é isolada, neste caso

as condições de contorno são da forma u(0, t) = T1 e ux(L, t) = 0, ∀t > 0. Seja f(x) a

temperatura inicial em toda barra, o fluxo de calor através de uma seção reta da barra,

é proporcional à taxa de variação da temperatura na direção x. Se esta barra satisfaz

os prinćıpios f́ısicos descritos, então sua temperatura u(x, t) é determinada mediante o

problema de condições iniciais e de contorno


∂u

∂t
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = T1 e ux(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ L

.

Como o problema é não homogêneo, torna-se necessário reduzir o mesmo para

um problema homogêneo já visto anteriormente, admitindo que quando t → ∞ é al-

cançada uma temperatura estacionária v(x), que independe do tempo t. Dado que v(x)

deve satisfazer a equação do calor, tem-se que α2v′′(x) = 0, v′′(x) = 0, 0 < x < L.

Integrando esta última expressão duas vezes, tem-se v(x) = Ax + B. Desde que a v(x)

satisfaz a equação do calor, então v(0) = T1 e v′(L) = A. De onde se tem que A = 0 e

B = T1, o que implica que v(x) = T1, que é a temperatura do estado estacionário.

Escrevendo u(x, t) como a soma de temperatura estacionária com a tempera-

tura transitória w(x, t), tem-se então que u(x, t) = v(x)+w(x, t). As derivadas parciais da

igualdade acima são uxx(x, t) = v′′(x) + wxx(x, t) e ut(x, t) = wt(x, t). Substituindo essas

derivadas parciais na equação do calor, tem-se então que α2(v′′(x) +wxx(x, t)) = wt(x, t),

o que implica que α2wxx(x, t) = wt(x, t), pois v′′(x) = 0 . De u(x, t) = v(x) + w(x, t),

tem-se que w(x, t) = u(x, t)−v(x). Fazendo x = 0, tem-se que w(0, t) = u(0, t)−v(0), mas

u(0, t) = T1 e v(0) = T1, logo w(0, t) = T1 − T1 = 0. Derivando w(x, t) = u(x, t) − v(x)
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em relação a x, tem-se então que wx(x, t) = ux(x, t) − v′(x). Fazendo x = L, tem-se

wx(L, t) = ux(L, t)− v′(L), mas ux(L, t) = 0 e v′(L) = A = 0, logo wx(L, t) = 0− 0 = 0.

Fazendo agora t = 0, tem-se então que que w(x, 0) = u(x, 0)− v(x), mas u(x, 0) = f(x) e

v(x) = T1, o que implica que w(x, 0) = f(x)−T1. Portanto, a solução da temperatura tran-

sitória é dada resolvendo o problema


α2wxx(x, t) = wt(x, t), ∀t > 0 e 0 < x < L

w(0, t) = wx(L, t) = 0, ∀t > 0

w(x, 0) = f(x)− T1, 0 ≤ x ≤ L

que é exatamente o problema resolvido anteriormente cuja solução é dada por

w(x, t) =
∞∑
n=1

c2n−1 · sen
(π(2n− 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n−1)2α2

4L2 t,

onde se tem que

c2n−1 =
2

L

∫ L

0

(f(x)− T1)sen
(π(2n− 1)

2L
x
)
dx.

Segue então que a solução desejada é dada por

u(x, t) = T1 +
∞∑
n=1

c2n−1 · sen
(π(2n− 1)

2L
x
)
· e−

π2(2n−1)2α2

4L2 t.

Exemplo 4.5 Considere uma barra uniforme de comprimento L = 30 com distribuição

inicial de temperatura dada por f(x) = 30−x. Suponha que a temperatura na extremidade

x = 0 é mantida a 40◦C, enquanto a extremidade x = L está isolada, de modo que não

há fluxo de calor através dela. Encontre a temperatura u(x, t), onde α2 = 1
u(0, t) = 40, ∀t > 0

ux(L, t) = 0, ∀t > 0

f(x) = 30− x, 0 < x < 30

.

Solução: Note então que L = 30 e T1 = 40, deste modo

c2n−1 = − 1

15

∫ 30

0

(10 + x)sen
(π(2n− 1)

60
x
)
dx,

aplicando o método de integração por partes, tem-se então que

c2n−1 = − 1

15

[
− 60(10 + x)

π(2n− 1)
cos

(π(2n− 1)

60
x
)
+

3600

π2(2n− 1)2
sen

(π(2n− 1)

60
x
)]∣∣∣∣30

0

,
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e que ao substituir os limites de integração tem-se

c2n−1 =
40

π2(2n− 1)2

(
6(−1)n − π(2n− 1)

)
e que a solução geral é dada por

u(x, t) = 40 +
40

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

(
6(−1)n − π(2n− 1)

)
· sen

(π(2n− 1)

60
x
)
· e−

π2(2n−1)2

3600
t.

4.5 UMA FONTE DE CALOR EXTERNA

Considere o problema do fluxo de calor em uma barra metálica de compri-

mento L e que esteja em contato com uma fonte ou um sumidouro externo de calor.

Nessas condições, a equação do calor é dada por ut = α2uxx + s(x), onde o termo s(x)

funciona como agente externo sendo positivo para uma fonte e negativo no caso de ser um

sumidouro. Supondo então que as condições de contorno são u(0, t) = T1 e u(L, t) = T2,

cuja condição inicial dada por u(x, 0) = f(x), a solução do problema é dada da seguinte

forma: u(x, t) = v(x) + w(x, t), onde v(x) é a temperatura do estado estacionário sendo

então a solução do problema de contorno

α2v′′(x) = −s(x)

v(0) = T1, v(L) = T2

e w(x, t) é a temperatura transitória.

De u(x, t) = v(x) + w(x, t) tem-se w(x, t) = u(x, t)− v(x). Para x = 0 tem-se

w(0, t) = u(0, t)−v(0), como u(0, t) = T1 e v(0) = T1, dáı segue então que w(0, t) = 0. Para

x = L tem-se w(L, t) = u(L, t) − v(L), como u(L, t) = T2 e v(L) = T2, logo w(L, t) = 0.

Por outro lado, para t = 0 tem-se w(x, 0) = u(x, 0) − v(x), como u(x, 0) = f(x) então

w(x, 0) = f(x)− v(x).

As derivadas parciais de u(x, t) = v(x) + w(x, t) são ut(x, t) = wt(x, t) e

uxx(x, t) = v′′(x)+wxx(x, t). Mas v′′(x) = − 1

α2
s(x), logo uxx(x, t) = − 1

α2
s(x)+wxx(x, t).

Substituindo estas derivadas parciais em ut(x, t) = α2uxx(x, t) + s(x), tem-se

wt(x, t) = α2
(
− 1

α2
s(x) +wxx(x, t)

)
+ s(x), isto é, wt(x, t) = −s(x) + α2wxx(x, t) + s(x),

de onde se tem então que

wt(x, t) = α2wxx(x, t).

Portanto, a solução da temperatura transitória (transiente) é encontrada ao

resolver o problema 
wt(x, t) = α2wxx(x, t), 0 < x < L

w(0, t) = w(L, t) = 0, ∀t > 0

w(x, 0) = f(x)− v(x), 0 ≤ x ≤ L
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cuja solução é dada por

w(x, t) =
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t,

sendo

cn =
2

L

∫ L

0

(
f(x)− v(x)

)
· sen

(nπx
L

)
dx.

Segue então que a solução do problema inicial é dada por

u(x, t) = v(x) +
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t.

Exemplo 4.6 Suponha que α2 = 1 e s(x) = k uma constante, encontre v(x). Suponha

que T1 = T2 = 0, L = 20, k = 1
5
e f(x) = 0, 0 < x < L, determine u(x, t).

Solução: Dado que α2v′′(x) = −s(x), tem-se que v′′(x) = −k. Integrando esta expressão

duas vezes em relação a x, tem-se v(x) = −k x2

2
+ c1x + c2. Como v(0) = T1 = 0 tem-se

c2 = 0. Mas v(L) = v(20) = T2 = 0, logo −1
5
· 202

2
+ 20c1 = 0, isto é, −400

10
+ 20c1 = 0, dáı

que c1 = 2. Segue então que, v(x) = −x2

10
+ 2x.

Para determinar u(x, t), é necessário encontrar a temperatura transitória, cuja

solução é dada por

w(x, t) =
∞∑
n=1

cn · sen
(nπx

L

)
· e−

n2π2α2

L2 t,

sendo

cn =
2

L

∫ L

0

(
f(x)− v(x)

)
· sen

(nπx
L

)
dx.

Como f(x) = 0 e L = 20, então

cn =
1

10

∫ 20

0

(x2

10
− 2x

)
· sen

(nπx
20

)
dx.

Integrando por partes, considerando z = x2

10
− 2x, então dz = (x

5
− 2)dx e

dy = sen
(nπx

20

)
dx, isto é, y = − 20

nπ
cos

(nπx
20

)
, segue então que,

cn =
1

10

[
− 20

nπ

(x2

10
− 2x

)
· cos

(nπx
20

)∣∣∣∣20
0

+
20

nπ

∫ 20

0

(x
5
− 2

)
· cos

(nπx
20

)
dx

]
,

que ao substituir os limites de integração, se anula a primeira expressão, resulta então que

cn =
2

nπ

∫ 20

0

(x
5
−2

)
·cos

(nπx
20

)
dx, integrando novamente por partes a integral resultante,

sendo z = x
5
− 2, isto é, dz = 1

5
dx e dy = cos

(nπx
20

)
dx, então, y =

20

nπ
sen

(nπx
20

)
. Logo,
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sendo

cn =
2

nπ

[ 20

nπ

(x
5
− 2

)
· sen

(nπx
20

)]∣∣∣∣20
0

− 20

nπ
· 1
5

∫ 20

0

sen
(nπx

20

)
dx,

de onde se pode notar que ao substituir os limites de integração, a primeira expressão se

anula, logo cn = − 8

n2π2

∫ 20

0

sen
(nπx

20

)
dx, integrando a expressão anterior, tem-se então

que

cn =
160

n3π3
cos

(nπx
20

)∣∣∣20
0

=
160

n3π3

(
cos(nπ)− cos(0)

)
=

160

n3π3

(
(−1)n − 1

)
.

Como cn =

0, se n é par

− 320

n3π3
se n é ı́mpar

Logo c2k−1 = − 320

(2k − 1)3π3
, dáı que a solução da temperatura transitória é dada por

w(x, t) = −320

π3

∞∑
k=1

1

(2k − 1)3
· sen

(nπx
20

)
· e−

(2k−1)2π2

400
t

e portanto, a solução do problema é dada por

u(x, t) = −x2

10
+ 2x− 320

π3

∞∑
k=1

1

(2k − 1)3
· sen

((2k − 1)πx

20

)
· e−

(2k−1)2π2

400
t.

4.6 EQUAÇÃO DO CALOR NA RETA

Nas seções anteriores deste caṕıtulo vimos a solução da equação do calor via

séries de Fourier. Tal procedimento foi aplicado considerando que a distribuição inicial da

temperatura é uma f(x) definida em um certo intervalo e periódica de um certo peŕıodo

T . Esta seção tem por finalidade explorar um pouco o problema de calor numa barra

infinita. A distribuição inicial da temperatura no instante t = 0 continua sendo f(x).

Para encontrar a solução da equação do calor, será aplicada a Transformada de Fourier e

a sua inversa. Como a função temperatura u(x, t) é uma função de duas variáveis sendo x

a posição ao longo da barra e t o tempo, se fixarmos a variável t teremos então que u(x, t)

passa a ser uma função de uma variável x. Deste modo, ao aplicarmos a Transformada

de Fourier de u(x, t) com relação a x, teremos então

F(u(x, t))(ω) = û(ω, t) =

∫ +∞

−∞
u(x, t)e−iωxdx.

Pelas propriedades das Transformadas de Fourier vistas no caṕıtulo 3, teremos
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então

F(ux(x, t)) = F
( d

dx
(u(x, t))

)
=

∫ +∞

−∞

d

dx
u(x, t)e−iωxdx = iωû(ω, t).

F(uxx(x, t)) = F
( d2

dx2
(u(x, t))

)
=

∫ +∞

−∞

d2

dx2
u(x, t)e−iωxdx = −ω2û(ω, t).

F(ut(x, t)) = F
( ∂

∂t
(u(x, t))

)
=

∫ +∞

−∞

∂

∂t
u(x, t)e−iωxdx =

∂

∂t

∫ +∞

−∞
u(x, t)e−iωxdx =

∂

∂t
û(ω, t).

Considere então o seguinte problema:
u ∈ C2

(
R× (0,∞)

)
∩ C

(
R× (0,∞)

)
α2uxx = ut, (x, t) ∈ R× (0,∞)

u(x, 0) = f(x), x ∈ R

(45)

Aplicando a Transformada de Fourier em ambos os membros de (45), tem-se:

F(α2uxx(x, t)) = F(ut(x, t)) e de acordo as propriedades mencionadas acima, segue então

que
∂

∂t
û(ω, t) = −α2ω2û(ω, t).

Aplicando a Transformada de Fourier em u(x, 0) = f(x), tem-se então que û(ω, 0) = f̂(ω).

Diante do exposto, temos o seguinte problema a resolver ∂
∂t
û(ω, t) + α2ω2û(ω, t) = 0,∀x ∈ R, t > 0

û(ω, 0) = f̂(ω),∀ω ∈ R
. (46)

Note então que a identidade (46) representa uma EDO linear em t pois o ω é

uma constante. Tem-se ainda que se trata de um problema de valor inicial. A solução da

EDO resultante é û(ω, t) = c(ω)e−α2ω2t. Substituindo t = 0 na solução da EDO, obtém-se

então que c(ω) = f̂(ω). Portanto, a solução particular da EDO é dada por

û(ω, t) = f̂(ω)e−α2ω2t. (47)

Aplicando a Transformada Inversa de Fourier em ambos membros de (47), isto

é, F−1(û(ω, t)) = F−1(f̂(ω)e−α2ω2t), segue que

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)e−α2ω2teiωxdω. (48)



66

A identidade (48) é a solução da Equação do Calor numa barra infinita e note

que há uma grande diferença entre a solução encontrada para o caso de uma barra finita

em relação ao caso da barra infinita. No primeiro caso, a solução da Equação do Calor

era dada em função de uma Série de Fourier de senos ou de cossenos, enquanto que para

o caso da barra infinita a solução é dada em função de uma integral imprópria.
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5 CONCLUSÃO

Este trabalho teve como objetivo geral analisar o processo de fluxo de ca-

lor numa barra metálica homogênea e de forma espećıfica avaliar os casos posśıveis das

condições de contorno bem como demonstrar a solução de cada condição de contorno

estudado nesse trabalho usando o método de separação de variáveis, as séries de Fourier

e as transformadas de Fourier.

É notário perceber-se ao longo deste trabalho que a função temperatura é

uma função de duas variáveis, ou seja, para determinarmos a temperatura ao longo da

barra seja finita ou infinita, precisamos da posição e do instante em que se pretende

determinar a temperatura. Vimos diferentes condições de contorno e que dependendo

do caso, a solução de cada problema foi encontrada usando o método de separação de

variáveis e as séries de Fourier para o caso da barra finita e a transformada de Fourier

para o caso da barra infinita. O método de separação de variáveis permitiu-nos reduzir

uma Equação Diferencial Parcial para duas Equações Diferenciais Ordinárias, em que uma

dependia somente de x e a outra dependia de t. Para a resolução das respectivas equações,

foi necessário ter um conhecimento prévio sobre as Equações Diferenciais Ordinárias de

variável separável e as Equações Diferenciais Ordinárias Lineares homogêneas de segunda

ordem com coeficientes constantes.

A Equação do Calor tem uma importância histórica muito grande, pois a partir

dela o matemático e f́ısico francês Jean-Baptiste Joseph Fourier desenvolveu as Séries de

Fourier. A Transformada de Fourier que trouxemos neste trabalho são apenas noções

básicas sem fazer um estudo profundo delas, pois o intuito era facilitar nossa comparação

entre a solução da Equação do Calor obtida para o caso de uma barra finita e da barra

infinita. É um tema vasto que se fôssemos explorar poderia ser um outro TCC, portanto,

para quem quiser aprofundar seu estudo sobre as Transformadas de Fourier indicamos

livros como (FIGUEIREDO, D. G. de., 1977) (IÓRIO, V., 2005), (RAMOS, E. E., 2008)

ou (SANTOS, R. J., 2011), dentre outros.
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Matemática , Tomo I. URSS: Editorial Mir Moscú, 1984.
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