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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a classificacao das algebras
de Leibniz nilpotentes de dimensao 4 sobre um corpo de caracteristica 2. Para isso inicial-
mente é feito estudo das bases da teoria das dlgebras nao lineares e as algebras de Leibniz
em particular. Em seguida sao considerados alguns resultados sobre as algebras de Leibniz
nilpotentes. Seguindo a classificacao desenvolvida em (Camacho et al. 2010)), demonstra-
mos com a precisao de isomorfismo que existam 15 algebras de Leibniz nilpotentes de

dimensao 4 sobre corpo de caracteristica 2.

Palavras-chave: Algebras de Leibniz. Algebras de Dimensao Finita. Corpo de Carac-

teristica Finita.



ABSTRACT

The present work aims at presenting the classification of nilpotent Leibniz algebras of
dimension 4 over a characteristic 2. nilpotent Leibniz algebras of dimension 4 over a
body of characteristic 2. cially the basics of the theory of nonlinear algebras and Leib-
niz algebras in particular are studied. Leibniz algebras in particular. Then some re-
sults on nilpotent Leibniz algebras are considered. algebras. Following the classification
dev(Camacho et al. 2010), we show with the isomorphism precision exist 15 nilpotent
Leibniz algebras of dimension 4 over body of characteristic 2.

Keywords: Leibniz Algebras. Finite Dimensional Algebras. Finite Characteristic Field.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho estuda élgebras de Leibniz, uma generalizagao de algebras
de Lie que sao estudadas ha varias décadas e tém intimeras aplicagoes em varias ciéncias
puras e aplicadas. As pesquisas sobre dlgebras de Leibniz comecaram mais tarde do que
sobre as algebras de Lie. Porém nas tltimas duas décadas foram obtidos varios resultados,
por exemplo, (Ayupov e Omirov 2001)), (Camacho et al. 2009) ou (Camacho et al. 2010),
que foram juntados em livro (Ayupov at. al. 2019).

E este trabalho tem como objetivo apresentar a classificacao das algebras de
Leibniz nilpotentes de dimensao 4 sobre um corpo de caracteristica 2.

Para isso inicialmente é feito estudo das bases da teoria das algebras nao line-
ares e as algebras de Leibniz em particular. Em seguida sao considerados alguns resul-
tados sobre as dlgebras de Leibniz nilpotentes. Seguindo a classificagao desenvolvida em
(Camacho et al. 2010), demonstramos com a precisao de isomorfismo existam 15 &lgebras

de Leibniz nilpotentes de dimensao 4 sobre corpo de caracteristica 2.

1.1 Breve historia da algebra de Leibniz

A palavra algebra tem origem &rabe, al-jabr (as vezes transliterada al-jebr),
usada no titulo de um livro ((Baharuddin e Abdullah 2014))), escrito em Bagda por volta
do ano 825 pelo matemético &rabe Mohammed ibn-Musa al Khowarizmi.

A algebra de Leibniz é uma generalizacao das algebras de Lie e essas algebras
preservam uma propriedade tinica das algebras de Lie que os operadores de multiplicacao
corretos sao derivacoes. Elas foram chamadas pela primeira vez de D-algebras no artigo
(Blokh 1965) publicado na década de 1960 para indicar suas estreitas relagbes com as
derivagoes. A teoria das D-algebras nao recebeu grande aten¢ao imediatamente apés sua
introducao. Mais tarde, as mesmas algebras foram introduzidas por J.-L. Loday em 1993
(Loday e Pirashvili 1993) que as chamou de élgebras de Leibniz devido a identidade que
elas satisfazem. A principal motivacao para a introducao das algebras de Leibniz foi para

estudar a periodicidade de fendmenos na K-Teoria algébrica.
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2 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE ALGEBRA

2.1 As Aalgebras nao lineares, dimensao finita e isomorfismo das

algebras

Uma algebra A é um espaco vetorial V sobre um corpo F equipado por uma

operacao binaria: A : V xV . O espaco vetorial V' é chamado o espago vetorial subjacente.

No livro (Ayupov at. al. 2019) V' é assumido como sendo de dimensao finita sobre o corpo

de nameros complexos, embora muitos das declara¢oes podem ser provadas sobre os corpos

de caracteristica diferente de dois.

Exemplo 2.1.1 (Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019))

1.

Qualquer corpo é uma algebra sobre si mesmo e sobre seu subcorpo. Particular-

mente, os corpos numéricos Q, R, C sao exemplos de élgebras.

O conjunto de polindémios F[xq, xo, ..., z,,| nas variaveis x1, o, ..., z,, com coeficientes

de um corpo F é uma algebra sobre F.

A algebra livte R = F < x4y, 29, ...,x, > sem mudancas de variaveis x1, s, ..., Tp,
com coeficientes de um corpo F. Uma base de esta algebra consiste em x1, xs, ..., z,

multiplicagao nesta base é simplesmente uma concatenagao de palavras.
O conjunto de n x n matrizes com entradas em um corpo F é uma algebra sobre F.

O conjunto de endomorfismos Endg(V') de um espago vetorial V' sobre um corpo F

¢ uma algebra sobre .

O(IF)z{(?1 ;>a,ﬁ€]F e u,v€F3}

Defina a operagao binaria A em O(F) como segue:

NEEE v oz\ ) ay + (u, w) az+0u—vXxXw
u B8)'\w 6) ) \uy+Bw—ux:z B+ (v, 2),

onde (x1,r9) € T3 X x9 sd@0 os produtos interno e vetorial dos vetores zy,zy € T,

. Vamos considerar

respectivamente. Entdo (O(F),+, ) é uma &lgebra sobre F chamada de algebra

matricial de Cayley-Dickson.

Se {ej, €9, ...,e,} € uma base do espago vetorial V' entdo os coeficientes ij, onde

k =1,2,...,n das combinagoes lineares
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AMz,Y) = vajek para i,j=1,2,...,n
k=1

sao chamados de constantes estruturais da algebra &t com base {ej, es, ..., e, }. Por-
tanto, se fixarmos uma base do espaco vetorial subjacente V' sobre um corpo F
entao todas as estruturas algébricas possiveis sobre V' podem ser identificados por
pontos {%"3} de n3-dimensional um espaco F™*. Observe que as constantes es-
truturais determinam completamente o produto de quaisquer dois elementos z =

aie1 + agey + -+ ape, ey = Brer + Paes + - - - + Bhe, do seguinte modo:

Ma,y) =) aiBiMene;) = Y aiBfier

ij=1 ij=1
Assim, a estrutura de uma algebra pode ser completamente determinada fornecendo
suas constantes estruturais. Tal definicao é chamada de determinagao pelas constan-
tes estruturais . O produto A(z,y) dos elementos = e y de uma algebra é denotado
por x -y, x*y,x*y,[r,y] ou apenas xy etc., em cada um dos casos acima, fica claro
a partir do contetdo da discussao o que meios de notacao especificos.

Seja (R, A1) e (Ra, Ag) ser duas algebras com operagoes binérias A; e Ay, respecti-

vamente. A fungao f: R — R é um homomorfismo se

fi(z,y) = Xa(f(x), f(y)) paratodo z,y € Ry.

Um homomorfismo bijetivo é chamado isomorfismo, esta relacao é denotada de
7 =27 Um automorfismo de uma algebra R é um isomorfismo em si mesmo. O
conjunto de todos os automorfismos de uma algebra # forma um grupo com relagao
a composi¢ao, o grupo é denotado por AutR:

Uma transformagao linear 2 : ® — R é chamado de involugao se

u(z)) =z e (xy) =21(z)(y) paratodo z,y € R.

Exemplo 2.1.2 (Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019)) A dlgebra (O(F), \) dada

no Exemplo anterior tem uma involucdo assim definido:
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Defini¢ao 2.1.1 Um subespago S de uma dlgebra (R, \) € dito ser uma subdlgebra, se
A(S,S)C S, ouseja, A(z,y) €S para qualquer x,y € S.
Exemplo 2.1.3 (Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019)) Seja f : Ry — Ry um homo-
morfismo de dlgebras. Entao a imagem
Imf={yeRe|TIr eRy:y=f(x)}

é uma subalgebra de R,.
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3 ALGEBRA DE LEIBNIZ

3.1 Introducgao & Teoria de algebras de Leibniz

O conceito de algebra de Leibniz foi introduzido por Loday no estudo da
(co)homologia de Leibniz como um analogo nao comutativo de (co)homologias das al-
gebras de Lie, ou seja, as algebras de Leibniz sao as generalizagoes das algebras de Lie
(Ayupov at. al. 2019).

Definicao 3.1.1 Uma dlgebra linear é chamada de dlgebra de Leibniz se sua multiplica¢ao

satisfaz a identidade de Leibniz:
(zy)z = (z2)y + (yz)

3.2 Exemplos das algebras de Leibniz
Estes exemplos foram construidos durante o trabalho.

Exemplo 3.2.1 Seja A uma R - dlgebra. Definimos o endomorfismo 0, em A como a

multiplicagao por elemento z a direita pela regra:

0-(wy) = d.(2)y + 20.(y)

Essa forma da aplicacao é semelhante a regra de derivacao do produto.

(zy) =2y + xy’

Portanto o endomorfismo ¢, é chamado de diferenciacao de A. Substituindo a anotacao

de ¢, pela multplicacao por z a direita, temos a identidade de Leibniz:

r(yz) = (vy)z — (z2)y

Logo, (A, +,9,) é uma algebra de Leibniz.
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Definicao 3.2.1 Um espacgo vetorial sobre um anel K é chamado de K-mddulo.
Exemplo 3.2.2 Seja g uma dlgebra de Lie e M um g - modulo. O espago vetorial
Q=9gDM com a multiplicagio

<xz+myy+n>=x,yl+my

onde, xt,y € g e m,n € M ¢ uma dlgebra de Leibniz. Verificaremos a identidade de
Leibniz,

<< m+m, < y+n, z+k >y>y=<< x+m,y+n >y, 2k >y — << x+my 2k >, y+n >y
<z+my, 2zl +nz>y=<|r,yl+my,z+k>y — <[r,z] +mz,y+n>y
[z, [y, 2l] + mly, 2] = [[z,y], 2] + (my) 2 — [[, 2], y] — (m2)y
m(yz) —m(zy) = (my)z — (m2)y

Exemplo 3.2.3 Seja g uma dlgebra de Lie . O espago vetorial L = g @& g com a multi-
plicacao
<r®y,adb>= [z, [a,b)] By + 2y, la,b]]

L é uma algebra de Leibniz.

3.3 Algebra de Leibniz Nilpotente de baixa dimensao

Essa secao contém alguns resultados que estao ligados com a algebra de Leibniz
Nilpotente e suas subclasses. Existem resultados sobre a classificacao de P-filiforma,
algebra de leibniz quase filiforma. Elas podem ser encontradas, por exemplo, nos artigos
(Camacho et al. 2009) e (Camacho et al. 2010]).

Definigao 3.3.1 Seja (L[,]) uma dlgebra de Leibniz. Definimos sua série central inferior
por:

L'=1L, L[F'=[LF 1], k>2

Y

Definicao 3.3.2 A dlgebra de Leibniz L com a série central inferior convergente para
zero € chamada de nilpotente, em outras palavras, L € nilpotente se existir um n € N
tal que L™ = 0. O numero minimo n com tal propriedade é considerado o indice de
nilpoténcia.

Definicao 3.3.3 Uma dlgebra de Leibniz L € considerado um K-filiforma, se
diml>=n—k—-1 e dimL'=n—k—(i—1), onde 3<i<n

n € o indice de nilpoténcia.

No artigo (Ayupov e Omirov 2001)) foi demonstrado que algebras de Leibniz

O-filiformas cada dimensao fixa sao isomorfas, ou seja, existe tnica algebra de Leibniz
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0-filiforma em qualquer dimensao fixa. Esse fato é inerente apenas as algebras de Leibniz,
ou seja, ndao ha um O-filiforma na algebra de Lie. (Ayupov at. al. 2019)

A classe de um-filiforma (citado no livro (Ayupov at. al. 2019) como "fili-
forma", como na algebra no artigo (Vergne 1966))), denotado por Lb,, é a parte mais
desenvolvida de LN,,, que é o foco do livro (Ayupov at. al. 2019).

Existem resultados de classificacao em éalgebras de Leibniz de K-filiforma tam-
bém, mas a técnica aplicada no artigo (Vergne 1966)) é ligeiramente diferente do que vai
ser considerada aqui.

Comecamos com a montagem de algumas observagoes simples sobre as algebras
associativas e de Leibniz.

Seja L uma algebra associativa nao-unital e também seja A uma algebra asso-

ciativa, obtida de L pela unidade externa adjacente A = C1 & L. Dai segue:

Proposigao 3.1 Seja L uma dlgebra associativa nilpotente com a dimensao finita, entao

a dlgebra A = C1 & L nao contém um idempotente nao-trivial.

Seja A uma algebra, o elemento a € A é o idempotente em A, se

Esta prova foi feita durante o desenvolvimento do trabalho.
Prova: Seja 1 4+ a um elemento idempotente de A = C1 & L, onde a é um
elemento de L com indice de nilpoténcia m (a™ = 0)

I+a=(1+a)",para Vn €N tal que a>2 (1)

por outro lado, utilizando o binémio de Newton, teremos
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multiplicando ambos os lados da igualdade acima por a™ 2, teremos

0=(n—1a™ "+ (n) qmth=2
(n—1) kZQ )

note que,

dai, segue que

sabemos que n — 1 # 0, portanto

a1t =0

Observe que aqui o indice de nilpotencia de a é m — 1 o que mostra a con-
tradigao. Portanto A nao tem idempotente nao trivial, ou seja, 1 + a nao pode ser um
idenpotente.

Observagao: O tnico idempotente é 1.

Proposicao 3.2 Se a dlgebra de Leibniz tem L3 = 0, ela é associativa.

Demonstracao: Sabemos que uma &lgebra de Leibniz é definida pela identidade

a(bc) = (ab)e — (ac)b

e por hipotese temos que

LP=0= L= [[L,L],L] =0
ou seja,

[a7 [b7 CH = Ha’7 b]7 C] - HCL7 C]a b]

L sera associativa se, e somente se,

[[a, 8], ¢] = [a, [b,c]

Sabemos que,

[[a,b],c] € [[L, L], L] = [[a,b],c] =0

e por outro lado pela identidade de Leibniz temos que
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la,[b,c] =0

Portanto L ¢é associativa.

Seja L uma 4lgebra de Leibniz de dimensao finita com L3 = 0. Entao a 4lgebra
A = C1 @ L nao tem idempotente nao trivial.

Para as referéncias adicionais, declaramos o seguinte fato simples.
Proposicao 3.3 Sejam L; e Ly dlgebras associativos de dimensao finita sem unidade.
Entao,

Cop L, =ZC+ Ly, seesomente se, L1 = Lo

Demonstragao: (Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019) mas desenvolvemos mais os
célculos) Vamos dividir a demonstragao dessa proposi¢ao em duas partes:

Primeira parte: a) Sejam
CelLi=Cea L,
Entao, existe isomorfismo f:C® Ly — C&h Ly tal que
fd+a)=14as, onde a € L1 e ay€ Ly

l+a,— 14+ as

dai temos,
f(I+ay)=f(1)+ f(a;) — 1 + ag, portanto, f(a1) = as.

b) Agora mostraremos que a f preserva as operagoes entre os elementos da

algebra. Como a f é isomorfismo, isso implica que:

f((1+a)+(1+b))=(1+az)+ (1+bo)

dai segue que

f(a1 + bl) = ay + bg

entao,

f(A+a) + 1 +01) = [f(1) + fla)] + [f(1) + f(br)] =1+ az + 1 + by

multiplicando essas unidades acima por zero ( 0 € C ) teremos
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flar +b1) = fay) + f(b1) = az + by

portanto, podemos concluir que a soma é preservada. Agora veremos se a multiplicacao

é preservada.

[l +ar) - (T +0b1)) = f(1+aby) = f(1) + flarbr) = 1 + azby

multiplicando essa unidade por "0", teremos

f(a1b1) = agby

dai vimos que a multiplicagao é preservada, portanto por a) e b) podemos concluir que f

¢ um isomorfismo de LieL,.

Segunda parte: L; = L,, entao existe isomorfismo f : L; — Lo tal que
para VYa; € Ly, teremos f(a;) = ay (biunivoca).

Definimos a f da seguinte forma:

f(A+a) =14 f(a)

Agora mostraremos que a f é um isomorfismo entre C1 @& Ly e C1 & Ly. Ou seja, agora

veremos se a f preserva a operagao, entao observe que

fllar+a)+(1+0b)) = f(A4+(ar+b)) =14 f(ar+b) =14 as+ by
= 1+ fla) + f(b1) = (1 + f(ar)) + (1- 0+ f(b1))

o que mostra que a f preserva a operacao de soma e de forma analoga temos

f(l4ay) - f(1+0b1) = (14 fa) (I + f(br)) =1+ f(a1)f(br)

entao podemos concluir que a f também preserva a multiplicagao e consequentemente f
¢ isomorfo e C1 & Ly =2 C1 @ Lo.
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Para dada algebra n-dimensional de Leibniz L definimos o seguinte invariante
de isomorfismo:

(L) = (dimL', dimL?, ... dimL""; dimL™)

Evidentemente
dimL' > dimL? > --- > dimL"

Proposicao 3.4 Se for para uma dlgebra de Leibniz nilpotente L de dimensdo n os pri-
meiros dois componentes do invariante x(L) sao iguais an e n— 1, respetivamente, entao

L é uma dlgebra de Leibniz nulo-filiforma.

Demonstragao: Dado dimL =n, L™ =0 e por hipétese temos que

X(L)=(nn-1,..)

onde,

dimL' =n = {e1,ey,...,e,} ¢ a base de L

e também temos que

dimL? = dim[L, L] =n — 1

dai podemos supor que

{e1,e9,....,en_1} &abasede L2

E por outro lado, seja € L/L? entao z gera L.
Agora procuremos a base de L, e como ja sabemos que a dimL = n entao a

base de L sera

{z, [z, x], [z, z], x], ..., [[[[x, ], ], ,x]]}:

~

NV
11 vezes

Entao em L? temos os seguintes elementos de grau 3

[z, 2],2] e [z, [z, 2]] = [[x, 2], 2] = [[, 2], 2] = 0.

Portanto, a base de L? sera

{lz. 2], [z, 2], 2], ..., [[[z, 7], 2], ..., 2]}

(-

-~
n vezes
o que implica que a dimL? =n — 1.

Agora é preciso demonstrar que
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dimL' =n — (i —1).

Temos que a dimL? = n — 1, utilizando o principio da inducao finita, dai se suponhamos

que a

dimL' =n— (i — 1)

demonstraremos que dimL =n — ((i + 1) — 1). Sabendo que a base de L’ sera

{lz.2],...a], ... [z, 2], .., 2]}
Vv Vv
1 vezes L vezes

entao, a base Li*! onde, L't é dado por
L =L L]
e [L%, L] contém todos os elementos [y, 2], onde y € L e z € L portanto,

[z, ], ...,z], 2] & o elemento minimo
N~ ———
1 vezes

e 0 elemento maximo sera

portanto,

Entao L é 0-filiforme.

Teorema 3.1 A menos um isomorfismo, hd apenas uma n-dimensional dlgebra de Leibniz
nulo-filiforme. Ou seja, em cada dlgebra de Leibniz n-dimensional nulo-filiforme L existe

uma base {x1,xa,...,x,} em relacdo ao qual L tem a sequinte tabela de multiplicagio.

[x’hxl] = Tg+1, [1’17x]] = 07 1 < { < n— 17 .] 2 2 (3)

Prova: (Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019) mas desenvolvemos mais os
célculos) Seja L uma algebra de Leibniz nulo-filiforme de dimensao n e seja {1, za, ..., T, }
uma base de L tal que e; € L*/L*! com 1 < i < n (tal base pode ser escolhida sempre).

J& que ey € L?, para alguns elementos  agp, by, de L temos

€y = Z aplagy, bey|, onde agy, by € L
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A2p, b2p = {617 €2y -+ en}

dai por (3] temos

2 = Y ajlene) = afifer, ] + adsfers@] + - + ad [ea, 1] + absfer ] + -
= of[er,e1] + a3 e, e1] + a3 les, er] + - - -
= a%@ + agleg + a§164 + -

~~
*

onde (*) € L?, ou seja, es = a3 [e1, e1] + a3 ez + aZjeq + - -. Note que
es = aiiler,e1] #0 (o que implica que) ey ¢ L.
De forma anéloga, teremos
es = ajjllei, 5], ex] = o [ler, e1], 1] + ()
onde (x*) € L*. Note também que
es = aiy[ler, e1],e1] #0  (por outro lado ez ¢ L*).

Continuando da mesma forma, encontraremos o conjunto de elementos diferentes de zero

de L.

T = e1,%2 = |eq, e1], 23 = [[e1, e1], e1], ...,z = [[[e1, €1], €1], .., €]

Agora vamos demonstrar que xq, 2,23, ..., T, sao linearmente independentes(L.I). Pela

definicao temos que

Ty = €1,T2 1= [61,61],% = [[61761],61], vy Ly 1= [[[61761]761]7 ---;61]

onde z € R™.
Seja, {e1,€a,...,e,} uma base de L tal que ¢; € L'/L"" = e, € L'/L?, veja
que
[e1,e1] € L?

e pode ser escrita da seguinte forma

le1, €1] = qoes + agez + -+ - + apey,.
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Por outro lado temos

Brer + Baler, e1] = Prer + Pacges + Poases +--- =0 (4)

e por construgao temos que fie;+Paanes+Poczes+- - - € L., o que implica que 5, = B, = 0.

Agora tomando A1, Ag, A3, ..., A, € R, vamos mostrar que se
)\11’1 + )\2372 + )\35(]3 + -+ )\nl'n =0

segue que, A =X =A3=---=)\,=0.
Vamos demonstrar isso usando a indugao. A base da indugao segue do racioci-
nio anterior. Suponhamos que x1, xs, ..., x,_1 sao L.I e x1, x9, ..., 2,1, x, sao L.D. Entao

existam Aq, Ag, ..., A\,_1, A, nao todos nulos tais que
M1+ Xoxo+ -+ N1 Ty + A, =

= Aie1 + Aoler, er] + Asller, er], en] + -+ Aoallers ea], o, en] + Anl[lers ea], en], ..., e1] = 0.

Se A\, = 0, obtemos a contradigao com a suposicao. Entao A\, # 0 e podemos definir

Af=—=N\/A,parai=1,...,n— 1 e teremos:
)\n = )\T.Tl + )\;Qig + -+ )\Z?lxn,h
onde nem todos os A} sao nulos. Lembrando que

n n
1,29, ey T & L e x, €L

obtemos entao uma nova contradicao que mostra que x1,xs,...,, sao L.I., isto é, todos
os \; sao nulos (i =1,...,n).
)\161 + )\2[61, 61] + )\3[[61, 61], 61] + -4 )\n,l[[el, 61], ceey 61] + )\n[[[el, 61], 61], ceey 61] =0

e por construcao, isso é equivalente a

Az + NTa+ -+ A1 T + Az, =0

entao podemos concluir que A\jxq + Aoxs + -+ + A\p_12,-1 + Apxp, € LI, 0 que quer dizer

que

>\1:/\2:)\3:"':>\n:0-
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Agora continuando a nossa prova, podemos perceber que consequentemente
eles formam uma base de L . Por isso, [z;;x1] = ;01 para 1 <i<n-—1; além disso,

[z;;2;] =0 para j>2. Defato,se j=2 entdo

(i, wa] = [y, [21, 21]] = ([, 21], 1] — ([0, 21], 24] = 0.

Assuma que ¢é verdadeiro para j > 2. A validade para j+ 1 decorre da hipotese

indutiva e a igualdade

(i, j41] = [, [25, 21]] = [[25, 25], 21] — ([0, 71], 25] = 0.

Agora vamos verificar que [z;,z1] = 2,41 para 1 <i<n—1e [z;,z;] = 0 para
j = 2. De fato,

1.
pela definigao

[z 1] = [[[e1, 1], -, €1], €1] ~ z;+1

L J/
-~

1 vezes

2. Agora provaremos pelo principio da inducdo que para [z;,z;] = 0 com j < 2.
2.1 Para j =2
[wi; 2] = [[ler, e], .., €], [er, €]
N———

1 vezes

Pela identidade de Leibniz (I.L), teremos

[x1, 2] = [[e1,€1], ..., e1] — [[e1, €1], ..., e1] =0

- vy - vy
g g

(i+2) vezes (i+2) vezes

2.2 Suponhamos que seja verdade para j > 2 e [z;, z;] = 0. Mostraremos que [z;, zj41] =
0.

pela I.L
A~

[0, wjpa] = [, [z, 2] 7= [z, 2], 2] = ([0, 2], 5] = [0, 21 = [2440, 7] =0-0=0
0 Tit1

De agora em diante denotaremos a algebra com multiplicagao |3| por NF,,.
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14 ALGEBRA DE LEIBNIZ NILPOTENTE QUADRIDI-
MENSIONAL

Neste capittulo iremos expor a lista de todas as dlgebras de Leibniz nilpotentes
quadridimensional sobre o corpo de caracteristica 2. Essa classificagao esta baseada no
Teorema 4.3 que foi dado no capitulo 4 do livro (Ayupov at. al. 2019) , onde ha descrigao
de algebras filiformes nao anti-comutativas. Para encontrar outras algebras isomorfas,
usa-se a classificacdo de algebras associativas unitais de dimensao cinco (Mazzola 1979).
Da lista no artigo (Mazzola 1979)), de acordo com algumas restri¢oes, pegamos as algebras

de Leibniz.
Primeiro, fornecemos o seguinte resultado auxiliar.

Proposicao 4.1 :(Retirado do livro (Ayupov at. al. 2019)) Qualquer dlgebra de Leibniz
complexa nilpotente quadridimensional L pertence a um dos sequintes tipos de dlgebras.
1. Algebra de Leibniz nulo-filiforme, isto ¢ x(L) = (4,3, 2, 1);
2. Algebra de Leibniz filiforme, isto é x(L) = (4,2, 1,0);
3. Algebra associativas, com x(L) = (4,2,0,0) ou x(L)= (4,1,0,0);
4. Abeliano, isto é x(L) = (4,0,0,0).

Prova:
1. x(L) = (4,3,2,1). Pode se observar que

diml? = 4-0-1=3
diml? = 4—-0—-(3—-1)=2
dimL* = 4-0—-(4—-1)=1

Portanto, as algebras de Leibniz complexa nilpotente quadridimensional L. do tipo
X(L) = (4,3,2,1) sao nulo-filiforme pela Definigao.
2. x(L) = (4,2,1,0). L sera filiforme se, a dimL? = 2, dimL® = 1 e dimL* = 0. Entao

veja que pela Defini¢ao temos

diml* = 4—1—-(2-1)=2
diml? = 4-1-(3-1)=1
dimL* = 4—-1-(4-1)=1

Portanto, as algebras de Leibniz complexa nilpotente quadridimensional L do tipo
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X(L) = (4,2,1,0) sao filiforme pela definigao.
3. x(L)=1(4,2,0,0) ou x(L)=(4,1,0,0).
por x(L) = (4,2,0,0) pode se ver que

dimL = 4
dimL? = 2
dimL? = dimL*=0

{e1,€9,€3,64} ¢ uma base de L e {e1, €2} ¢ uma base de L? e também pode se notar
que [[z,y], 2] = [z, [y, 2]] = 0. E por outro lado x(L) = (4,1,0,0), pode se ver que
{e1} ¢ abase de L? e também [[x, y], 2] = [z, [y, 2] = 0. Portanto, as algebras de Leib-
niz complexa nilpotente quadrimensional L do tipo x(L) = (4,2,0,0) ou x(L)=
(4,1,0,0) s@o algebras associativas pela Defini¢ao.

4. x(L) = (4,0,0,0).
Pode-se ver que a dimL =4, dimL?> =0, dimL*>=0 e dimL*=0 o que nos

da que dado x,y € L teremos que

[z,y] =0

o que quer dizer que é abeliano (produto é nulo). Portanto, as dlgebras de Leibniz
complexa nilpotente quadrimensional do tipo x(L) = (4,0,0,0) sao abeliano por

definicao.

O resultado principal do presente trabalho se originou na classificagao das
algebras de Leibniz complexas nilpotentes quadridimensionais, apresentada e demonstrada
em (Camacho et al. 2010) e repetida em (Ayupov at. al. 2019). Apresentamos em seguida

o proprio teorema e a parte da demonstragao necesséria para a prova do nosso resultado.
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Teorema 4.1 A menos um isomorfismo, todas as estruturas algébricas de Leibniz nilpo-

tentes no espacgo vetorial quadrimensional sao fornecidas pelos sequintes representantes.

] = €2, [62,61] = ée3, [63,61] €4

] = €3, [617 62] = €4, [627 61] = €3, [63, 61] = €4
Rs: [61761] = €3, [62761] = €3, [63761]

]

Ry(a): le1, e

Rli [61,61

Ry: [eq, €1

€4

= €3, [61762] = «aeg, [62761] = €3, [62762] = €4, [63761] = €4, a <

Rs: [e1,e1] = e3, [er,es] =e4, les,er] =ey
Rg: [e1,e1] = e3, [ea,ea] =ey4, les,e1] =ey
Ry [er,e1] = eq, ez e1] =e3, les,e1] =eq, [e1,e2] = —e3, le1,e3] = —ey
Rs: [e1,e1] = eq, [ea,e1] =e3, les,er] =eq, [e1,62] = —ez+eq, [e1,e3] = —ey
Ry: [e1,e1] = eq, [ea,e1] =e3, lea,ea] =eq, [es,e1] =eq, [e1,ea] = —es+ 2ey,
[e1, €3] = —eq
Ryo: [61761] = €4, [62761] = €3, [62762] = €4, [63, 61] = €4, [61, 62] = —¢€3,
[61763] = —€4
Rii: [er,e1] =eq, e, ea] =e3, [ea,e1] = —e3, [ea, 2] = —2e5 + €4
Rio: [e1,e0) = €3, lea,e1] =eq, [eg, 0] = —e3
Riz(a): [e1,e1] = e3, [er,ea] =ey4, lea,e1] = —aes, les,e0] = —e4y, a€C
Rig(a): [er,e1] = eq, [er,e0] = aeq, [ea,e1] = —aeq, [ea 0] =e4, les,e3] = ey,
aeC
Rys [61762] = €4, [61763] = €4, [62761] = —€4, [62762] = €4, [63,61] = €4
Rig: [e1,e1] = eq, [e1,ea] = ey, [ea,e1] = —eq, [es,e3] = ey
Riz: le1,ea] = e3, [ea,e1] = eq
Rig: [e1,e2] =e3, [ea,e1] = —e3, [ea,ea] =€y
Rig: [eg,e1] = €4, [e2,e2] = €3
Royo(a): [er,e1] = eq, [ea,e1] =14+ a)/(1 —a)ey, [es,e0] =e3, a€C/{1}
Roy: [6’1762] = €4, [62761] = —€4, [6’3763] = €4
Ros: [61761] = €2
Ros: [er,e1] = ea, [es, €3] = eq
Roy: [e1,e0) = €3, [ea,e1] = —es
Ros: [61761] = €3, [61762] = €3, [62,62] = Pes
Rog: [e1,e1]) = €3, [e1,ea] =e3, [es,e1] =e€3
Ro7: [e1,e9) = €3, [ea,e1] = —e3, |er,es] =eq, [es,e1] = —ey
Rog: [e1,e1] = €3, [ea,e1] = €3

Em seguida apresentamos a parte da demonstracao desse teorema que usare-
mos para o nosso resultado. Ressaltamos que a ideia e métodos da demonstracao sao
mesmos & do livro (Camacho et al. 2010) com célculos e explica¢oes adicionais (que faci-

litam entendimento) feitos durante o trabalho.
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Prova: De acordo com a proposicao qualquer algebra de Leibniz nilpotente
quadrimensional é nulo-filiforme ou filiforme ou associativa. Deixa-nos considerar cada
uma dessas classes separadamente.

Seja L nulo-filiforme. Entao por Teorema ha apenas uma algebra de

Leibniz nulo-filiforme e pode ser dada pela tabela de multiplicagao:

[617 61] = €9, [627 61] = €3, [637 61] = €4

Este é Ry na lista.

Seja L agora uma &lgebra filiforme de Leibniz e {eq, e, 3, €4} seja uma base de
2

tal modo que e, ey € I €3€ 3 € €€ L?. Noés escolhemos a base {e1, €2, €3, ¢4}
de modo que [627 61] = €3, [637 61] = €4, [647 61] = 0.
Seja

[61, 61] = 1€z + €y, [62, 62] = Bies + Baey
le1, e2] = 71€3 + Yaey, [€3, €2] = 0164

[61, 63] = 0ge4, [62, 63] = 03e4

Aplicando a identidade de Leibniz, obtemos
0= [e, [e1, e1] = [e1, aues + ages] = auler, e3] + alerseq] = aidaey

0= [62; [61, 61] = [62, ajes + 04264] = 041[627 63] + O‘M: a103€4

dai deriva que a0 = 03 = 0
Caso 01: Seja oy # 0. Entao 9, = 93 =0

{ le1, e1] = ares + aqey, €2, €3] = Pres + Paey

le1, e2] = 71€3 + Y2e4, [€3, €2] = 0164

e tomando as bases da transformagao de seguinte modo
1 2 ;3 ;4
pode-se supor que oy = 1.

[6/176/1] = [0/16170/161] = (04/1)2[61, e] = (0/1)2(04163 + agey) = ar’es + aney

mas veja que,

()’ = a® = o) = Va2 =
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Logo,

e}, €1] = e3 + ey

[ella 6/2] = [0&617 91262] = 0413[617 eg) = 0413(7163 + Y2e4) = Y163 + Y264

[6’,27 6,2] = [041262, 041262] = a14[€2, 62] = 0414(5163 +2 64) = Pies + Paey

[63762] [041363,041262] = 0415[63, 62] = 0415(5164) = 0164

dai teremos,
/ A / I
(€1, €1] = €3 + aney, [€h, €] = PBres + Paes
!/ / / !/
€1, €3] = Y1e3 + e, [€5, 5] = d1ey
Colocando € = €] — aqey, e) = ey, ey = ey, el = €, derivamos ag = 0

Das igualdades

0 = [e1, [e5, ef] = [[e1, e5], €f] — [[e], 1], e5] = [[e1 — aael, 5], €) — anep] — [[ef —
agey, € — ageh], ] = [[e, en] €1] — [[er, e1], e5] = [[mes + yzea], ea] — [[es + azes, €5] =

71 [63, 61] - [63, 62] = Y164 — 0164,

0 = [e5, ez, e1] = [eh, €5, e1] = [lez, e1], eb] = [[Brez + Bacl], €1 — zes] —[[en, €f —

aaes], 5] = Biles, €f] — [[es, €1], e5] = Biles, €)] — [es, e5] = Bres — diey,

teremos: 1 = v = ¢;. Portanto fazendo as seguintes multiplicagoes teremos,

[, €7] = [e1 — el €] — anel] = [e}, €}] = €} + aae] = €}
[e3, €] = [e5, €] — ases] = [y, €1] — aolegres] = ¢;
[e], €3] = [€] — anes, €3] = [e], €3] — anlegr@s] = vies + Yoy = Bies + 1a€)
[€5, 3] = [eh, €3] = Bres + Bae

[e5, €1] = [€h, €} — anel] = [€f, €)] — anlefres] = [an’es, an'er] = ar'[ey, €f] = €]
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€5, €b] = [eh, 5] = drey = Prel

Portanto, a tabela de multiplicacdo de "L" tem a seguinte forma:

e, ef] = €3, [eh, e5] = Bres + Bael
€5, €f] = e, €5, e7] =€)
le1, 5] = Prey +ma€l, 5, eh] = fiey
" m m "

Tomando e = e, e =€) — Pre], ey = e}, e}’ = €] ,entao teremos:

) ef') = [ef — Bief. €] = [}, ef] = Bulef. el = ¢ — el = (1= )¢l

el ) = e ) = ¢

[6/1//’6/2//] = [ 1:62 /316 ] [@,1/’6/2/] [61761] M‘i‘ 7264 Jﬁ/reé/: 72621

el ) = (e, 4] = ¢

e, e5] = [ef — Biey, ey — Bie]] = (B2 — Bir)el = Byel

(€5, €5'] = [e5, €5 — Brei] = Bief — prely =

entao a tabela de multiplicacao sera da seguinte forma:

€] = (1 - Br)e
el et =

[, €3] = 72€)

e efl) = ¢

3
3 lea, ea] = Bye)
/

Se £, # 1, entao tomando as seguintes bases da transformacgao

e =(L—Puel’, e =ey, e =(1—=p) e, ef =(1—p)ef

dai tem-se

e, e’ T =[(1 = Bu)el’, (1 = Br)el'] = (1= B1)*[e], ef'] = (1 = By)"ef’ = eff

e, €] = [(1 = Bu)el,ex] = (1 = Bu)lel’, 5] = (1 — Bu)ae] = avelf’
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2
(1—p1)?

el e = [elfs (1= Bu)e] = (1= Bu)lells e = (1= Bi)(1 = Bu)ey = (1= y)2ely = e

onde, o =

[6?7 eév] = [6/2”> 6,2//] 5264

[63 761 ] [(1 - 51)26;,”, (1 — 51) //I] (1 — 51)3[6g’, ell”] — (1 _ 51)362’ _ 64

Vamos obter a familia das algebras

Fi(a,B) e el =5, e ex] =ae), ey el =¢y, [ey,ex] = Pocl, [e5 €] =€}
Se 8, = 1, entao obtemos uma familia de algebra
Fy(a,B) : [er,e1] =es, le1,ea] = aey, [ea,ea] = Pes, es,e1] = es.
Caso 02. Seja a; = 0. Tomando a mudanga de base
€] =eq, ey =ey— 0161, €y =e3— azdiey, €y = ey
derivamos ¢; = 0 teremos:
€], €}] = [e1, e1] = arez + azes = asey

€1, €5] = [er, ea — dre1] = [en, ea] — duleryer] = yies + Y24
(€], e5] = [e1, e3 — andieq] = [e1, €3] M— 0964
[e5, €1] = [ea — die1, e1] = [ea, 1] — diferser] = e3
leh, €3] = [ea — drer, ea — drer] = [e2, ea] — dilessen] — dileryea] + dfleryer] = fies + Paeq
[eg, €3] = [e2 — d1e1, e3 — andres] = [ea, €3] M—M+M ds3ey
s, €1] = [es — aadies, e1] = [es, e1] — audiferrer] = e

dai teremos a seguinte tabela de multiplicacao:

le1, 1] = ageq, [ea, €] = Pres + Paey
[€1> 62] = Y163 + 7264, [617 63] = 0964
[62, 61] = es, [62, 63] = 034

[63, 61] = €4
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Das igualdades
Ti02es = 71 [e1, €3] + alered] = [e1, yies + Yeea] = [e1, [en, €2]]
por outro lado
[e1, [er, e2]] = [[e1, ea] , ea]—[[en, €a] , e1] = ozeq, e2]—[y1€5 + 7€, €1] = ;€2]—

it [63, 61} - VM: —7Y1€4

e também temos

T103es = 71 [€2, €3] + Yaleared] = [e2, €3 + Y2e4] = [e2, [e1, €3]]
e por outro lado temos,

[62, [61762]] = [[62, 61] ,62]—[[62762] 761] ZM—ﬁl [63761]—5M: —B1e4

dai concluimos que

7 (62 +1)=0, Bi=—703

Além disso, as igualdades
0gey = [61, 63] = [61, [62, 61]]
e por outro lado temos,
[e1, [e2, e1]] = [[er, e2] s e1] —[[en, e1] , €2] = 71 [es, er] +elessei] —aolesses] = e
veja que,
0zeq = [62, 63] = [627 [62, 61]]
e por outro lado temos,
[e2, [e2, e1]] = [[e2, €2] s e1]—[[e2, €1] , €2] = [Bres + Paea, 1] —lessei] = Bi [es, ea]+
5M: Brey
e por fim veja que
Brdzes = Pi [e1, €2] + Palerred] [er, Bres + Baea] = [en, [e2, €2]]
e por outro lado temos
[e1, [e2, e2]] = [[e1, €2]  €2] — [[en, e2] ,e2] = 0

das igualdades segue-se que

0281 =0, vy = 09,531 = 03

portanto, temos 5; = 0 e a tabela de multiplicacao de L tera o seguinte forma:

[62761] = €3 [63, 61] = €4
[61761] = (¥2€4 [62762] = 5264

[e1, €a] = Y13 + Y2es €1, €3] = Y1€4

com a restricao de y; como segue
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Y(n+1)=0

Se 71 = 0, entao a tabela de multiplicacao sera:

[62761] = €3 [63761] = €4
[61; 61] = g€y [62762] = 5264

[61, 62] = 7264

Tomando as seguintes bases

! / ! /
el =e+e—(2tag)es, ey =e €y =es+ Poey, €y = ey

entao,

leh,el] = [e1+ea— (2 +az)es, e1 +ea— (2 + a2) es] = [er, e1] + [e1, 2] — (12 +
ag)lerres] + [eg, e1] + [e2, ea] — (2 + a2)lesses] — (72 + aa)[es, e1] — (72 + az)]essea] + (72 +
as)?[esres] = aser + qper+ €3 + Bres — (Yo F3)es = e + Paes = €l

[el,eh] = [er + e2 — (72 + aa)es, ea] = [eq, ea] + [ea, ea] — (72 + az)lesres] =

Yoy + Paey = (72 + az)ey = ae))

€5, e1] = [ea,e1 + e2 — (72 + az)es] = [ea, e1] + [ea, ea] — (72 + a2)lesres] =

!
es + [aey = €5

les, e1] = [es + Baeq, e1 +e2 — (V2 + az)es] = [es, e1] +lesyea] — (V2 + o) esses] +
Bolessei] + Polessea] — Bo(re + ao)lesses] = eq = €

(€5, e5] = [ea, €] = Baes = o))
o que nos fornece a familia de algebras F (o, ().
Se 71 = —1, entao teremos a seguinte tabela de multiplicacao
le2,e1] = €3 [es,en] = eq

[61761] = (2€y [62, 62] = e

[61, 62] = —€3 1+ Y2€4 [61763] = —€4

utilizando a mesma base que tinhamos utilizado para v; = 0 teremos,
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el el] = [er +ea — (2 + az)es, e1 + e — (12 + az)es] = [er, eq] + [er, €] — (12 +
az)er, €3] + [ea, €1] + [ea, €2] — (V2 + az)leases] — (V2 + az)es, e1] — (V2 + a2)[esrea] + (72 +
a2)?lesses] = aoeq — €3 + aes — (2 + a2)(—es) + €3+ Paes — (12 + az)es = aser — g5+
per+ Y2y + Qaey + 5 + Poey — ypex — Qser = Yaey + ey + Baey = (V2 + o + fr)es = ey

e, 5] = [ez2, e2] = Paey

[eh, e1] = [ea,e1 + e2 — (72 + az)es] = [ea,e1] + [e2, 2] — (72 + qo)lesses] =

_ !
es + Pareq = €

€5, €1] = [es + Baea, €1+ ea — (Y2 + a)es] = [e3, e1] + [esren] — (72 + ) [esres] +
Bolessei] + Polessea] — Bo(ra + ao)lesses] = eq = €

[el,eh] = [e1 + e2 — (72 + aa)es, ea] = [eq, ea] + [ea, ea] — (72 + az)lesres] =
—e3 + Yoey + Poey = —e3 + (72 + Pae)es = —es + ey

el es] = [er + e — (72 + aw)es, e3 + Poes] = [er, €3] + Polersea] + [esres] +
Baeasr€i] — (2 + az)lesses — Bol(ye + ao)lesved] = —eq = —¢)

entao obtemos

Fy (047577) : [61761] = ey, [62762] = [ael, [62761] = eéa [63761] = €}, [61762] =

/ _ /
—e3 + ey, [e1, e3] = —¢)
Onde, neste tltimo caso, pelo menos um de a, 3, nao é zero.

A partir desse momento nos vamos para de seguir o resultado de (Camacho et al. 2010l

e iniciaremos a demonstracao do resultado principal sobre o corpo de caracteristica 2:

Vamos considerar os isomorfismos dentro de cada uma das familias F} («, 3),
F2 (avﬁ) € F3 (Oé,ﬁ,’)/)-

Iniciaremos com F} (o, B). Os seguintes casos podem ocorrer:
Caso 1.1: Consideramos a funcao g : F1(0,1) — F31(0,0) definida por

4

g(e)) =Y ae;.

j=2
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Aplicando as multiplicagoes da funcao obteremos o seguinte sistema para os coeficientes:

)
az; = azgx =0

_ 2 _
a3z = Q71 + 12011 = Q21011 + Q220711
a34 = Q13411 = A23011
ag1 = aq2 =0

_ _ 2 _
(43 = Q31411 + A32011 = A3 + Qa9 = 0

G44 = A33011 = A23021

Veja que se ay; = 0, entao da peniltima e ultima equacao teremos que aqyy = 0 0 que
implica que g(€}) = 0, ou seja, a fungdo g nao é bijetiva.

Analogamente ay; # 0, pois g(e}) deve ser diferente de zero. Assim da ultima
equacao obteremos que

A921 = A9 = 1.

Consequentemente,

az3=1x1+1%x1=0 e azgz, =1%x14+1x1=0.

Logo, g(es) = 0. Isso demonstra que ndo ha isomorfismo entre F3(0,1) e Fi(0,0).
Notaremos que algebra F}(0,0) coincide com R; ja definida.

Caso 1.2: De forma anéloga considerando ¢ : F1(1,0) — F1(0,0) definida por

Aplicando as multiplicagbes da fungao obteremos o seguinte sistema para os coeficientes:

)
az = az =0

_ 2 _
a33 = a7q + Q12011 = Q21011 + A22011
a34 = (13011 = A230d11
ag = age =0

(43 = Q11021 + Q12021 = 31011 + aszar; = 0

L Q44 = (13021 = A33011

Veja que se ag; = 0, entdo teremos que agy = 0 o que implica que g(e)) = 0, ou seja, a
funcao g nao é bijetiva.

Analogamente ay; # 0, pois g(e}) deve ser diferente de zero. Assim, podemos
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supor que

ayp = a3 =ag =azxz =1 = ay =1

Dai da segunda equacao teremos,

1:1+a12:a21+a22 =>CL12:O.

usando a quinta equagao teremos,

agl(an + (112) =0 = a9 =0.

Logo, g(€}) = 0. Isso demonstra que nao ha isomorfismo entre F1(1,0) e F3(0,0).

Caso 1.3: De forma anéloga considerando ¢ : Fi(1,1) — F3(0,0) definida por
4
g(e)) =) aie;.
=2

Aplicando as multiplicagoes da funcao obteremos o seguinte sistema para os coeficientes:

az; = az =0

as3 = af) + 12011 = A1011 + G201

34 = 13A11 = A230a11

ag; = age =0

(43 = Q11021 + Q12021 = A31011 + A32011 = a%1 + axaz =0

Qg4 = Q13021 = A33011 = Q23021

Veja que se ag; = 0, entdo teremos que aqy = 0 0 que implica que g(€}) = 0, ou seja, a
funcao g nao é bijetiva.

Analogamente a;; # 0, pois g(e}) deve ser diferente de zero. Assim, podemos
supor que

] = a3 =a = a3 =azgz =1 = agy =1.

Dai da segunda equagao teremos,

1(1+a12):1 = a5 =0
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usando a quinta equacao teremos,

(43 = Q11021 + Q12021 = a1 = 0

substituindo teremos,

0=1%1+0 absurdo!, o que implica que as; = 0.

Logo, g(€}) = 0. Isso demonstra que nao ha isomorfismo entre Fi(1,1) e Fi(0,0).

Caso 1.4: De forma andaloga considerando ¢ : F1(1,0) — Fy(0, 1) definida por
4
g(e)) = ae;.
j=2

Aplicando as multiplicagoes da fungao obteremos o seguinte sistema para os coeficientes:

4
az; = azp =0

a3z = a% + @12a11 = Q21011 + Q220711

a34 = Q13011 + a%g = Q23011 + G22012

ag; = age =0

a43 = a11021 + 12021 = az1a11 + azpa;; =0

Q44 = (13021 + Q12022 = A33011

0
Veja que se azg = 0, entdo teremos que ayy = 0 0 que implica que g(e)) = 0, ou seja, a
funcao g nao é bijetiva.

Analogamente a1 # 0, pois g(¢e}) deve ser diferente de zero. Assim, podemos
supor que

ajp =as3 =1 = aqq = 1.

Veja que temos que,

2
asz = aj; + a12611

substituindo teremos,

l=14ap=a12=0

mas temos que

43 = (11021 1 Q12021
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substituindo pelos valores assumidos teremos,

a21=O

isso implica que

44 = @130921 + Q12092 = 0 absurdo!

porque ayy =1
Logo, g(e}) = 0. Isso demonstra que nao ha isomorfismo entre F1(1,0) e F(0,1).
Agora verificaremos o isomorfismo dentro da familia F3 (o, ) que é dado da

seguinte forma:

[61, 61] = €3

[e1, €2] = ey

[627 62] = ey

[es, 1] = e4
Veja que se a =1 e § = 0 teremos:
[61, 61] = €3
R5 : [61, 62] = €4
[637 61] = €4
Observagao: Ann.Rs = {es, €4}
Ja para I, («, 1) teremos:
[61, 61] = €3

[e1, €2] = ey
[62, 6’2] = €4

[63, 61] = €4

Entao se tomamos, €] = e; + aey, €y =ey+e3, ey=e3+ (a+a’)e; e €, =e¢

€], €el] = [e1 + aeq, e1 + aes] = €3+ (a + a?)es = €}
€], €] = [e1 + aea, ea + €3] = aey + ey = 2ae4 = el
€5, e5] = [ea + 3,62 + €3] = €4 =€)

les, e1] = [es + (o + a?)ey, e1 + aey) = eq = €
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Assim, obteremos

[61, 61] = €3
Rs [627 62] = €4
[637 61] = €4

Observacao: Ann.Rg = {e4}.
Veja que R5 e Rg nao sao isomorfos pela dimensao dos aniquiladores.

Por outro lado, temos que F5(0,0) é uma élgebra com divisdo o que significa
que cada elemento tem inverso. Que é diferente das outras dlgebras da F3 logo nao existe
isomorfismo entre ele e as outras algebras no Fs.

E por fim, verificaremos o isomorfismo dentro da familia F3 (a, 3,7). Se «, 3,7
nao nulos , implica que F3 é uma algebra de Lie, ou melhor dizendo, é uma algebra de

Lie filiforme de dimensao 4 que é dado da seguinte forma:
[e1, e1] = aey

[627 62] = ey

le2, e1] = e3
e3,e1] = ey
[e1, €2] = —e3 + veq = e3 + yeq
[617 63] = —€4 = ¢4

Seja F3 («, 3,7) nao Lie.

Primeiro caso: Se o # 0, entao F3(1,5,7)

a) F3 (17 07 1)
[61761] = €4
[62,61] = €3
[63761] = €4

[61, 62] = €3 -+ €4

[61, 63] = €4

Observagao: Veja que F3(1,0,1) tem dois elementos comutando e
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e=es=e;=¢e =0
b) F3 (17 ]-’ 0)
[61,61] = €4
[62,62] = €4
[62761] = €3
[63761] = €4
[61762] = €3
[61,6’3] = €4

Observagao: Veja que F3(1,1,0) tem trés elementos comutando e

=W
I
e

c) F3(1,0,0)
le1,e1] = eq
[ea, €1] = €3
e3, e1] = ey
[e1,e2] = €3
[e1, €3] = €4

Observagao: Veja que F3(1,0,0) tem trés elementos comutando e

=
I
o

Note que F5(1,0,1) e F3(1,1,0) nao sao isomorfos pelo nimero de elementos
que estao comutando e de forma anéloga F3(1,0,1) e F3(1,0,0) nado sao isomorfos pelo
namero de elementos que estao comutando. Ja Fj(1,1,0) e F3(1,0,0) ndo sdo isomorfos
pelo indice de nilpoténcia.

Segundo caso: Se a = 0, entao F5 (0, 3,7)



40

a) FS (07 17 1)
[62762] = €4
[62761] = €3
[63761] = €4

le1, €2] = €3+ €4

[61, 63] = €4

Observagao: Veja que F3(0,1,1) tem dois elementos comutando e

e =e;=¢ej=¢e5=0.
b) F3(0,1,0)
2, 2] = €4
[ea, e1] = e3
3, e1] = ey
le1,e2] = €3
[61, 63] = €4

Observagao: Veja que F3 (0, 1,0) tem trés elementos comutando e

el=ci=el=¢es=0.
C) F3 (07 07 1)
[62761] = €3
[63761] = €4

[617 62] =e3+ ey

[61, 63] = €4

Observagao: Veja que F3 (0,0, 1) tem dois elementos comutando e



d) F3(0,0,0)

=N

[ea, e1] = €3
es,e1] = e4
[e1,e2] = €3
[61, 63] = €4
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Observagao: Veja que F3(0,0,0) tem trés elementos comutando e

2
1

2 _ 2 _ 2 _
ey =e3=e;=0.

Note que F5(0,1,1) e F5(0,1,0), F53(0,1,1) e F3(0,0,0) nao sao isomorfos pelo

nimero de elementos que estdo comutando, F3 (0,1,1) e F3 (0,0, 1) ndo sdo isomorfos pelo

indice de nilpotencia em ey. Ja F5(0,1,0) e F3(0,0,1) também néo sao isomorfos pelo

niamero de elementos que estdo comutando e também temos que F3 (0,1,0) e F3(0,0,0)

nao sao isomorfos pelo indice de nilpotencia em es .

E por fim note que F5(0,0,1) e

F3(0,0,0) também nao sao isomorfos pelo namero de elementos que estdo comutando.

Assim foi demonstrado o resultado principal da tese que é o nosso teorema a

seguir:

Teorema 4.2 A menos um isomorfismo existem 15 dlgebras de Leibniz nilpotentes de

dimensao 4 sobre o corpo de caracteristica 2, definidas pelas sequintes tabelas de multipli-

cacao:

Ry:
Rs:
R;:
Ry:
Rs:
Rs:
Ry:

[617 61] = €2,
[e1, e1] = es,
e1, e1] = es,
[617 61] = €3,
[617 61] = €3,
[e1, e1] = es,
le1,e1] = es,
[617 61] = €3,
[61, 61] = €4,
[e1, e1] = ey,
[617 63] = €4

[62, 61] = €3,
le1, e2] = ey,
2, e1] = e3,
[61, 62] = €4,
[617 62] = €4,
[62, 62] = €4,
les,e1] = e4
[61, 62] = €4,
[e2, e1] = es,
2, €2] = ey,

3761] = €4
2, €1] = e3,
62,62] = €4,
62,61] = €3,
3;61] = €4
3,61] = €4
[62762] = €4,
s, e1] = ey,
le2, e1] = es,

les,e1] = ey

les, €1] = e4

[62, 62] = Cy4, [63, 61] = €4

[63, 61] = €4

[e1,62] = e3+eq, [er,e3] = ey
[63,61] = €4, [61,62] = €3,
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5 CONCLUSAQO

Objetivo deste trabalho foi apresentar a classificagao das algebras de Leibniz
nilpotentes de dimensao 4 sobre um corpo de caracteristica 2. Para atingir esse objetivo
inicialmente fizemos um estudo das bases da teoria das algebras nao lineares e as algebras
de Leibniz em particular e em seguida consideramos alguns resultados sobre as algebras de
Leibniz nilpotentes. Seguindo a classificagao desenvolvida em (Camacho et al. 2010), de-
monstramos com a precisao de isomorfismo que existam 15 algebras de Leibniz nilpotentes
de dimensao 4 sobre corpo de caracteristica 2.

Pode-se ver que nao hé isomorfismo das élgebras encontradas no Fi (a, f3),
(o, ), e F3(a, 8,7).

As provas e as demonstragoes alguns foram retirados do livro e outros na sua
maioria retirados do livro mas com mais desenvolvimentos no célculo. No que diz respeito

as algebras encontradas e isomorfismo entre elas foram feitas durante o trabalho.
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