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RESUMO

Este trabalho propoe-se a estudar campos de vetores conforme fechados em superficies
de revolucao no espago tridimensional. Um campo de vetores £ em uma superficie S de
R3 ¢ dito conforme fechado se a derivada covariante do campo conforme ¢ na direcao de
qualquer campo Y resulta em um multiplo de Y. O problema em questao concentra-se
fortemente em descrever completamente um campo de vetores conforme fechado em uma
superficie de revolugao. Essa busca por classificacoes ou caracterizacoes sao problemas de
muita importancia dentro da geometria diferencial. Nesse sentido, ¢ obtido uma descri¢cao
completa de um campo de vetores conforme fechado em uma superficie de revolucao em
termos das fungoes coordenadas da parametrizacao. Além disso, obtém-se algumas con-

sequéncias nas quais se caracteriza o campo ou a superficie de revolugao.

Palavras-chave: Campos de vetores. Conforme fechado. Superficie de Revolucao.



ABSTRACT

This work proposes to study closed conformal vector field on surfaces of revolution in
three-dimensional space. A vector field £ on a surface S of R? is said to be closed confor-
mal if the covariant derivative of the conformal field ¢ in the direction of any field Y results
in a multiple of Y. The problem in question focuses on fully describing a closed conformal
vector field of a surface of revolution. This search for classifications or characterizations
are very important problems within differential geometry. In this sense, is obtained a
complete description of a vector field closed conformal on a surface of revolution in terms
of the coordinate functions of the parameterization. In addition, some consequences are

obtained in which the field or surface of revolution are be characterized.

Keywords: Vector field. Closed conformal. Revolution Surfaces.
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1 INTRODUCAO

Obter resultados de classificacoes ou caracterizacoes sao problemas bastantes
interessantes em geometria diferencial. Com isso, este trabalho tem por objetivo principal,
estudar os campos de vetores conformes fechados em uma superficie de revolucao no espago
Euclidiano tridimensional, buscando obter caracterizagoes e descricao completa do campo
por meio de equagoes diferenciais parciais e ordinarias.

Para a comodidade do leitor, iniciamos com um capitulo de preliminares, onde
¢é feito uma breve revisao de alguns contetdos essenciais de geometria diferencial, tais
como as superficies regulares, plano tangente, suas principais estruturas, destacando as
superficies de revolucao, as formas fundamentais, a curvatura Gaussiana e os simbolos de
Christoffel. Como nosso foco principal sao as superficies de revolugao, os principais entes
geométricos que necessitamos vao sendo calculados ao longo de todo o trabalho.

Apés o capitulo introdutorio, inicia-se no capitulo 3, o estudo dos campos de
vetores conformes fechado nas superficies de revolucao. Para isso, é definido inicialmente
a derivada covariante, que é o conceito de derivada para campos de vetores, sendo similar
a definicao para quando calculamos a derivada de uma funcao na direcao de um vetor.
Nesta abordagem, a derivada covariante corresponde a derivada de um campo de vetores
na direcao de um vetor e, posteriormente, é visto que a derivada covariante também ¢é
aplicada para a derivada de um campo de vetores na dire¢ao de outro campo de vetores.
Um caso particular desse estudo ¢ quando a direcao ¢ invariante, ou seja, um campo de
vetores conforme é fechado se tomarmos a derivada covariante do campo em qualquer
direcao e logo, o resultado sera o multiplo deste campo.

Seguidamente ao conceito introdutério da derivada covariante, é feito um es-
tudo de campos de vetores conformes fechados sobre uma superficie de revolucao, onde,
além da definicao, exibimos alguns exemplos de campos de vetores conformes fechados,
especificamente nas superficies de revolucao. Adiante, na busca por alcancarmos o nosso
resultado principal, é feito um estudo através de equagoes diferenciais. Tal resultado, é
alcagando através do teorema principal deste trabalho, sendo ele, o Teorema [3.2] onde
conseguimos de fato, fazer a descricao completa dos campos de vetores conforme fechados

nas superficies de revolugao.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo trataremos inicialmente sobre alguns conceitos e defini¢oes di-
ante do espaco Euclidiano em R?, onde veremos a definicao de superficies regulares, no
qual vamos abordar fortemente em nosso trabalho, demonstrando alguns resultados e
exemplos. Ainda no contexto das superficies regulares, introduziremos a defini¢?ao de su-
perficies de revolug?ao, onde vamos explorar varios resultados importantes dentro dessa
familia de superficies, nos preparando para o capitulo seguinte.

Vale ressaltar que, neste capitulo, estabelecemos as anotacoes, resultados e
definigoes contidas em (CARMO, 2008), estas, por sua vez, serao utilizadas ao longo do
trabalho.

2.1 Superficies Regulares

Definigao 2.1 Um subconjunto S C R3 € uma superfie reqular se, para cada p € S,
emiste uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacio X : U — VNS C R? de um aberto
U € R? sobre VNS C R? de tal maneira satisfaz as trés sequintes condicoes.

i) X € diferencidvel de classe C;

it) X € um homeomorfismo;

i) Para todo p € U, a diferencial dX, : R* — R? € injetiva;

Observe a seguinte representacao na figura a seguir:

Figura 1 — Aplicagao X : U -V N S.

]

|

| \ s’

I [._~

{(x(u. v). v, v), z(u. v))
|
i

Fonte: Carmo (2008).

Note que a aplicacao X é uma parametrizacao. Além disso, temos a vizinhanca
coordenada V' NS de p no subconjunto S. Ademais, veja que a condic¢do i) da Definigao
2.1| significa que todas as fungoes coordenadas de uma determinada aplicagao possuem
derivadas parciais continuas de ordem infinita em seu dominio.

Ja a condigdo ii) equivale dizer que, sabendo que X é continua pela condigao

i), logo X possui inversa, de modo que X' :V NS — U ¢ continua.
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E por fim, a condigao iii) nos garante de fato que para cada p € S, o conjunto
de vetores tangentes as curvas parametrizadas de S que passam por p, estabelecem um
plano, que vamos chamar de plano tangente 7,S5.

Para falarmos do plano tangente, primeiramente, vamos definir o vetor tan-
gente a uma superficie S como um vetor que é tangente a uma curva da superficie.
Definicao 2.2 Seja a superficie parametrizada reqular S C R3 ep € S. O vetor w € R3
¢ um vetor tangente a superficie S em um ponto p se w = o/(0), tal que v : (—€,€) — S
¢ uma curva parametrizada diferencidvel, onde a(0) = p.

Para um ponto p = (ug, vg). Os vetores X, (p) e X,(p) sdo os vetores tangentes
a S. Sendo eles, vetores tangentes as curvas coordenadas X (u,v,) e X (ug,v). Dessa
forma, ja podemos definir o plano tangente.

Definigao 2.3 O plano tangente a S € R3 em um ponto p = (ug,vy) € o conjunto de
todos os vetores tangentes a S em p € S, denotado por T,S.

Com o objetivo de aprofundar o item #ii) da Definigao de forma mais
familiar, iremos calcular a matriz associada a aplicacao linear d X, nas bases canonicas
e;r = (1,0), ea = (0,1) de R? com coordenadas (u,v) e fi = (1,0,0), fo» = (0,1,0) e
f3=1(0,0,1) € R? com coordenadas (z,y, z).

Figura 2 — Aplicacao d.X,.

U = ugy

U A
es dX,
D ——.—
€] v =1y
» f:l
0 u
U
fa

i

Fonte: Autor (2021).

Sendo p = (ug,vp). O vetor e; é o vetor tangente a curva u — (u,vy) no qual
a imagem por X é a curva coordenada u — (u, vy):
X(u,v0) = (x(u, o), y(u, o), z(u, vo))-

Essa curva estd localizada em S e tem o vetor tangente no ponto X (p), sendo esse o vetor
X

De forma andloga, o vetor ey é tangente a curva coordenada v — (u,,v) cuja
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sua imagem por X é v — (ug,v):

X (uo,v) = (x(uo,v),y(uo,v), 2(uo, v)).

Essa curva tem o vetor tangente X, no ponto X(p). Portanto, a matriz da aplicagao

linear d.X, é:

ox ox

5P 5, @)
X, = | L) L)
ox 0z

%(p) %(p)
Essa matriz associada a dX, é conhecida como matriz Jacobiana. Vamos
denotar os vetores coluna dessa matriz como X,(p) e X, (v), sendo

Xu) = (5o 5100 550 )

ox oy 0z
Xv - a s s a .
0= (505w 5 0)
Dessa forma, o item iii) da Defini¢ao nos fala que a aplicagao dX, : R? —
R3 é injetiva. Isso significa que os vetores coluna da matriz Jacobiana acima sdo linerar-
mente independentes, ou seja, que o produto vetorial entre X, (p) e X,(p) é diferente de

Zero:

Xu(p) x Xu(p) # 0.

Ou ainda, que a matriz dX, tem posto 2, isto é, existe uma submatriz 2 x 2 da matriz

Jacobiana onde um dos determinates:

aZL’ aZL’ (9y 8y ax ax
L T T N PO T T BICCCE R CTR SR T
D, v) V)~ e ® = 9 I e ® =0 5 |
B 1) I T T I LM

¢ diferente de zero.
Vejamos a seguir, dois exemplos de superficies regulares para que possamos
fixar as ideis abordadas.

Exemplo 2.1 Considere a hélice circular o : R — R? dada por
a(u) = (cosu,senu,au), a#0.

Por cada ponto da hélice, trace um segmento de reta paralela ao plano xy e que intercepta
o eizo Oz. A superficie S que vai ser gerada por esses segmentos de retas é chamada de
Helicoide.
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Figura 3 — Helicéide.

Fonte: Autor (2021).

Irermos mostrar que a aplicagao X : (0,27) x R = S dada por
X (u,v) = (veos u, vsen u, au),

¢ uma parametrizacdo para a superficie Helicdide. Perceba que as funcoes coordenadas
veos u, vsenu e au possuem devivadas de todas as ordens, satisfazendo entdo o item i) da

Defini¢ao [2.1. Além disso, essa aplicagdo possui as sequintes derivadas parciais:

X, = (—wvcosu,vsenu,a)
X, = (cosu,senu,0).
Onde,
7 j ok
Xy x Xy = |—vsenu wvcosu a
cos U senu 0
Portanto
Xy X X, = (—asenu,acosu, —v) # 0,V (u,v) € (0,27) x R,
ou seja,

|| X, x X,|| = Va2sen2u + a2cos2u + v2

= Vvaz+v2#£0,

devido ao fato que v? >0 e a # 0. Com isso, a condi¢do do item iii) da Defini¢do é
satisfeita.
Agora, para mostrar a validade do item ii) da Deﬁm’gda temos que mostrar

que a aplicacao X € continua e sua inversa € continua.
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Seja (z,y, z) = (vcosu, vsenu, au), logo consequimos as sequintes relagoes:
e v=+/2%+ 9%

implicando entdo que u e v podem ser determinados de forma unica. Além do mais,

u= -
a
temos:

T

¥y

onde u € (0,2m). Dessa maneira, podemos concluir que a aplicagio X € bijetora.

cosu =

senu =

2le S8

Vamos mostrar agora que X ' € continua. Note que v é uma funcao continua

de z ey, logo, também € uma funcgdio continua de (z,y,z). Observe também que,

N
N
<

COth: 2 _ 2 2 __senw v = y
2 seng 286112% l—cosu _Z% Vit +y?—x
v

resultando em y

VET o

sendo uma func¢ao continua em (x,y,z2). Assim, podemos concluir entio que X' ¢

u = 2 arccotg

continua, satisfazendo o item ii) da Defini¢ao . Portanto, a superficie Helicoide €
reqular.

Vale ressaltar que verificar a regularidade de uma superficie através da De-
finicao [2.1] pode ser uma tarefa bastante desafiadora algumas vezes. Sendo assim, antes
de proseguirmos com os exemplos, vamos apresentar um resultado que vai simplificar a
nossa maneira de mostrar a regularidade de uma superficie.

Proposicao 2.1 Se f : U — R € uma funcao diferencidvel definida em um conjunto
aberto U € R?, entao o grdfico de f, ou melhor, a aplicagao X (u,v) = (u,v, f(u,v)) onde

(u,v) € U, € uma superficie reqular.
Demonstracao: Seja a aplicacao X : U — R? dada por
X(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Note que X é uma parametrizacao do grafico, onde a vizinhanga coordenada cobre todos
os pontos do grafico de f. Sendo assim, como f é diferenciavel, logo o item i) da Definigdo
2.1] é verificado.

Para verificar o item i), basta observat que o determinante da matriz jacobiana da
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aplicacao X, dado por

ou Ou
_8(u,v)_% %_10_
J_a(u,v)_ v ov| o 1_1#07

ou  dv
tem posto 2.

Além disso, veja que cada ponto (z,y, z) do grafico é a imagem por X de um
tnico ponto (z,y) = (u,v) € U. Dessa forma, temos que X é bijetora, e note entdo que
X1 ¢ a restricao ao gréfico de f da projecao de R3 sobre o plano xy, é continua. Logo
chagamos que X ! é continua, satisfazendo o item 7). Portanto, mostramos que o gréfico
de f é uma superficie regular. [ |

Exemplo 2.2 O paraboldide hiperbélico dado pela aplicacdo

w?  0?

2
X(u,v) = (u’v’ﬁ_b?)’ (u,v) € R?,

onde a e b sdo constantes nao-nulas positivas, € uma superficie parametrizada reqular,

onde

2 2
_ 3., v Y
S— {(I’,y,Z) ER ,Z—E—b—z}
¢ o grdfico da funcdo diferencidvel f : R? — R dada por

2 2

x )
f(ﬂ%y)zg—ﬁ-

Figura 4 — Paraboldide Hiperbdlico.

Fonte: Autor (2021).

Antes de seguir adiante, definiremos uma forma diferente de verificar o item

i1) da Definigao
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Definicao 2.4 Uma aplicagcio continua X : U C R? — R? € um homeomorfismo sobre
X (U) se X € injetiva e a inversa X' : X(U) C R* — R? ¢

temos que U e X(U) sao conjuntos homeomorfos.

continua. Dessa maneira,

Vamos agora definir um tipo especial de superficie chamado de Superficie de
Revolucao, no qual nosso estudo estara focado neste trabalho.
Definigao 2.5 (Superficies de Revolugao) Seja S C R? o conjunto obtido ao girar-
mos uma curva reqular plana C' em torno de um eizo no plano que nao encontra a curva.
Esse conjunto obtido vai gerar o que vamos chamar de Superficie de Revolu¢ao. A curca
C' € chamada de geratriz de S e o eizo é chamado de eizo de revolugdo(ou rotacao) de S.

Proposicao 2.2 Seja C uma curva parametrizada pelo comprimento de arco dada por
a(s) = (¢(5),0,9(s)) coma < s <bewp(s)>0.

Entdo a aplicagao
X(s,0) = (p(s)cos 0, p(s)send, ¢ (0)),

do congunto aberto U = {(s,0) € R*;0 < 6 < 2m,a < s < b} € uma parametriza¢io para

a superficie de revolugao S gerada por a.

Demonstracao: Seja a(s) = (¢(s),0,1(s)) coma < s < b e ¢(s) > 0, uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco, de classe C*°, contida no intervalo no conjunto
aberto U. Rotacionando a curva o em torno do eixo de revolugao z, obtemos a superficie
S. Veja as Figuras [5] e [6;

Figura 5 — Curva a(s) = (¢(s),0,9(s)).

b

Cx(s} = (@(SLU:@’(SN

Fonte: Autor (2021).
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Figura 6 — Rotacao de a(s) em torno de z.

Fonte: Autor (2021).

Podemos obter entao a paramentrizacao da superficie de revolucao gerada S em fungao

de s e € R. Sejap = (x,y,2z) € S qualquer e considere as relagoes que aparecem nas

Figuras[7] e

Figura 7 — Visao detalhada da rotagao de a(s) em torno de z.

¥

Fonte: Autor (2021).
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Figura 8 — Relacao.

Fonte: Autor (2021).

De acordo com as Figuras 7 e 8, perceba que z(s) = ¢(s) e z(s) = 1(s). Além disso,
podemos calcular o sen 6 e cos f, obtendo os seguintes resultados:

X

cos = —— = x=(s)cosh ;
205 ©(s)
Y

senf = —— =y = p(s)senb .
o) Y ©(s)

E dessa maneira, podemos concluir que a parametrizacao da superficie de revolugao é

dada por
X(s,0) = (v(s)cos b, p(s)send,(s)).

Veja que como as fungoes ¢(s) e ¥(s) sao diferencidveis em U, logo o item ¢) da Defini¢ao

é satisfeito. Além disso, realizando as derivadas parciais em relagao a s e #, temos

Xs = (¢(s)sent, ¢'(s)cos b, 1)(s))
Xy = (—senfp(s),cosbp(s),0).

Onde o produto vetorial entre X, e Xy é dado por

—>

j k
XxXg=|¢'(s)cosf ' (s)senf 1'(s)| = (—p(s)Y'(s)cos 0, —p(s)Y'(s)sen b, (s)¢'(s)).
—p(s)sen p(s)cosb 0

Resultando em

1Xs % Xoll = V/Ip(s)2[(5)]2c0820 + [p(s)][0 (5)]?sen.260 + [ip(s) ¢’ (5)]2
= /[o(s)Y'(5)]2[cos 20 + sen 26] + [p(s)¢! (s)]?
= V()P ()] + [ (5)]2]
= [p(s)]2 = (s) >0, V(s,0) € U.
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Dessa forma, o item i) da Definigao é satisfeito.

Para verificar o item i), vamos mostrar que a aplicacio X é um homeomor-
fismo. Logo, & partir da Defini¢ao [2.4] temos que mostrar que a aplicagdo X é injetora e
a sua inversa X ~! é continua.

Primeiramente iremos verificar que X é uma aplicacao injetiva. Observe que,

de fato, como (z,y,z) = (¢(s)cos b, p(s)sen b, (s)), entdao, temos as relagdes

z=1(s) e p(s) = Va2 +y%

E como temos que (¢(s),0,%(s)) é uma parametrizacao de C, logo é localmente injetiva,
entao, podemos determinar s de maneira tnica. Além disso, veja que 6 também pode ser

determinado de maneira tinica, uma vez que

cosf = i <
p(s) a2+ 2

senf = L 4 ,
p(s) a2 ty?

com 0 < 6 < 2m. Resultando em X ser intejiva.

Agora, para verificar que a aplicacaio X ! é continua, observe que pelo fato
de (¢(s),0,%(s)) ser uma parametrizagao da curva C, logo s é uma fungao continua de
ze \/m, sendo uma funcdo continua de (z,y, z). Basta mostrar agora que 6 é uma
fungao continua de (z,y, 2).

Note que 6 pertence ao intervalo aberto (0, 27), entao a fungao tgg esta defi-

nida em todo o intervado 6 € (0,2x). Dai vem que,

0 5 0 0 Y
w ! sen 5 _ sen 5Cos _ sen 0 _ 2(5) _ y '
2 cos 200829 l4cosf z 21yt
2 2 ©(s)
dai,
6 = 2 arccotg S
2?2+ y’+o

e, portanto,  é uma fungao continua de (z,y, z). Com isso, chegamos a conclusao que a
aplicagdao X! é continua, o que satisfaz o item 4i) da Defini¢ao , finalizando assim a

nossa verificacao e, portanto, S é uma superficie parametrizada regular. [

2.2 Formas Fundamentais

Vamos apresentar agora duas formas quadraticas conhecidas como primeira
e segunda formas fundamentais. A primeira, que veremos logo adiante, estd ligada a
estruturas geométricas importantes associadas a uma superficie, tais como o comprimento
de curvas, angulo entre vetores tangentes, calculo de area. J4 a segunda, esta ligada com

a curvatura das curvas de uma superficie.
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Definigao 2.6 Seja S C R® uma superficie reqular e T,S o plano tangente a S no ponto
p € S. A forma quadrdtica I, em T,S € definida por

I,:T,5 — R

w = Ty(w) = (w,w), =[w* >0,

¢ chamada de primeira forma fundamental de S em p € S.
Vale ressaltar que a primeira forma fundamental é equivalente ao produto interno canonico
(usual) de R? diante dos vetores tangentes & superficie S. Denotaremos o produto interno
por ().

Agora vamos expressar a primeira forma fundamental na base { X,,, X, }, associ-
ada a uma superficie regular S dada pela parametrizagao X (u,v) em p € S. Sejaw € 1,5
o vetor tangente a curva parametrizada o/ (0) = X (u(0),v(0)), tal que t € (—¢,¢), com
p = a(0) = X(up,v9) e @/(0) = w. Dessa maneira, usando a férmula da Definicao [2.6]

obtemos

p(@(0)) = (a’(0),a'(0)),

(Xyu' + X', Xyu' + X,0'),)

= (X, X, (u)? + (X, Xo) u'v" + (X, Xo) u'v" + (X, X, (01)
(

Xu, Xu), (01)? + 2(Xy, X,) 00" + (X, Xo), (V).
Note que estamos calculando os valores das fungoes em ¢ = 0, assim, podemos denotar

E(ug.vg) = (Xu, Xu)(uo, v0)p,
F(ug.vg) = (Xu, Xy)(uo, vo)p,
G(up.vo) = (Xy, Xy)(uo, v0)p,

resultando em

L(c/(0)) = E(W)? + 2F (u'v') + G(v)%.

Sendo E, F e G chamados de coeficientes da primeira forma fundamental na base { X,,, X, }
de T,,S. Dessa forma, ao fazer o ponto p variar na vizinhanca coordenanda de X (u, v), logo
obtemos as fungoes diferencidveis E(u,v), F(u,v) e G(u,v). Além disso, vale ressaltar
que, a partir de agora, omitiremos colocar o indice p na indicacao do produto interno
)
Convém observar que os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem

as seguintes propriedades:

i) E(u,v) > 0e G(u,v) > 0 para todo (u,v), pois X, e X, sdo vetores ndo nulos;

ii) F(u,v)G(u,v) — F%(u,v) > 0. De fato, seja 6 o angulo entre X, e X,, teremos que

| Xy x X, > = | Xu|?| X, |*sen 20



23

(X, X)) = | X |*| X, |*cos 26.

Dai vem que
1 X, % Xo|? + (Xu, Xu)? = | X P X5

Portanto
EG — F? = | X, X0)? — (X, Xo)2 = [ Xy x X, > >0

X, x X,| =VEG — F?2 > 0.

Vejamos adiante dois exemplos para fixarmos as ideias.

Exemplo 2.3 Seja a superficie helicdide (Ezemplo , dada pela parametrizacao
X (u,v) = (veos u, vsen u, au).
Temos as derivadas parciais de primeira ordem

X, = (—wvsenu,vcosu,a)
X, = (cosu,senu,0).
Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por
E = (X,, X,) =v’sen’u+v’cos®+ a* = v* + a*
F = (X,,X,) = —vsenucosu + —vsenucos =0

G = (X,,X,)=cos?u+sen’u = 1.

Exemplo 2.4 Seja S a superficie de revolucao dada pela Pmposz’g:do onde X (s,0) é

uma parametrizacao de S, tal que

X (s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, )(s)),

com

U={(5,0) cR*0< 6 <2m,a<s<b}.

Vale observar que supomos anteriormente que sua geratriz estda parametrizada pelo com-

primento de arco, assim, temos que

[/ ()] + [ (s)]* = 1.

Calcululando as derivadas parciais de primeira ordem, obtemos;

Xs = (#(s)cost, ¢ (s)sen b,/ (s))
X9 = (—p(s)senb, p(s)cosh,0).

Para os coeficientes da primeira forma fundamental, temos
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E = (X, X) = [¢/(s)]Pcos®0 + [¢(s)]*sen 0 + [¢/(s)]* = [¢/(s)]* + [/ (s)]* = 1
(X5, Xo) = —¢'(s)p(s)senbcos 0 + ¢'(s)p(s)sen fcos§ = 0
G = (Xp Xo) = [io(s)]"sen 0 + [io(s)*cos 0 = [po(s)]".

T
|

Antes de abordarmos sobre a segunda forma quadrética, vamos introduzir
algo bastante importante que é o conceito de vetor normal unitario. Assim, seja S uma

superficie regular descrita pela parametrizagao

X:UCR*—=S.

Dado um ponto p € 5, temos que 7,5 ¢ o plano tangente gerado pelos vetores
X, e X,, tangentes a p € S. Dessa forma, existem dois vetores unitarios normais a
T,S. Logo podemos definir a escolha de um vetor normal unitério associado a cada ponto
p € X(U), dada pela seguinte aplicagao
X, x X,

N(p) = m(ﬁ)-

Assim, N : X(U) — R? é uma aplicagao diferencidvel que associa um vetor normal
unitdrio N(p) a cada p € X (U). Vale lembrar que, se V = X(U) C S é um conjunto
aberto em S, logo, dizemos que N : V — R? é um campo diferencidvel de vetores normais
unitarios em V.
Definigao 2.7 Uma superficie reqular é orientdvel se ela admite um campo diferencidvel
de vetores normais unitdrios definidos em toda superficie e, a escolha de tal campo é
chamada uma orientacao de S.

E importante destacar que nem toda superficie admite um campo diferenciavel

de vetores unitarios definidos sobre toda a superficie. Um exemplo disso é a faixa de
Mobius.

Figura 9 — Faixa de Mobius.

Fonte: Carmo (2008).

Ela nao é orientavel, pois note que ao percorrermos um vez o circulo médio,
o campo normal unitario N retornaria como —N, o que seria uma contradicao para a
continuidade do campo.

Iremos, a partir de agora, tratar somente sobre superficies orientaveis. Assim,

S denotara uma superficie regular orientavel.
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Definicao 2.8 Seja uma superficie S C R3 com orientacdo N. A aplicacdo N : S — R3

toma seus valores na esfera unitdria
S? ={(z,y,2) €eR*: 2 +y* + 2* = 1}.
A aplicacdo N : S — S?, assim definida, é chamada de Aplicacdo de Gauss de S.

Figura 10 — Aplicagdo de Gauss.

Fonte: Carmo (2008).

A aplicagao de Gauss ¢ difencidvel. Assim, a diferencial dN, : T),S — Ty, S* em p € S
¢ uma aplicacao linear de 7,5 em TN(p)SZ, pois ambos os planos constituem o mesmo
espago vetorial. Logo, diremos apenas que d/V, ¢ uma aplicagao linear de 7,5.

Proposicao 2.3 A diferencial dN), : T,,S — T,S da aplicacao de Gauss é uma aplicacao

auto-adjunta.
Demonstracao: Sabendo que a aplicacao d/V, ¢ linear, basta verificarmos que
(dNy(w1), wa) = (wi, dN,(w2))

para uma base {wy,ws} de T,S, ou seja, que ela é auto-adjunta. Para isso, considere
X (u,v) uma parametrizagdo de S em p e {X,, X, } como a base associada a 7),S. Seja
a(t) = (z(t),y(t),2(t)) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «a(0) = p.
Teremos que
AN, (a'(0)) = dN,(X.u'(0) + X,v'(0))
d
= —N(u(t t
N0
= N,u'(0) + N,'(0).

Desde que
dN,(X,u'(0) + X,0'(0)) = Nyu'(0) + N,0'(0),

teremos as seguintes relacoes

dN,(X,) = N,



26

AN, (X,) = N,

Devemos mostrar que

<Nu7 Xv> = <qu NU>
Observe que N é ortogonal a X, e X,, resultando em

(N, X,)=0

(N, X,)=0.
Agora, derivando (N, X,,) = 0 e (N, X,) = 0 respectivamente em relagao a v e u, temos

(Ny, Xu) + (N, X)) = 0,
(Nu, X} + (N, X)) = 0.

Assim,

Portanto
<Nv7Xu> = <Nu>Xv>

Assim, temos

(dNp(Xo), Xo) = (Xu, dNp(X)).

[ |
Como consequéncia do resultado anterior, dada a aplicacao auto-adjunta
dN, : T,,S — T,S, logo podemos associar a d/N, uma forma quadratica () em 7,5, dada
por
Q(v) = (dNy(v),v),v € T,S.

Definicao 2.9 A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por
I1y(v) = =(dNy(v), v),

¢ chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Vamos calcular agora os coeficientes da segunda forma fundamental. Para isso,
seja X (u,v) uma parametrizacdo em um ponto p € S da superficie S com X(q) = p e,
seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, tal que a(0) = p. Observe que
o vetor tangente de «a(t) em p é o/(t) = X,(q)u'(t) + X,(q)v'(t). Assim, restringindo o

vetor normal N a curva «(t), obtemos
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E como N’(0) = dN,(c/(0)), logo
N'(t) = dN,y(a'(t))
ANp(/(t)) = Nu(@)u'(t) + No(q)v'(1).

A partir de agora, vamos adotar uma notacao mais simples, de modo todas as funcoes
que aparecerem abaixo vao indicar seus valores em p. Dito isto, como N, e N, pertencem

a 1,5, logo podemos escrevemos como uma cobinacao linear, tal que

Ny = an Xy + an X,

Ny = 12Xy + aX,.
Dai vem que,
dN(Oél) = (CLHXU —+ angv)u' -+ (angu -+ GQQXU)UI
= CLHXUU/ -+ a21Xvu' + CL12XUU/ + (]JQQX@U/
= (CLHU/ + algv’)Xu + (amu/ + CLQQ'U,)XU.

Reescrevendo na forma matricial o resultado acima, temos

u ajlr Q12 u
v 21 Q22 (%

Dessa maneira, temos que, na base {X,, X,}, a aplicagdo dN serd dada pela matriz
a;j,1,7 = 1,2. Agora, calculando a segunda forma fundamental na base {X,,, X, }, aplicada

no ponto p segundo o/, temos

II,(a/) = —(dN(d),a)
= —(Nu' + Ny, Xu' + X, 0')
= _<NU7XU><UI)2 — ((Nu, Xy) + <N1,,Xu>)(u/1)/) - <Nv=Xv>(U/)2-
Dado que
<N? XU> = <N7 XU> = 07

derivando a expressao acima em relacao a u e v, temos

(Nu, Xu) = —(N, Xuu) = —e,
(Ny, Xu) = —(N, Xy) = —f,
(Nuy Xo) = —(N, Xyu) = —f,
(Ny, Xy) = —(N,Xy) =—yg
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Dessa maneira, a expressao para I1,(a’) se torna
I, (a') = e(u')® + 2f (u'v') + g(v')?,

sendo e, f e g os coeficientes da segunda forma fundamental.
Exemplo 2.5 Vamos agora obter os coeficientes da sequda forma fundamental para a
superficie de revolucao usada no Exemplo . Seja S a superficie de revolugao e X (s,0)

a parametrizacao de S dada por

X (s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, P(s)).

Temos que
Xo = (¢(s)cost, ¢ (s)send, ¢'(s)),
Xo = (—p(s)send, p(s)cosh,0),
Xes = (¢'(s)cos,¢"(s)sen 6, " (s)),
X = (—¢'(s)senb, ' (s)cosb,0),
Xgg = (—p(s)cost, —p(s)senb,0).

Lembrando que como jd calculamos no Exemplo[2.4), temos que os coeficientes da primeira

forma fundamental sao
E = (XX, =1
F = (X5, Xp)=0
G = (Xp Xo) = [p(s)]".
Antes de calcularmos os coeficientes da sequnda forma fundamental, precimamos obter o

vetor normal unitdrio, dado por

XSXXQ

N= 22220
|X5XX9|7

lembrando que

X, x Xo| = VEG — F2.

Dessa forma, temos que

¢'(s)senf Y'(s) O (s)cosl  Y'(s)| | ¢'(s)cosh '(s)send

Y

) |

1
N=e— -
\/EG—FQ(

@(s)cos® 0 —p(s)send 0 || —p(s)send  p(s)cosd
Resultando em
N = e (ol (080, — ()0 (s)sen ), (5) ()
= A sJeost. v/ (ssen,(5)

— (—t/(s)cos b, — (s)sen b, ' (s)).
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Assim, para os coeficientes da sequnda forma fundamental, obtemos:

e = (X, N) = —¢"(s)0(s)cos 0 — " (s)¢' (s)sen *0 + ¢/ (5)4" (s)
= @()Y(s) — " (s)(s),

[ = (X, N)=p(s))'(s)senbcos§ — ¢(s)1'(s)sen feos 6 = 0,

g = (Xog, N) = p(s)9'(s)cos 0 + ()¢ (s)sen 0 = p(s)3)'(s).

Logo, temos os coeficientes da sequnda forma fundamental para a superficie de revolucao.
|

2.3 Curvaturas

Quando estudamos sobre curvas, aprendendos que a taxa de variagao da reta
tangente em uma curva C' é o que determina a curvatura de C'. Nesta se¢ao, vamos
tratar de entender essa ideia aplicada nas superficies regulares, no qual, pode-se entender
como o quanto uma superficie S se afasta do plano tangente 7,5, em uma vizinhanca de
p € S. Isso é equivalente a calcular a taxa de variagao dada pela diferencial da aplicagao
de Gauss.

Dada a diferencial dN,, : T,S — T,S da aplicagao de Gauss e a base wy,w;
de 7,5 de autovetores de dN,, vimos na secao que podemos associar uma matriz
a aplicacao dN, relacionada a essa base, onde, neste caso, serd dada por uma matriz
diagonal, sendo esses elementos da diagonal, os autovalores associados a w; e ws.
Definicao 2.10 Sejap € S e seja dN, : T,,S — T,S a diferencial da aplicagio de Gauss.
A curvatura Gaussiana K de S em p, € dada pelo determinante de dN,,.

Podemos expressar a curvatura Gaussiana K em relagao aos termos da pri-
meira e segunda formas fundamentais. Como vimos na Definicao temos que N, e N,

pertencem ao plano tangente 7,S e sao escritos como

N, = anX,+anX,,
N, = appX, + anX,.

Logo podemos escrever os coeficientes da segunda forma fundamental como

—e = (Ny, Xy) = (an Xy + an Xy, Xy) = a1 ( Xy, Xu) + a1 (X, Xu),
—f = (Ny, Xy) = (an Xy + a1 Xy, Xy) = a11( Xy, Xy) + a21(Xy, Xy),
—f = Ny, Xu) = (a12Xy + a0 Xy, Xo) = a12(Xu, Xo) + a02( Xy, Xu),
—g = (Ny, Xy) = (a12Xy + a2 Xy, Xy) = a12(Xy, Xy) + a02(Xy, Xy).

Assim, em termos da primeira forma fundamental, temos que
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—e = anl+axnl,
—f = anF +anG,
—f = ak +axpk,
—g = apF + axnG.

Dessa maneira, podemos reescrever essas relacoes na forma matricial, expressas por

_ef_auagl E F
fg) \aw an) \F G)

Vamos encontrar os valores para os termos a;;,7 = 1,2 e j = 1,2, de modo que, primeira-
mente precisaremos obter a matriz inversa da matriz a extrema direita da equagao acima.
Observe que o determinante dessa matriz é diferente de zero, pois caso contrario, a area
da superficie S seria nula. Assim, dada uma matriz invertivel A, a sua inversa A~! ¢ dada

por
1 1

~ det(A) (4"

onde (A’)" representa a transposta da matriz dos cofatores de A. A partir disso, obtemos

B P\ 1 G —F
F G] EG-r2\_-r E |

Destacando a matriz a;;,7 = 1,2 ¢ 7 = 1,2, temos
~1
ajp G921 . € f E F
ai2 G2 I g F G .
aip Gg1) e f 1 G -F
a2 G2 f g EG-F>\-F E |

a1 Q91 _ 1 GG—fF —€F+fE
a1z Qo2 EG—-F?\ fG—gF —fF+gE)]

Podemos agora, obter as expressoes para os coeficientes (a;;) da matriz de dN na base

entao que

Onde,

Entao,

{X., Xy}, no qual sao dados por

 JF—eG _ gF - fG
a1 = —EG—FQ’ a1 = —EG—F2’
gF — |G JF —gFE

G2 = po g 2 EG— F?

Como bem definimos a curvatura Gaussiana sendo K = det(dN,), temos entao que
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K = anazn — anas.
Aplicando os resultados obtidos para os coeficientes (a;;), obtemos

(fF —eG)(fF —gE) (eF — fE)(gF - [G)

k= (EG—F?2?2  (EG-F?)?

_ [PF?— fFgE — eGfF + eGgE — geF* + gF fE + fGeF — f*GE
B (EG — F?)2

f2F? 4+ eGgE — geF? — f2GE
- (EG — F?)?

(EG — F?)(eg — f?)

(EG — F2)?

eg — f*

- EG-F*

Portando, a curvatura Gaussiana é dada pela expressao
_eg— f?
EG — F?%
A curvatura Gaussiana K nao depende da parametrizacao X (u, v) da superficie. Veja que
K é o determinante da matriz (a;;) e, uma outra parametrizagdo produzird uma matriz
semelhante a (a;;).

Vale ressaltar que existem outras maneiras de se definir a curvatura Gaussia-
nade e mostrar que é equivalente a definicao dada nesse trabalho. Um exemplo disso seria
através das curvaturas principais. Para maiores detalhes, veja (CARMO, 2008).
Exemplo 2.6 Vamos calcular a curvatura Gaussiana de uma superficie da revolu¢do
dada no Ezemplo . Seja S a superficie de revolugcio e X(s,0) a parametrizagio de S
dada por

X(s,0) = (¢(s)cosh.o(s)sen b, 1)(s)).

Vale lembrar que nos Ezemplos e calculamos os coeficientes da pri-
meira e sequnda formas fundamentais, respectivamente. Assim, apresentaremos somente

os resultados, sendo eles:

E = 1,

F = 0,

G = [¢()P,

e = ¢()V(s) —¢"(s)Y(s),
;=0

g = @(s)Y(s)

Onde E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental. E e, f e g, os
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coeficientes da sequnda forma fundamental. Veja que como

eg — I*
K=ga—m
temos que
o = PEW) ()¢ (s) — U (s)¢"(s)) _ ' (s)(W"(s)¢'(s) — ¢'(5)¥"(s))

[o(s)] w(s)

Lembrando que temos [¢'(s)]> + [¢/(s)]? = 1. Assim, diferenciando implicitamenta essa

expressao, obtemos
2¢'(s)"(s) + 2¢(s)¥"(s) = 0,
isto €,
' (s)¢"(s) = =/ (s)¥"(s).
Portanto, aplicando esse resultado em K, temos uma nova expressao equivalente para a

curvatura Gaussiana da superficie de revolugao, dada por

w— “PEP"(s) = (W) _ ¢"(s)

o(s) p(s)

2.4 Simbolos de Christoffel

Seja S C R? uma superficie regular orientada. Seja X : U C R? — S uma
parametrizacao local compativel com a orientagdo de S. Assim é possivel associar a
cada ponto X (U) um triedro natural obtido pelos vetores X,, X, e N. Dessa forma,
podemos expressar a derivada de cada um desses vetores da base { X, X,,, N} em relagao
a u e v como combinacao linear destes vetores, ou seja, existem Ffj e Ri,75,k=1,2¢
Ly, Lo, Ly, Ly € R, tais que

X = ILX,+T3HX, + LN,
Xuw = DXy +THX, + LyN,
Xow = D5 Xy +T5, X, + LyN, (1)
Xpw = DppXy+T5,X, + LsN,
Ny = anXy+anXy,

N, = a2 X, + anX,.

Onde os a;;,%,j = 1,2 sao entradas da matriz de dN ja calculados na secao . Os

coeficientes Ffj, 1,7 = 1,2 sao chamados Simbolos de Christoffel de S na parametrizacao
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de X. Logo, como X,, = X,,, podemos concluir que I'{, = T}, e T'%, = I'3,, isto ¢, os
simbolos de Christoffel sao simétricos em relacao aos indides inferiores. Note que

(Xuws N) = e= (X, +I1, X, +LiN,N) = Ly,

(Xuw, N) = f=T1,Xu+THX, + LoN,N) = Ly,

(Xoo, N) = g=(T3,Xu+ 153X, + L3N, N) = Ls.
Logo, novamente de X,, = Xy, vem que Lo = Lo.

Proposicao 2.4 Os Simbolos de Christoffel podem ser escritos em relagao aos coeficien-

tes da primeira forma fundamental, da sequinte maneira:

GE, —2FF,+ FF, 2FF, - EE, - FE,

I = 2 =
1 20EG —F2) 7 M 2(EG — F2) 7
GE, - F@G, EG, - FE,
I =T5 = AEG = F2)’ I, =T3 = AEG = P2’
o _2GE -GG, —FG, ., _ EG,—2FF, + FG,
2 2AEG-F?) ' 2 2(EG-F?)

Demonstragao: Tomando o produdo interno das primeiras quatro relagoes em com
X, e X,, obtemos

<qu Xu> - F%1<Xu7 XU> + F%l <Xva Xu> + €<N7 XU> - F%lE + F%1F7
<XuU7Xv> - F%1<Xu>Xv> + F%l <va Xv> + €<N7 Xv> = F%lF + F%lGa

<Xuv7Xu> = Fi2<XquU> + F%2<Xva Xu> + f(Na XU> = F%QE + F%2F’ (2)
(Xuw, Xo) = T1(Xu, Xo) +TH{X,, X,) + f(N, X,) = T1,F +T'LG,

(Xow, Xu) = F52<XU7 Xu) + F%2 (Xo, Xu) + 9(N, Xy) = F;2E + FSQFv
(Koo, Xo) = F%2<Xua Xy) + F%Q (Xo, Xo) + g(N, Xy) = F%2F + F32G'
Observe que derivando E = (X, X,), F = (X, X,) e G = (X,, X,) em relacao a u e v,

obtemos

By = (Xuw Xu) + (X, Xow) = 2( X, Xu),

Ey = (Xuw Xu) + (Xu, Xuw) = 2(Xuw, Xu),

Fu = (Xuw, Xo) + (Xu, Xou), (3)
Fyo= (X, Xo) + (X, Xow),

Gu = (Xow, Xo) + (Xo, Xou) = 2(Xuw, Xo),

Gy = (X, Xo) + (Xo, Xow) = 2(Xo0, Xy)

Veja que das duas primeiras e das duas ultimas equagoes de (3)), temos
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1
<quaXu> = _Eua
1
<Xuv7Xu> - §Ev7
1
<Xuv7Xv> = éGua
1
<vaaXv> = §GU

Aplicando esses resultados acima, nas equacoes de , temos os seguintes sistemas lineares

(
1
MLE+T4hF = B,
1 9
MLE 413G = F, — B,
\

”

1
MLE+THF = 5B,

1 ) (4)
\
( 1 2 1

2

1
PLF + T30 = 5G,

E F

Note que a matriz associada a cada um destes sistemas é , cujo o determinante é

dado por EG—F? e, além disso, EG—F? = | X, x X,,|? # 0, onde X é uma parametrizagao
de uma superficie regular S. Dessa forma, aplicando a regra de Cramer para cada sistema

em , temos

1 1
§GEU — F(F, — éEv) _ GE,-2FF, +FE,

Iy, = -
11 EG — F? 20EG - F?)
1 1
o BB =5IE. opR, - BE, - FE,
W= EG — F? C O 2ABG-FY)
1 1
~GE,—ZF
Lo 26F 5 Gu:GE”_FGuzl“l
12 EG — F? 2BG - F?)
1 1
—FEG,— -FF
rz — 2 g P oBGZFE
12 EG—F?  2(BG-F?)
1 1
o G500 m5FG 9GR, - GG, - FG,
22 = EG — F? a 20EG - F?)
1 1

EG — F? 2(EG — F?)



35

[ |
Observacao 2.1 Vale ressaltar que o fato de podermos resolver os sistemas em e

encontrar os simbolos de Christoffel em relacao aos coeficientes da primeira forma fun-
damental e suas respectivas derivadas, nos permite afirmar que os conceitos geométricos

e as propriedades em termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes por isometrias.

Exemplo 2.7 (Simbolos de Christoffel para uma Superficies de Revolugao). Como jd

vimos no Exemplo a superficie de revolug¢ao parametrizada por

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)send, (s)),

tem os sequintes coeficientes da primeira forma fundamental

E = 1,
F = 0,
G = [p(s)”

Logo
EG - F? = [p(s)]2

Deriwvando os coeficientes E, F, e G em relagdo a s e 0, obtemos
ES == O, E@ = 07

FS — O’ Fg - 0,
Gs = 2p(s)¢'(s), Go = 0.

Dessa maneira, jd podemos calcular os simbolos de Christoffel através dos resultados ob-

tidos na Proposicao 2.4 Rapidamente, jd consequimos observar que
F%l = F%l - Fi2 = F%l - Fg2 = 0.
E para o restante, temos

s 20(909(s)  s)
e = =500 = o)
2p(s)Pe(5)

[y = 20 (s)2 = —p(s)¢'(s).

Dessa maneira, consequimos determinar os simbolos de Christoffel para uma superficie

de revolucao.
[ |
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3 CAMPOS DE VETORES CONFORMES FECHADOS

Neste capitulo, denotaremos por C'*°(S), o conjunto de todas as fungoes ”su-
aves”’de S que possuem derivadas de todas as ordens em seu dominio, ou seja, sao dife-
renciaveis.

O objetivo deste capitulo é classificar e descrever um tipo especial de campo de
vetores na superficie de revolugao. Mas para isso, precisamos primeiramente compreender
o que é, de fato, um campo de vetores, logo, segue a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1 Um campo de vetores em um conjunto aberto U C S de uwma superficie
reqular S € uma correspondéncia w que associa a cada ponto p € U um vetor w(p) € T,S.

O campo de vetores é diferenciavel em p = (u,v) se, para alguma parame-
trizacdo X(u,v) em p, as componentes(fungoes) a(u,v) e b(u,v) de w(p) = a(u,v)X, +
b(u,v)X, na base {X,, X,} sdo funcoes diferencidveis em p. O campo de vetores w é
diferencidvel em U se é diferencidvel para todo p € U. Denotaremos por X(.S) o conjunto
dos campos de vetores diferenciaveis sobre S.

Exemplo 3.1 Um campo de vetores no toro de revolu¢ao T pode ser obtido parametri-
zando os meridianos de T' pelo comprimento de arco e definindo w(p) como vetor veloci-

dade do meridiano passando por p, de modo que |w(p)| = 1.

Figura 11 — Campo de vetores no Toro de revolugao.

Fonte: Carmo (2008).

Antes de definirmos o que é um campo de vetores conforme fechado, precisamos
entender alguns conceitos. Um deles, é o conceito de derivada covariante sobre uma

superficie, mas para isso, vamos entender como funciona a derivada covariante em R3.

3.1 Derivada Covariante

Esta se¢ao tem como principal referéncia (O’NEILL, 2006). A derivada cova-

riante surge da necessidade de derivar campos de vetores, logo, segue a seguinte defini¢ao.
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Definicao 3.2 Seja W um campo de vetores em R3, e seja v um campo de vetores tan-

gente em R3 no ponto p. Entao a derivada covariante de W com respeito ao vetor v é

VW =W(p+tv)(0) (5)
no ponto p.
Observacao 3.1 V,W mede a taza inicial de mudancga de W (p) a medida que p se move
na direcao de v.

Exemplo 3.2 Considere W = z%e; + yzes, ev = (—1,0,2) em p=(2,1,0). Entdo
p+tv=(2—1t,1,2t),

assim
Wi(p+tv) = (2 —t)%e + 2tes,

de modo que, estritamente falando, e; e es também sao avaliados em p + tv. Portanto,

com

Wip+tv)(t) = 2(2—1t)(—1)e; + 2e3
= —2(2 - t)el + 263,

logo teremos que
VW =W (p+tv)'(0) = —dei(p) + 2e2(p).

|
3

Lema 3.1 Se W = E wse; € um campo de vetores em R3, e v é um vetor em p, entdo
i=1

3

VW =D w(w)ei(p),

=3

onde v(w;) € a derivada direcional de w; na dire¢ao de v.

Demonstragao: Temos

3

Wip+tv) = Z w;(p + tv)e;(p + tv)

para a restricao de W diante da curva t — p+ tv. Para diferenciar tal campo vetorial em
t = 0, basta simplesmente diferenciar suas coordenadas Euclidianas em ¢ = 0. Mas, pela
derivada direcional usual, temos que a derivada de w;(p + tv) em ¢ = 0 é precisamente

v(w;). Portanto

Em resumo, para aplicar V, para um campo de vetores, basta aplicar v em
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suas coordenadas Fuclidianas. Assim, a linearidade e as propriedades Leibnizianas da
derivada covariante segue facilmente das propriedades da derivada direcional usual.
Teorema 3.1 Sejam v e w vetores de R em p, e sejam Y e Z campos vetoriais em R3.
Entdao para os nimeros a, b e funcoes f, temos

1. VoY =aV,Y +0V,Y;

2. Vy(aY +bZ) =aV,Y + bV, Z;

5. VoY) = o(£)Y (p) + F(P)V.Y

4 oY, 2)) = (VY. Z(p) + (Y (), V. 2);

Demonstracgao: Para demonstrar o primeiro item, basta tomar

3
Y = Z Yii,
=3

logo, através das propriedades da derivada direcional usual, temos que

3
VatbwY = Z(av+bw)(yi)ei

1=3
3

_ Z(av(yi) +bw(y;))e;

1=
3

= azvyl el+bz yl i

=3

Mas, pelo Lema [3.1] segue que
VaiowY = aV,Y +bV,Y.

Para o segundo item, tomamos

3 3
Y = § yie; € £ = E Zi€4,
=3 =3

dessa forma, pelas propriedades da derivada direcional usual,

3
Vo(aY +07) = Z v(ay; + bz;)e;
=3

3

= ) (av(y) + bu(z:))e;

1=3
3
- Z yz e; + va Zz
1= 1=3
3
= aZvyz ez-l—bz v(2)e;.
=3

Pelo Lema [3.1] podemos concluir que



Vo(aY +bZ) = aV,Y + bV, Z.

Para o terceiro item, tomamos

3
1=3

Logo, pelas propriedades da derivada direcional usual, tiramos que

V. (fY) = v(Zf%)
= D oNww) + 3 F)(w).

i=3 =3

Pelo Lema [3.1], segue
Vo(fY) =v(f)Y (p) + f(p)V.Y.

Por fim, para o quarto e tltimo item, tomamos

3 3
Y = Zyiei e/ = Zzieia
i=1 =1
logo
3
Y, 2) =y
i=1

Assim, pelas propriedades da derivada direcional usual,

w((¥.2)) = v <Z y)

= Zv(yl)zl(p)—l-Zyl(p)v(Zz)

=1

Logo, pelo Lema [3.1] concluimos que

v((Y, Z)) = (V.Y Z(p)) + (Y (p), Vo 2).
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Através do principio pontual, podemos tomar a derivada covariante de um

campo de vetores W em relagao ao campo de vetores V', em vez de um vetor tinico vetor

v. O resultado disso é o campo vetores VW, cujo o valor em cada ponto p é Vy,)WW.

Dessa forma, VW consiste em todas as derivadas covariantes de W com respeito aos

vetores de V. Assim, segue do Lema [3.1] que se

3
W = E w;€;,
i=1



40

entao \
V\/W == Z V(wl)el.
i=1
Os calculos de coordenadas sao faceis de realizar, basta utilizar a identidade
bésica o7

Exemplo 3.3 Suponha V = (y — x)e; + xyes e W = 2%e; + yzes. Para calcular Vi W,

fagamos

V(z?) = (y—a)er(a?®) + zyes(2?) = 22(y — ),
Viyz) = (y—=)ex(yz) + xyes(yz) = zy’.

Portanto,
VW =2z(y — x)e; + xy’es.

[ |

Veja que para a derivada covariante Vi, W expressa inteiramente em temos de
campos de vetores, as propriedades do Teorema levam ao seguinte formato.
Corolario 3.1 Seja V., W, Y e Z campos de vetores em R®. Entdo
1. VivygwY = fVvY +gVwY, para todas as fungoes f e g.

2. Vy(aY +bZ) = aVyY + bV Z, para todos os nimeros a e b.
3. Vv (fY)=V(/)Y + fVVY, para todas as fungoes f.
4. VY, Z)) =(VvY, Z) + (Y, Vv Z).

Note que VyY nao se comporta simetricamente em relacao a V e Y. Isso é
de se esperar, pois é Y que esta sendo diferenciado, enquanto o papel de V' é meramente
algébrico. Em particular, V'Y é fVyY, mas Vi (fY) # fVyY, ou seja, hd um termo
extra da diferenciacao de f por V.

Podemos agora definir a derivada covariante em uma superficie S para campos
de vetores tangentes a S.

Definicao 3.3 Sejam V e W campos de vetores tangentes em uma superficie S. Deno-

taremos por (D), a deriwada covariante em S, sendo
DyW =VyW — (Vy W, N)N.

onde N € o vetor normal unitario.
Note que a derivada covariante (D) é a parte tangente da derivada covariante
de R3. Logo (D) satisfaz as seguintes propriedades:
1. Dyy1gzX = fDyX + gDz X ,Vf,ge C®(S) e X,Y,Z € X(5);
2. Dx(Y+Z)=DxY + DxZVX,Y, Z € X(S);
3. Diy X = fDy X + X(f)Y,Vf € C®(S) eVX.,Y € X(S5), onde X(f) = df(X) =
(Vf, X).
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Para maiores detalhes, ver a se¢do 7.3 de (O’NEILL, 2006).

3.2 Campos de Vetores Conformes Fechados

Definigao 3.4 Um campo de vetores £ #0 em S C R?® é dito conforme fechado se
Dy&=nY, VY € X(9), (6)

onde 1 € uma fun¢ao suave em S chamada de fator conforme.

Definigcao 3.5 Seja & um campo de vetores conforme fechado em S com fator conforme
n.

1. Sen # 0 for constante, entdo o campo & € dito Homotético.

2. Sen =0, entao o campo £ é dito Killing.

Exemplo 3.4 Vamos tomar como exemplo a superficie de revolucao S do Exemplo

com a paramentrizacao dada por

X (s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, P(s)).

O campo £ = ¢(s) Xy € um campo de vetores conformes fechado.

De fato, primeiramente, pelas propriedades da derivada covariante, temos que

Dx,§ = Dx,(¢(5)Xs) = ¢(s) Dx, Xs + Xo(i0(s)) X (7)

Dx,§ = Dx,(#(s)Xs) = ¢(s) Dxy X + Xo((5)) X (8)

Vale observar que as derivadas covariantes Dy X, Dx, Xy e Dx, Xy sao as partes tangentes

de X, Xy e Xpg, respectivamente, isto é, podemos escreve-las como

Dx, X, = T}, X, +T7 Xy, (9)
Dx,Xo = Dx,X;=T1,X,+TI}X,, (10)
Dx, Xy = T3,X,+T5,X,. (11)

Aplicando os resultados para os simbolos de Christoffel obtidos no Exemplo [2.7] nas

equacgoes @[), e , obtemos
Dx X, = 0X;+0Xy =0,

E]

Dx.Xs = Dx,X, = 0X,+ 28 x, — #6) 5 (12)
©(s) ©(s)
Dx,Xo = —(s)¢'(5)Xs +0Xp = —p(s)¢'(5) Xs.

Assim, substituindo em @ e , obtemos
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Dx.§ = ¢(5)0+¢'(s)Xs = ¢ (s) X, (13)
Dy,& = gp(s)i((j)) Xy + 0X, = ¢/(s) Xp. (14)

Note que X (¢(s)) equivale a ¢/(s), pois significa derivar ¢(s) na dire¢cao do campo X.
Ja Xg(¢(s)) =0, pois a derivada de ¢(s) na dire¢ao do campo Xy é igual a zero.

Analisando os resultados em e , perceba também que a derivada co-
variante na direcao de X, é equivalente a um multiplo de X, e o mesmo acontece para a
derivada covariante na direcao Xy, resultando em um multiplo de Xy. Assim, obtemos o
mesmo multiplo ¢'(s) para os dois casos.

Agora, vamos mostrar que esse resultado é valido para qualquer que seja o
campo de vetores.

Tomando um campo de vetores qualquer U = a X, 4+ Xy, teremos a derivada

covariante dada por

Dy€ = Diax,1px5)§ = aDx,§ + BDx,&. (15)

Veja que Dx,§ e Dx, € ja foram calculados em anteriormente em e respectiva-
mente. Logo, aplicando esses resultados em , obtemos

Du§ = Diax.+px0)§ = ¢'(s)(aXs + 8Xp) = ¢ (s)U. (16)

Dessa forma, veja que a derivada covariante de & em qualquer direcao U resultarda em um
multiplo de U.

Portanto, pela Defini¢ao|3.4), podemos concluir que, de fato, o campo de vetores
¢ = ¢(s)X; em S(superficies de revolugao arbitraria) é um campo de vetores conforme

fechado, onde o fator conforme sera

n=¢(s). (17)
[
Exemplo 3.5 Considere S, a esfera dada pela parametriza¢ao
X (s,0) = (cos (s)cos (0),cos (s)sen (0),sen (s)), —g <s< g e 0<6<2m.
cos (6) )
O campo £ = —sen (s)sen (0) X + ( >X9 € um campo de vetores conforme fechado,
cos (s

com fator conforme
n = —cos (s)sen (0).

Primeiramente, veja que pelas propriedades da derivada covariante, temos que

Dx.§ = Dy, (—sen(s)sen(0)X,)+ Dy, (%X@) (18)

= —sen (s)sen (0)Dx, X, + X(—sen (s)sen (0))X,

- P X () o




Dx,6 = Dx,(—sen (s)sen (6)X,) + Dy, (ZZZEQXQ) (19)

= —sen(s)sen (§)Dx,Xs + Xo(—sen (s)sen (6)) X,

cos (0) cos (0)
+ cos (s) DxoXo + Xo <cos (s)> Xo.

Pela parametrizacao da esfera dada, temos que p(s) = cos (s), além disso, pelas equagoes
em do Exemplo , conseguimos determinar Dx X, Dx, Xy e Dx, Xy, sendo entao

Dx. X, = =0,
_ _¢(s)y, _ sen(s)
Dx. Xy = Dx,Xs= ng = s (S>X9, (20)
Dx,Xo = —p(s)¢'(s)Xs = cos (s)sen (s)Xs.
Assim, substituindo em e , obtemos
Dyt = —cos(s)sen ()X, + (sen (s)cos (fgs—z(iin (s)cos (0)) X, (21)
= —cos(s)sen (6) X,
Dx,§ = (sen(s)cos(f) —sen (s)cos (0))Xs + (—%) Xy (22)

= —cos(s)sen (6)X,.

Analisando os resultados em e , perceba que a derivada covariante de £
na direcao de X, é equivalente a um miiltiplo de X, e o mesmo acontece para a derivada
covariante de £ na direcao Xy, resultando em um multiplo de Xjy. Assim, obtemos o
mesmo multiplo (—cos (s)sen (#)) para os dois casos.

Agora, vamos mostrar que esse resultado é valido para qualquer campo de
vetores. Assim, tomando um campo de vetores qualquer U = aX, + Xy, teremos a

derivada corariante dada por

Dy€ = Diax,18x,)§ = aDx,§ + BDx,§.

Veja que Dx £ e Dx,§ ja foram calculados em anteriormente em e respectiva-

mente. Logo, aplicando esses resultados em Dy &, obtemos
Dy€ = Dax,+8x,)§ = —cos (s)sen (0)(aX, 4+ 8Xy) = —cos (s)sen (0)(s)U. (23)

Dessa forma, veja que a derivada covariante de £ em qualquer direcao U resultard em um
multiplo de U.
Portanto, pela Definigao[3.4] podemos concluir que, de fato, o campo de vetores

= —sen (s)sen cos (0)
§= (s)sen (6) X+ cos ()

onde o fator conforme sera

Xp em S (Esfera) é um campo de vetores conforme fechado,

n = —cos (s)sen (0). (24)
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Lema 3.2 Seja S uma superficie de revolucao parametrizada por
X(s,0) = (p(s)cos 0, p(s)sen 0, 1 (s)),

onde o(s) > 0,s € I C R0 < 0 < 21 e y(s) = (p(s),0,1(s)) € a curva geratriz

parametrizada pelo comprimento de arco, isto €,

[/ ()] + [ (s)]* = 1.

Considere By = X, e By = %X@, entao {Ey, Ex} € um referencial ortonormal em
X(S). Além disso, vale as segufnfies relacoes:
Dp E1 = 0, Dp, Ey = 0,
Dy B, — 90/(S>E2, Dy By — QRS (25)
(s) (s)

Demonstragao: Inicialmente, iremos verificar que o referencial {Ey, E;} é um refencial

ortonormal. Temos os campos F; = X, e Fy = ng, onde
By = X, = (¢/(s)cost, ¢'(s)sent, ¢’ (s)), (26)
1 ©(s)
Ey, = Xyp = —sen @, cosf,0) = (—senb, cosb,0). 27
2 gO(S) [/ 90(5>( ) ( ) ( )

Calculando o produto interno entre E; e E,, obtemos
(Ey, Ey) = —¢(s)sen fcos § + ¢'(s)sen fcos 6 = 0. (28)

Assim, podemos concluir que {F;.FE,} é um referencial ortogonal. Além disso, calculando

o médulo de E; e Fs, teremos

Bl = VIg/(s)]P(sen0 + cos20) + [/ (s)]2) = [0/ (s)]2 + [/ ()] = 1,
|Ey| = Vsen26 4 cos20 = 1.

Como as normas de F; e E, sao iguais a um, logo sao unitarios. Dessa maneira, o
referencial {Ey, E»} é um referencial ortonormal em X(.S). Agora vamos mostrar que as
relagoes em (25) sdo vélidas. Calculando a derivada covariante de E; e Ey nas diregoes

um do outro, temos

Dg By = Dx X, (29)
Dp By = Dy, (ﬁ)@) zﬁstngLXs (ﬁ) X, (30)
DpEy = D, 4 X Xs—ﬁDXGXS, (31)
Dg,E D(W )(1X)1D Xy + 1X(1)X (32)
B (ﬁx) o)) TP T T o) ) )
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1 ¢'(s) ( 1 )
X, (—) = - e Xo|l——| = 0. (33)
(w(S)) [o(s)]? ()
Usando e os resultados obtidos em , concluimos que

Note que,

DpEy = 0, (34)
N
Dp, By = —%Xs——il((ja. (37)

Antes de apresentarmos o proximo Lema, vamos estabelecer um Lema cuja a
demonstracao pode ser encontrada em (CARMO, 2008), que sera util na demonstragao
do proximo Lema.

Lema 3.3 Seja X : U — S uma parametrizagao em um ponto p € S de uma superficie
reqular, com parametros u e v, e seja K a curvatura Gaussiana de S. Entao para um

campo de vetores qualquer V', tem-se
Dx,Dx,V — Dx,Dx,V = K(X, x X,) xV (38)

Assim, ja podemos enunciar o Lema a seguir.

Lema 3.4 Seja S uma superficie de revolugdo com a parametrizacao dada por

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, 1(s)),

nas condi¢oes do Lema |5.2, e com curvatura Gaussiana K. Se & = & Fy + &FEy € um

campo de vetores conforme fechado, com fator conforme n, logo vale as sequites relagoes:

0 0

% = n, % - @I(S)é%

0 0

% = 0, % = o(s)n — ¢'(s)&, (39)
) )

o= —K&, 31 = —Ke(s)e.

Em particular, & nao depende de s e dai vem que que &(s,0) = &(0).

Demonstracgao: Sabendo que £ é um campo de vetores conforme fechado, podemos obter,
a partir da Definigao [3.4] que

Dp& = nEy e Dg& = nkEs. (40)

Para Dg & = nky, teremos
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nEy = D, (&1E1 + &FBs) = & Dp, By + B (&) By + & Dg, By + Ei (&) Es. (41)

Aplicando os resultados do Lema na equacao , obtemos
& 0%

77E1 = Xs(fl)El + Xs(gg)EQ = %El + gEQ (42)
Portanto,
96
5 4
e = (43)
€ 85
2
%2 _ g 44
5 = U (44)

J&, para Dpg,& = nks, teremos
nEy = Dg,(&1E1 + &FEs) = &1 Dp, By + Es(&1) Ey + & D, By + E2 (&) Es. (45)

Aplicando os resultados do Lema na equacao , obtemos

nky = (LX(?(&) - @§2> By + <LX9(§2) + M&) E,. (46)

©(s) ©(s) ©(s) ©(s)
Portanto, 5 (5) 5
1 51 90/ S _ ﬁ = (s
m% - o(5) §o=0= 0 ¥ (s)& (47)
¢ 1 0%  ¢(s), 0& /
wﬁ Wfl =n= 0 p(s)n(s) — ¢'(s)é1- (48)

Agora, aplicando a equagao do Lema para o campo de vetores &,
teremos

Dx,Dx,6 — Dx,Dx,&§ = K(X, x Xp) x &. (49)

Usando o fato de que o campo de vetores & é conforme fechado, podemos entao fazer

Dx,Dx,§ — Dx,Dx,§ = Dx,(nX,) — Dx,(nXp)

(50)
= nDx, X + Xo(n)Xs —nDx, Xg — X,(1)Xo.
Usando em os resultados das equacoes de , obtemos
on on
Dx,Dx,§ — Dx,Dx,§ = %El - 90(5)%152- (51)
Agora, aplicando as propriedades do produto vetorial para K (X, x Xy) x £, temos
K(Xs x Xg) x& = K(X, Xy — K(Xy, &)X (52)

= K(E1, §)¢(s)Ey — K(p(s)Es, §) E.

Como ja mostramos no Lema [3.2 que o referéncial {Ey, E»} é um referéncial ortonormal,
sendo & = &1 Fq + & Es, logo teremos

<E175> = &, <E275> = &. (53)
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Portanto, substituindo em os resultados obtidos na equagao , temos
K(Xs x Xg) x & = Kop(s)61 By — Ko(s)& B (54)

Logo, pelas equacoes , e , temos o seguinte resultado

0 0
SH By = Sho(s) By = Ko(s)61 By — K p(s)G . (55)

E assim, da equacao , podemos concluir que

87} B
o = Ko (56)
e
on
5. = K& (57)
[ |

Lema 3.5 Seja S uma superficie de revolugao dada pela parametrizagcao

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, 1)(s)),

nas condi¢oes do Lema[3.9 e com curvatura Gaussiana K. Se & = {1 E1+& FEy € um campo

de vetores conforme fechado com fator conforme n, entao vale as sequintes relagoes:

(?;il + K& = 0, (58)
6 ,
g TP )& = wls)d (s)n, (59)
6
a0 TABE =0, (60)
82
382 +Kn =0, (61)
0%n )
oz T Kl = Ke(s)¢' ()6 (62)

onde, para a equagio (60), A(s) = [¢'(s)]> + K[p(s)]* depende s de s.

Demonstragao: Para chegarmos nas relagoes, basta tomarmos os resultados do Lema

e aplicar as derivadas parciais para cada expressao.

Para 8_1 =1, temos
s
9% . on

L 63
0s?>  0Os (63)
Substituindo a expressao em , ), logo
82
e ke =, (64)

82
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De % = ¢©'(5)&,, obtemos
P&, 06
202 =¥ (5)%- (65)
Assim, substituindo a expressao em , conseguimos
0%¢
a5 TP = e(s)e (s (66)
Da expressao % = 0, teremos
Os ¢
2
— =0. 67
5a (67)
Seguindo, da expressao % = p(s)n — ¢'(8)&1, vem que
9& n NS 2
_ v L e . / 2 )
ot = ()5 — ¢(9) 5 = ~Klp(s))%6 ~ [ (5)6s (68)
L0g07 an
2+ (Klo(s)P + [P (9 = 0, (69)
Obeserve que a expressao K[p(s)]> + [¢/(s)]? s6 depende de s, assim, podemos fazer
A(s) = Klp(s))* + [¢'(s)]*. (70)
E aplicando em , temos, portanto,
0*&;
W + A(S)& = 0. (71)
- on . :
Para a expressao 95 — K&, sabendo que K s6 depende s, logo tiramos que
s
8277 &1 /
Substituindo a expressao em , entao teremos que
0%n
@‘FK??I—K/&. (73)
n
Por fim, de 50 = —K ()&, temos que
9 082
— =K —=. 74
= —Kols) (74)
E substituindo a expressao em , concluimos que
TN Klo(s)Pn = Kols)e' 75
a2 T Ele()'n = Ko(s)¢'(s)ér. (75)
Temos entao todas as relagoes que queriamos. [

Agora, vamos trabalhar com o objetivo de buscar descrever o campo de vetores
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conforme fechado na superficie de revolucao. Para isso, precisamos antes enunciar o
seguinte lema de EDO que sera bastante recorrente.
Lema 3.6 Seja ¢"(s) + cg(s) = 0, uma EDO homogénea de ordem 2, com coeficientes

constantes, temos entao trés casos distintos para a sua solugao:

c1 + css, sec=10
g(s) = ¢ cicos (y/cs) + casen (y/cs), sec>0
cretV=es) 4 026(—chs)7 sec <0

onde ¢ e ¢y Sao constantes quaisquer.

A demonstragao geral para EDOs desse tipo pode ser vista em (ZILL; CUL-
LEN, 2001). Com isso, estamos preparados para seguir com a descrigdo do campo de
vetores conforme fechado na superficie de revolucao, através do seguinte Teorema.

Teorema 3.2 Seja S uma superficie de revolul¢cao parametrizada por

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)send, (s)),

cuja curva geratriz seja parametrizada pelo comprimento de arco. Se o campo

1
¢(s)
€ um campo de vetores conforme fechado com fator conforme n, entao
1. & =0,

§=86E + &by =X + £ X

S = agp(s)XS,

onde a é uma constante real nao nula e n = ay'(s).

2. Ou & # 0, a superficie S tem curvatura Gaussiana constante e vale que:

a + bs, se K =0
©(s) =< acos (VKs)+ bsen (VKs), se K >0 ,
aeV=Es) 4 pe(=V=Ks) se K <0
, 1
5 =y (S) €2d‘9Xs + _€2X07
o(s)
onde
as + bab, seA=0
&(0) = § agcos (\/K@) + bysen (\/K@), se A >0 ,
ape(V=R0) 1 bge(*ﬂa), se A <0
com
b? >0, se K =0

A=< (@®+V)K >0, se K>0
4abK , se K <0
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n=—Kp(s) / £2(0)db.

Demonstracgao: Inicialmente, observe que pela equacao do Lema , sabemos que &,
nao depende de s. Podemos entao determinar dois casos para satisfazer sua igualdade. Ou
& = 0 ou A(s) é constante. Para cada caso podemos tirar algumas conclusoes importantes
com relagao ao comportamento do campo &.

Primeiro caso: & =0
Do Lema [3.4] segue que

0
S = ds)e =0 (76)
logo temos que & também nao depende de 6. Além disso, para o campo £ = £ By + & Fo,

com & = 0, logo resulta em

§=&E. (77)
Ainda do Lema [3.4] temos
o 652 . /
0=2g = p(s)n — ¢'(s)&;
logo /
¢'(s)&
= ) 78
=) (78)
E da equagao , sendo % =1, obtemos entao
s
r_ afl _ 90,<S)€1
61 - 85 - SO(S) ) (79)
ou seja,
& P(s)
S . 80
& p(s) (80)

Como & e ¢(s) dependem sé de s, veja que podemos integrar ambos os membros da
igualdade , assim, teremos que

Gy, [P06)
51d /@(S)d' (81)

Fazendo u = & e t = ¢(s), logo, teremos du = &jds e dt = ¢'(s)ds respectivamente.

Assim, substituindo esses resultados em (85)), teremos entao
d dt
/ “_ e (82)
u t

In(&1) + ¢4 = In(p(s)) + co. (83)

Resultando em

Aplicando a fungao exponencial em ambos os membros de , obtemos



en(€)+e) — o(In(p(s)+e2) (84)
Assim,
&ret = p(s)e™. (85)
Com isso, temos
& = e Vp(s). (86)
Fazendo a = e{~) logo a equacdo resulta em
&1 = ayp(s). (87)

Dessa maneira, substituindo a equagao no campo & = &y obtido em . Lem-

brando também que do Lema (3.2 temos F; = X, logo vamos obter que

§ = ap(s)X;. (88)
Neste caso, pelas equacoes e do Lema [3.4] temos
061 on
_— = —_— = —K
as n € 80 gD(S)é“Q’

respectivamente.
Da equacao , sabendo que & = 0, logo obtemos que

on _

89_0’

dessa forma, podemos concluir que 1 nao depende de #. Além disso, das equacoes e

(43), conseguimos, portanto, determinar 7 sendo entao

a(ags(s)) .

assim, o fator corforme para este caso é

n=ap(s) (89)

Segundo caso: A = A(s) = [¢/(s)]? + K[p(s)]* é constante.

Aplicando a derivada em relagdo a s, temos que

0=A"=2¢(s)¢"(s) + 2K p(s)¢'(s) + K'[po(s)]*. (90)
e'(s) :
Do Exemplo [2.6, temos que K = — 5) assim, aplicando esse resultado em (90)), obte-
mos 4
_ A/ _ ! " o 90//(3) ! K/ 2
0=A" = 2¢(s)¢"(s) -2 25) ()¢ (s) + K'[ip(s)] (91)
0 = K'[p(s)]

sendo ¢(s) > 0, da equagao , podemos concluir que K’ = 0 e, assim, K serd constante.



52

Sendo K constante, note que através do Exemplo , temos que ¢”(s)+Kp(s) = 0. Logo,
pelo Lema , obtemos os seguites casos para a fungao ¢(s):

a + bs, se K =0
¢(s) = ¢ acos (VEKs) +bsen (VKs), se K >0 (92)
aeV=Es) 4 pe(-V=Ks), se K <0

onde a e b sao constantes quaisquer.
Agora, podemos destacar trés resultados distintos de A para cada valor de K.
e K =0.
Neste caso, de , temos que p(s) = a + bs, assim, a derivada de ¢(s) em relagao

a s sera dada por
¢'(s) =" (93)

Logo, aplicando em A = K[p(s)]* + [¢'(s)]?, obtemos
A= (94)

e K >0.
De , temos que ¢(s) = acos (VKs) + bsen (VK s) e, derivando ¢(s) em relacio
a s, obtemos

¢'(s) = —avVKsen (VKs) + bVKcos (VKs). (95)

Substituindo ¢(s) e sua respectiva derivada (95]), em A, conseguimos

A = [bWKcos(VKs) —avKsen (VKs))? + K(acos (VKs) 4 bsen (VK s)]?
= Kla*(sen?(V/Ks) + cos (VKs)) + b*(sen?(vVKs) + cos 2(VKs))]
= (A +AK.
(96)
e K <0.

De , temos que ¢(s) = aeVE) 4 be(=V=E9) assim, fazendo a derivada de ¢(s)

em relacao a s, vem que
¢ (s) = av/—KelVE) — py/—Kel-VEs), (97)
Com isso, aplicando ¢(s) e sua respectiva derivada , em A, obtemos

A = (CL \% _Ke(\/js) - b\/ _Ke(_\/js))Q -+ K(ae(\/js) + be(_\/js))Q
—2ab(—K) + 2abK (98)
= 4abK.

Com isso, podemos tirar as seguintes conclusoes, que

b? >0, se K=0
A=q (@®+¥)K >0, se K >0 (99)
4abK , se K <0.
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Agora vamos determinar &. Veja que, pela equacao , temos que

0%&
—= + A& =0.
Logo, pelo Lema [3.6] sabendo que A é constante, conseguimos entdo os seguintes casos

para &(0):

as + b0, se A=0
&(0) = ¢ azcos (VD) + bysen (VA), se A >0 (100)
apeVTAE) 4 bge(_ﬂ(’), se A <0,

onde ay e by sao constantes quaisquer.
Prosseguindo, podemos notar também que através do Lema (3.4 onde
o6 _

00

podemos deduzir a integral que pode ser utilizada para descobrir os valores de &, logo,

/(3)52,

temos que

6= ¢(s) [, (101)

Ainda para este caso, a partir equacao do Lema e da equacao ((101]),
temos que

1=2E8 [e0a0 = ') [0 (102)

"
Além disso, de K = _f (<S)) do Exemplo temos que
(s
(s) = —Kg(s), (103)

dessa maneira, substituinto a equagao ((103) em ([102)), obtemos

0= —Kols) / &(0)d0, (104)

e com isso, conseguimos determinar o fator conforme 7 para este caso.
Assim, diante dos resultados demonstrados aqui, podemos entao descrever de
forma bem detalhada o campo de vetores conforme fechado &. [ |
Veja que, de acordo com o que foi demonstrado no Teorema[3.2] somos capazes
de fazer uma boa observacao quanto ao comportamento de £ em decorréncia da curvatura
Gaussiana K, assim, podemos enunciar o seguinte corolario.

Corolario 3.2 Seja S uma superficie de revolugao com parametriza¢ao

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, 1(s)),

nas condi¢oes do Lema [3.9  Seja & um campo de vetores conforme fechado, logo, se a
curvatura Gaussiana K nao for constante, entio & = cp(s)Xs, onde ¢ € uma constante
qualquer.

Se considerarmos £ um campo de Killing, podemos caracterizar a superficie de
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revolugao.

Corolario 3.3 Seja S uma superficie de revolugao com parametrizagao

X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)sen b, 1(s)),

nas condigoes do Lema [3.3. Seja & um campo de vetores conforme fechado de Killing,

entdo S € um cilindro circular reto, um cone circular reto ou um plano.

Demonstragao: Se o campo £ é Killing, entao n = 0, assim, nos termos to Teorema 3.2

precisamos analizar os dois casos contidos. Logo, para o primeiro caso, temos
/
=0 e n=ay(s)
Mas veja que como o campo & é Killing, logo temos que

n=ay'(s) =0, (105)

e de ([105), podemos concluir que ¢'(s) = 0 e, consequentemente, K = =0.

w(s)
Agora, para o segundo caso onde temos & # 0, curvatura Gaussiana constante

n=—K¢@X/&WMﬂ

Sabendo que o campo ¢ é Killing, logo temos que

0=n=~Kls) [ &al)ds (106)

onde
o) >0 o [&®m 2o
dessa forma, podemos concluir que K = 0.

Portanto, em ambos os casos, temos que a curvatura Gaussiana é identicamente
nula, logo S é um cilindro circular reto, um cone circular reto ou um plano (veja o exercicio
7, secdo 3.3 de (CARMO, 2008)).

[ |

Agora se considerarmos & um campo de Homotético, também podemos carac-
terizar a superficie de revolugao.

Corolario 3.4 Seja S uma superficie de revolugao com parametriza¢ao
X(s,0) = (p(s)cos b, p(s)send, (s)),

nas condigoes do Lema[3.3. Seja & wm campo de vetores conforme fechado Homotético,

entao S é um cone circular reto ou um plano.

Demonstracgao: Se o campo ¢ é Homotético, entao n # 0 é constante, assim, nos termos
to Teorema |3.2] precisamos analizar os dois casos contidos. Logo, para o primeiro caso,

temos
=0 e n=ay(s)



95

Mas veja que como o campo & é Homotético, com n # 0 constante e a é uma constante

real nao nula, logo podemos concluir, a partir da equacao de n para o primeiro caso do

Teoremo [3.2] que
n
o) =" (107)
- ¢"(s)
é constante. Além disso, com ¢'(s) constante, de K = — ) do Exemplo [2.6, podemos
(s
obter também que 0
Ce(s)

ou seja, a curvatura Gaussiana K = 0.

Agora, para o segundo caso onde temos &3 # 0, curvatura Gaussiana constante

n=-Ke(s) [ &a0)as.
Sabendo que o campo £ é Homotético, com n # 0 constante, logo, através da equagao

do Lema , obtemos

0%n

— 4+ Kn=0= Kn=0. 108

52 T " (108)
Da equagao ([108]), note que podemos ter K = 0 ou n = 0. Mas veja que o campo & é
Homotético, dessa forma, teremos n # 0. Entao, isso significa que a curvatura Gaussiana
K = 0. Entretanto, sabendo que K = 0, da equacao de n do segundo caso do Teorema

3.2, conseguimos concluir que

N o= —Kp(s) / £(0)d0 (109)
0,

que seria um absurdo, pois o campo £ é Homotético e, consequentemente n # 0. Portanto,
temos que s6 pode ocorrer no primeiro caso.
Analisando os resultados para o primeiro caso, temos que K = 0 e, aplicando

a integral em relagao a s em ambos os lados da equacao (107]), obtemos

/(p/(s)ds _ /gds = ols)= Ls + o (110)

com L # 0 constante e ¢; uma constante qualquer. E pela equagao ((110)), com ¢(s) =
a

Qs + ¢1, j4 podemos garantir que ao aplicar ¢(s) na parametrizacao da superficie de
raevolugéo, nao teremos o cilindo circular reto, pois, além de ter K = 0, ¢(s) teria que ser
constante. Portanto, S é um cone circular reto ou um plano (veja o exercicio 7, se¢ao 3.3
de (CARMO, 2008)).

[ |
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4 CONCLUSAO

Gracas aos resultados obtidos neste trabalho, conseguimos descrever comple-
tamente um campo de vetores conforme fechado em uma superficie de revolugao. Como
consequencia deste resultado, mostramos que para as superficies de revolucao com cur-
vatura Gaussiana K nao constante, existe apenas um tipo de campo de vetor conforme
fechado. Além disso, no caso em que o campo de vetores corforme fechado é de Killing
ou Homotético, foi possivel classificar as superficies de revolucao.

Sabendo que as técnicas usadas para a caracterizacao e descricao do campo
sao dificilmente encontradas com familiaridade na literatura. Logo, procuramos neste
trabalho, fazer uma abordagem com uma linguagem mais simplificada, para que o leitor
pudesse fazer uma leitura sem tantas barreiras de dificuldade.

Vale destacar que a base dos estudos usadas na pesquisa deste trabalho somente
eram encontradas diante uma linguagem presente na Geometria Riemanniana, porém,
através deste trabalho, conseguimos usar apenas a geometria diferencial no espaco Eu-
clidiano para se alcancar os resultados desejados, trazendo assim, grandes contribuigoes
para essa area.

Por fim, observamos que os resultados alcagandos neste trabalho nao sao en-
contrados na literatura de geometria diferencial no espago Euclidiano, o que destaca ainda
mais a importancia destes resultados. Esperamos que o assunto abordado neste trabalho
possa ajudar e despertar o interesse de outras pessoas sobre essa area do conhecimento.
Ademais, os resultados obtidos aqui, deixam em aberto para que outras pessoas possam
se aventurar na caracterizacao de novos campos de vetores conforme fechado em outros

tipos de superficies, como por exemplo, as superficies regradas.
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