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“O grande livro da natureza esta escrito em

linguagem matemaética.” Galileu Galilei



RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é mostrar um exemplo que prova a possibilidade de
existéncia de uma func¢do continua em toda a reta, mas que nao é derivavel em lugar
nenhum. Em 18 de julho de 1872, o matemético alemao Karl Weierstrass apresentou uma
fungdo com essa caracteristica em uma palestra na Royal Academy of Science, em Berlim.
A exibicao dessa funcao causou uma grande surpresa a comunidade académica da época,
tanto pela sua importancia como por ser um contra exemplo para a reciproca de um dos
teoremas mais conhecidos do célculo diferencial, a saber: “se uma funcao é derivavel em
um ponto c real, entao essa funcao é continua em ¢”, tratando-se também de ser a primeira
fungao apresentada com essa caracteristica. A funcao que Weierstrass construiu recebeu
0 seu nome em sua homenagem, sendo uma funcao limitada e continua em toda a reta,
mas nao é derivavel em nenhum ponto. Nos dias de hoje, é de conhecimento matemético
que existam mais fungoes com essas caracteristicas da funcao de Weierstrass, no entanto,
visto que a construcao dessas funcoes ¢ um trabalho demorado e cuidadoso, nao é facil
de encontrar exemplos das mesmas. Apresentamos no trabalho também um estudo in-
trodutorio aos limites, continuidade e derivadas de funcgoes; sequéncias e séries numéricas
e as sequéncias e séries de funcoes, que servirao de base para a construcao da funcao
de Weierstrass. Espera-se que o trabalho possa servir de fonte de pesquisa e motivacao
para estudantes de matematica ou areas relacionadas, principalmente quando estiverem

estudando o calculo diferencial.

Palavras-chave: Continuidade. Derivabilidade. Funcao de Weierstrass.



ABSTRACT

The main objective of this work is to show an example that proves the possibility of the
existence of a continuous function on the entire line, but which is nowhere differentiable.
On July 18, 1872, the German mathematician Karl Weierstrass presented a function with
this characteristic in a lecture at the Royal Academy of Science in Berlin. The exhibition
of this function caused great surprise to the academic community of the time, both for its
importance and for being a counter-example to the reciprocal of one of the best known
theorems of differential calculus, namely: “if a function is differentiable at a real point
¢, then this function is continuous in ¢”, being also the first function presented with this
characteristic. The function that Weierstrass constructed was named in his honor, being
a bounded and continuous function on the entire line, but not differentiable at any point.
Nowadays, it is of mathematical knowledge that there are more functions with these cha-
racteristics of the Weierstrass function, however, since the construction of these functions
is a long and careful work, it is not easy to find examples of them. We also present in the
work an introductory study on limits, continuity and derivatives of functions; sequences
and numerical series and the sequences and series of functions, which will serve as the
basis for the construction of the Weierstrass function. It is hoped that the work can
serve as a source of research and motivation for students in mathematics or related fields,

especially when studying differential calculus.

Keywords: Continuity. Derivability. Weierstrass function.
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1 INTRODUCAO

Intuitivamente, a ideia de uma funcao ser continua parte do principio de que
o grafico dela pode ser tragado sem tirarmos o lapis do papel, sendo uma fungao continua
derivavel em um ponto se o seu grafico admite uma reta tangente neste ponto. Podemos
facilmente dar exemplos de fungoes que sao continuas em toda a reta, mas que nao sao
derivaveis em um nimero finito de pontos, assim como também, podemos pensar em
funcoes continuas com uma infinidade de pontos onde nao sao derivaveis. Mas, ao falar
de uma funcao continua em toda a reta que nao possui derivada em ponto algum, a nossa
imaginacao pode falhar.

Motivado pela ideia de construir uma func¢ao com tais caracteristicas, algo que
muitos matematicos achavam nao existir, Karl Weierstrass em 1872 tornou-se o primeiro
a apresentar um exemplo de funcao que surpreendeu a todos, pois tinha continuidade em
toda reta, mas nao possuia a diferenciabilidade em nenhum ponto do seu dominio. Par-
tindo do principio da divida por parte da comunidade matemaética, a funcao Weierstrass
tornou-se desde a sua aparicao um importante contraexemplo que conseguiu provar a hi-
potese da existéncia de funcoes com tais propriedades. A funcao é mostrada no seguinte
teorema:

Seja a € (0,1) e seja b um inteiro impar tal que ab > 1 + 37” . Entéo a série

flz) = Z a"cos(b"mx)

converge uniformemente em R e define uma funcao continua, mas nao derivavel em ne-
nhum lugar.

No capitulo 2 é apresentada a teoria base para construirmos a funcao de Wei-
erstrass. No desenvolvimento da teoria apresentada, admitimos um conhecimento prévio
do leitor sobre conjuntos numéricos e de célculos diferencial, com foco principal nos ni-
meros reais. Partindo de conhecimento prévios iniciamos a teoria geral, com conceitos
introdutoérios de andlise real, sequéncias e séries de nameros reais, de modo a familiarizar
o leitor com o tema, caso nao tenha conhecimento do mesmo, e desenvolvendo os conceitos
na abordagem dos ntimeros reais, indo até as sequéncias e séries de fungoes.

No capitulo 3, o tema central deste trabalho, abordamos a funcao de Weiers-
trass propriamente dita. Iniciaremos sua construcao, feita inicialmente por Weierstrass.
Para isso, vamos estabelecer algumas condi¢oes necessarias para garantir a continuidade
da funcao, onde utilizaremos ferramentas obtidas através da andlise numérica, que foram
abordadas nas preliminares para produzir essa construcao. Feita a tarefa de mostrar sua

continuidade vamos mostrar que a funcao nao é derivavel em ponto algum.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos definicoes e resultados iniciais que servirao
de base para construir a funcdo proposta. Vamos iniciar com os conceitos introdutorios
limites de funcoes, fungoes continuas, derivadas e sequéncias de niimeros reais, desde sua
definicao, propriedades e exemplos. Apos a apresentacao de sequéncias de nimeros reais,
iremos adentrar nas séries de ntmeros reais, apoiando-se nos conceitos de sequéncias,
mostrando as propriedades e exemplos.

Tendo exibido a teoria de sequencias e séries de niimeros reais, vamos trabalhar
as sequéncias de numeros reais, onde generalizamos algumas ideias vistas em sequéncias
de ntimeros reais, porém no contexto de funcoes. Em seguida, vamos trabalhar um pouco
sobre as séries de funcoes.

Todo o contetido mostrando nessas preliminares tem como objetivo preparar
o leitor para que o mesmo possa compreender os resultados essenciais para a construgao

da funcao de Weierstrass.

2.1 LIMITE, CONTINUIDADE E DERIVABILIDADE DE FUNCOES

Vamos trabalhar nesta parte a nogao de continuidade de uma funcao, onde
para o nosso caso, trataremos de funcoes continuas no conjunto dos nimeros reais e
também a derivada de fungoes de uma variavel real. Para o estudo da secao, consideramos
um certo nivel de conhecimento sobre conjuntos e fungoes, juntamente com a nocao de
limite.

Tendo apresentado nogoes iniciais sobre a continuidade de uma funcao, iremos
ver o que é derivada e uma fungao, abordando alguns pontos chaves que servirao de
ferramentas em conceitos mais a frente no trabalho. Para um estudo mais aprofundado

dos temas recomendamos consultar (LIMA, 2019).

Definigao 2.1. (Ponto de acumulagao). Seja X um subconjunto dos reais e a € R. Dize-
mos que a é ponto de acumulacdo de X se todo intervalo aberto (a — €,a + ¢), de centro
a contém algum ponto x € X, onde x diferente de a.

Simbolicamente, dizer que a é ponto de acumulacao de X, com z diferente de a, é equi-
valente a:

Ve>0dzeX; 0< |z —a|<e.
Notagao: representamos o conjunto dos pontos de acumulagao de X por X'.

Defini¢ao 2.2. (Ponto de acumulagdo a direita). Dizemos que um ponto a é ponto de
acumulacao & direita do conjunto X quando para € > 0, todo intervalo [a,a + €), contém
algum ponto de X diferentes de a.

Notacao: denotaremos por X! o conjunto dos pontos de acumulagao a direita de X.
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Defini¢ao 2.3. (Ponto de acumulacdo & esquerda). De maneira semelhante a definigao
de ponto de acumuacao a direita, dizemos que a é ponto de acumulacao a esquerda do
conjunto X quando para ¢ > 0, todo intervalo (a — ¢, al, contém pontos de X diferentes
de a.

Notacao: denotamos por X’ o conjunto dos pontos de acumulacao a esquerda de X.

2.1.1 Limite de funcoes

Seja a fun¢do f : X — R; X C R e a € R um ponto de acumulagao de X (ou seja
a€X').

Definigao 2.4. Diremos que limite de f(z) quando x tende para a, representado por

lim f(x) = L,

T—a

quando para cada real ¢ > 0 arbitrario, existir 6 > 0 tal que se z € X e |z —a|] < §
tivermos |f(z) — L| < e.

Simbolicamente:

Ve>0,30>0,2€X, 0<|z—a|l<d=|f(z)-L|<e.

Teorema 2.1. (Unicidade do limite). Dado X € R, seja f : X — R ea € X'. Se
tivermos hm flz)=1L; e hm f(z) = Lo, entdo Ly = Lo.
Demonstragao LIMA (2019) ]

Proposicdo 2.1. Sejam X CR,a€ X e f,g: X — R. Se lim f(z) = L, e lim g(z) =
r—a

T—a
Lo, entao:
1. lim(f(xz) £g(x)) = Ll + Lo;

Tr—a

2. im(f(x)-g(x)) = Ly - Lo;

r—a

. f() Ly
}:I_I)I’(ll(m) = L—Q, Sse L2 7& 0.

Demonstragao: Ver LIMA (2019). ]

3.

Proposigdo 2.2. Sejam X CR, a € X e f,g: X — R. Se lim f(z) = 0 e existe uma
Tr—a

contante M tal que |g(x)| < M para todo x € X — a entdo lim(f(x) - g(x)) = 0.
T—a
Demonstracao: Ver LIMA (2019). m

Proposicao 2.3. Sejam X, Y CR, f: X — R, g: Y — R, com f(X) C Y. Sejam
acX ebcY NY. Se lelglllf(:v) =be i%g(x) = ¢ tem-se il_rgg(f(m)) = ¢, desde que
c=g(b).

Demonstracao: Ver LIMA (2019). m
Proposicdo 2.4. Sejam X C R, a € X e f,g,h: X — R. Se ezister >0 e L € R
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tal que f(z) < g(x) < h(x) para todo x € (a —r,a+r) e lim f(x) = L = lim h(z), entdo

T—a r—a
lim g(z) = L.
r—a
Demonstracao: Ver GUIDORIZZI (2008). m

Definicao 2.5. (Limite a direita). Sejam X C R, f: X — Rea € X/, ou seja, a um
ponto de acumulacao a direita de X. Dizemos que o nimero real L é limite & direita de

f(z) e denotamos por
lim f(z) =L,

z—at
quando para todo € > 0 arbitrario dado, pudermos obter § > 0 tal que |f(z) — L| < ¢,
comzr e Xel<z—a<é.

Simbolicamente lim f(z) =L, se:
r—a

Ve>030>02eX,0<z—a<d=|f(x)-L|<e.

Definicao 2.6. (Limite a esquerda). De maneira semelhante a definicdo de limite a

direita, dizemos que um numero real L é limite a esquerda de f(x) se:

lim f(z) =L,

T—a—

quando para todo ¢ > 0 arbitrario dado, pudermos obter § > 0 tal que |f(z) — L| < ¢,
comreXel<a—x<o.

Simbolicamente lim f(z) = L, se:
r—a—

Ve>030>02eX,0<a—x<d=|f(x)—L|<e.

Proposigao 2.5. Seja f : X — R; X CR, ea € X, NX". Entao o limite lim f(z) = L

r—a
se, e somente se, existem e sao iguais os limites laterais lim f(x) = lim f(x) = L.
z—at T—a~

Demonstracao: Ver LIMA (2019). m

Definicao 2.7. Seja X C R ilimitado superiormente, ou seja, nao existe b € R tal x <b

para todo z € X. Dada f: X — R, escreve-se
L e =1

quando o numero real L satisfaz a condigao:

Ve>036>0zeX, >0=|f(x)—L| <e.

Definicao 2.8. Seja X C R ilimitado inferiormente, ou seja, nao existe a € R tal x > a
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para todo x € X. Dada f: X — R, escreve-se

lim f(z) =L,

r——00

quando o ntimero real L satisfaz a condicao:

Ve>036>0zeX, < —0=|f(x)—L|<e.

1
Exemplo 2.1. Determine o limite da fungdo f : R — {0} — R, dada por f(z) = —;, ou

x
seja, xEr—l{loo poi 0.

1 1 1 1
Com efeito, dado e > 0,tome d = —;7 € X, 2 >0 =22 > — =2 > - = — <c =

VE NG € x2
|f(z) - L| <e.

Observagao 2.1. As proposicoes 2.1] 2.2] e [2.3] sao validas quando substituimos o limite

pelos limites laterais e pelo limite no infinito.

2.1.2 Funcoes continuas

Definigao 2.9. Dizemos que uma funcao f : X — R é continua em um ponto a € X se
pudermos tornar f(z) arbitrariamente proxima de f(a), desde que tomemos x suficiente-
mente proximo de a.

Precisamente, f : X — R ¢ continua em a € X se para todo € > 0 abitrario, pudermos

encontrar 6 > 0 tal quese x € X e |x — a|] < 0 implica |f(x) — f(a)| < e. Simbolicamente:

Ve>0,36>0;, z€ X,|lx—a|<d=|f(x)— fla)] <e.

Exemplo 2.2. A funcao f: R — R dada por f(z) = ax + b,a # 0 é continua no ponto
p = po. Com efeito, suponhamos a > 0. Dado € > 0, tome § = E; xr € X, logo:
a

5
|l —pol <d= |z —po| <= =|ax —apy| <e=|ax +b—apy—b| < ¢
a

= |f(z) = fpo)| <&

Analogamente, o mesmo acontece para a < 0.

Defini¢ao 2.10. (Funcao continua). Uma funcdo f : X — R é continua em z quando

f € continua em todos os pontos a € X.

Exemplo 2.3. A fungao f: R — R dada por f(x) = ax + b,a # 0 é continua.
Como vimos, no exemplo anterior, a funcao f(z) = ax+b,a # 0 é continua em um ponto

p = po no seu dominio. Assim, pela definicao basta repetirmos o mesmo raciocinio em
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um ponto p qualquer no dominio de f para mostramos que ela é o continua em todos os

pontos.

Exemplo 2.4. A func¢ao f: R — R dada por f(x) = |z| é continua.

xr se x>0

Considere p um ponto qualquer do dominio de f e f(x) = |z| = -
—x se x<0

Veja que para p > 0 existe r > 0 tal que, para todo x € (p —r,p + r), temos f(x) = x,
Logo para p > 0, f é continua pelo exercicio Ja para p < 0, existe r; > 0 tal que
f(x) = —z, para todo = € (p — 1, p+ 71). Assim, novamente pelo exercicio podemos
afirmar f é continua em p < 0.

Finalmente, para p = 0 temos: Dado ¢ > 0, tome § = ¢;jx — 0] < 0 = |z] < ¢
= [lz| = 0| <0 = [f(z) — f(p)| <e.

Proposicao 2.6. Sejam f,g : X — R funcgodes continuas no ponto a € X. Entao as
sequintes funcoes também sao continuas em a :
1. f+yg
f—y9
f-9
c-f; ceR
L se g(a) #0
Demognstragfio: Ver LIMA (2019). ]

Proposicao 2.7. Se f : X — R e g: Y — R sao fungoes continuas nos pontos a € X
e b= f(a) € X, respectivamente, e ainda se f(X) CY, entdo go f : X — R € também
continua no ponto a.

Demonstragao: Ver LIMA (2019). m

2.1.3 Funcoes derivaveis

Definigao 2.11. (Funcao derivavel em um ponto). Uma funcdo f: X — R, X C R

diz-se derivavel em um ponto a € X N X', sendo a um ponto de acumulagao de X, se

) — tim 1) = 1)

r—a Tr — a

existir o limite

Caso o limite exista, denominamos o limite f'(a) de a derivada de f em a.

Exemplo 2.5. Considere a fun¢do f : R — R, dada por f(x) = ¢ para todo = € R, ou

seja, f ¢ uma funcao constante. Entao a sua derivada em um ponto a é:

f'(a) =0 para a € R.
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Observacao 2.2. A derivada de uma funcao constante é sempre nula.

Se tomarmos a fungdo ¢ : * — [f(z) — f(a)]/(z — a) definida em X — {a}.
Entao ¢g(x) ird representar a inclinagao da reta secante passando pelos pontos (a, f(a)) e
(x, f(x)). A reta passando pelo ponto (a, f(a)) € R que tem inclinac¢ao f’(a) é denominada
a reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Dito isto, a inclinacdo da reta tangente
serd dada pelo limite das inclinagbes das retas secantes que passam pelos pontos (a, f(a))
e (z, f(z)) quando x — a.

Se escrevermos h = x —a ou x = a+ h, a derivada de f em a € X N X' vai ser

dada pelo limite:

) — tim L0 = Sla),

h—0 h
Assim, a fun¢do h +— [f(a+h)— f(a)]/h é definida no conjunto Y = {h € R—0;a+h € X},

o tem 0 como ponto de acumulacao.

Exemplo 2.6. f: R — R dada por ax + b. Para todo ¢ € R e h # 0 arbitrario, temos:

fle+h) = fle)
h

= a.

De fato,

!/ . _
f(C)—}llILI(I) = a.

Portanto f'(c) = a.

Definicao 2.12. (Derivada a direita). Quando a € X N X/, ou seja, a é ponto de
acumulagao a direita de X, e pertence a X, podemos definir & derivada da funcao f no

ponto a, caso exista, sendo o limite:

@ = i JEI@ Sk )

z—a™t Tr—a h—0t h

Observacao 2.3. Uma funcao f : X — R é derivavel a direita no ponto a se, e somente

se, para qualquer sequéncia de pontos z,, € X — {a} dada, com z, > a e limz, = q,

oo L) = f(@

n—00 Ty —Qa

tivermos

= fi(a).

Defini¢ao 2.13. (Derivada a esquerda). De maneira anéloga a defini¢do de derivada a
direita, definimos também a derivada a esquerda. Quando a é um ponto de acumulacao
a esquerda de X e estd em X, a derivada a esquerda da funcao f no ponto a, caso exista,

é dada pelo limite:

f/_(a): lim M: lim f(a_'_h)_f(a).

T—a— T —a h—0— h
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Observacao 2.4. Uma funcao f : X — R é derivavel a esquerda no ponto a se, e
somente se, para qualquer sequéncia de pontos x, € X — {a} dada, com z, < a e
lim z,, = a, tivermos

n—00 Ty —Qa

Observacao 2.5. Quando a é ponto de acumulacao tanto a esquerda, como a direita,

entdo f'(a) existe se, e somente se, as derivadas laterais existem e sdo iguais.

Exemplo 2.7. (Funcdo mddulo). f: R — R dada por f(z) = |z|.
Para x # 0, temos: .
T) — x
(GES ORI
Assim, existem f}(0) = 1e f’(0) = —1, no entanto, ndo existe f'(0).

Mas se a # 0, f'(a) existe e serd igual a 1 para o caso em que a >0e —1se a < 0.

Observacao 2.6. Das propriedades de limites, uma funcao f : X — R é derivavel no
ponto a se, e somente se, para qualquer sequéncia de pontos x, € X — {a} dada, com
lim z,, = a, tivermos:

lim f(xn> — f(a) _ f/<CL).

n—00 Tp —Qa

Defini¢ao 2.14. (Fungdo derivavel num conjunto). Uma funcdo f: X — R é derivavel

em um conjunto X quando a derivada de f existe em todos os pontos a € X N X',

Observacao 2.7. Dizemos simplemente que uma funcao é derivavel, quando ela é deri-

vavél em todos os pontos do dominio.

Teorema 2.2. Se a derivada f'(a) existir, entdo a fungao f € continua no ponto a.

Demonstracao: Considerando por hipotese a existéncia do limite:

i 1@) = fla)

r—a Tr — a

Assim, consequentemente também existe

R e e R e aCRR
Portanto, f é continua no ponto a. [

Observacgao 2.8. A reciproca do teorema nao é valida, pois do exemplo temos que
a fungao f(z) = |z| é continua em todos os pontos do dominio, no entanto, o exemplo
nos diz que a fun¢do f(z) = |z| ndo é derivavel por conta da ndo derivabilidade na
origem, apesar de ser derivavel nos outros pontos do dominio. Entao surge uma pergunta

natural: ha algum exemplo negando a reciproca de tal forma que a funcao é continua e
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nao é derivavel em ponto algum?
A resposta para a pergunta feita na observacao é o tema central desse
trabalho e serd respondida no capitulo 3. No entanto, continuaremos desenvolvendo os

contetido preparatorios para responder essa pergunta no préoximo capitulo.

2.2 SEQUENCIAS E SERIES DE NUMEROS REAIS

Serao apresentadas nesta secao algumas definigoes, teoremas e resultados im-
portantes a respeito das sequéncias e séries de nimeros reais. A secao foi dividida em duas
partes, onde na primeira parte é abordado os conceitos iniciais sobre sequéncias, como
definicao, sequéncias limitadas, monodtonas, limite de uma sequéncia e convergéncia. Por
ultimo, abordamos as sequéncias de Cauchy e os resultados esséncias.

Na segunda parte mostramos um estudo introdutério das séries de niimeros
reais, onde buscamos trabalhar os principais resultados sobre o tema. Sao abordados
conceitos iniciais como a definicao, convergéncias das séries, critérios de comparacao e
séries absolutamente convergentes. No final da segunda parte apresentamos alguns tes-
tes importantes que permitem analisar a convergéncia de grande parte das séries, tais
como o teste da razao e o teste da raiz. Para um estudo mais aprofundado dos temas
recomendamos consultar (LIMA, 2019).

2.2.1 Sequéncias

Definicao 2.15. (Sequéncia de nimeros reais). Uma sequéncia de niimeros reais ¢ uma
funcao real x : N — R definida no conjunto N dos nimeros naturais e tomando va-
lores no conjunto R dos nimeros reais. O valor z(n), para todo n € N, serd represen-
tado por z, e chamado termo de ordem n, ou n-ésimo termo da sequéncia. Escrevemos

(X1, T2, T, ), OU (Tp)nen, Ou simplesmente (x,,), para indicar a sequéncia x.

Definicdo 2.16. (Sequéncia Limitada). Uma sequéncia (x,) é dita limitada superior-
mente (respectivamente inferiormente) quando existe ¢ € R tal que z,, < ¢ (respectiva-
mente z,, > ¢) para todo n € N. Diz-se que a sequéncia (z,) é limitada, quando ela é
limitada superior e inferiormente. Equivalentemente existe um k > 0 tal que |z,| < k

para todo n € N,
Observacao 2.9. Se uma sequénca nao ¢é limitada, ela é dita ilimitada.

Definicao 2.17. (Sequéncia crescente e nao-decrescente). Uma sequéncia (z,,) chama-se
crescente quando x1 < x9 < x3 < --- , isto é, quando x,, < x, 1 para todo n € N. Se vale

rn < x,41 para todo n € N, entao a sequéncia diz-se nao-decrescente.

Defini¢ao 2.18. (Sequéncia decrescente e nao-crescente). Uma sequéncia (x,) chama-se

decrescente quando x; > x9 > x3 > --- | isto é, quando x,, > x,; para todo n € N. Se
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vale x,, > x,1 para todo n, entao a sequéncia diz-se nao-crescente.

Observacao 2.10. (Sequéncia Monotona). As sequéncias crescentes, decrescentes, nao-

decrescentes e nao-crescentes sao chamadas de sequéncias mono6tonas.

Exemplo 2.8. z,, = 1 para todo n € N. Temos uma sequéncia constante (1,1,...,1,...);
ela é evidentemente limitada, pois z(N) = 1, ndo-decrescente e também nao-crescente.

Consequentemente, também monotona.

Exemplo 2.9. x,, = n para todo n € N. Assim, z : N — R é a aplicacdo de inclu-
sao. Obtemos a sequéncia (1,2,3,...,n,...) que é uma sequéncia limitada inferiormente,

ilimitada superiormente e mono6tona crescente.

Defini¢ao 2.19. (Subsequéncia). Seja x = (x,)nen uma sequéncia. Uma subsequéncia de
& é uma restricao da funcdo = a um subconjunto infinito N' =ny < ny < --- <ny < --- de
N. Utilizamos a notagao ' = (2 )ney OU (T, Ty, - - - yTpy, -+ ) OU (T, )ken para indicar

N . /
a subsequéncia ¥ = x|y .

Exemplo 2.10. A sequéncia x : N — R dada por z(n) = 2™ é (2,4,8,...) e a restrigdo
de z ao subconjunto N’ = 2N é uma subsequéncia de x(n), com lei de formagao = : N =
2N — R, dada por (4,16, ...).

Definigao 2.20. (Limite de uma sequéncia). Diz-se que um numero real a é limite de
uma sequéncia (x,) de nimeros reais, e escreve-se a = lim z,, ou ¢ = lim x,,, quando para
n—oo

cada numero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um inteiro ng € N tal

que |z, — a| < &, sempre que n > ngy. Simbolicamente:

limz, =a<Ve>03nyeN;n>ng= |z, —al <e.

n—o0

Observacao 2.11. Uma sequéncia que possui limite é dita convergente. Do contrario,
ela é dita divergente.
Observacao 2.12. A condicdo |z, — a| < € é equivalente a termos —¢ < z,, —a < ¢, ou

seja, a — e < x, < a + ¢, implicando que x, pertence ao intervalo aberto (a — e, a + ¢).

1
Exemplo 2.11. A sequéncia (x,) = 5 71 ] converge e tem limite 3’ De fato, como
n
1 n 1 1
Ty — =| = — ==
2| |2n+1 2| 2@n+1)
Para n > ng, obtemos:
2n+1>2ng+1>2ny = 2(2n+1) > 2(2ng) = ! < !
n n n n n :
0 0 0 22n+1)  4ng
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1
Com isso, dado £ > 0, basta tomarmos ng > = Ou seja, 4 ng € N tal que n > nyg =
€

1
< e. Portanto limz,, = 5

Ty — =
2

Teorema 2.3. (Unicidade do limite). Se limx, = a e limx, = b, entdo a = b.
Demonstracao: Se limx,, = a devemos entao obter que para todo ntmero real b # a,
b—a

| ’>0,entéio(a—&t,a+5)ﬂ(b—€,b—|—5):Q Do

contrario, x € (a —e,a+¢) N (b—e,b+ ¢), deverfamos ter |a — x| < e e |b— x| < &,

limz, # b. Tomando ¢ =

obtendo ainda |a — b| < |a — x| + |x — b| < 2¢ = |a — b|, um absurdo. Como limz, = a,
existe ng € N tal que n > ngy implica em z,, € (a —e,a+¢) e x, ¢ (b—e,b+¢), jA que
(a—¢e,a+e)N(b—e,b+e)=@. Portando, lim x, # b. m

Teorema 2.4. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.
Demonstracao: Seja (zy,,...,Zy,,...) a subsequéncia. Dado qualquer intervalo aberto
I de centro a, existe ng € N tal que todos os termos x,,, com n > ng, pertencem a I. Em

particular, todos os termos x,, , com n; > ng também pertencem a /. Logo limz,, = a. m

Corolario 2.1. Se limz,, = a entao, para todo k € N, lim z,,, = a.
n—oo

Demonstracao: Com efeito, (z1,x, To1k, -+, ) € uma subsequéncia de (z,). m

Teorema 2.5. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Seja a = limz,,. Tomando € = 1, temos que existe ng € N tal que n >
ng = x, € (a—1,a+1). Considerando, agora, um conjunto finito F' = {1, 2o, -+ ,xg,a—
l,a+ 1}. Sejam ¢ o menor elemento e d o maior elemento de F. Entao todos os termos

x, da sequéncia estao todos contidos no intervalo [c, d]; logo a sequéncia é limitada. =
Observacao 2.13. A reciproca do teorema acima é falsa.

Exemplo 2.12. A sequéncia z,, = (—1)" é limitada, mas nao é convergente, visto que,

suas subsequéncia xs, = (—1)?" e 9,1 = (—1)?*"! tendem respectivamente a 1 e —1.

Proposicao 2.8. Se limz,, = 0 e (y,) € uma sequéncia limitada, entdo limx,, -y, = 0
(mesmo que o limite de (y,) nao exista).
Demonstragao: LIMA (2019). ]

Teorema 2.6. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia mondtona, nao-descrecente e limitada. Agora
tomemos a = sup{z,;n = 1,2,...}. Estabelecendo que limz, = a, temos que para qual-
quer € > 0 dado, a — € < a, entdao o nimero a — € nao é cota superior dos conjunto
formado por z,. Assim, vai existir ng € N tal que a — ¢ < z,,. Portanto, como (z,,) é uma
sequéncia monétona, n > ng = Tp, < Ty, entao a — e < x,,. Dado que z,, < a,Vn, seque
de n > ng que a — € < x, < a+ €. Logo, obtemos que lim x,, = a. Para o caso de (x,) ser

nao-crescente, basta tomarmos lim z,, = inf{z,;n = 1,2, ...}, onde chegariamos a mesma
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conclusao seguindo o mesmo racionio. [

o L1 I : )
Exemplo 2.13. A sequéncia a, =1+ T + B + -+ 4 —, € crescente, pois an < dpiy € €
limitada, visto que

11 1
<11ttt <3,
i <1+ 1454 5o+t gy

para todo n € N. Portando, pelo teorema acima, a sequéncia a,, converge.

Corolario 2.2. Se uma sequéncia mondtona (x,) possui uma subsequéncia convergente,

entao (z,) € convergente.

Corolario 2.3. (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui

uma subsequéncia convergente.

Definicao 2.21. (Sequéncia de Cauchy). Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais. Ela
se chama uma sequéncia de Cauchy quando cumpre a seguinte condi¢ao: dado arbitrari-
amente um nimero real € > 0, pode-se obter ng € N tal que m > ng e n > ng implica

|z, — x| < €.

Teorema 2.7. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstracao: Considere limx, = a. Escolhendo ¢ > 0 de maneira arbitraria,temos

. 3 € .
que existe ng € N tal que m > nyg = |z, —a| < gen >ng = |z, —al < 3 Assim,

SO :
m,m > ng = |Tm — | < |Tm —a| + |z, —a] < 3 + ;=6 concluindo que (z,) é uma
sequéncia de Cauchy. [

1
Exemplo 2.14. A sequéncia z, = —,Vn € N é uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado
n

e > 0, podemos encontrar ng tal que — < ¢, entao se n,m > ngy, podemos supor que
o
. 1 1 1 )
n > m, assim, teremos 0 < — < — < —. De onde concluimos que:
n o m ng

1 1

n m

1
= — < e&.
no

— =0
N

1 ‘
Portanto (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.

Lema 2.1. Toda sequéncia de Cauchy é limitada

Demonstracao: Dada (z,) uma sequéncia de Cauchy. Escolhendo ¢ = 1, temos ng € N
tal que m,n > ng = |z, — z,| < 1. Consequéntemente, para n > ng = |y, — Tn| <
1, se onde obtemos que para n > ny = z, € (v, — 1,7y, +1). Agora sejam « e
respectivamente o menor e o maior elemento do conjunto X = {:cl, Lo, Tny—1, xn0+1}.

Assim, z, € [a, (] para cada n € N, portanto (z,) é limitada. [

Lema 2.2. Se uma sequéncia de Cauchy (z,) possui uma subsequéncia convergindo para

a € R, entao limx,, = a.
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~ . £ .
Demonstragao: Dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = |z, — x,| < 3 Existe

também ny > ng tal que |z, —a| < g Portanto, n > ng = |z,—a| < |z, —2p, |+|20, —a] <

€ € .
3 + 5= . Isto mostra que lim z,, = a. [

Teorema 2.8. Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.

Demonstragao: Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Pelo Lema ,
(an) & uma sequéncia limitada. Logo, resulta do Corolario (Bolzano-Weierstrass) que
(a,) possui uma subsequéncia convergente, o que nos da em consequéncia do Lema

que (a,) é uma sequéncia converge. m

2.2.2 Séries

Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Podemos associar a (a,) uma nova
sequéncia (s,), chamada de sequéncia das somas parciais de (a,), ou ainda, de sequéncia

gerada por (a,). Definimos a sequéncia (s,) como:

Sop =ap, S1 =Sp+ a1 =ag+ ay, - ,8, = Sp—1 + ap.

n
Observacao 2.14. Vemos que s, = E a; e a, = S, — S,_1 para qualquer n € N.
i=0
Definicdo 2.22. (Série numérica). Uma série numérica ¢ a sequéncia (s,) mostrada

anteriormente, que é gerada por uma sequéncia (a,) de nameros reais. Denotada por:

Sn = iam

n=0

o0
onde a, ¢ chamado termo geral da série E Q-

n=0

o
Definigao 2.23. (Série convergente e divergente). Dizemos que uma série E a, converge,

n=0
[eS)

quando o existe o limite S = lim S,,, e chamado S de soma da série Z a,. Caso o limite

n=0
nao exista dizemos que a série diverge.

O Teorema a seguir nos dard um critério para identificar quando uma série é
convergente ou diverge.
Teorema 2.9. Se ) a, € uma série convergente entao lima,, = 0.
Demonstracao: Seja s, = a1 +- - -+a,. Entao existe s = lim s,,. Evidentemente tem-se

n—oo

também s = lim s,_;. Logo 0 = s — s =lims, — lims,_; = lim(s, — s,-1) = lima,. =
n—oo

Observacao 2.15. E suficiente para verificar se uma série g a, diverge, mostrar que
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lima, # 0

Observacao 2.16. A reciproca do teorema é falsa. Ou seja, se tivermos lima,, = 0 nao

podemos concluir que a série E a, converge.

— 1 1 — 1
Exemplo 2.15. Na série harmonica Z —, temos lim — = 0, mas Z — diverge.
n n n

n=1 n=1
A demonstragao é feita da seguinte maneira:
o

1
Suponhamos por absurdo que Z — converge.
n

n=1

=1 1 1
Assim, existe s € R tal que 5 — = lim ( 2) + =+ = lims, = s.
n n
n=1

o
Pelo exposto anteriormente, as séries g o e E tambem convergem, visto que
n

2n —
=1

n=1
1 1 1 .
(any,) = (%) C (an) = (E) (an,) = o — 1) (a,) = (E) e também temos que
1

1

Portanto, podemos denotar Vn € N

L I
"2 46 2n
LTI
UTL - —_— —_— DY
3 5 2n—1
oo 1 (o)
¢ te, existem t,u € R tai — =limt, =t = limu,, =
consequentemente, existem ¢, u ais que ; o im e z; o — 1 imu
u. Observamos também que s, = t,, + u,, Vn € N. Assim
s~t-+ u.
Logo,
1 11 1 s
BV D P R
S - S S . .
Desta forma, segue que u = s —t et = 3 entao u = s — 3 = u = 3 implicando
1 1 1
que u = t. Podemos ainda escrever Vn € N, uw,, —t, = [1+ -+ -+ -+ —
3 9 2n —1
1+1+1++1_11+11+11++1 1>1
2 4 6 o2n) 2 3 4 5 6 2n—1 n/) =2
Concluindo que 0 = g — g =u—t> 3 um absurdo. Portanto, a série harmonica diverge.

Exemplo 2.16. (Série Geométrica) A série geométrica é obtida a partir da soma de
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infinitos termos de uma progressao geométrica.

Za”:1+a+a2+a3+---

n=0

A série geomeétrica diverge quando |a| > 1 visto que lim a" # 0. E para |a| < 0, a série
n—oo

x
eomeétrica converge, e a” = seguindo um raciocinio semelhante ao do exemplo
? )
—a

_ n=0
anterior.

Teorema 2.10. Seja a, > 0 para todo n € N. A série Y a, converge se, e somente se,
as reduzidas s, = a1 + - - - + a, formam uma sequéncia limitada, isto é, se, e somente se,
existe k > 0 tal que aq + - -+ + a,, < k para todo n € N.

Demonstracao: Sendo a, > 0, temos s; < s < s3 < ---; logo a sequéncia (s,) que é

monoétona, converge se, e somente se, é limitada. [

Corolario 2.4. (Critério de comparacao). Sejam > a, e > b, séries de termos nao-
negatiwos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < c-b, para todo n > ng entao a
convergéncia de Y b, implica a convergéncia de Y a,, enquanto que a divergéncia de
> an acarreta a de ) by,.

1
Exemplo 2.17. A série Z —
— Vn

De fato, temos que n < n? Vn € N o que implica em /n < n. Consequentemente,

diverge.

o0
n=

11 1
0 < — < —=Vn € N. Como a série Z — diverge, segue do Critério de Comparagao que
n~ \/n n

n=1

oo
. 1 L
a série 5 T também diverge.
n
n=1

Teorema 2.11. (Critério de Cauchy para séries). A fim de que a série Y a, seja conver-
gente € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0, exista ng € N tal que |an1 + anyo +
gy < € quaisquer que sejam n > ng e p € N.

Demonstracao: Basta observar que |a,+1 + @nt2 + -+ Gnap| = [Smtp — Snl, onde (s,,) é

a sequéncia das reduzidas de > a,, e aplicar o critério de Cauchy para sequéncias. [

Definicao 2.24. Uma série ) a,, chama-se absolutamente convergente quando ) |a,| ¢

uma série convergente.

Teorema 2.12. Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstracao: Se ) |a,| converge, entdo dado € > 0 arbitrério, existe ny € N tal
que n > ng = |apq1| + -+ + |angp| < €, qualquer que seja p € N. Nessas condigdes
|1 + -+ ngp| < |anga] + -+ + |ansp| < €, € portanto, Y a, converge, pelo Critério

de Cauchy para séries. n
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o0

Teorema 2.13. (Teste da Razao). Seja Zan uma série de niumeros reais positivos tal
n=0
que existe

lim & — > 0.

Qn,

(a) Se L < 1, a série converge;
(b) Se L > 1, a série diverge.
Demonstracgao:

(a) Seja d um nimero real tal que L < d < 1. Pela defini¢ao de limite, se considerarmos

a . .
um ny > n, temos — < d, implicando em a, < da,. Logo, obtemos as seguintes

Qn
desigualdades:

2
p1 < Apd, Qpio < Gpird < apd”,
3
Apts < Qpiod < apd®, - --

e de modo geral,
Antk < andk7k ::1727'”

Como a série g d® é absolutamente convengente, j4 que é uma série geométrica onde

n=0
oo

o
0 < d <1 e, apartir do indice n + 1, a série Z a, ¢ majorada por Z a,d®. Assim, pelo

o

Critério de Comparacao a série g a, ¢ convergente.

n=0
CLn—«—l

(b) Se L > 1 temos que > 1, o que implica em a,.1 > a, para n suficientemente

n
[e.9]

grande, ou seja, o termo geral nao tende a zero, consequentemente a série E a, diverge. m

n=0
Observacgao 2.17. O caso em que L = 1 é inconclusivo para a convergéncia ou divergéncia

da série.

[e.e]

Exemplo 2.18. Vamos verificar a convergéncia da série E

n

H .

n=1
2n+1
1! 2 2 1
Temos que lim w = lim = lim = 2lim = 0 < 1. Portanto,
2" n+1 n n+1
n!
R . 0 on
pelo Teste da Razao, a série Z — converge.
— n!
Teorema 2.14. (Teste da Raiz). Seja Z a, uma série de termos positivos tal que existe
n=0

lim a, =L > 0.

n—oQ
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(a) Se L < 1, a série converge.

(b) Se L > 1, a série diverge.

Demonstragao:

(a) Tomando um namero real d tal que L < d < 1. Pela defini¢ao de limite, temos que

a, < d <1, implicando em a, < d", com n suficientemente grande. Logo, como a série
o0

Z d" é absolutamente convergente, ji que é uma série geométrica onde 0 < d < 1 entao,

n=0
oo

pelo Critério de Comparacao a série E a, € convergente.
n=0

(b) Se L > 1, obtemos /a, > 1 o que nos da a, > 1 para n suficientemente grande.
Portanto, a série diverge, j& que seu termo geral nao vai tender a zero. [
Observacao 2.18. O caso em que L = 1 é inconclusivo para a convergéncia ou divergéncia

da série.

oo 1 n
Exemplo 2.19. A série Z < ogn) converge.

n
n=1

Verificamos a convergéncia pelo Teste da Raiz.

1 " 1
lim /|a,| = lim { BT i 28" .
n n

o0
: . ) . logn\"
Assim, como lim {/|a,| < 1, concluimos que a série g é convergente.
n
n=1

2.3 SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES

Nesta secao apresentaremos conceitos iniciais sobre as sequéncia e séries de
funcoes, um tema muito importante da matematica, levando em consideracao as suas
mais diversas aplicacoes, dentre elas a que usaremos aqui, a representacao de funcoes
como séries de poténcias, em especial para as funcoes seno e cosseno.

Iniciaremos a secao apresentando algumas definigoes e resultados importantes
sobre o tema. Na primeira parte abordaremos conceitos inicias, como a convergéncia
simples e uniforme de sequéncia de func¢oes, sequéncias de Cauchy e o critério de Cauchy
para a convergéncia uniforme. J& na segunda parte desta se¢do mostraremos conceitos
base de séries de funcoes, tais como a definicao de uma série de funcgoes, série de funcoes
normalmente convergente e o teste de Weierstrass, para um estudo mais aprofundado
consultar (DJATRO, 1974/ e SOARES, 2014). No final da se¢ao adentraremos nas séries de
poténcias, abordando condi¢oes necessarias para a convergéncia da mesma, a convergéncia
uniforme e critérios para a representacao de fungoes como séries de poténcia em conjuntos
com a série de Taylor e Maclaurin, onde mostraremos a representacao das funcoes seno e

cosseno como séries de poténcias.
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2.3.1 Sequéncias de fungoes

Defini¢ao 2.25. (Sequéncia de fungoes). Seja X um conjunto de ntimeros reais. Uma
sequéncia de funcoes f,, : X — R & uma correspondéncia que associa a cada n € N uma

funcao f,, definida em X e tomando valores reais.

Definigao 2.26. (Convergéncia simples). Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, :
X — R converge simplesmente para a funcao f : X — R quando, para cada x € X,
do dominio, a sequéncia de niameros (fi(x), fa(z),..., fo(z),...) converge para o nimero
f(x). Ou seja, para todo z € X fixado, tem-se

lim fo(2) = f(@).

n—oo

Observacao 2.19. Na defini¢ao anterior, quando f,, converge simplesmente para uma
funcao f dizemos que “f,, converge simplesmente para f em X”. Ainda de maneira mais
resumida: f, — f simplesmente em X.

Observacao 2.20. A convergéncia simples, as vezes, também se chama convergéncia

ponto a ponto ou convergéncia pontual.

Definicao 2.27. (Convergéncia uniforme). Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, :
X — R converge uniformemente para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0

dado, existe ny € N tal que:
n>ng = |fulz) = f(2)] <,

seja qual for x € X.

x

Exemplo 2.20. A sequéncia de fungoes f,(xr) = — convergente simplemente em toda
n

reta para zero, ou seja, é uma fungao identicamente nula f : R — R. Observamos que

para cada xy € X fixado, tem-se:

n

Exemplo 2.21. Seja f, : [0, 1] — R uma sequéncia de fung¢oes definida por f,(x) = ",
onde (n =1,2,---) entao (f,) converge simplemente para a fungdo f(z) = 0 para o caso
de0<z<lepara f(1)=1sex=1.

Note que Yz € [0,1) temos:

lim z" =0
n—oo

e
lim 1" = 1.
n—o0

Definigao 2.28. (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia de fungées f, : X — R
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chama-se uma sequéncia de Cauchy quando, para quaisquer € > 0, dado arbitrariamente,
for possivel obter ng € N tal que m,n > ny = |f.(z) — fu(x)| < €, qualquer que seja
x e X.

Teorema 2.15. (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). Uma sequéncia de
funcoes f, : X — R € uniformemente convergente se, e somente se, € uma sequéncia de
Cauchy.

Demonstracao: Supondo por hipotese que f, —> f é uniformemente convergente em

X. Assim, dado ¢ > 0 arbitrario, podemos encontrar ng € N de tal forma que se
€
n>ng=|fulzx) — f(z)| < §,V$ € X.
Assim, tomando novamente por hipotese m,n > ng vale a desigualdade anterior e
€
o) = @) < SV € X.
Logo, se m,n > n, temos que

Fn(@) = Jul@)] < |fon(@) = F@] +17(@) = fula) < 5+ 5 = Ve e X.

Consequentemente (f,,) é uma sequéncia de Cauchy. De maneira semelhante, se a sequén-
cia de fungoes f, : X — R é de Cauchy, obtemos que para cada x € X, os nlimeros
fa(z),n € N, formam uma sequéncia de Cauchy de niimeros reais. Portanto, pelo Teo-
rema como toda sequéncia de Cauchy de ntimeros reais ¢ convergente, esta sequéncia

converge para um ntimero real f(x). Definindo assim, uma func¢do f : X — R, tal que

f(x) = lim f,(z),Vz € X.

n—oo

Para mostrar que f, — f converge uniformemente em X tomamos £ > 0 arbitrario,

onde podemos encontrar ng tal que
m,n > ng = |fm(z) — fulz)| <e,Vz e X.
Na igualdade anterior se mantermos n e x fixos, e fizermos m — oo vamos obter
[f(x) = ful2)] <&,V e X

desde que n > n,. Provando assim que f, — f é uniformemente convergente. [

Exemplo 2.22. A sequéncia de fungdes f,(x) = sen” definida em z € [0, 1], convergente
n
simplesmente para f = 0.

. € . € " € ,
De fato, para z fixado, lim — =0 e lim sen— = 0. A sequéncia f,(x) = sen— também
n—oo N n—00 n n
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converge uniformemente, o que é resultado da seguinte desigualdade:

—_

T
sen— < sen— <
n

S|

Y

3

para x € [0, 1] e do Critério de Cauchy para a convergéncia uniforme.

Teorema 2.16. (Convergéncia uniforme e continuidade). Se f, — f(converge) unifor-
memente em X e todas as f, sao continuas num ponto a € X entao f € continua no
ponto a.

Demonstracao: LIMA (2019). ]

Corolario 2.5. O limite uniforme de uma sequéncia de funcoes continuas € uma funcao

continua.

2.3.2 Séries de funcgoes

Defini¢ao 2.29. (Série de fungoes). Seja (f,) uma sequéncia de funcoes; f, : X — R,
onde X é um subconjunto de R. A partir de (f,,) uma nova sequéncia (s,) cujos elementos

Sa0 as somas:
81:f1’82:f1+f27"'75n:f1+f2+"'+fn7

as quais chamaremos de reduzidas da série Y f,. A parcela f, chamamos de termo geral
da série.

Se existir o limite
s =lims, = li_>m(f1+f2+---+fn),

diremos que a série Y f,, é convergente e o limite s serd chamado a soma da série. Escre-

vemos entao:
s=D fa=> fo=fitfototfato
n=1

Se a sequéncia das reduzidas nao convergir, diremos que a série »_ f, é divergente.

Definicao 2.30. Uma série de fungoes f, : X — R diz-se normalmente convergente
quando existe uma sequéncia de constantes a, > 0 tais que Y a, converge e |f,(z)| < a,
para todo n € N e todo x € X.

sen(nx) | : .
— ¢ normalmente convergente visto que as fungoes
n

Exemplo 2.23. A série Z

n=1

1
fn: R — R, dadas por f,(x) = n—f, satisfazem |f,,(7)] < — para todon € Ne x € R
n n

: 1 : .
pois sen(nr) < 1 e ) — & uma série convegente de nimeros reais. Tal fato segue do
n
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Critério de comparacao.

Teorema 2.17. (Teste de Weierstrass). Se > f,, € normalmente convergente entio | f,|
e Y fn sao uniformemente convergentes.

Demonstracao: Seja X o dominio comum de todas as funcgoes f,. Para n,p € N ar-
bitrarios e todo z € X, temos |f,(x) + for1(x) + - + foip(@)| < [fu(@)] + | fror1(z)| +
A frap(@)] < @ 4+ apgr + - - 4 @pyp. Segue-se entdo do critério de Cauchy (Teorema
de Cauchy para convergéncia uniforme) que > |f,| e >  f, convergem uniformemente em
X. [

Teorema 2.18. (Critério de Cauchy para séries). Dada uma série de fungoes f, : X — R.
oo
A > f, converge se, e somente se, a sequéncia de suas somas parciais for uma sequéncia

n=1
de Cauchy. Ou seja, para todo € > 0, existe um numero positivo N tal que, para n > m >

N, temos
n
> fal <€
k=m
ou equivalentemente:
n+m

o D fn =0,

Demonstracao: Basta observar que |f11 + fora + - foipl = [Smtp — Snl, onde (s,,) € a

sequéncia das reduzidas de Y f,, e aplicar o critério de Cauchy para sequéncias. |

2.3.3 Séries de poténcias

Defini¢ao 2.31. (Série de poténcias). Dada uma sequéncia (a,(x — x¢)"), a série gerada,

por ela denominamos série de poténcias com centro xg, expressa como:

Zan(az—xo)”:a0+a1(:)3—x0)+a,2($—x0)2+...—|—an(x—:):0)"+...+
n=0

Teorema 2.19. Dada uma série de poténcias, definida anteriormente. Seja R um nimero

real dado por:

1
lim sup |a, /"
Temos as sequintes condigoes:

(i) Se|r —xo| < R, entdo a série converge absolutamente.
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(1i) Se |x — x| > R, entdo a série diverge.
Demonstracgao:

(i) Supondo que |z| < R, entdo existe um ndimero real r tal que |z| < r < R. Assim,

1/n

1
existe ng € N tal que |a,| " < — para todo n > ng, ja que — > 7 Entao:
r r

1
la,| < —,¥n > ny.
rn

2"

Multiplicando ambos os lados da igualdade por |z|™, obtemos |a,z™| < —— implicando

2" . : e NC )

que |a,z"| < | — | para todo n > ng. Assim, a partir de ng, a série E la,x"| é
r

n=0

oo n
. . || . || .
majorada pela série — | , que converge ja que — < 1. Portanto, segue do Critério
r r
n=0
o0
da Comparacao (Corolario [2.4]) que a série de poténcias E a,x" converge uniformemente
n=0

quando |z| < R.

(ii) Supondo que |z| > R, escolhemos um nimero real r de tal forma que |z| > r > R.
Entao, — < = e, da definicao de lim sup, h4 uma infinidade de niimeros naturais n para
r

kd

1 - : " " e , .
o8 quais — < |a,|n . Assim, |a,2"| > | — ) para uma infinidade de nimeros naturais
r r
|| I -
n e, como [ — | > 1,|a,z"| ndo converge para zero. Logo, quando |z| > R, a série de
r

o0
poténcias E apx" diverge.
n=0

[
Defini¢ao 2.32. (Raio de convergéncia e disco de convergéncia). Ao nimero 0 < R < o0
definido anteriormente, damos o nome de raio de convergéncia da série de poténcias. O

disco D(xg, R), ¢ denominado o seu disco de convergéncia.

Teorema 2.20. Seja Zan(x —x0)", a, # 0 uma série de poténcia, para todo n € N, e

n=0
R, o seu raio de convergéncia, entao:

R = lim

n—oo

(079
a, +1
se o seu limite existir.

Demonstrac¢ao: Supondo que o limite exista, entao pelo Teste da Razdo (Teorema [2.13)
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o0
que a série E an(x — xo)", a, # 0 converge quando:
n=0
1
| anga(w — o)™
li < 1,
n—+00 an(:U — .To)n
ou de maneira equivalente,
_ an(x — 20)" ) a 1 _ a
lim n{ )n-l-l = lim - = lim |[——| > 1,
=00 | Q.41 (T — To) =00 | Ap.41(T — To) |z — @o| n=oe | an
de onde obtemos que:
) a
|z — x| < lim |——| = R,
n—oo a/TL—l-l
de acordo com o Teorema [2.19) - (i).
oo
Entretando, pelo Teste da Razao (Teorema|2.13)), a série g an(x—x0)" diverge
n=0
quando:
+1
| Gpp1(T — x0)"
li 1 ) > 1,
n—oo | ap(T — x0)"
equivalendo a:
_ an(x — 20)" ) a 1 _ a
lim n{ )n-l-l = lim - = lim |[——| < 1,
=00 | Q.41 (T — To) =00 | Ap.41(T — To) |z — @o| n=oe | an
ou ainda, quando:
) a
|z — 29| > lim |——| = R,
n—oo a/TL—l-l
de acordo com o Teorema [2.19 - (ii). n
oo xn
Exemplo 2.24. Vamos encontrar o raio de convergéncia da série de poténcias —.
|
n!

n=0
Para isto, vamos aplicar o critério do quociente. Se x # 0 temos

n+1 n| |[L’|

x
(n+1)lan| n+1

Como essa razao tende a 0 quando n — oo, temos que a série converge absolutamente
para todo x # 0. A série também converge para x = 0, portanto o seu raio de convergéncia
é +o0.

Teorema 2.21. Se uma funcao [ € representada por uma série de poténcias no intervalo
de convergéncia (a — r,a + 1) entdo:

[e.e]
(a) A série derivada E na(z —a)""' e f tem o mesmo raio de convergéncia

n=1
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(b) A derivada f'(x) existe para todo o x no intervalo de convergéncia e é definida por

f(z) = Znan(:ﬁ —a)"

Demonstracao: Ver APOSTOL (1988). m
Corolario 2.6. A funcao f definida por uma série de poténcias, possui derivadas de todas
as ordens em qualquer ponto do seu intervalo de convergéncia e suas derivadas sucessivas

podem ser calculadas por derivacdo termo a termo.

Agora vamos falar um pouco sobre conceitos chaves de série de Taylor apre-
sentada em STEWART (2009) a partir dos quais nos fornecerdo ferramentas necessarias
para expressarmos fungoes como séries de poténcias.

Teorema 2.22. Se f tiver uma representac¢ao (expansdo) em série de poténcias em a, isto
€, se
oo
f(x) = E cp(xr—a)" |z —a| <R
n=0

entdo seus coeficientes sao dados pela formula

@

n!

n Y

onde f"(a) representa as derivadas de f em a.
Demonstracao: Supondo que f seja uma funcao arbitraria que possa ser representada

como uma série de poténcia, ou seja:
f(x)=co+tc(r—a)+c(r—a)P+c(zr—a)+eyv—a)., |[r—a <R

teremos entao que determinar quais coeficientes ¢, que devem aparecer em termos de f.

Observamos inicialmente que:

f(a) =c
entao pelo Teorema, podemos derivar a expressao f(x) = ¢y + ci1(x — a) + co(x — a)® +
c3(x —a)® + cy(x —a)... , |z — a| < R termo a termo, logo:
f'(x) =1+ 2co(z — a) + 3c3(z — a)® +4ey(x —a)® +--- , |z —a| < R.

Assim, fazendo a substituicdo x = a na expressao anterior para a derivada, obtemos:

f'(a) = ci.
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Derivando novamente a expressao da primeira derivada, temos:
f"(x) =2co +2-3c3(x —a) +3-deg(z —a)* +--- , |[v—a| <R
Se substituirmos novamente x = a na tltima expressao, resulta:
f(a) = 2¢
Repetindo o mesmo processo mais uma vez, vamos obter:

f7(x)=2-3c3+2-3 - dey(w—a)+3-4-5cs(x —a)’+--- , |t —a| <R

f"(a) =2 -3¢z = 3les.

Se seguirmos o padrao, derivando as expressoes seguintes e subtituindo x = a, iremos
encontrar:
ffa)=2-3-4---nc, =nle,

Colocando agora o n-ésimo coeficiente ¢, em evidéncia, temos:

m
f"(a)
n!
que f tenha uma expansao em série de poténcias em a, entdo ela terd a seguinte forma:

Observacao 2.21. Se substituirmos o valor de ¢, = de volta na série, admitindo

n!

) =S LD gy

equivalentemente

f(x):f(a)%—@(x—a)—f—%(m—aﬁ—f—@(x_aﬁ_k... )

Definigao 2.33. (Série de Taylor). A série mostrada na observacao anterior:

f'(a)
1!

f"(a)
2!

o+ T g

(x —a) + 3l

n!

i) =S D = gy +

é chamada de série de Taylor da fun¢do f em a (ou em torno de a ou centrado em a).

Defini¢ao 2.34. (Série de Maclaurin). Na defini¢io anterior, para o caso especial em que

a = 0, a série de Taylor torna-se:
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o), 110

2
1 o x4 ...

n!

fy =3 I W~ po) +
n=0
A série recebe o nome de série de Maclaurin.

A seguir mostraremos a definicao de fungao analitica apresentada em LIMA
(2019).

Definicao 2.35. Uma funcao f : I — R, definida num intervalo aberto I, chama-se
analitica quando é de classe C*, e para todo zq € I, existe r > 0 tal que x € (zg—71, zo+7)

implica que x € I e que

™) (5,
f(x):f(:zcg)Jrf’(xo)-(a:—xo)+...+fn—(|)(:v—x0)+... :

Assim, o valor de uma funcao analitica em cada ponto é dado por uma série de poténcias,
a saber, uma série de Taylor.
Ora, pelo Coroario toda funcao representada por uma série de poténcias é de classe

C™> e, se:

() (4
flz)=>a, - (x —x0)", entdo a, = f—(‘o)’ isto é, toda série de poténcias é
n!
uma série de Taylor.

2.3.4 O erro na Série de Taylor

Vimos anteriormente que se uma funcao f puder ser representada como séries
de poténcias em torno do ponto x, entao f sera igual a soma de sua série de Taylor. Mas
entao, como podemos garantir que dada uma funcao, ela possa ser representada por uma
série de Taylor?

Abaixo mostraremos critérios apresentados em STEWART (2009, p. 681) que
nos darao suporte para verificar a possibilidade de uma funcao ser representada como
série de poténcias. Dentre os assuntos apresentados estao o polinémio de Taylor, o resto
da série de Taylor e a Desigualdade de Taylor. No fim da secdo serd apresentado ainda
uma condicao para a convergéncia da série de Taylor.

Se f(z) éigual a soma de uma série, entdo f(x) convergird para o limite das

somas parciais dessa série. E, digamos que T,,(x) é a soma parcial da série:

) (g |
Tn(l')zzf ( )(ZL‘—ZL”())Z

2!
onde T, (z) é um polindémio e denominamos como polindmio de Taylor de grau n

centrado em xy. Em outras palavras,
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Assim, conforme n tende ao infinito a soma parcial dos termos do polinémio de Taylor é

uma aproximagao f(z), isto é, f(x) ~ T,,(x). Ainda, podemos escrever:

onde R, (z) é o resto da série de Taylor. E de maneira equivalente

f(x) =T,(z) + R, ().
A seguir apresentaremos o teorema que expressa formalmente nossa analise:

Teorema 2.23. Seja [ uma funcao com derivada de todas as ordens e f(x) = T,(z) +

R,.(z), onde T, é o polinomio de Taylor de grau n centrado em xy e

lim R,(z)=0

n—+oo
para todo |x —xo| < R, entdo f € igual a soma da sua série de Taylor no intervalo
|z — x| < R.

Demonstracao: O teorema acima sugere que se, de alguma maneira, pudermos mostrar

™) (o)

+o0 (
que R, (z) =0 quando n — 400, entdo f(z) = Z / ' (x — xo)", ou seja, a fungao f
n!

n=0
pode ser representada por uma série de Taylor. De fato, pois

lim T,(z) = lim [f(z)— R,(z)] = lim f(z)— lim R,(z) = f(z).

n—-+4o0o n—-4o0o n—-+400o n—-4o0o
]

Teorema 2.24. (Desigualdade de Taylor). Se | f"*V(2)| < M para |z — a| < d, entio o

resto R, (z) da série de Taylor satisfaz a desigualdade:

| R ()] <

o a|n+1

|z para |x—a| <d.

(n+1)!
Demonstragao: Veja em STEWART (2009). ]

Exemplo 2.25. (Seno). Dada a funcdo seno, f(xz) = senz, como suas n + 1 derivadas
f0+D(z) sdo +senz ou +cosw , sabemos que ’f(”+1)(x)| < 1 para todo z. Assim, podemos

tomar M = 1 na Desigualdade de Taylor:

’x‘nJrl

(n+ 1)

| By ()] <

(n+1)! [+ =

O lado direito dessa desigualdade tende a 0 quando n — 0, dessa forma, |R,,(x)| — 0 pelo
Proposicao . Segue que R,(x) — 0 quando n — oo, assim, senz é igual & soma de sua
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série de Maclaurin pelo Teorema [2.23

Exemplo 2.26. (Cosseno). Assim como no exemplo anterior, tomando f(x) = cos(x),
temos que as derivadas de f, f"*)(z) sdo +senz ou £cosz, assim | f" ) (z)| < 1 para

todo x. Portando tomamos M = 1 novamente na Desigualdade de Taylor, que nos da:

n+1

M 1
Bul@)l < gy o1 =

||
(n+ 1)

Assim como antes, o lado direito dessa desigualdade tende a 0 quando n — 0, dessa forma,
|R,.(x)] = 0 pelo Proposigao 2.4 Segue que R,(z) — 0 quando n — oo, assim, senx é

igual a soma de sua série de Maclaurin, novamente pelo Teorema [2.23]

Teorema 2.25. Se f € infinitamente derivdvel num intervalo aberto I = (a —r,a+7r) e

se existe uma constante positiva A tal que
1f(z)] < A" n=1,2,3...,

e todo x em I, entdo a série de Taylor gerada por f em a converge para f(x) para todo o
x emI.
Demonstracao: Ver APOSTOL (1988, p. 506). [

Observacao 2.22. Vemos pelos dois exemplos e que o teorema anterior é valido,
j& que as funcoes seno e cosseno e todas as suas derivadas sao limitas por 1 em todo o
eixo real. Assim a desigualdade do teorema é vélida com A = 1 se f(x) = senx ou se

f(z) = cosux.

2.3.5 As fungoes seno e cosseno como séries de poténcias

Iremos mostrar nesta parte, com a teoria desenvolvida até aqui, a represen-
tacao das fungoes seno e cosseno como séries de poténcias, que por sua vez, poderao ser
derivadas, considerando os resultados apresentados anteriormente a respeito das séries de
poténcias.

Exemplo 2.27. (Funcao seno). Considerando a série de Maclaurin, mostrada anterior-

mente:

fla) = Z fT;('O)xn = f(0) + fl('o)x+ f2<'0)$2 + fg('o)xg + e
— n ! ! !

temos para a funcao seno:
f(x) = senz, f'(x)=cosz, f"(x)=—senz, f"(x)=—cosz, fP(x)=senz

assim,
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Portanto sua representacao como série de poténcia é dada por:

I B o0 20+l
—p— T T L= S
J@) =gty —at ;( S e
Concluindo que:
o x2n+1
- ).
sen(z) ;( ) on i)

Exemplo 2.28. (Fungao cosseno). Considerando novamente a série de Maclaurin:

o : : : !

temos para a fungao cosseno:
f(z) = cosz, f'(x)=—senz, f"(z)=—cosz, f"(z)=senz, fH(z)=cosz

assim,

F0)=1, f(0)=0, f(0)=~-1, f"(0)=0, fP0)=1.

Portanto, sua representacao em série de poténcia é dada por:

.',132 134 1,6 > I’2n
-yt T =N (1)
TR nzzo( oI

Concluindo que:
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3 A FUNCAO DE WEIERSTRASS

A funcao de Weierstrass é um importante contra-exemplo mostrando que pode
existir funcoes que sao continuas em todos os pontos do conjunto dos niimeros reais,
mas que nao sao derivaveis em nenhum ponto. A funcao de Weierstrass como o proprio
nome sugere, foi descoberta pelo matemético alemao Karl Weierstrass em 1872, tendo
chocado a comunidade matemética ao mostrar uma funcao limitada e continua em todos
os pontos mas que nao é derivavel em ponto nenhum, sua principal importancia além de
ser um importante contra-exemplo, é dada em decorréncia de ter sido a primeira funcao

apresentada com essa caracteristica.

Antes das demostracdes sobre a fungao de Weierstrass, vejamos os seguintes

resultados sobre as fungoes seno e cosseno:

Dadas as funcoes sen, cos : R — R, definidas com a forma geométrica usual estendida a
todo R. Assumiremos os seguintes fatos sobre essas fungoes:
(a) sen e cos sao continuas em R;
(b) |sen(x)|, |cos(x)| < 1 para todo x € R;

sen(z)
()

< 1 para todo x € R — 0;

(d) cos(x) — cos(y) = —2sen (%) - sen (%) para todo z,y € R;

(e) cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sen(z)sen(y) para todo z,y € R.
As funcoes seno e cosseno podem ser derivadas considerando, por exemplo, as represen-

tacoes das séries de poténcias:

sen(x) = nZ:O(— )”(2n+1)!
cos(x) = ;(—1)"(;&)‘

O teorema a seguir é o tema central deste trabalho.

Teorema 3.1. (Karl Weierstrass, 1872)). Seja a € (0,1) e seja b um inteiro impar tal que

ab>1+ 37” Entao a série
fz) = Z a"cos(b"mx)
n=0

converge uniformemente em R e define uma funcao continua, mas nao derivdvel em ne-
nhum lugar.
A funcao que aparece no teorema acima ¢ chamada de funcao de Weierstrass.

Antes de provar o teorema, precisaremos do seguinte resultado:
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Lema 3.1. (Teste M de Weierstrass). Seja X um conjunto de nimeros reais, e para cada
n € N seja f, : X — R uma funcao. Suponha que para cada n € N, existe M, > 0 tal

que

fo(z) < M, Vo € X.

oo oo
Se a série E M,, converge, entao a série 5 f(n) converge uniformemente em X.

n=1 n=1
Demonstracao: Seja ¢ > 0. O critério de Cauchy para a convergéncia de uma série

implica que existe N € N tal que para todos n,m € N com n < m temos
’Mn+1+Mn+2++Mm| :Mn+1+Mn+2+...+Mm < €.

Consequéntemente, para todo n,m > N com n < m temos para todo z € X

m

D fila) =Y fil@)| = fasa(@) + A ful@)] S | fasa @) - [ fn(2)]
i=1 i=1
< Mn+1+"'+Mm<€7

[o.¢]

ou seja, a sequéncia de somas parciais (E fi)nen satisfaz o critério de Cauchy para
i=1

funcoes. Entao, sabemos que essas somas parciais convergem uniformemente para a série

> fn .
n=1

Agora vamos a demonstracao do resultado principal deste trabalho, a saber a

construcao da funcao de Weierstrass apresentada no Teorema |3.1
oo
Desde que |a"cos(b"mx)| < a” para todos os v € R e Z a" converge (ja que

n=0
¢ uma série geométrica com a € (0,1)), a série converge uniformemente pelo teste M

de Weierstrass. Além disso, uma vez que as somas parciais sdo continuas (como somas
finitas de fungoes), temos pelo corolario que seu limite uniforme f também é continuo.
Portanto, a funcao de Weierstrass é continua em toda reta.
Para ver que f nao é derivavel em nenhum lugar, mostraremos para cada

o € R que

oo @) = ()

T—T0 T — Xo
nao existe. Em particular, mostraremos que, conforme z se aproxima de xy de cima
para baixo, a respectiva diferenca quocientes oscilam descontroladamente entre valores
positivos e negativos cada vez maiores. Para isso utilizaremos as observagoes e
[2.5] mostrando que as derivadas laterais ndo vao existir a partir da construgao de duas

sequéncias Y, < g € z, > Ty que convergem para o ponto rg € R, uma pela esquerda e
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outra pela direita.

Fixe o € R. Para cada m € N, seja «,, € Z tal que

11
bmxo—am€< 1

33
Defina
pm oy — 1 . o + 1
T = 0" T0 — ;Y i= 2 1= )
0 Yy pm =
Observe que
14+, <0< 11—z,
m To = — =Zm — T
Ym =10 b b 0
. . . 1 .
Assim, ¥, < x9 < zp,. Como (14 x,,) e (1 — x,,) sdo limitados e lim o = 0, entao pela
m—so0 DM
Proposicao temos:
I+ 2y,
m—00 m—o0 m—o00 pm
" 1
lim |z, — x| = lim 2, — 2z = lim — Ty,
m—00

m—00 m—00 pm
Ou seja, (Ym)men € (Zm)men Sa0 sequéncias (meticulosamente construidas) convergindo
para xp, mas de cima e abaixo de x, respectivamente. Vamos examinar os quocientes de

diferenca para f procedendo ao longo de x = y,,, m € N, e x = z,,,, m € N. Primeiro,

a"cos(b"my,) — Y a"cos(b"mxy)
Fow - S 2
Ym — Lo Ym — Lo
i ,, cos(b" Yy, ) — cos(b"mxy)
= a
ml( b)ncos(bnwym) — cos(b"mxg)
= a
n=0 bn(ym - xo)
n i it COS(U" MY, ) — cos(D" T mag)
a .
n=0 Ym — To

Denotamos as duas somas na ultima expressao por S; e Sy, respectivamente. A grosso
modo, vamos mostrar que S; é pequeno enquanto Sy é grande. Usando a propriedade (d),

temos
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. bnﬂ(Qm - xO)
m—1 sin
"o (bnﬂ(ym + xo)) 2
= —m(ab)"sin —
n=0 2 mb (ym — .130)
2

Usando a desigualdade triangular e as propriedades (b) e (c), temos:

3

-1
(ab)™ —1 (ab)™

< "l1.1= .

151] < m(ab) T 1 <"1

I
o

m(ab)™
ab—1

Primeiro, lembre-se de que y,, =

Assim, existe €; € (—1,1) tal que S; = ¢; - Em seguida, lidamos com S,.

bm

, tal que «,, ¢ um inteiro e que b é

um inteiro impar. Assim,

cos(D" ™ myn) = cos(bm(y, — 1)) = (=1)"@m=D = (—1)em=1 = _(—1)om,

Seguindo do fato de (., — 1) ser um inteiro, e consequentemente (b" - (a,,, — 1)) também
ser um inteiro, o que implica que cos(b"m(a,, — 1)) é um cosseno do tipo cos(km) onde
k € Z, por consequéncia seu valor é 1, se k for par e —1, se k for impar. E ainda, como b
¢ um inteiro fmpar e n € N, b" é também um inteiro impar, implicando que (—1)" = —1
e (=) en= = (1)) = (—1)em L,

Além disso, lembre-se de que z,, = 0"z — «,, de modo que usando a proprie-
dade (e) obtemos:

bn+m

cos( mxg) = cos(b"m( Ty + au))

(
= cos(
— (~1
— (~1

b rxy,)cos(b"ra,) — sen(b"wx,,)sen(b " mayy,)

brem cos (b Ty, ) — 0

~—  —

G eos(b"may,).

Com uma justicativa semelhante a que foi feita para cos(b"™™ry,,) e observando que

sen(b"ma,) = 0, ja que é um seno do tipo sen(kw), k € Z.
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Usando esses calculos, temos:

S, — ian+m—(—1)“m — (=1)*mcos(b"mx,y,)

Ym — Xo

1+ cos(b"mxy,)

= Y@y

1+,
n=0 —
pm
2 1+ cos(bmay,)
— Y™ (—1)%m n .
(anyr(-aye Y art e

Lembre-se d m €
embre-se de que z 55

sao negativos. Consequentemente,

} portanto, os termos da soma na Ultima expressao nao

o

Z o1+ cos(b"ma,y,) < 1+ cos(maxy,) - 2
1+, T lda, T 1 3
n— 4=
2
Observe que
1+ cos(bmxy,) 1 R N
nZ:Oa T = T4ao nzzoa —|—nZ:0a cos(b"mx,,)

1+ cos(b" )
1+,

oo o o
sendo as séries g a"e g a"cos(b"mx,,) ambas convergentes. Assim, g a"
n=0 n=0 n=0

2 2
converge para um namero C' > —- Portanto, existe n; > 1 tal que S, = (ab)m(—l)ammg.

Colocando nossos calculos para Sy e S5 juntos, resulta

S(ym) — f(20) m(ab)™ 2
_= _= b m —1 m —
Y — 0 514—Eb Elab——l 4‘(@ ) ( ) U13
2 € T
= (=1)%(ab)™ -+ (=) — .
1ty (5 (o)
-~ 3T . m 2
Lembre-se de nossa suposicao de que ab > 1+ > que equivale a - < 3 Usando
a ——

ler] <1em > 1, temos

2 € T 2 T
S HED =

> 0.
3

mab—l 3 ab—1
f(ym)_f(xo)

Ym — Lo

Consequentemente, o sinal de é completamente determinado por (—1)*m
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‘f(ym) — (o)

Ym — Zo

> (ab)” (; - 1) '

Assim, nao apenas o quociente de diferenca alterna os sinais rapidamente, mas sua magni-
tude tende a +o0o conforme m — oco. Portanto, desde que lim ,, = xo, isso é o suficiente
m—0o0

para mostrar que

oo ) = £@0)

T—x0 ym — ﬂjo

nao existe. Pois lim y,, = xg € y,, < xo implicam que
m—o0

lim f(ym) - f<$0)

m—+00 Ym — Zo

nao existe, ou seja,
L T@) = fw)
T—Tg T — X
nao existe.
Vamos mostrar que o mesmo comportamento também ocorre ao longo de

(Zm)men, com z, > xy. Usando a mesma divisdo de antes, podemos escrever

f(zm) — f (o)

_ S/ + S/’
P—— 17T 92
/ b)™ 1—a,
e 0 mesmo argumento produz S; = 62% para €; € (1,1). Usando z,, — zg = 5 i
ao — m

noés temos

g i g —(=1) — (=1)*mcos(b"mx,,)
2

1—z,bm
B i o 1+ cos(b"ma,y,)
N 1—2x,

=0

1 . o .
Desde que z,, € (— —1|, os termos da soma da tltima expressao nao sao negativos.

272
Consequentemente,
Zanl—irclos wwm)zl—irclos(b 7m:m)> 1 1 :g
n=0 —Im — Tm 1— (==
2
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/ 2
Portanto existe 1y > 1 tal que S, = —(ab)m(—l)amU2§. Entao

f(zm) — f(20) _ Si i S; _ mw(ab)m

(=1 (@b =
Zm — T ab—1 (=1)" (ab)"m2

Assim como antes temos

2 2
R e
nab—1 3 ab—1

> 0,

f(zm) — f (o)

Zm — o

de modo que tem sinal completamente determinado por —(—1)*". Tam-

bém,

‘f(zm) — f(xo)

Zm — Lo

2 m—00
> (ab)™ (§_abﬂ—l> = oo

Portanto, o mesmo comportamento ocorre a direita de xo. Em outras palavras, como

lim z,, = xq e z, > o temos que:
m—0o0

f £ ) = flw)

m—+400 Zm — Xo

nao existe, ou seja,
. f(:E) — f(wO) ’

lim ——————= = f! (z)

z%onr T — Xo
nao existe.

Recapitulando, contruimos duas sequéncias v,, < xg € z,, > Tg, convergindo
’ 0 0>

para x, pela esquerda e pela direita respectivamente, e mostramos também que nao
existem as derivadas laterais. Logo, concluimos que a funcao de Weierstrass nao admite

derivada em nenhuma ponto de R.

A seguir apresentamos o grafico da funcao.
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Figura 1 — Func¢ao de Weierstrass
F(x)
2

-2
Fonte: Nelson,

A forma aproximada do grafico é determinada pelo termo cos(wx), obtido
quando n = 0 na série da funcao de Weierstrass. Os termos de ordem superior criam
as oscilagoes menores. Com o b escolhido cuidadosamente como no teorema, o grafico
torna-se tao irregular que nao ha escolha razoavel para uma reta tangente em qualquer

ponto; ou seja, a funcao nao é derivavel em nenhum lugar.
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4 CONCLUSAO

Apesar de ser relativamente comum uma func@o ser continua e nao ser deri-
vavel, em geral isso acontece quando a funcao é derivavel apenas em alguns pontos, no
entanto, apresentamos uma funcao que é continua e nao derivavel em toda a reta. As
caracteristicas aqui apresentadas sobre a funcao de Weierstrass constituem um contra
exemplo muito relevante para a reciproca de um dos teoremas mais importantes do cal-
culo diferencial a saber: “se uma funcao é derivavel, entao ela é continua”, assim, o estudo
e a construcao feita neste trabalho é uma maneira de mostrar ao leitor a existéncia de tal
tipo de funcao, ou seja, continua, mas nao derivavel. Curiosamente, os estudos matema-
ticos mostram que existem muito mais funcdes com essa mesma patologia da funcao de
Weierstrass do que as demais func¢oes, no entanto, como essas funcoes nao sao tao simples
de serem construidas, nao é comum vermos exemplos.

Outro ponto a se observar ao longo do desenvolvimento deste trabalho, é o uso
de poucas nocoes avancadas para um curso superior de matematica, assim, possivelmente,
um aluno de graduacao nao terd ou nao deve ter muitos problemas para entender o con-
teido aqui mostrado. Dito isto, espera-se que a investigacao da funcao de Weierstrass
apresentada aqui, seja 1til para o leitor, em especial para discentes de cursos de licen-
ciatura em matematica, tanto como incentivo para investigacoes do tipo, como também
no sentido de aprimorar seus conhecimentos a respeito do tema. Caso o leitor tenha cu-

riosidade sobre os critérios para a construcao funcao de Weierstrass, é recomendado que
consulte (LIMA, 1983).
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