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“Bons matematicos véem analogias. Gran-
des matemaéaticos véem analogias entre ana-
logias”

— Stefan Banach



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns conceitos sobre espacos métricos que foram
utilizados para a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach e em seguida, apre-
sentar algumas aplicacbes no qual o teorema é aplicado. A primeira aplicacao trata-se
da existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias. A segunda e a
terceira sao voltadas para o calculo aproximado de raizes de funcoes e neste caso, mos-
traremos o Método do Ponto Fixo e o Método de Newton-Raphson. A quarta aplicagao
¢ voltada para as equagoOes nao lineares, mais precisamente, as equacoes integrais de
Fredholm. Por fim, a ultima aplicacao voltada para a computacao, mais precisamente
sobre o buscador do Google, onde mostraremos como funciona e como o Google apresenta

resultados tao precisos a seus usuarios.

Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Banach. Aplicacées do Teorema do Ponto

Fixo de Banach. Espacgos Métricos.



ABSTRACT

The objective of this work is to present some concepts about metric spaces that were used
for the proof of the Fixed Point Theorem of Banach and then to present some applicati-
ons in which the theorem is applied. The first application deals with the existence and
uniqueness of solutions of ordinary differential equations. The second and third are aimed
at the approximate calculation of roots of functions and in this case, we will show the
Fixed Point Method and the Newton-Raphson Method. The fourth application is aimed
at nonlinear equations, more precisely, Fredholm’s integral equations. Finally, the last
application focused on computing, more precisely on the Google search engine, where we

will show how it works and how Google presents such accurate results to its users.

Keywords: Banach’s Fixed Point Theorem. Applications of Banach’s Fixed Point The-

orem. Metric Spaces.
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1 INTRODUCAO

Ano a ano os conceitos matemaéticos estao avancando e dessa forma surgem
novas demonstragoes de resultados e também novos problemas. Diversos problemas em
Matematica se resumem a encontrar pontos fixos de alguma aplicacao, para tanto, se faz
necessario resultados que garantem a existéncia desses pontos fixos. Sendo assim, apre-
sentaremos neste trabalho o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas aplicacoes, para
isso, dividimos nosso trabalho em quatro capitulos, sendo o capitulo inicial a introducao.

O segundo capitulo constitui os preliminares, onde serd abordado o conceito de
espagos métricos, como as propriedades que satisfazem uma métrica, exemplo de métricas
como a métrica zero-um e a métrica usual da reta, além de exemplos de espagos métricos
como a reta munida de sua métrica usual. Serd abordado ainda os conceitos de sequéncias
e convergencia de sequéncias que serao determinantes para compreendermos as definigoes
relacionadas a sequéncias de Cauchy. Com isso, sera possivel definir espagos métricos com-
pletos que serd um conceito determinante e fundamental para que seja possivel definir e
compreender o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Finalizaremos o capitulo apresentando
os conceitos de espacos de Banach com defini¢oes e exemplos.

No terceiro capitulo comecaremos abordando um pouco sobre a histéria de
Stefan Banach que mudou de vida de uma hora para outra a partir da contrucao de um
contra exemplo de um problema na qual Steinhaus estava tentando resolver sem sucesso.
Prosseguindo, sera apresentado a definicao de ponto fixo que nada mais é do que um ponto
que nao ¢ alterado por uma aplicagao, ou seja, dada uma funcao f encontrar um ponto
x no dominio da fungdo tal que f(zr) = x. Em seguida, serd apresentado o conceito de
contragao e este serd determinante para que seja possivel definir e demonstrar o Teorema
do Ponto Fixo de Banach. Por fim, sera enunciado e demonstrado o Teorema do Ponto
Fixo de Banach, também conhecido como Teorema da contracao que garante a existéncia
e a unicidade de um ponto fixo.

No quarto capitulo mostraremos algumas aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo
de Banach em areas da Matematica e uma aplicacao na qual permite compreender como
funciona o buscador do Google. Veremos o Teorema de Picard que trata sobre a existéncia
e unicidade de equagoes diferenciais ordinarias, o método do ponto fixo e o método de
Newton-Raphson que vai me garantir que a partir de uma certa quantidade de iteragoes
iremos nos aproximar da raiz exata da funcao dada e para uma quantidade de iteragoes
muito grande a aproximacao da raiz nao muda, as equacoes integrais de fredholm que
nada mais é do que equacoes nao lineares e para finalizar o capitulo falaremos sobre o
buscador do Google e como o Teorema do Ponto Fixo de Banach auxilia na obtencao de
resultados precisos aos usuarios do Google.

Por fim, concluiremos o trabalho apresentando nossas consideracoes finais

acerca do tema desenvolvido.
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2 PRELIMINARES

O objetivo principal desse capitulo é apresentar as ferramentas basicas de
espagos métricos que serao utilizadas para a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo
de Banach. Além disso, cada subsecao tera aplicacoes sobre os principais resultados que

foram expostos. Para a escrita deste capitulo utilizamos como referéncia (4)).

2.1 ESPACOS METRICOS E SEQUENCIAS

Em espacos métricos é possivel calcular a distancia entre seus elementos que
podem ser de diferentes tipos como: pontos, nimeros, vetores, matrizes, funcoes, conjun-
tos e etc. A seguir veremos alguns resultados que facilitaram a compreensao da nocao de

distancia bem como exemplos que sao possiveis utilizar tais resultados.

Definicao 2.1 Uma métrica num conjunto M € uma funcgao d : M x M — R que associa
a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a distancia

de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € M:

d(x,y) = d(y, z);
d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
A condigao d4) é chamada de desigualdade do triangulo e surgiu ao observar

que o lado de um triangulo é menor ou igual a soma dos outros dois lados, no plano

euclidiano. J& a condigao d3) é chamada de propriedade de simetria.

Defini¢ao 2.2 Um espago métrico é um par (M,d) onde M €é um conjunto e d é uma

meétrica em M.
Vejamos a seguir alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 2.1 Seja M um conjunto nao-vazio. Defina d : M x M — R por:

d(z,y) 0, sex=y
T, Y) = .
Y 1, sex#y

Verifique que d corresponde a uma métrica.

Solucao: De fato, sejam z,y,z € M. Iremos demonstrar que d corresponde a uma
métrica. Por defini¢ao da aplicacao temos que dl),d2),d3) estao satisfeitas. Demonstra-
remos entao d4). Dividindo em casos:
1° Caso: oz =y # 2

d(z,z) < d(z,y) +d(y, z)

=1<0+1=1
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Os demais casos que sao quando r =z 4y, y =2 4z, x =y = z e x # y # z seguem de
modo andalogo a este. Portanto, podemos concluir que d corresponde a uma métrica e a

ela chamamos de métrica zero — um. n

Para resolver o proximo exemplo é necessario que seja definido antes o que

chamamos de desigualdade triangular na reta.

Proposicao 2.1 (Desigualdade Triangular) Para quaisquer z,y € R vale a sequinte
relacao
|z +y| < |z] + [yl.

Demonstracgao: Seja x,y € R, sabemos entao que
z<|zley <|yl=z+y<l|z[+]y],
da mesma forma tem-se que
—x<|z|]e —y < |yl = —x—y <l|z|+ |yl
ou ainda,

—(z+y) < lz|+lyl,
o que implica
max{z +y, —(z + y)} < |2 + |y,
ou seja,
|z +yl <[z +yl,
o que finaliza a demonstracao. [
Com isso, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2 Considere M = R o conjunto dos numeros reais e a funcao d : M x M — R
definida por:
d(z,y) = |z —yl.

Entao d é uma métrica.

Solugao: De fato, sejam z,y,z € R quaisquer. Se x = y, é imediato que |z —y| = 0, o
que implica em d(x,y) = 0, o que mostra d1). Além disso, se x # ¥y, temos que t—y # 0 0
que implica em |z —y| > 0, ou seja, d(z,y) > 0, satisfazendo a propriedade d2). Também

temos que:

dz,y) =|v -yl =|— (v —y)l = |y — 2| = dy,z),



15

mostrando assim d3). Por fim, temos que
d(z,2) = |z — 2| <[z —yl+ [y — 2| = d(z,y) + d(y, 2),

o que satisfaz d4). Portanto, d é uma métrica a qual é chamada de métrica usual de R. m

O exemplo a seguir traz uma relagao entre fungdes e a nogao de distancia.

Vejamos o exemplo.

Exemplo 2.3 Considere C([a,b],R) o espago das fungoes continuas de [a,b] em R. Prove

que

d(f,g) = sup |f(z) —g(z)|

z€[a,b]

corresponde a uma métrica.

Solugao: Considere f, g, h € Cla,b]. Para mostrar verificarmos d1) suponha f = g, logo

d(f,9) = d(f, f) = sup [f(z) = f(z)| =0,

z€[a,b]
o que verifica d1). Seja agora f # g, dai temos que existe z € [a, ] tal que f(z) # g(x) o

que implica |f(z) — g(x)| > 0, dai

d(f,g) = sup |f(z) - g(z)|.

z€[a,b]
Logo,
sup |f(z) — g(x)| > 0,

z€[a,b]

o que implica que d(f,g) > 0 e isso mostra d2). Para verificarmos a condigdo d3) note

que dado z € [a,b] tem-se que

[f(z) = g(2)] = |g(z) = f(z)],

o que implica

d(f,g) = sup |f(z) —g(z)| = sup [g(x) — f(z)| = d(g, f),

z€[a,b] z€[a,b]

verificando assim a condigao d3). Por fim, para mostrar a desigualdade do triangulo, tome
A, B,C C R tal que

A={If(z) - g(@)l;z € a.8]};
B = {|g(x) - h(z)|:x € [a,b]}:

C={lf(z) = h(z)|;x € [a,b][}.
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Com isso, para mostrarmos a desigualdade do triangulo é necessario e suficiente que
sup C' < sup A + sup B.

Seja D = {|f(x) —g(x)|+|g(x) — h(x)|; x € [a,b]}. Note que D C A+ B, dai utilizando-se

de propriedades do supremo segue que

sup D < sup A + sup B. (1)
No entanto, dado z € [a, b],
[f(x) = hz)| = |f(x) —g(x) + g(x) — h(z)]
< [f(@) —g(@)] + |g(x) — h(z)|
< supD,
logo,
sup C' < sup D, (2)

o que implica de e que
sup C' < sup A + sup B,

como queriamos demonstrar. Portanto, segue que

d(f,g) = sup |f(z)—g(z)]

z€[a,b]

é uma métrica. -

Em espagos normados ¢ possivel somar e multiplicar seus elementos. Veremos

a seguir a definicao de espacos normados e um exemplo para ilustrar essa ideia.

Definicao 2.3 Uma norma sobre um espaco vetorial & sobre R é uma func¢ao que associa
a cada x € E um nimero real nao negativo tal que ||.|| : E — Ry o que implica x — ||z||
de maneira que:

(N1) ([l =0 = = =0;

(N2) ||lazx|| = |a|||z|],Va € R e Vx € E;

(N3) Nz +yll < [lzl| + [lyll,Vz,y € E.

Defini¢ao 2.4 Um espago vetorial normado é um par (E,||.||) onde E é um espago ve-

torial real e ||.|| € a norma de E.

A seguir serd enunciado um resultado na qual usaremos para demonstrar trés

métricas que sao muitos importantes para o espago R”.
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Teorema 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para todo a,b € R", onde a =

(a1,as,...,a,) € b= (by,bs,...,b,), vale que

lag by + oo+ @y - by| < (\/a%+a§+...+a§) (\/b§+b§+...+bg). (3)

Demonstracgao: Para a = 0 note que o resultado é satisfeito. Agora para o caso nao
nulo, considere uma fungao f : R — R definida por f(t) = ||a — tb||* tal que a,b € R",
d(a,b) = ||a—1bl|, o produto interno {(a,b) = a,b; + asby + ... +a,b, e norma ||a||* = (a,a).
Note que f(t) > 0,Vt € R, com isso ||a — bt||*> > 0, implicando que

||Cl - bt||2 = <aa a’> - 2'[5(&, b> + t2<bv b)a
ou seja,
llal* = 2t{a, b) + £*||]|* > 0.
No entanto, note que isso sé ocorre quando esta funcao nao possuir raizes, ou
seja, (—2(a,b))? — 4||al* - ]|b]|* < 0, e dai segue que

[(a, b)] < [[all - [[b]].

Para este caso, podemos pensar sobre quais hipoteses a igualdade seria satis-

feita? Note que isso s6 ocorre se a fungao possuir apenas uma raiz, ou seja,
(a —bt,a—tb) =0 = a = tb,

o que nos diz entao que os vetores sao linearmente dependentes. [

A seguir veremos um exemplo sobre o espago do R™ munido com trés métricas

muito importantes para este espago. Vejamos o exemplo.

Exemplo 2.4 Considere

M =R"={(x1, 29, ...,xp);z; ER ei=1,2,...,n}

ha trés métricas importantes para R™. Para x = (21,2, ...,x,) € R" ey = (y1, Y2, .-, Yn) €
R™, consideremos:
(i) d"(z,y) = max{ ‘xl — 1), |we — yal, ooy |20 — yn|} .
(it) d'(z,y) = |z1—yi| + 22 — yo| + o+ |20 — ¥l
(iii) d(z,y) = /(x1 — y1)2 + (22 — Y2)2 + .. + (20 — Yn)2.

Solugao: Vamos mostrar que de fato d,d’ e d” correspondem a uma métrica.
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Provemos inicialmente que d(z,y) é uma métrica. Para isso, considere z,y, z € R", entao:

d(z,z) = /(xy —21)2 + (22 — 9)2 + ... + (2 — 2,)2 = V02 + 024 ... + 02 = 0.

Se x # y, entdo x; # y; para algum i € {1, 2, ,n} Assim, como x; — y; # 0,
para algum ¢ € {1, 2, ...,n}, entao (r; — ;)% > 0,para algum i € {1,27 ...,n}, logo:

d(z,y) = V(21 —y1)? + (w2 — 92)2 + oo + (20 — Yn)2 > V(7

Para a propriedade de simetria, sabemos que (z; — ;)% = (y; — 7;)?, para todo
1€ {1,2, ,n} Dai, temos:

V(@ —y)? 4 (@ = 12)2 + o+ (20— y0)? = V(1 — 202 + (42 — 22)2 + oo+ (Yo — 20)%,

ou seja, temos que d(z,y) = d(y, ).

Por fim, demonstraremos a desigualdade do triangulo:

n n

[da,2) = Y (2 —2)* =) [ —y) + (5 — =)

i=1 =1

=l 42— ) )+ (20

- yi>2 + 2|z — yillyi — = + (yi — 21)2]

IA
i\
)

distribuindo o somatorio, obtemos

Z —Ys) —|—22|I, Yillyi— ZZ|+Z d(z,y)] +2Z|xz Yil lyi—zi|+[d(y, )]

=1 =1

usando a desigualdade mostrada em , temos que

n

e 21 < )+ 2| Do =902y D0 = 20+ [dly 2P,

=1

logo,

[d(z, 2)]* < [d(z, y)]” + 2[d(z, )][d(y, 2)] + [d(y, 2)]* = [d(z,y) + d(y, )],

donde podemos concluir d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), o que prova a desigualdade triangular.
Para as funcoes d’',d” : R" x R® — R a demonstracao segue de forma mais
simples e a verificagdo das condigoes d1),d2),d3) e d4) sdo mais rapidas, para ver as

demonstragoes de d’ e d” consulte (4). Com isso, podemos concluir que as fungoes d, d’, d”
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sao de fato métricas. m

Veremos a seguir um resultado que mostra que tipo de relagao essas métricas

do R™ possuem.

Proposigao 2.2 Sejam d,d',d" métricas definidas no exemplo anterior. Para quaisquer

que sejam x,y € R™ tem-se:

d"(z,y) < d(z,y) <d(z,y) <n-d'(z,y).

Demonstracgao: Observe que para mostrar essas desigualdades basta verificarmos de
forma separada as seguintes desigualdades:
(i) d"(z,y) < d(x,y).
(i) d(z,y) < d'(z,y).
(iii) d'(z,y) < n-d"(z,y).

Com isso, verificamos inicialmente (iii). Sabemos que,

d'(z,y) = Z |z — yil
i=1

d”(%y) = max {|z; — yil}.

1<i<n

Observe que

|z — il < fgiag);{\xi —vil}
entao,
n
z;lxi — il < max {la; — wil} + .+ max {|n; — wil}
1=

o que nos diz que,

Z |zi — il <n-max{|z; —yil}
i=1

= d'(z,y) <n-d"(z,y).

n

Note que para mostrar a desigualdade (ii) basta observar que [d(z,y)]* = > (z; — y;)?
i=1
enquanto que,

n n

d'(z,9)]* = Z(-Ti — i)’ + QZ |z — il - 25 — v
i=1 i#]

n

Z(% - yi)2 = [d(x,y)]Q.

i=1

Vv
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A desigualdade (i) ¢ satisfeita, pois

n

d(x,y)2 = (331 - ?/1)2 + .+ (xn - yn)2 = Z(xz - yi)Q'

=1

Observe que existe ig € {1,...,n} tal que d"(x,y) = 1<a<x{]xi —yil} = |z, — yiol, dessa

forma

d,/($7y)2 - ‘xio - yi0‘2 < Z(xz - yi>2 - d($7y)2,
=1

extraindo as raizes de ambos os lados tem-se que |d"(x,y)| < |d(x,y)| e como as distancias
sao sempre nao negativas segue que d’(x,y) < d(x,y). Sendo assim, conseguimos mostrar

a proposicao. =

Exemplo 2.5 Mostre que (R",||.||), onde

para x = (z1,...,x,) € R"€ um espago vetorial normado.

Solugao: Com efeito, podemos notar que [|.|| é uma funcdo de R™ em R e ainda que

|z|| = /> 2? >0, logo
i=1

ix?:() — imfzo = 22 =0,Vi=1,..,n,

i=1 i=1

donde podemos concluir que z; = 0,Vi = 1,...,n <= x = 0, o que mostra (N1). Para

todo a € R e para todo x € R”, temos que

n n

laal] = | D (aw:)? = 2@2(%)2= a2 (2:)? = ol

n

> (@) = lalllal],

i=1 i=1 i=1
o que verifica (N2). Para todo z,y € R", temos:
le+ylP = > (wi+y)
i=1
= D @) +2) (@) + ) (u)
i=1 i=1 i=1

< D> @) 2| D @) D )+ (W)

i=1 =1 =1 i=1
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2

SRS N o
= (|l + llyl)?

pela desigualdade de Cauchy Schwarz. Donde segue entdao que ||z + y|| < [|z|| + ||y]|-

n
Assim, mostramos que (R",|[[.||) com ||z|| = /> (x;)? é um espago normado. ]

i=1
Exemplo 2.6 Considere o espago vetorial P([0,1],R) sendo o conjunto das funcgies po-

linomiais P : [0,1] — R. Verifique que

|[p|| = sup [p(t)],
tel0,1]

define uma norma.

Solugao: De fato, considere p € P([0, 1], R), logo

Ip|| =0 <= 81[1p] p(t)] =0 <= |p(t)| =0 <= p(t) =0,
telo,1

o que mostra N1). Para verificarmos N2), seja o € R, dai

lla- pl| = sup |- p(t)] = sup |a - [p(t)] = |- sup [p(t)] = || - [|pll,
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]
mostrando assim N2). Por fim, para mostrar a tltima condigao considere p, ¢ € P([0, 1], R).
Note que como [0, 1] é compacto, entdao todo elemento que esta nesse espaco é continuo e

limitado, desta forma dados t,t; € [0, 1] tem-se que

Dessa forma, tome t3 € [0,1] tal que

Sup Ip(t) +q(t)] = [p(ts) + q(ts)]-

Dai, utilizando a desigualdade triangular do médulo tem-se que

p+qll = 81[1:9] Ip(t) + q(t)| = |p(ts) + q(t3)]
te[o,1

< |p(ts)] + la(s)]

< sup |p(t)| + sup |q(t)]
te(0,1] te(0,1]

= |lpl| + llqll,
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mostrando assim a ultima propriedade, provando que ||p|| = sup [p(t)| caracteriza uma

)

norma. ]

As defini¢oes e exemplos que virdao a seguir irao apresentar nogoes para os
conceitos de sequéncias. Estes resultados serao extremamente importantes para quando

formos falar sobre sequéncias de Cauchy.

Definicao 2.5 Uma sequéncia num conjunto M € uma aplicagao x : N — M, definida
no conjunto N = {1,2,3,....,n,...}. O valor que a sequéncia x assume no nimero n € N
serd indicado por x,, em vez de x(n), e neste caso serd chamado como o n-ésimo termo

da sequéncia.

Defini¢ao 2.6 Uma subsequéncia de (x,) € uma restricio da aplica¢io n v+ x, a um
subconjunto infinito N' = {n; < ny < ... < ng < ...} de N. A subsequéncia € indicada

pelas notagoes (T, Tnyy ooy Tngy - )y (Tn)news (T, Jken, ou simplesmente, ().

Definigao 2.7 Uma sequéncia (x,) no espago métrico M chama-se limitada quando o
conjunto dos seus termos € limitado, isto €, quando existe ¢ > 0 tal que d(zp,,x,) <

c,Vm,n € N.

Exemplo 2.7 Considere M = R munido da métrica usual. Seja x, = (—1)", mostre que

para qualquer n € N a sequéncia (x,) € limitada.

Solugao: De fato, dados m,n € N, temos que
Az, 2p) = [(=1)" = (=D)" < (=)™ + |- ()" <1+1=2,

donde segue entao que a sequéncia (z,,) é limitada. [
Observacao 2.1 Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada € também limitada.

A seguir apresentaremos a definicdo de convergéncia de uma sequéncia bem

como algumas propriedades e exemplos.

Defini¢ao 2.8 Seja (x,) uma sequéncia num espago métrico M. Diz-se que o ponto
a € M ¢é limite da sequéncia (x,) quando, para todo nimero € > 0 dado arbitrariamente,
pode-se obter ng € N tal que se n > ng entao d(x,,a) < €. Quando tal limite existe
dizemos que a sequéncia converge em M, ou seja, que nh_)rxolo T, = a e se ele nao existir

entao a sequéncia diverge em M.

O resultado a seguir garante que uma sequéncia convergente nao pode convergir

para limites diferentes.
Proposicao 2.3 Uma sequéncia nao pode convergir para limites diferentes.

Demonstragao: Seja (r,) uma sequéncia no espa¢o métrico M. Tomemos a,b € M

tais que ¢ = limx, e b = limx,. Dado ¢ > 0, existem ng,n; € N tal que se n >
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no entao d(z,,a) < € e se n > n; entdo d(z,,b) < e. Agora, tome n > max{ng,n;}, logo
0(0,8) < d(a,22) + d(zn,b) < 2,

entao segue que 0 < d(a,b) < 2¢. Isto implica que d(a,b) = 0, e, portanto, a = b. [
Proposicao 2.4 Se limz, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracao: De fato, dado N' = {n; < ns < ... < ny < ...} um subconjunto infinito
de N. Tome qualquer € > 0, entdo existe ny € N tal que se n > ng = d(z,,a) < . Existe

ainda ko € N tal que ng, > ng entao
k> ko= ng >ng=d(z,,, a) <e,

ou seja,

lim z,, = lim z, = q,
k—o00 n—00

0 que mostra a proposicao. [

Veremos a seguir uma definicao chamada bola aberta, na qual relaciona o

conceito de distancia com seu centro e o seu raio.

Defini¢ao 2.9 Seja (M, d) um espago métrico. Uma bola aberta de centro a e raio r € o

conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja a distincia ao ponto a € menor do que r, ou seja,

B(a;r) ={x € M;d(x;a) <r}.

Note que ao afirmarmos que uma sequéncia (x,) converge para um espago
métrico M é equivalente a dizer que toda bola de centro a contém (z,) para todo n com

excessao de um numero finito deles.

A seguir veremos o conceito de bola fechada que serda muito importante para

compreender o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Defini¢ao 2.10 Seja (M, d) um espago métrico. A bola fechada de centro a e raio r € o
conjunto Bla;r] dos pontos de M que estao a uma distancia menor ou igual a v do ponto
a. Ou seja,
Bla;r) = {x € M;d(xz,a) <r}.
Pensamos agora sobre quais condigoes o produto cartesiano de dois conjuntos

determinam um espago métrico. Vejamos a seguinte Proposicao.

Proposicao 2.5 Uma sequéncia de pontos z, = (Tn,Yn), no produto cartesiano M x N
de espagos métricos, converge para ¢ = (a,b) € M x N se, e somente se, limx,, = a em

M eolimy, =bem N.

Demonstragao: Para detalhes sobre a demonstracao ver (4)). [
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Exemplo 2.8 Toda sequéncia constante x,, = a no espaco métrico M = R € convergente

e limz, = a.

Solucao: De fato, dado € > 0 existe ng € N tal que se n > ng, logo
d(zp,a)=la—a|=0<e¢

neste caso, tome n = 1 € N que serd suficiente para mostrar o desejado. |
Exemplo 2.9 Dada a sequéncia de nimeros reais x,, = %, temos que limz,, = 0.

Solucao: Dado ¢ > 0, tome ng > %, logo
1 1
n>ng=>0< —<e=|——-0|<e¢,
n n

o que mostra que de fato limz,, = 0. [

Exemplo 2.10 Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias que convergem para

limites distintos, entdo ela € divergente.

Solugao: Dada uma sequéncia (x,) convergente entdao a = limz,. Com isso, pela Pro-
posicao toda subsequéncia de (x,) converge para a, o que implica que ela ndo possui
duas subsequéncias que convergem para limites distintos. Quando isso ocorre, entao a

sequéncia é divergente. [

2.2 SEQUENCIAS DE CAUCHY E ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Nessa subsecao veremos o que sao sequéncias de Cauchy, bem como alguns

exemplos e conceitos relacionados a espagos métricos completos.

Defini¢ao 2.11 Dizemos que uma sequéncia (T,)nen em um espagco métrico M é uma

sequéncia de Cauchy se dado € > 0, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(xm,, x,) <.
Proposigao 2.6 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstragao: Seja lim z,, = a no espaco métrico M. Dado € > 0, seja ng € N tal que
€
n>ng = d(x,,a) < 3

entao, se m,n > ny,
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Logo (2, )nen é de Cauchy. [

A seguir veremos o conceito de métrica induzida, que utilizaremos para verificar

se a reciproca da Proposicao anterior é verdadeira.

Defini¢ao 2.12 Se (M,d) é um espago métrico, todo subconjunto S C M pode ser con-
siderado, de modo natural como espagco métrico, basta usar os elementos de S a mesma
distancia que eles possuiam como elementos de M. Quando isso € feito dizemos que a

métrica de S € induzida pela de M.

O exemplo a seguir vai mostrar que a reciproca da Proposi¢ao nao é ver-

dadeira.

Exemplo 2.11 No espa¢o métrico X = (0, 1], a sequéncia (%)neN ¢ de Cauchy, mas nao

¢ convergente.

Solucao: De fato, como (%)neN converge em R, entao é de Cauchy em R. Assim, munindo
X da métrica induzida pela de R, é também de Cauchy em X, pois ser de Cauchy é uma
propriedade intriseca da sequéncia, ou seja, se temos uma sequéncia com respeito a uma
certa métrica é de Cauchy, entao ela continuara sendo de Cauchy independente do espaco,
desde que a métrica seja a mesma. Contudo, veja que (%)RGN nao ¢ convergente em X,
pois se o limite existisse ele seria igual a zero, contudo zero nao pertence a X. [

A definicao a seguir mostra sobre quais condi¢ées um subconjunto de um espaco

métrico é limitado.

Definicao 2.13 Dizemos que um subconjunto X de um espago métrico M ¢é limitado se
existe ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢, para todo x,y € X. Quando X for limitado, chamaremos

de diametro de X ao numero:
diam(X) = sup{d(z,y);z,y € X}.

Proposicao 2.7 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao: De fato, tomando € = 1 na definicao, temos que existe ng € N tal que
n,m € N, com n,m > ng = d(z,, ) <1,

logo o conjunto {x,;n > ng} é limitado e tem diam < 1 e assim {xy,29,...,%p,...} =
{z1, 29, ..., Tp, FU{xp;n > np} é limitado, pois a unido de dois conjuntos limitados resulta

em um conjunto limitado. [
Observagao 2.2 A reciproca da Proposi¢ao[2.7] € falsa. Considere a sequéncia ((—1)")nen.

Demonstracao: Veja que essa sequéncia terd somente dois elementos {—1,1} e portanto
limitada, no entanto, tomando 0 < € < 1, tem-se que existe ng € N; e para m,n € N,

com m,n > ng = d(Ty,,r,) =2 > ¢ e isso contraria a ideia de sequéncia de Cauchy. m
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A seguir veremos o conceito de Espagos Métricos Completos e alguns exemplos.

Definicao 2.14 Diz-se que o espaco métrico M ¢é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M € convergente.

A fim de mostrar que a reta é um espaco métrico completo, é necessario que
mostremos que toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy converge para o mesmo

limite da sequéncia. Veja a proposicao a seguir.

Proposicao 2.8 Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente e neste caso possui o mesmo limite que a subsequéncia.

Demonstracao: Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M e (x,, )
uma subsequéncia convergente de (x,) tal que limz,, = a. Dado ¢ > 0 implica que
existe p € N tal que se ny > p = d(x,,,a) < 5. Existe ainda um ¢ € N tal que se
m,n > q = d(x,,,r,) < 5. Defina ny = max{p, ¢}, logo para todo n > ng existe n, > ng
e entao

d(xTL?a’) S d(xn)xnk) + d((l]nk,a) < g —|— g et 8,

o que implica que limz, = a. [
A proposicao a seguir vai mostrar que a reta é um espaco métrico completo.
Proposicao 2.9 A reta € um espago métrico completo.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em R. A Proposigao garante
que toda sequéncia de Cauchy é limitada. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass,
toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia que converge, com isso
combinando os dois resultados podemos afirmar que a reta é um espaco métrico completo.

Para que seja possivel entender a Proposicao [2.10] e a sua demonstracao que
vem a seguir se faz necessario que seja feita a definicao de conjunto fechado em um

subespago. Vejamos as defini¢oes que vem a seguir.

Definicao 2.15 Dizemos que um conjunto F' é fechado se limxp = a com x, € X para
todo k € N, entao a € X.

Definigao 2.16 Seja Y um subespaco de X, diremos que o conjunto A é fechado em 'Y

se A for um subconjunto de'Y e se A for fechado na topologia do subespago Y .

Veremos a seguir um resultado muito importante que sera utilizado na aplicagao
de Equacgoes Integrais de Fredholm. Ele garante que um subespaco fechado de um espaco

métrico completo é completo. Vejamos a Proposicao.

Proposicao 2.10 Um subespaco fechado de um espagco métrico completo é completo. Re-

ciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico é fechado.
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Demonstracao: Seja F' C M fechado e M um espago métrico completo. Dada uma
sequéncia de Cauchy (z,,) em F, existe limz,, = a € M. Como F' é fechado em M, tem-se
que a € F, logo F é completo. Por outro lado, se M C N é um subespago completo,
dada a sequéncia de pontos =, € M, com limz, = a € N, a sequéncia (z,) é de Cauchy
em M. Logo existe b € M tal que limx,, = b. Pela unicidade do limite tem-se que a = b

e portanto M é fechado em N. [

A seguir veremos um resultado que permite verificar que o produto cartesiano

de espacos métricos completos é completo.

Proposicao 2.11 O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Demonstragao: Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M e (y,) uma sequéncia de Cau-
chy em N. Entao, utilizando a Proposicao [2.5) e sabendo que toda sequéncia convergente
é de Cauchy, entao (x,,y,) = z, é de Cauchy em M x N. Por hipdtese M x N é completo,
logo z, = (¥, yn) converge para w = (a,b) € M x N. Utilizando ainda a Proposicao [2.5]
(x,) converge para a € M e (y,) converge para b € N. Logo, M e N sao completos.
Reciprocamente, seja z, = (2, yn) € M x N uma sequéncia de Cauchy. Entao,
utilizando da Proposicao e do fato de que sequéncias convergentes sao de Cauchy, (z,)
¢ de Cauchy em M e (y,) é de Cauchy em N. Por hipétese, M e N sdo completos, logo
(zn) converge para a € M e (y,) converge para b € N. Entdo, pela Proposicao 2.5
Zp = (T, yn) converge para (a,b) € M x N, logo M x N é completo. ]

Corolario 2.1 M; x My x ... x M, € completo se, e somente se, My, Ms, ..., M, sao

completos.

Demonstracgao: Para demonstrar esse corolario é necessario e suficiente aplicar a Pro-
posigao 2.1T] n — 1 vezes. n
Observagao 2.3 O Coroldrio nos garante que o produto finito de espagcos métricos

completos € completo. No entanto, se pensarmos no produto infinito de espagos métricos

o resultado também € satisfeito e a demonstracao seque de modo andlogo ao do Coroldrio

21

O exemplo a seguir é uma aplicacao direta da combinagao da Proposicao 2.9

com o Corolario 2.1} Vejamos o exemplo.
Exemplo 2.12 O espaco euclidiano R™ € completo.

Solucao: A Proposicao [2.9 garante que R é um espago métrico completo, com isso

utilizando-se do Corolério garantimos que o espaco euclidiano R™ é completo. [

A seguir veremos uma defini¢cao que vai nos permitir garantir que o espago das

fungdes continuas em um intervalo [a, b] é um espago métrico completo.
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Definicao 2.17 Uma sequéncia de funcoes f, : M — R converge uniformemente para a
fungao f: M — R quando, dado € > 0, existe ng € N tal quen > ng = d(fn(x), f(z)) <€
para todo x € M.

A partir desta defini¢ao e da unicidade do limite mostrada na Proposicao [2.3]
mostraremos que o espa¢o das fungoes continuas munido com a métrica do supremo é

completo.

Exemplo 2.13 Mostre que o espago das fungoes continuas C([a, b],R) € completo com a
métrica
d(f,g) = sup [f(t) — g(t)|-
t€la,b]
Solucao: Vimos no exemplo que de fato d define uma métrica. Com isso, seja (f,)
uma sequéncia de Cauchy em C([a,b],R). Com isso, dado € > 0 existe ny € N tal que,

para todo m,n > ng tem-se

A(frms fn) = sup |fm(t) = fu(t)] <€ (4)

tela,b]

dessa forma, para todo t € [a, b],
|fm(t) — fu(®)] <& myn>ng

Assim, para todo ¢ € [a,b] tem-se que (fi(t), f2(t),...) ¢ uma sequéncia de
Cauchy de nimeros reais e neste caso converge para algum «(t) € R. Seja f : [a,b] — R

tal que f(t) = a(t). Note que, se t € [a,b] e m,n > ny entao

[fm() = FO] < [fmlt) = Fu(O)] + [fu(t) — f(2)]
< sup [fn(t) = ()] + [falt) = F(2)]

te(a,b]

< e+ |fat) = F)

logo fazendo n — oo tem-se que para todo t € [a, ]

[fm(t) = (D) <e.

Dessa forma,

sup |fm(t) — f(t)| <& sen > ny. (5)
te(a,b]

Devemos mostrar agora que f estd em C([a,b],R), isto é, que f é continua.

Sejam o € [a,b] e € > 0. Usando () com g, obtemos m fixo tal que |f,,(t) — f(t)| < £,

para qualquer ¢ € [a,b]. Como f,, estd em [a, b] entao existe uma vizinhanga V' contendo
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o tal que |fi(20) — f(z0)| < §. Dessa forma, para cada t € V' temos que

F(8) = F@o)| < [FE) = F®)] + 1Fnl®) = Frn)] + | finlo) = flao)| < S+ 545 =<,

o que mostra que f é continua. Note que como [a,b] é um intervalo compacto, entao ja
podemos concluir que f é limitada. Com isso, conseguimos observar por que (fm)

converge para f em Cfa,b] e isso completa a demonstragao. m

2.3 ESPACOS DE BANACH

Vimos que um espaco induzido por uma norma ¢ chamado de espago vetorial
normado e a partir dai podemos pensar o seguinte: Existem espacos vetoriais normados
que sao completos? E se existirem, eles tem um nome especifico? Nesse tépico trabalha-

remos o conceito de espacos de Banach, algumas defini¢oes, propriedades e exemplos.
Definicao 2.18 Um espago vetorial normado completo chama-se um espago de Banach.
Exemplo 2.14 R" é um espaco de Banach com a norma usual.

Solucgao: De fato, foi mostrado no Exemplo [2.12| que o R™ é um espaco métrico completo
e munido da norma usual da reta define um espaco vetorial normado, o que caracteriza

assim um espacgo de Banach. [

Exemplo 2.15 O conjunto das fungoes polinomiais P([0,1],R) € um espaco vetorial.

Podemos considerar em P[0,1] a norma ||p|| = sup |p(t)|, por exemplo. Em rela¢io a
te(0,1]

esta norma, o espago P[0, 1] nao é Banach.

Solugao: Mostramos no exemplo [2.6/que de fato ||p|| define uma norma, com isso, sabe-se

do céalculo que a sequéncia de polinomios

2 n

x x
SR
n!

pn(x) =142+ o1

converge uniformemente em [0, 1] para a fungao e*, que ndo é um polinomio. Logo, p,(x)

é uma sequéncia de Cauchy que nao converge em P[0, 1]. n

Veremos a seguir o conceito de espagos de Hilbert. Para tanto, se faz necessario

inicialmente que seja definido o conceito de produto interno.

Definigao 2.19 Seja V' um espago vetorial sobre R. Uma aplicagao (-,-) : V. xV — R
que associa a cada par de elementos u e v em V um nimero real {(u,v), e para quaisquer
elementos u,v,w € V satisfaz as propriedades:

(1) Simetria: (u,v) = (v, u);

(2) Positividade: (v,v) >0, com (v,v) =0 se, e somente se, v for o vetor nulo;

(3) Distributividade: (u + v, w) = (u, w) + (v, w);

(4) Homogeneidade: (\ - u,v) = A(u,v), para todo A € R.
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O conceito que veremos a seguir é o de espacos de Hilbert na qual relaciona
produto interno e norma. Sabe-se da Algebra Linear que todo produto interno define uma
norma, com isso a partir desta definicao serd possivel observar se existe uma relacao entre

espacos de Hilbert e espacos de Banach.

Defini¢ao 2.20 Seja H um espago vetorial sobre um corpo K e (-,-) : H — K um

produto interno, entao H é um espaco de Hilbert se for completo com a norma induzida

|z]] = v/ (2, 2).

Sera que os espacos de Hilbert possuem alguma relagao com os espagos de

pelo produto interno, isto €,

Banach?
Observacao 2.4 Todo espaco de Hilbert ¢ também um espaco de Banach.

Note que a Observacao anterior sé é possivel pois os espacgos de Hilbert sao
definidos a partir de um produto interno que define uma norma que sera possivel garantir
que este espaco é completo. Assim, como estaremos em um espaco com norma que €
completo, entdao estaremos nas hipdteses dos espacos de Banach. A seguir veremos o

exemplo mais comum quando se trata de espacos de Hilbert.

Exemplo 2.16 O espaco euclidiano R™ é um espago de Hilbert com a norma

lz]] = V{z, 2) = ol + .. + 27,

onde x = (21, ...,x,) € R".

A demonstracao deste exemplo segue da combinacao dos resultados do exemplo

2.12] com o exemplo 2.5
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3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Neste capitulo veremos um pouco sobre a historia de Stefan Banach bem como
alguns conceitos que serao fundamentais para que possamos enunciar e provar o Teorema
do Ponto Fixo de Banach.

3.1 UM POUCO SOBRE A HISTORIA DE STEFAN BANACH

Stefan Banach foi um matematico nascido em 30 de marco de 1892 na cidade
de Cracovia, na Polonia. Seu primeiro nome é oriundo de seu pai, Stefan Greczek, en-
quanto que seu segundo nome vem de sua mae, Katarzyna Banach. Durante o ginésio,
Banach teve excelentes notas se destacando especificamente em Matematica e Ciéncias
Naturais, no entanto, ao se aproximar do fim de seus estudos suas notas comegaram a
decair, mas ainda assim conseguiu a aprovagao em seu exame final em 1910.

O pai de Banach nao o apoiava em seus estudos entao ele resolveu deixar a
cidade de Cracdvia e foi para Lviv, Ucrania, onde se matriculou na Faculdade de En-
genharia na Universidade Técnica de Lviv. Por nao ter um aporte financeiro, Banach
ministrava aulas particulares para conseguir se manter na Faculdade e veio a se formar
em 1914.

Em 1916 um evento casual teria um impacto muito grande na vida de Banach,
ele encontrou com Steinhaus, que estava na cidade para assumir um cargo na Universidade
Jan Kazimierz, que lhe falou sobre um problema que estava trabalhando sem sucesso. De-
pois de alguns dias Banach teve uma ideia principal para um contra exemplo e juntamente
com Steinhaus escreveram um artigo que apresentaram a Zaremba para publicagao, que
fora publicado tempos depois e apareceu no Boletim da Academia de Cracévia em 1918.

A partir do momento que produziu esse artigo com Steinhaus, Banach comegou
a produzir diversos outros trabalhos, onde lancou as bases para a criacao da Anadlise fun-
cional moderna e fez grandes contribuigoes para a teoria dos espagos vetoriais topoldgicos.
Além disso, contribuiu para a teoria dos conjuntos e séries ortogonais. Em sua dissertacao,
escrita em 1920, ele definiu axiomaticamente o que hoje é chamado de espago de Banach.
A ideia foi introduzida por outros na mesma época, por exemplo, Wiener introduziu a
nocao, mas nao desenvolveu a teoria. O nome espaco Banach foi cunhado por Fréchet.
As Algebras de Banach também foram nomeadas em sua homenagem.

Banach provou uma série de resultados fundamentais em espacos vetoriais
normados, e muitos teoremas importantes sao hoje nomeados em sua homenagem. Existe
o teorema de Hahn - Banach sobre a extensao de funcionais lineares continuos, o teorema
de Banach - Steinhaus sobre familias de operadores limitados, o Teorema de Banach -
Alaoglu, o Teorema de Banach do ponto fixo e o Teorema de Banach- Tarski decomposigao
paradoxal de uma bola. Em 31 de agosto de 1945, Banach faleceu com um cancer no

pulmao, na cidade de Lviv na Ucrania.
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3.2 PONTO FIXO, CONTRACOES E O TEOREMA DE BANACH

Um dos diversos resultados desenvolvidos por Stefan Banach foi sobre o Te-
orema do Ponto Fixo de Banach, a seguir veremos algumas defini¢oes e enunciaremos e

demonstraremos este Teorema.

Defini¢ao 3.1 Seja (M, d) um espago métrico. Um ponto fixo de uma aplicagdo f : M —
M € um ponto x € M tal que f(z) = x.

Exemplo 3.1 Determine o(s) ponto(s) fizo(s) da aplicacio f : R — R definida por
flx) = —x

Solucgao: Usando a definicao de ponto fixo, temos que
flz)=2 <= —r=0 <= 2r=0 < z=0.

Logo, podemos concluir que 0 é o tinico ponto fixo da aplicacgao. [

Exemplo 3.2 A aplicagio f : R — R dada por f(x) = 22 tem dois pontos fizos, a saber
0el.

Solugao: De fato, queremos encontrar os pontos fixos da aplicacio f(z) = 22, logo
usando a definigao de ponto fixo, temos que para f(z) = z implica que 2% = z, ou ainda,
z(x — 1) = 0. Note que essa afirmacdo é valida desde que x = 0 ou que = = 1, desta

forma, 0 e 1 sdo os tinicos pontos fixos da aplicacao f(z) = 2. m

Exemplo 3.3 Seja B a bola unitdria fechada no espaco R™ e F': B — B uma aplicagao
continua. Entao existe um ponto fixo x € B, ou seja, f(x) = x. Este exemplo é um
famoso resultado de Topologia, ele € muito conhecido como Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer.

Solugao: Vamos demonstrar para o caso n = 1, ou seja, para um intervalo fechado [0, 1]
da reta.

O intuito da nossa demonstragao é provar que toda func¢ao continua f : [0, 1] —
[0, 1] possui um ponto fixo. De inicio, considere a funcao ¢ : [0, 1] — R dada por ¢(z) =
f(z) — x. Note que ¥(x) é continua, pois f(z) e x sdo fungdes continuas e a soma de
fungoes continuas também é continua. Como 0 < f(x) < 1, para todo = € [0,1] entao
¥(0) = f(0) > 0e (1) = f(1) —1 <0, veja que para o caso em que (0) =0e (1) =0
ja determina um ponto fixo. Considerando neste caso somente a desigualdade, ou seja,
quando ¥(0) > 0 e (1) < 0, entdo pelo Teorema do Valor Intermediario segue-se que
deve existir ¢ € (0,1) tal que ¥(c) = 0, ou seja, f(c) —c = 0= f(c) = ¢, o que decorre da
demonstragao que existe um ponto fixo x € [0, 1] tal que f(z) = z. Para o caso em que

n > 1 consulte (0). n

A seguir veremos uma defini¢cao que sera fundamental para a demonstragao do
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Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Definicao 3.2 Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N chama-se
uma contracao quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que dy(f(z), f(y)) <
c-dy(z,y), para quaisquer x,y € M, tal que dy representa a distancia dos pontos que
pertencem a N e dy; representa a distancia dos pontos de M. Para o caso em que M = N
a notagdo para contragdo serd reduzida apenas a d(f(z), f(y)) < c-d(x,y), para quaisquer
x,y € M.

Para compreender a observacao que vem a seguir é necessario que seja definido

inicialmente sobre quais condigoes uma aplicacao ¢ uniformemente continua.

Definicao 3.3 Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N diz-se
uniformemente continua quando, para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que para quaisquer
z,y € M tem-se dy(z,y) < 0 o que implica dn(f(x), f(y)) < e.

Vejamos a Observagao a seguir.

Observacao 3.1 Dada uma aplicacao f : M — N contracdo entdo ela € uniformemente

continua.
De fato, dado € > 0 basta considerar 6 = 1 Assim, se dy(x,y) < § para
c
x,y € M, entao
5
dn(f(2), f(y) S c-dulz,y) < (c+1)-dy(z,y) <(c+1)-0<(c+1)- 1) " ©

o que mostra que toda contragao é uniformemente continua.

A seguir veremos um exemplo que nada mais é do que uma aplicagao dos

conceitos de contracao.

Exemplo 3.4 Considere M = R com a métrica usual. A fungio f : [1,+00) — R
definida por f(x) = \/x é uma contragao.

Solugao: De fato,

() = WE = Vil = | (Va = B (e = e ol

—_

1
< —, tem-se que,

Como x,y > 1, temos que /x + VY = 2, ou ainda, m =3
1
A @), (Fw) < 5l =9,

o que finaliza a solucao. [

Observacgao 3.2 Observe que o fato de uma aplicacao nao ser contragcao ndao implica
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nela nao possuir ponto fizo, pois dada a aplica¢io v : R — R,(t) = 2t, ndo é uma

contracao em qualquer aberto da reta, mas possui um unico ponto fixo.

Demonstracgao: De fato, observe que
() = P(s)| = |2t = 25| = |2(¢ = 5)[ = [2[|t — s| <2- [t — s,

o que mostra que de fato essa aplicacao nao é contracao, pois ¢ = 2. No entanto, observe

ainda que 9 possui um tnico ponto fixo, pois
Y(t)=t=2t=t=1t=0

e neste caso 0 é o inico ponto fixo de . [

Teorema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se M ¢é um espago métrico com-
pleto, toda contracao f: M — M possui um unico ponto firo em M. Mais Precisamente,
se escolhermos um ponto qualquer xy € M e pusermos x1 = f(xg), xe = f(x1),..o; Tpi1 =

f(zn), ... a sequéncia (z,) converge em M e a =limx, € o dnico ponto fizo de f.

Demonstragao: Dividiremos a demonstracao em duas partes, existéncia e unicidade.
Provaremos inicialmente a existéncia, e neste caso basta verificarmos que dada uma
sequéncia (x,) ela é de Cauchy em M. De fato, como f é uma contragao, entao vale

as seguintes desigualdades
d(z1,v2) = d(f(x0), f(21)) < ¢ d(wo, 21).

d(xg,23) = d(f(x1), f(22)) < c-d(x1,22) < - d(wg, 71).
d(xs, z4) = d(f(x2), f(23)) < ¢~ d(29,23) < & - d(x1,29) < - d(z0, 1),

ou seja, de modo geral tem-se que
d(xp, Tpy1) < " -d(zg,x1) Vn €N,

Desta forma, dados n,p € N quaisquer e utilizando da desigualdade triangular, tem-se

IN

d(Tn, Tpi1) + d(@Tpy1, Tngo) + oo + A Tngp—1, Tngp)

[ + " TP d(wg, 1)

d(@n, Tnyp)

IN

Cn[l +c+ ...+ Cpil] . d(l’o,.ﬁﬁl)

p—1 p—1
= . Zci ~d(zg, 1) = " (1 + Zcz> - d(zg, 1)
i=0 i=1
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IA

c" (1 + Z Ci> - d(zg, 1)
i=1
" c
= " (1+ 1—c> - d(z9, 1)

7

= 1C_C-d(xg,x1).
Como 0 < ¢ < 1, entao lim ¢" = 0. Com isso, dado ;(1 —¢) > 0, existe
n—00 d(zg, 1) + 1
ng € N tal que se n > ngy entao |¢" — 0| = || < — (1 — ¢). Logo,
o€ Ntal g o entio "~ 0] =[] < ot (1 - 0). Log
e-(1—-¢)
d(xg,z1) + 1 e-(1—¢)  d(zg,x1)

d(zp, Tpap) < ~d(xg, 1) = . <e

1—c 1—c d(zo,z1) + 1 ’

portanto segue que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M, ou seja, existe limx, = p.

Com isso, p é ponto fixo de f, pois

f(p) = f(limzx,) =lim f(z,) = limz,, = p.

Mostraremos agora a unicidade do ponto fixo, neste caso considere p e ¢ pontos

fixos de f. Com isso, veja que

0 <d(p,q) =d(f(p), f(q)) < c-d(p,q),

dai
d(p7 q) —C- d<p7 Q) < 07
ou seja,

como (1 —¢) >0ed(p,q) > 0 entao

(I —¢)-d(p,q) =0,

o que nos diz que (1 —¢) = 0 ou d(p,q) = 0. No entanto, 1 — ¢ = 0 se ¢ = 1, contudo
0 < ¢ < 1 e neste caso ¢ nao pode ser 1, logo d(p,q) = 0 e assim p = ¢, o que finaliza a

demonstracao do Teorema. [

Note que o Teorema foi enunciado para o caso em que M é um espago métrico
completo, no entanto, o Teorema pode ser enunciado para um espaco vetorial normado.
A seguir, segue o um novo enunciado para o Teorema do Ponto Fixo de Banach e a

demonstracao segue de modo andlogo para o caso em que M é espaco métrico completo.
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Teorema 3.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se M ¢é um espago vetorial nor-
mado completo, ou seja, M é um espaco de Banach, entao toda contracao f : M — M

possui um unico ponto fixo em M.
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4 APLICACOES DO TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes que envolvem o Teorema
do Ponto Fixo de Banach. Uma das mais importantes é sobre a existéncia e unicidade
de solugoes de Equacgoes Diferenciais Ordinarias, conhecido como Teorema de Picard, em
seguida sera apresentada aplicagoes na area de Célculo Numérico e sobre as Equacoes
Integrais de Fredlhom. Por fim, sera apresentado uma aplicagdo na area de Engenharia

da Computagao sobre como funciona o Buscador do Google.

4.1 TEOREMA DE PICARD

Uma das mais conhecidas aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach
é o Teorema de Picard que estabelece a existéncia e unicidade de Equagoes Diferenciais
Ordindrias. Nesta secao traremos alguns resultados que serao suficientes e necesséarios
para que possamos demonstrar o Teorema de Picard.

Lembre-se que um conjunto S C R™ é aberto se contém todos os seus pontos
interiores, ou seja, para todo a € S existe r > 0 tal que B(a;r) estd inteiramente contida

em S.

Definicao 4.1 Dada uma fun¢ao continua f : U — R™, onde U é um aberto contido em
R =R xR" e (tg, z9) € U, a equagao diferencial de primeira ordem, com valor inicial,
definida por f € escrita como:

dx ;L
E:x = f(t,z) ©)

x(tg) = wo.
Uma solucao do sistema (@ ¢ uma funcao diferencidvel X : I — R™, onde I C R onde [
¢ um intervalo tal que tg € I e x(tg) = xo e que satisfaz a equagio ' = f(t,c).

Definicao 4.2 Uma funcdo f : U — R", onde U é aberto contido em R =R" x R e

(to, o) € U, € dita Lipschitziana com respeito a sequnda varidvel se existir ¢ > 0 tal que

£t 1) = [t 22)]] < cf |2y — 25,

para quaisquer (t,x1) e (t,x9) € U.
A seguir, apresentaremos o enunciado e em seguida a demonstragao do Teorema
de Picard.
Teorema 4.1 (de Picard) Seja f continua e lipschitziana na sequnda varidvel em 2 =
I, X By, onde I, ={ t;|t —to| < a '}, By ={x;|x — x| <b}. Se|f| < M em Q, existe
uma unica solucao de
l’/ = f(I,y),I(t(]) = Zo
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em I, onde a = min{a,

Demonstragao: Seja X = C(/,, By) o espago métrico completo das fungdes continuas

Y : 1, — By, com a métrica uniforme
d(v1,¢2) = sup |1(t) = ¥a(t)].
€l

No exemplo [2.13] verificamos que de fato esse espaco é completo. Para ¢ € X, seja
F(): I, — R" definida por

t
PO =an+ [ (Fsv(e)ds te
0

Note, que a partir desta F' podemos destacar as seguintes propriedades:
(1) F(X) C X
(2) F™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

Veja que, se mostrarmos que essas duas propriedades sao verdadeiras, entao
o Teorema do Ponto Fixo de Banach vai garantir a existéncia de uma tunica solucao.

Comegamos inicialmente mostrando (1), entao para todo t € I,

/fsw

Veja que isso é suficiente para mostrar (1). O que nos resta agora é mostrar que o operador

[E(¢)(8)=o| =

/|fsw )\ds</Mds<M|t0—t]<Ma<b.

a seguir é uma contragao,ou seja, devemos mostrar a condigao (2), entao para todo par
Y1, € X e todon >0

)0~ 0] < S gy ), ve

onde K é a constante de lipschitz de f. Para mostrar essa desigualdade faremos uma
verificacao por inducao sobre n. Note que para n = 0 nao ¢ dificil de ver. Suponhamos

que é valida para n = k, entao provemos para n = k + 1. Observe que

P ()(1) — F¥ ) ()] = [FESW))(E) — F(E*(2))(0)
< / (£ (5, F*(n(s)) — (f(s, F*(tho(s))ds.

Utilizando a hipotese de indugao, temos que:
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[ 1 P (o) = fs. P ns)lds < K

B TAY
/M.d(wl,%)ds

< o |(to — 8)* - d(wr1,1b2)ds|

T k+1 AW, v2)
Kk;-H
= Gl )
K™ (t —ty)"
Portanto, |F"(1)(t) ~ F*(0)(0) < =1 i 1) e, para n grande
K™ - (t —to)" '
% < 1, donde F™ é uma contracao de X. Pelo Teorema do Ponto Fixo de
n!

Banach, existe uma unica 1 tal que F'(¢)) = 1), e isto prova o Teorema de Picard. [

4.2 METODO DO PONTO FIXO (MPF)

Seja f(z) uma funcdo continua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da
equagdo f(x) = 0. O MPF consiste em transformar esta equagdo em uma equagao
equivalente x = 1(z) e a partir de uma aproximagcao inicial zo gerar a sequéncia {xy} de
aproximagcao para £ pela relacdo xpy1 = ¥(z), pois a fungao ¢ (x) tal que f(§) = 0 se,
e somente se, ¥(§) = £. Transformamos assim o problema de encontrar um zero de f(x)

no problema de encontrar um ponto fixo de 1 (z).

Definigao 4.3 Uma fun¢ao () que satisfaz a condi¢ao acima é chamada de fun¢do de

iteragao para a equagao f(x) = 0.
Observacao 4.1 Dada uma fungao f, € possivel obter vdrias fungoes de iteracgao.

Exemplo 4.1 A equagio x*> + 2 — 6 = 0 tem vdrias fungoes de interacao. Determine 4

delas.

Solugao: Para determinar as fungoes de iteragao basta encontrarmos ¢ (x) = x. Encon-
traremos a fungao de iteragdo (i) e as demais o cédlculo segue de forma anédloga. Para
encontrar ¢, (z), basta isolar z na equacao x> + x — 6 = 0, obtendo # = 6 — 22, logo
Y1(z) = 6 — 2% Sendo assim, temos as seguintes fungoes de iteragao

(i) ¥1(x) =6 — 22
+/6 — z.

(i) a(a) =

(i) ws(e) =~ — 1.
. 6
(iv) (o) = —.

n
A forma geral da fungoes de interacao ¥ (z) é ¥(z) = = + A(z)f(x), com a
condi¢ao que em &, ponto fixo de ¥(z), se tenha A(&) # 0.

Proposicao 4.1 A fungao f(§) =0 se, e somente se, (§) =¢&.
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Demonstracao: Sabemos que f(£) = 0, logo

() =6+ A0 = P(E) =¢.

Reciprocamente, temos que

(&) =¢,
logo
§=5+ASE) = Af(E) =0.
No entanto sabemos que A(§) # 0, entdao f(§) = 0, o que completa a demonstragdo. m

Com isso vemos que, dada uma equagao f(z) = 0, existem infinitas fungoes de

interacao ¥ (x) para a equagao f(z) = 0.

A seguir, veremos um Algoritmo que utilizaremos para encontrar as raizes

aproximadas das funcgoes.

Algoritmo 4.1 Considere a equacdo f(x) =0 e a equagao equivalente x = ¥ (z). Supo-
nha que () e Y'(x) sio continuas em um intervalo I, |/ (z)| < M, para todo x € I e
xo € I . Entao, temos os sequintes passos:

(1) Dados iniciais

(a) xo: aproximagdo inicial

(b) €1 € ex: precisoes

(2) Se |f(x)| < e, faga ¥’ = xy. (FIM)

(3) Considere xy, = ¥(xr_1) € faca k =1

(4) 1 = (o)

(5) Se |f(x1)|] < € ou |x1 — 0| < €9 entao faga ' = x1. (FIM)

(6) xo =11

(7) Considere xy, = ¥ (xr_1) e substitua k por k + 1.

O exemplo a seguir é uma aplicagao direta do algoritmo mostrado anterior-
mente. Vejamos o exemplo.
1
Exemplo 4.2 Seja f(x) = 23 — 9z + 3 e considere a funcao interacao (x) = n + 3 tal
que zo = 0,5 e ey = e, =5-10"% € € (0,1). Encontre x’ que serd a raiz aprozimada para

f, em sequida, determine f(z').

Solucgao: Vamos utilizar o algoritmo apresentado para responder a essa questao. Observe
que f(xg) = —1,375, logo | f(x)| > €1. Com isso, passamos para o passo 3 e 4. Veja que,
1 = 0,3472, logo f(z1) = —0,0829 e | f(z1)| > €;. Entao voltamos para o passo 4.

(0,3379) 1
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Disto percebemos que f(z9) = 0,0025 e |f(x2)| > € e novamente voltamos ao passo 4.

(0,3379)° 1

Desta forma, percebemos que f(z3) = —0,00009 e |f(z3)| < €. Com isso, 2’ = 0,3376 e
F(2') = —0,00009. .

4.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Nesta se¢ao, estudaremos o Método de Newton-Raphson que nada mais é do
que uma forma para se encontrar aproximagcoes de raizes de uma funcao. O que o método
de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia do MPF| é escolher para

a fungao iteracao a fungao ¢ (x) tal que ¥/'(§) = 0.

Proposicao 4.2 Dada a equagio f(x) = 0 e partindo da forma geral para 1 (z), queremos
obter a fungao A(x) tal que ¥'(§) = 0.

Demonstracao: Vimos no Método do Ponto Fixo que a forma geral para as funcoes de
iteragao é dada por
(z) =z + Alz) f(2),
derivando ¥ (x) temos que
V() =14 A(z)f(z) + Alx) f'(2),
como f(z) =0 entdao ¢'(z) = 1+ A(z) f'(z), dessa forma calculando ¢/(§) temos

= (&) = 1+ A F'(©).

Assim, ¢/(§) = 0 < 14+ A(§) f'(§) =0

—1
= A(§) = m
donde tomamos )
A = Ty

f(z)

Entao, dada f(z), a funcao de iteracao ¢ (z) = x— )
T

serd tal que ¢/(§) = 0,

pois como podemos verificar:

W (z) = /@) = [f' @)+ f@) () _ f@)f"(x)
' (2)]? /' ()]?

e como f(€) = 0,4/(€) = 0 (desde que f'(€) #0).
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Exemplo 4.3 Consideremos f(x) = 2>+ — 6,& = 2 e g = 1,5. Determine x' que

serd a raiz aproximada da f.

Solucgao: Para encontrar 2/, vamos usar

f (=)

Y= iy

(7)

Para tanto, vamos de inicio encontrar f'(z), e neste caso faz sentido pensarmos em deri-

vada pois estamos trabalhando com uma funcao polinomial, logo
f(z) =2z + 1. (8)

Substituindo em e as informacoes dadas na questao, temos

2?+x—6

Vle) =o—— 7

Agora, vamos encontrar =’ a partir de zo = 1,5

2,25+1,5—-6
= = =15-—= ’ = 2,0625.
T ’lvb(xo) ) 3+ 1 )
4,2539 +2,0625 — 6
= 19 = Y(x1) = 2,0625 — — ks = 2,00076.

4,125+ 1

4,0030 + 2,00076 — 6
= 13 = h(z2) = 2,00076 L0211 ,00000

Com isso, trabalhando com cinco casas decimais 2’ = 23 = &. [

Observagao 4.2 Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que xg

seja escolhido suficientemente proximo da raiz £.

A seguir, veremos um Algoritmo que sera usado para encontrar as raizes apro-

ximadas das funcoes.

Algoritmo 4.2 Seja a equagao f(x) = 0. Suponha que f(z), f'(x) e f"(x) sejam continuas
num intervalo I que contém a raiz x = & de f(x) = 0. Suponha ainda que f'(§) # 0.

(1) Dados iniciais:

(a) xo: aproximagao inicial.

(b) €1 € €y: precisoes.

(2) Se |f(z)| < e, faga 2’ =z

(3) Considere x = (xk_1) e faga k =1
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o f (o)
(4) 1=z (o)

(5) Se |f(x1) < € ou se |z1 — x| < € faga 2’ = x4
(6) To = X1
(7) Considere xy, = ¥ (x_1) e substitua k por k + 1.

O exemplo a seguir é uma aplicacao direta do algoritmo apresentado anterior-

mente. Vejamos o exemplo.
Exemplo 4.4 Encontre 2’ e f(x'), tal que f(x) = 2> —92+3,70 = 0,5,6; = €5 = 1-107%.

Solugao: Vamos utilizar o algoritmo apresentado anteriormente para responder a esta
questao. Observe que f'(z) = 32% — 9, f(xg) = —1,375, logo |f(xg)| > € com isso,

passamos para o passo 3 e 4. Veja que,

—1,375
=0,5— —2 =0,5—-0,16 =0, 34.
T1 ’ —8, 25 ) ) )
Com isso, percebemos que f(z1) = —0,0206, logo |f(x1)| > €, entdo voltamos para o
passo 3 e 4.
—0,0206
—0,34— 2 —0,34—0,0023 = .
e =0,3 8,652 0,3 0,0023 = 0,3377
Desta forma, percebemos que f(z2) = —0,007, logo |f(x2)| > €;. Novamente voltamos
ao passo 3 e 4.
—0, 0007
=0,3377T — ——— = 10,3377 — 0,00008 = 0, 33762.
I3 3 _87 6578 ) ; )

Entao, f(xz3) = —0,00009 e |f(z3)| < €;. Com isso, ' = 0,33762 e f(z') ~ —0,00009. =

4.4 EQUACOES INTEGRAIS DE FREDHOLM

Nesta secao sera apresentada uma equacao nao-linear, muita conhecida como

Equagao Integral de Fredholm.

Proposicao 4.3 Seja K : Q@ — R uma fungdo continua dada na regigo QQ = [a,b] X
[a,b] X R que satisfaz a condigao de Lipschitz.

‘K<t757u) o K(t,s,v)] < L|U o U|7 (tv S,U), (t757v) S Q7

sendo L > 0. Se ¢ € Cla,b] a equagao integral nao-linear de Fredholm

b
W(t) :/ K(t,s,1(s))ds + ¢(t), t€ la,bl.

Possui uma tnica solugio ¢ € Cla,b] se L(b—a) < 1.

Demonstragao: Inicialmente observe que () é um espago métrico completo tendo em
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vista que ele é formado pelo produto cartesiano de espacos métricos completos. Basta

verificar sob tais condigoes o operador

S Cla,bl = Cla, b; (S¥)(t) = / K(t, 5,9(s))ds + o(t)

é uma contragao em C|a, b], pois o Teorema do Ponto Fixo de Banach vai garantir que
possui uma unica soluc¢do ¢ € Cla,b] com L(b—a) < 1. Seja ¥,& € Cla,b], Vt € [a,b],

entao

(S9)(1) = (S| <

/Ktsw()ds—l—go /KtS{f )ds — ¢(t)

IN

/ K (b 5,0(s)) — K(t,5,£(s))|ds

< / [1h(s) —&(s)lds

<L / sup |16 — €|ds
¢ b
< Lesuwplv—¢ [ ds< L) suplv—¢

de forma que [|SY — S¢|| < L(b — a) - ||¢p — £]|, mostrando que S é uma contragao pois
L(b—a) < 1. Com isso, o Teorema do Ponto Fixo de Banach garante que possui uma
tunica solugao ¢ € Cla,b] com L(b—a) < 1. ]

4.5 O BUSCADOR DO GOOGLE

A primeira rede mundial de computadores, também conhecida como internet,
surgiu em meados da guerra fria com o objetivo de garantir que as comunicacoes norte
americanas fossem mantidas mesmo em caso de ataques de inimigos que destruissem os
meios convencionais de telecomunicacoes. A primeira versao da internet, conhecida como
ARPANET, funcionava através de um sistema conhecido como chaveamento de pacotes,
que é um sistema de transmissao de dados em rede de computadores no qual as informagoes
sao divididas em pequenos pacotes.

Em 1990 a internet comecou a alcancar toda a populacao mundial, quando o
engenheiro inglés Tim Bernes-Lee desenvolveu a World Wide Web, o famoso padrao www,
e possibilitando a utilizacao de uma interface grafica e a criacao de sites mais dinamicos
e visualmente interessantes. A partir de entdao a Internet cresceria em ritmo acelerado.
Em 1993 comecaram a surgir os primeiros buscadores, dentre os mais famosos da época
estavam o Lycos e o Alta vista (que ja nao existe mais).

Mas o que seria exatamente um buscador? Todo buscador desempenha dois

passos muito importantes: o primeiro é o Matching que faz com que seu algoritmo busque
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entre todas as paginas as palavras ou frases que foram digitadas. O segundo passo é o
ranking onde o algoritmo ordena entre as paginas que foram encontradas no passo anterior
as que sao mais importantes.

Em 1997 e 1998 surgiu um novo buscador, o Google que foi criado pelos douto-
randos em ciéncias da computacao, em Stanford, Larryn Page e Sergey Brin. No entanto,
esse novo buscador tinha algo de diferente, pois pouco depois de seu lancamento a revista
PC Magazine o elegeu como um dos 100 melhores sites da época e comentou que o Google
possuia “uma habilidade incrivel para retornar resultados extremamente relevantes”. Mas
o que fazia o Google ter tanto sucesso em tao pouco tempo? Justamente as inovagoes que
foram desenvolvidas no seu Ranking, o PageRanke. O que Page e Brin perceberam era
que a partir da estrutura da web era possivel determinar a relevancia das péaginas, pois
elas sao conectadas por links e desse modo, as paginas poderiam ser vistas como nés de
um grafo direcionado e os links como as arestas.

Enquanto muitos buscadores classificam as paginas de acordo com a quanti-
dade de conteudo, a proposta do Google é de considerar a importancia de cada pagina
como a soma das importancias das paginas que “apontam” para ela, dividida pelo niimero
de links que saem dela. Mas serd que a ordenacao das paginas obedece a democracia da
Web? Sera que existem outras formas de ocorrer tal ordenacao ou ela é tinica? Neste
caso, o Teorema do Ponto Fixo de Banach se encaixa perfeitamente, pois vai garantir que
o propésito dos criadores do Google é possivel.

Seja G um grafo direcionado, ou seja, quando associamos sentido as arestas
deste grafo, com nos de 1,2, ...,n. Nosso objetivo é para cada né ¢, atribuir um valor real
x; que traduza a relevancia do né i. Quando 7 é um né que aponta para i, chamaremos
de link de 7 para j e denotaremos por j — 4 e denotaremos ainda por /; o nimero de links

saindo de j. Assim definiremos,

l’.
€Tr; = =
—
]—}Z
com isso, temos o seguinte sistema linear,
(
. Mmi1 mi
T = Tﬂfl + ...+ T"xn
I ln
T, = ey + L+ R,
\ 1 n

onde x; é o numero de links de j — ¢, que pode inclusive ser zero. Dessa forma, se

%, entao podemos ver A : R” — R" como uma transformacao
J

linear e a relevancia z = [z, x9, ..., x,] um autovetor de autovalor unitario.

A = (aij) onde CLZ'j =

O exemplo a seguir foi inspirado em (9)).
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Exemplo 4.5 Juilia é estudante do curso de Engenharia da Computacao de uma Univer-
sidade Federal. Em uma de suas aulas o professor comecou a falar sobre como funcionava
o buscador do Google e propos um desafio a turma. FEle apresentou a turma as pdginas
A, B, C, D e F que tinham uma receita de pudim e mostrou a relacdo que essas paginas
tinham uma com as outras e que as pdaginas sempre tinham um link que ligavam uma
com as outras, ou seja, um internauta sempre encontrard a melhor receita de pudim sem

desistir de sua pesquisa. Veja figura abaizo.

Figura 1 — Diagrama 1

&
<

B

v

M

Fonte: O autor.

Em seguida, solicitou que a turma descobrisse qual pdgina tinha a melhor re-
ceita de pudim, enfatizando que a pdgina mais relevante tinha tal receita. Qual pdgina

Julia encontrard a melhor receita de pudim?

Solucao: Inicialmente, podemos observar que todas as paginas tem a mesma chance de

ser acessada. Vamos chamar esse processo de Iteracao 0, veja tabela.

Tabela 1 — Dados apds céalculos da Iteracao 0

Pagina Iteragao 0 | Iteragao 1 |Iteracao 2 | Iteracao 3 | Iteracao 4 | PageRank | Classificagao
1
A l
5
1
B l
5
1
C z
5
1
D z
5
E 1
5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao observar o diagrama podemos perceber que as paginas indicam umas as

outras. Dessa forma, podemos calcular a relevancia de cada pagina, que é dada pela re-



47

levancia das outras paginas que indicam a primeira, chamaremos esse processo de Iteragao
1. Seja R;(A), Ri(B), R;(C), R;(D) e R;(E) a relevancia das paginas A, B, C, D e E, res-
pectivamente, nesta iteracao i.

Relevancia 1 da pagina A : Analisando a pagina A, podemos observar que as paginas B,
D e E a indicam diretamente. Sendo assim, a R(A) é dada pela soma da relevancia inicial

das paginas B, D e E dividida pelo ntimero de links que saem dela, portanto,

Relevancia 1 da pagina B : Analisando a pagina B, percebemos que as paginas C e E a
indicam diretamente, dessa forma,

() - ) E) _

1
3

DO |t
[\:)|<;ﬂ|>—A

+

Relevancia 1 da pagina C' : Observando a pagina C, percebemos que B e D sao as paginas
que indicam C diretamente, logo

Ri(C) = RoéB) n RoéD) _

+

1
5

[\DlCﬂIH
Lo ot

Relevancia 1 da pagina D E possivel notar que apenas a pagina A indica a pagina D
diretamente, logo
Ro(4) 5 _ 1
2 2 10

Relevancia 1 da pagina E : Percebemos que as paginas A, C e D indicam a pagina E

diretamente, logo

Ro(A) | Ro(C)  Ro(D)

A tabela abaixo apresenta os valores com as fracoes equivalentes para facilitar

a comparacao.
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Tabela 2 — Dados ap6s calculos da Iteracao 1

Pagina Iteragao 0 | Iteracao 1 |Iteragao 2 | Iteracao 3 | Iteracao 4 | PageRank | Classificagao

A 1 8
5 30
1 6

B z el
5 30
1

C z el
5 30

D ! 3
5 30

E 1 8
5 30

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguindo a mesma ideia é possivel agora calcularmos a Iteracao 2, porém agora
levando em consideracao a relevancia das paginas obtidas na Iteracao 1, obtemos:
Relevancia 2 da pagina A :

Ri(B) Ry(D) Ri(E) 6 3 8 48

A: = —_— — —:_'
Ra(4) 5 T3 T 60 790 T 60~ 180

Relevancia 2 da pagina B :

R(C) Ry(E) 5 8 13
B — = — _— = —,
Ra(B) 5 T 60 760 60

Ry(C) = RléB) JRD) 6 3 A

3 60 90 180°
Relevancia 2 da pagina D :
Ri(A) 2
D) = = —.
(D) 2 15

Relevancia 2 da pagina E :

Ri(A) R(C) R(D) 8 5 3 1
E - = — —_ _— = -,
B(B)=— =+~ + 5 =ewte "o 1

Com isso, a tabela abaixo apresenta os valores para facilitar a comparacao.
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Tabela 3 — Dados apds calculos da Iteracao 2

Pagina Iteragao 0 | Iteracao 1 |Iteragao 2 | Iteracao 3 | Iteracao 4 | PageRank | Classificagao
N 1 8 a8
5 30 180
1 6 39
. 5 30 180
1 24
¢ 5 30 180
b 1 E] 2
5 30 180
. 1 8 &
5 30 180

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguindo essa linha, podemos agora calcular a Iteracao 3, levando em consi-
deracao agora a relevancia das paginas obtidas na Iteracao 2.

Relevancia 3 da pagina A :

Ry(B) Ro(D) Reo(E) 39 24 45 300 100
3(4) 2 * * 2 360 * 540 * 360 1080 360

Relevancia 3 da pagina B :

Ry(C)  Ry(E) 24 45 69
3(B) 5 T 360 360 _ 360

Relevancia 3 da pagina C' :

Ro(B) Ro(D) 39 24 165 55
R C - = — _— = —,
3(C) 2 + 3 360 + 540 1080 360

Relevancia 3 da pagina D :

Ry(A) 48
R3(D) = = —.
(D) 2 360
Relevancia 3 da pagina F :
Ry(A)  Ry(C)  Ry(D 48 24 24 264 88
R3(E) = 2()+ 2()—1— 2(): + + — —

2 2 3 360 ' 360 540 1080 360

Assim obtemos os seguintes valores da Iteracao 3. Veja tabela abaixo.
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Tabela 4 — Dados ap6s calculos da Iteracao 3

Pagina Iteragao 0 | Iteracao 1 |Iteragao 2 | Iteracao 3 | Iteracao 4 | PageRank | Classificagao
N 1 3 a8 100
5 30 180 360
. 1 6 EER ]
5 30 180 360
. 1 5 EI
5 30 180 360
b 1 E] 24 s
5 30 180 360
. 1 8 a5 s
5 30 180 360

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguindo a mesma logica podemos calcular a Iteracao 4, considerando a re-
levancia das paginas obtidas na Iteracao 3.

Relevancia 4 da pagina A :

Ry(B) Ry(D) Rs(E) 69 48 8 567 189
A g = — _— _— — = —
Ra(4) 2 L 720 71080 T 720 ~ 2160 _ 720

Relevancia 4 da pagina B :

Ry(C) Ry(E) 55 88 143

5 5 T 720 720 7207

Relevancia 4 da pagina C' :

Rs(B) Rs(D) 69 48 303 101
R C p— pr— p— p— —_—,
+(C) > T3 720 T 1080 2160 720

Relevancia 4 da pagina D :

Ry(A)  Ry(C) Rs(D) 100 55 48 561 187
E — - — — = —
Ra(E) y T2 T3 720 7720 T 1080 _ 2160 720

A tabela a seguir apresentara os resultados obtidos em todas as iteracoes bem
como o PageRank final de cada pagina, com isso sera possivel determinar qual pagina é

a mais relevante.
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Tabela 5 — Classificagao Final

Pagina Iteragao 0 | Iteracao 1 |Iteragao 2 | Iteracao 3 | Iteracao 4 | PageRank | Classificagao
A 1 8 a0 s -
5 30 180 360 720
1 6 39 69 143 o
B 5 30 130 360 720 0,198611 3
1 24 55 101
C - — — — — 0,140278 4°
5 30 180 360 720 ’
1 3 24 48 100
D - — — — — 0,138889 5°
5 30 180 360 720 ’
1 8 45 88 187
E - — — — — 0,259722 2°
5 30 180 360 720 ’
Fonte: Elaborada pelo autor.
Comparando as notas de PageRank podemos concluir que Julia ird encontrar
a melhor receita de pudim na pégina A. [

Note que o exemplo anterior Julia mostrou que um certo internauta sempre
iria encontrar a melhor receita de pudim, pois as paginas possuiam links que ligavam umas
as outras e ainda que o internauta nao desistiria de sua pesquisa. No entanto, isso nem
sempre ocorre, pois existem situacoes em que o internauta pode desistir da pesquisa ou
simplesmente pelas paginas nao possuirem links que as conectam. Pensando nisso, Page
e Brin resolveram contornar este problema e dai introduziram um fator probabilistico p
de recomecar a pesquisa e 1 — p de continuar nos links. Dessa forma, a aplicacao que

sintetiza o percurso do internauta é dada por:

1 mi Mg min
yl n 1 I vee Tn 3/1
1 ma1 Mgy Man
Y2 - 1 I o Y2
—p- | T [+@=p)] T .
l mni mn2 Mnn
yn n l1 l2 ln yn

Afim de demonstrar a proposicao que vem a seguir, enunciaremos a defini¢ao

de matriz estocastica.

Definicao 4.4 Uma matriz quadrada é chamada de matriz estocastica quando todos os
seus elementos sao numeros reais nao negativos e a soma dos elementos em cada coluna

sao0 sempre iguais a 1.

A seguir, enunciaremos uma proposicao na qual nos permitirda concluir em

como o Teorema do Ponto Fixo de Banach auxilia o buscador do Google.

Proposicao 4.4 Seja A € R™™ uma matriz estocdstica e T : R" — R™ uma aplica¢do
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definida por

onde
1 mi mip Min
n 1 lo ln
l ma1 m22 man
l l l

e=|"]1e A= " 2 "
l M mn2 Mnn
n I l2 In

com uma constante p € (0,1]. Entdo a aplicagao T € uma contra¢ao com ¢ =1—p < 1.
Por consequéncia, ela admite um inico ponto fizo T'(x) = x e, para qualquer vetor inicial

vo @ iterag¢do x, 1 = T(x,) converge para o ponto fixo x.
Demonstracgao: Dado y, z € R” e, sabendo que

n

Zaij = ].,

i=1

pois A é uma matriz estocastica, ou seja, suas entradas sao positivas e a soma dos ele-

mentos de cada coluna sao iguais a 1. Logo, temos

T(y) = T(2)||rn = [|(1—=p)A(y — 2)|[rn
< (1-p) Z (Z%!yj - Zj|)

= (1-p)) (Z%‘) ly; — %l

j=

= (1=p) >y — 2zl =1 =p)lly — 2/,
j=1

como 1 — p é menor que 1, temos que T' é uma contracao. Finalmente, como a aplicagao
possui um unico ponto fixo, o Teorema do Ponto Fixo de Banach garante que existe um
tnico x tal que T'(x) = x o que garante entao que independente da iteracao a classificagao
das péginas de acordo com a sua relevancia serd a mesma, ou seja, tudo isso funciona e

que a relevancia das paginas esta bem definida. [
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos conceitos que foram fundamentais para a de-
monstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach como a definicao de espagos métricos
completos na qual diz um conjunto é um espaco métrico completo se ele for um espaco
métrico e se dada uma sequéncia de Cauchy nesse espaco ela convergir para um elemento
do espaco. Outro conceito muito importante foi a de ponto fixo e de contragoes na qual
foram determinantes para a compreensao e a demonstragao do Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Além disso, mostramos aplicagoes em diferentes areas no qual o teorema men-
cionado acima se aplica perfeitamente. Vimos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach
foi peca chave na garantia de mostrar a existéncia e unicidade das equacoes diferenciais
ordindrias e nas equacoes integrais de Fredholm.

Outra aplicagao que trouxemos foi na area de Calculo Numérico, na qual abor-
damos conceitos para o calculo de raizes aproximadas de fungoes, no qual o Teorema do
Ponto Fixo de Banach garante que a partir de um ntumero de iteragoes muito grandes
a raiz se torna a mesma independente da iteracao que esta sendo calculada, ou seja, ela
possui um ponto fixo.

Uma outra aplicacao bem interessante que foi abordado é sobre o buscador do
Google, mostramos que apesar do Google ter um buscador ainda novo no ramo comparado
a outros ele possui resultados muito precisos que garantem aos seus usuarios a obtencao
de sucesso em suas pesquisas. Com essa aplicacao foi possivel perceber que os criadores
do Google precisaram desenvolver um algoritmo capaz de contornar eventuais problemas
que poderiam surgir e a partir disso verificamos como o Teorema do Ponto Fixo de Banach
foi peca fundamental para garantir que os usuarios chegarao nos resultados desejados e
que o algoritmo desenvolvido funciona perfeitamente.

Dessa forma, esperamos que a partir deste trabalho seja possivel despertar o
interesse e o conhecimento sobre o Teorema do Ponto Fixo de Banach e assim, que possa
surgir novos pesquisadores na area que consigam apresentar mais aplicacoes relacionadas
ao Teorema e que de certa forma consigam despertar o interesse em alunos de areas

similares a Matemaética.
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