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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo, apresentar uma maneira mais simples de se obter
campos de vetores conformes (ou simplesmente, campos conformes) no plano hiperbdlico,
utilizando-se das fungoes complexas holomorfas. Para isso estudamos as referidas fungoes
e a relacao destas com os campos conformes no plano hiperbdlico, utilizando a férmula
da derivada de Lie para mudanca conforme de métrica para demonstrar que através das
partes real e imaginaria de uma funcao holomorfa, podemos construir exemplos de campos
conformes no plano hiperbdlico. Do mesmo modo, mostramos que a partir das fungoes
componentes de um campo conforme no plano hiperbdlico é possivel obter uma funcao
complexa holomorfa. Por fim, demonstramos alguns resultados, entre eles, que um campo
¢ conforme no plano hiperbdlico se, e somente se, o mesmo for conforme no semiplano
superior do plano Euclidiano munido com a métrica candnica e que um campo homotético
no plano hiperbdlico sera um campo de Killing.

Palavras-chave: Fungoes complexas holomorfas; Campos conformes; Plano hiperbdlico.



ABSTRACT

The present work aims to present a simpler way to obtain conformal vector fields on
the hyperbolic plane, using complex holomorphic functions. For this, we study these
functions and their relationship with the conformal vector fields on the hyperbolic plane,
using the Lie derivative formula for conformal change of metric to prove that through the
real and imaginary parts of a holomorphic function, we can build examples of conformal
vector fields on the hyperbolic plane. In the same way, we show that from the component
functions of a conformal vector field on the hyperbolic plane it is possible to obtain a
complex holomorphic function. Finally, we prove some results, among them, that a vector
field is conformal on the hyperbolic plane if, and only if, it is conformal on the upper half-
plane of the Euclidean plane and that a homothetic vector field on the hyperbolic plane
must be a Killing vector field.

Keywords: Holomorphic complex functions; Conformal vector fields; Hyperbolic plane.
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1 INTRODUCAO

A falta de clareza do quinto postulado de Euclides (postulado das paralelas)
instigou os matemaéticos a buscarem por sua prova partindo apenas dos quatro primeiros
postulados. Com o insucesso da tentativa, o matematico Friedrich Gauss (1777 - 1855)
percebeu, através da negagao desse quinto postulado, que estava de posse de uma nova geo-
metria na qual os quatro primeiros postulados estavam bem definidos e o quinto postulado
se mostrava independente. Relacionando a suas descobertas em Geometria Diferencial,
percebeu que essas geometrias nao euclidianas, ou seja, geometrias com curvaturas nao
nulas eram em si proprias inteiramente consequentes.

Desse modo, supor que a partir de uma reta e um ponto fora dela passam pelo
menos duas retas paralelas, deu inicio a conhecida geometria hiperbédlica ou geometria de
Bolyai - Lobachevsky, visto que foi inicialmente descrita por Jénos Bolyai (1802-1860) e
Nikolai Lobachevsky (1792-1856). Do mesmo modo, supor que por um ponto fora desta
reta nao passa nenhuma paralela, deu inicio as geometrias elipticas onde a geometria
esférica é um caso particular. Ao leitor interessado em se aprofundar nesse assunto,
recomendamos a leitura de Carmo (1987), Andrade e Barros (2010) e Andrade (2013).

Neste trabalho, estamos interessados em estudar os campos conformes sobre o
espago hiperbdlico, enfatizando o espago hiperbélico de dimensao dois (ou simplesmente,
plano hiperbdlico), que corresponde a uma superficie geométrica de curvatura constante
negativa, ou seja, uma variedade Riemanniana de dimensao dois (c¢f. CARMO, 2005a).
Nessa perspectiva, estaremos explorando relagoes existentes entre os campos conformes
definidos sobre o plano hiperbdlico e as fungoes complexas holomorfas definidas sobre
subconjuntos abertos do plano complexo.

Para isso, separamos este trabalho em cinco capitulos, sendo eles, a introducao,
preliminares, campos de vetores, campos conformes no plano hiperbdlico e conclusao.
O primeiro capitulo corresponde a presente introducao, enquanto no segundo capitulo,
apresentamos os numeros complexos e as noc¢oes de limite e continuidade de fungoes em
uma variavel complexa, que sao funcoes cujo dominio e contradominio sao subconjuntos
nao vazios dos nimeros complexos, objetivando tratar das fun¢oes holomorfas, sendo estas,
funcoes complexas, cuja derivada existe em todos os pontos do dominio e que possuem
uma interessante relacao com os campos conformes.

No terceiro capitulo, apresentamos as definicoes de campos de vetores no
espaco Euclidiano, em particular, a definicao de campos conformes, que é uma genera-
lizagao dos campos de Killing (campos de vetores com fator conforme nulo) e dos campos
homotéticos (campos de vetores com fator conforme constante). Em seguida, usamos uma
mudanca conforme de métrica (cf. MUNIZ NETO, 2010) para estudar os referidos campos
de vetores sobre o espago hiperbdlico n-dimensional, bem como importantes estruturas

geométricas relacionadas a campos de vetores.
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No quarto capitulo, apresentamos os resultados principais onde utilizamos a
estreita relacao entre os campos conformes no plano hiperbdlico e as fungoes complexas
holomorfas, para demonstrar um meio mais simples de se obter esses campos de vetores.
Posteriormente, apresentamos algumas aplicagoes advindas desses resultados principais,
por exemplo, provamos que no plano hiperbélico todo campo homotético é na verdade um
campo de Killing. Por fim, no quinto capitulo, encerramos este trabalho com a conclusao

a respeito do tema desenvolvido.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo encontram-se algumas preliminares que sao necessarias no es-
tudo sobre campos conformes. Nele definimos os niimeros complexos e algumas nocoes de
célculo diferencial (limite, continuidade e derivada) sob um contexto diferente, abordando
as fungoes complexas em uma variavel complexa. Mais detalhes sobre o assunto podem
ser consultados em Lins Neto (2012) e Soares (2014).

2.1 NUMEROS COMPLEXOS

O conjunto numérico representado por C é chamado de conjunto dos niimeros
complexos e corresponde a uma extensao dos nimeros reais. Um ntumero z € C pode ser
descrito através das notacoes

z = (x,y), z=x+yi ou z = (Rez) + (Imz)i,

onde x e y sao numeros reais que denotam as partes real e imagindria, respectivamente,

[19eM

enquanto “/” ¢ a unidade imagindria (i = —1).

Observacgao 2.1 Neste trabalho, usaremos mais comumente a forma algébrica
C={z+yi;z,y e R}
para representar os nimeros complexos.
Nesse momento, apresentamos as primeiras definigoes relacionadas a ntimeros
complexos.
Definicao 2.1 Sejam z,w € C, dizemos que z é igual a w se, e somente se,

Rez = Rew e Imz=Imuw.

Definicao 2.2 Seja z = = + yi um nimero complexo, definimos o seu conjugado como
sendo o complexo
zZ=x—y.

A soma e o produto entre dois nimeros complexos é definida da seguinte
maneira:
Definicao 2.3 Sejam z = 1 + y14, w = x9 + y21 € C, entao:
(a) z+w = (21 + 2) + (Y1 + ¥2)i;
(b) 2w = (2122 — y13y2) + (T1y2 + T2y

Apresentamos a seguir um resultado que nos fornece duas propriedades do

conjugado.

Proposicao 2.1 Dados z,w € C arbitrarios, tem-se as igualdades:

(a) z +w =7+ w;

(b)z-w =z w.
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Demonstracgao: Sejam z = x1 + y17 € w = X3 + o1, temos

z+w = (x1+x2)—(y1+y2)i
= (21— y11) + (w2 — i)
- Z4w,

o que prova o item (a). De modo andlogo, obtemos

Z-w = (1172 — y1y2) — (T1y2 + Toy1 )i
= I1T2 — T1Y2l — TaY1l — Y1Y2
= (21— 1) - (x2 — yoi) =2 - W,
que conclui a demonstracao. 0

Definimos abaixo a nogao de valor absoluto estendido dos niimeros reais aos

nimeros complexos.

Definicao 2.4 Seja z = z+yi um nimero complexo arbitrario, define-se o valor absoluto

de z pela expressao
ol = VT
Das propriedades e defini¢oes ja vistas, é possivel deduzir as igualdades cons-
tantes no proximo resultado.
Proposicao 2.2 Seja z = x + yi um nimero complexo arbitrario, entao:
(a) z+Z =2Rez;
(b) z-z = |2|%
Demonstracao: De maneira simplificada, vamos ter:
(a) z+Z = (z+yi) + (x — yi) = 2 = 2Re z;
(b) 2.z = (v +yi) - (x —yi) = 2® + y* = |2|*. O
Tendo definido o valor absoluto a partir da nocao usual de distancia entre

pontos, muitas das propriedades validas nos reais permanecem no contexto complexo,

permitindo deduzir o préximo resultado.
Proposigao 2.3 Para z,w € C arbitrarios, valem as relagoes:
(a) |z - w| = [2][w];
(b) |z +w| < |z| + |w.
Demonstragao:
(a) Utilizando o item (b) das Proposi¢des 2.1 e 2.2 observe que
2wl = (z-w)- (2 w)

= (2:7) (w-) = [z - [w],

0 que resulta em
2wl = [zl

0 que prova o item (a).
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(b)Agora usando a Proposicao [2.1f(a) e a Proposigao [2.2|b), vamos ter
lz+w)? = (z4+w)(z+w)
= (z4+w)- (zZ+w)

mas segue da Proposicao (b) que Z-w = z - w, logo

lz+wf” = |2P+z-w+z-w+ |w)?

= |2* + 2Re(z - W) + |w|*.
Desde que 2Re(z - w) < 2|z - w| = 2|z||w|, entao
|2+ wl* < [2* + 2effw| + [w]* = (2] + [w])?,
que resulta em
|2+ w| < [z] + Jwl.

concluindo a demonstragao. 0

Utilizando as operagoes de soma e produto usuais de ntimeros complexos é

possivel definir os seguintes elementos e operagoes.

Definicao 2.5 Sejam z e w nimeros complexos arbitrarios, define-se:

(a) —z = (—Rez) + (—Imz)i; (b) 271 = # para z # 0;
() z—w=z+ (—w); (d)izz-w_lparaw%O.

Observacao 2.2 Os itens (a), (b), (c) e (d) da Definigao correspondem ao inverso
aditivo, ao inverso multiplicativo, a subtracao e ao quociente de nimeros complexos,

respectivamente.

Podemos representar um ntumero complexo z € C*, adotando as seguintes
expressoes
x = |z|cos @ e y=|zlsenf
que resulta em
z = |z|(cos @ +isenf),
que é chamada de forma trigonométrica (ou forma polar) e o nimero real que satisfaz

0 <6 < 27 é o argumento principal de z (ou simplesmente, argumento de z).
Para concluir a secao, apresentamos expressoes para produto e poténcia de
nimeros complexos na forma trigonométrica.
Proposicao 2.4 Sejam n € N e z,w € C, com as formas trigonométricas
2z =|z|(cosa+isena) e w = |w|(cosf +isenf),
entao as igualdades abaixo sao verificadas:
(a) z-w = |z||w|[cos(a + B) + isen(a + B)];

(b) 2" = |z|"[cos(na) + isen(na)].
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Demonstracao: Faremos a demonstracao de cada item, conforme descrito a seguir:
(a) De forma direta, vamos ter
z-w = |z||w|(cosa +isena)(cos 5+ isen )

= |z||w|(cos acos B + isen 3 cos o + i sen v cos 5 — sen acsen 3)

= |z||wl|[(cosacos B —senarsen ) + i(sena cos [+ sen 5 cos a)],
daf utilizando o seno e o cosseno da soma de arcos (cf. CARMO et al., 1992), obtemos

z-w = |z||w|[cos(a + B) + isen(a + S5)],

como desejado.
(b) Recorrendo ao primeiro principio de inducao (cf. LIMA, 2013), tem-se para n = 1,

a propria forma trigonométrica z = |z|[cos(a) + isen(a)]. Suponha que a igualdade

enunciada vale para n = k € N, ou seja,
28 = |2|*[cos(ka) + i sen(ka)],
vamos verificar se vale para n = k + 1. Assim,

A= 2F oy = |2)%|2|[cos(ka) 4 i sen(ka)][cos a + isen

= |2/*"[cos(ka) cos a + i sen acos(ka) + i sen(ka) cos o — sen(ka) sen o
= |2/ {[cos(ka) cos a — sen(ka)sen o + i[sen o cos(ka) + sen(ka) cos ]},
entdo usamos o seno e o cosseno da soma de arcos (cf. CARMO et al., 1992) para obter
2P = 2"  cos|(k + 1)a] + isin[(k 4+ 1)a]},
o que conclui a prova. L]

Observacgao 2.3 A igualdade do item (b) da Proposigao é conhecida como férmula
de De Moivre.

2.2 LIMITE E CONTINUIDADE DE FUNCOES COMPLEXAS

Nesse momento, apresentamos alguns conceitos e defini¢oes sobre limite e
continuidade de fungoes complexas em uma variavel complexa.
Definicao 2.6 Sejam zg € C e a um real positivo, dizemos que:

(a) O conjunto D(zp,a) = {z € C; |z — 2| < a} é o disco aberto de raio a e centro z;

(b) O conjunto D|zp,a] = {z € C; |z — 29| < a} é o disco fechado de raio a e centro z.
A seguir definimos subconjuntos aberto e fechado do plano complexo.
Definicao 2.7 Seja U um subconjunto de C, dizemos que:

(a) U é dito aberto, se dado z € U qualquer, existe a > 0 real, tal que D(z,a) C U,

(b) U é dito fechado, se seu complementar C — U é aberto.

Apresentamos a seguir outras definicoes como ponto de acumulagao e fungoes

complexas em uma varidavel complexa juntamente com exemplos.
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Definicao 2.8 Se U é um subconjunto nao vazio de C e zy é um complexo qualquer,
entdo zp ¢ dito ponto de acumulacao de U, quando todo disco aberto D(zg,a) contém

pelo menos um ponto de U diferente de z.

Definicao 2.9 Seja U um subconjunto nao vazio dos ntimeros complexos C, entao uma

funcao do tipo f : U C C — C serd dita uma fungao complexa em uma variavel complexa.
Exemplo 2.1 A seguir temos alguns exemplos de fungoes complexas:

(a) f: C— C, tal que f(z) = 2z; (b) g : C — C, tal que g(z) = Z;

—_

() h:C—C, tal que h(z) =22+5; (d)j:C*— C, tal que j(z) = —.

N

A seguir definimos limite de uma funcao complexa, que é similar ao limite

aplicado a uma funcao real.

Definicao 2.10 Sejam U um subconjunto aberto de C, f : U € C — C uma funcao
complexa e zy um ponto de acumulagao de U. Dizemos que wy € C ¢ limite da fungao f

(se existir) quando z € U tende a zj, se dado qualquer £ > 0, existe § > 0 tal que
O0<|z—z| <0 = |f(z)—wy| <e.

Nesse caso, usamos a notagao lim f(z) = wy.
Z—20

Observacao 2.4 No mesmo contexto da Defini¢ao verifica-se facilmente que quando
existe, o limite deve ser tnico (cf. SOARES, 2014).

Agora vejamos algumas propriedades de limite de fungoes complexas em uma

variavel complexa, similares ao que acontece em funcoes reais em uma variavel real.

Proposigao 2.5 Seja f,g: U C C — C fungoes complexas definidas em um subconjunto

aberto e 2y € U, tais que

lim f(z) =wy e  lim g(z) = wy,
2—20 Z—20
entao:

(a) lim ¢- f(z) = ¢- wq, onde ¢ é uma constante complexa;
Z—20

(b) i [£(2) + g(2)] = w +wy
(€) Tim f(2) - g(z) = wy - w;
Demonstragao:

(a) No caso em que a constante ¢ é nula, verifica-se diretamente a propriedade enunciada.

Caso contrario, pela Definicao tem-se para cada € > 0 que existe 6 > 0, tal que
€
0<|z—2|<0=|f(2) —un| < 7R

onde z € U. Assim,
lcf(2) — cwi| = [e(f(2) —wi)| = [e][f(2) —wi| < ICI% =¢,

logo lim ¢ f(z) = ¢ wy.
Z—rZ20
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(b) Pela defini¢ao, dado € > 0, existem 47,09 > 0, tais que

O<|z—zo|<61:>\f(z)—w1|<g,

do mesmo modo,

0<|Z—Zo|<52:>|9(2)—w2|<g,

onde z € U.

Tomando § = min{d;,d2} e z € U que satisfaz
0 < |z— 2z <9,
entao

[(F(2) +9(2)) = (wr +wa)| = |f

(VAN
=

A

como queriamos.
(c) Primeiro, note que
[f(2) - 9(2) —wi-wa| = [f(2)g9(2) = f(2)wz + f(2)wz — wiwy]
= 1f(2)(9(2) — w2) + wa(f(2) — w1

e pela desigualdade triangular, segue que
[f(2)(9(2) — w2) +wa(f(2) —wi)| < [f(2)llg(2) — wal + [wel[f(2) — wi]
< 1f(2)lg(2) = wal + (jwe] + DI f(2) — wl,
logo
1£(2) - 9(2) —wy - wa| <|f(2)llg(2) — wa| + (Jwa| + 1)|f(2) — wrl.
Pela definicao de limite, existe d; > 0 tal que

0< |Z—Zo| <51 = |f(z)—w1|<l,
em particular,

f = [f(z) —wi +wi| <|f(2) —wi] + |[wi] <1+ |wi.
Como lim f(z) =w; e lim g(z) = wy, existem g, d3 > 0 que satisfazem
2—20 2—20
€
0< — < 0y = — < —
|Z 20| 2 |f<Z) wl' 2(|U}2|+1)7
do mesmo modo
€
0<|z— < 03 = — <
’Z ZO’ 3 ‘g<z) w?‘ 2(‘101’ + 1)

Tomando § = min{d;,ds,d3} e utilizando as informagoes obtidas, segue que

0 < |z— 2z <9,

implica em

£(2) - g(2) — wy - ws < (Jwn] + 1) :

£
—+ +1)o——— ==
1 el DS =5
logo lim f(2) - g(z) = wy - ws. O

Z—20
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Definimos a seguir uma funcao complexa continua em um ponto do dominio e
descrevemos suas propriedades quanto as operacoes envolvendo escalares e outras fungoes

complexas continuas.

Definicao 2.11 Seja U C C um subconjunto aberto dos complexos e f : U C C — C

uma funcao complexa. A funcao f é dita continua no ponto zy € U, quando
lim f(z) = f(z0)-
Z—20

Proposigao 2.6 Considere U;,U; C C subconjuntos abertos, f,g : Uy € C — C e
h: Uy C C — C fungdes complexas com f(U;) C Us. Se f e g sdo continuas em zy € Uy,
h é continua em f(zp) e ¢ € C é uma constante, entao as seguintes afirmagoes sao validas:
(a) A fungado cf : U; C C — C ¢é continua em z;

(b) A fungao f+g:U; C C — C é continua em zp;

(c¢) A fungao f-g:U; C C— C é continua em z;

(d) A composta ho f:U; C C — C é continua em zp.

Demonstragao: Decorre da definigao de continuidade (cf. Defini¢ao e das proprie-
dades de limite (cf. Proposigao [2.5)).

2.3 DERIVADA DE FUNCOES COMPLEXAS
Definimos a seguir a derivada de uma fungao complexa em um ponto arbitrario
do seu dominio.

Definicao 2.12 Sejam U C C um subconjunto aberto e f : U C C — C uma funcao

complexa, entao f é dita diferenciavel em um ponto zy € U quando existe o limite

que designa a derivada de f no ponto z.

Observacao 2.5 Fazendo Az = z — 2y, o limite anterior pode ser reescrito como

F(2) = lim f(z0 +Az) — f(20)

Az—0 Az

Definimos abaixo fun¢ao holomorfa que sera de grande importancia para os

resultados desse trabalho.

Defini¢ao 2.13 (Fungao Holomorfa) Uma fun¢ao complexa f : U C C — C definida
em um subconjunto aberto é dita ser holomorfa, quando existe a derivada f’(z) para todo

ponto z € U.

Assim como nas funcoes reais em uma variavel real, uma funcao complexa em
uma variavel complexa diferenciavel em um ponto, deve ser continua nesse mesmo ponto.

Mais precisamente, formalizamos a seguir:
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Proposicao 2.7 Se uma funcao complexa f : U C C — C definida num subconjunto

aberto ¢ diferenciavel no ponto 2y € U, entao f sera continua em z.

Demonstracao: Se f é diferenciavel em zj, entao o limite

f/(z()> — hm M7
z—20 Z— 2
existe. Além disso, segue da Proposicao (c) que
lim [£(2) — f(z0)] = lim LS

— — 0 =
z—20 Z—20 Z— 2 <Z ZO) f (ZO) 0 O,

logo lim f(z) = f(z0), ou seja, f é continua em z. O
Z—Z20

Abaixo apresentamos algumas propriedades basicas que decorrem da defini¢ao

de derivada.

Proposicao 2.8 Sejam U um subconjunto aberto dos complexos, f,g : U C C — C
fungoes complexas diferencidveis em 2y € U e ¢ € C uma constante, entao as funcgoes

cf,f+g,fg:U CC — C sao derivaveis em z, e valem as igualdades:
(a) (¢f)'(20) = ¢ f'(20);

(b) (f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20);

(c) (f9)'(20) = [(20) - ¢'(20) + 9(20) - ['(20).

Demonstragao:

(a) Através da Defini¢ao [2.12] obtemos

(Cf)/(Zo) _ zli_{lzlo Cf(zz): : Z{(zo) _ le_glo c- f(zi : i‘o(z())’
mas pela Proposigao 2.5 temos que
i e PR e i PO = )

logo (¢f)(z0) = ¢+ f'(20), como queriamos.

(b) De modo analogo,
(f(2) +9(2)) = (f(20) + 9(%)

(f+9) () = Zhj;lo —
_ iy ) = f(20)) + (9(2) — g(20))
I C) = f(#0) + lim 9(2) :9(20)7

portanto (f + g)'(20) = f'(20) + ¢'(20), como queriamos.

(¢) Finalmente, vamos ter

(f9)(z) = lim f(2)g(z) — f(Zo)g(zo)’

z2—20 zZ— 2

dai somando e subtraindo f(z)g(zo), temos
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ol o) = tim FCIG) = 700 + F(a(z0) = F(z0)g(z0)]

o 1) T() — 9ol + 1) = F )] 9(z0)

mas pela Proposigao [2.5], isso resulta em

f(2) - (9(2)) = 9(20)) (f(z) = (f(20)) - 9(20))

(f9)'(z0) = lim — + lim —
= f(z0) - 9'(0) + 9(20) - ['(20),
donde concluimos que (fg)'(z0) = f(20) - ¢'(20) + g(20) - f'(20), como desejado. O

Apresentamos agora a versao da regra da cadeia para fungoes complexas em

uma variavel complexa.

Proposicao 2.9 (Regra da Cadeia) Sejam f:U; C C— Ceg: Uy C C — C fungoes
complexas definidas em subconjuntos abertos com f(U;) C U,. Se f é diferenciavel em
zp € Uy e g é diferencidvel em f(zy) € Us, entdao go f : Uy C C — C é diferencidvel em 2z
e satisfaz

(90 f)'(20) = g'(f(20))f'(0)-
Demonstragao:

Se f e g sao diferencidveis em zy e wy = f(zp) respectivamente, entao
fl<20) — lim f(Z) — f(Z(]) g<w) — g<'w0>7
z2—20 zZ— 2 w—wo w — Wy
existem. Onde z € Uy e w € Uy. Agora, seja h : Uy C C — C uma funcao definida por
g9(w) — g(wo)
h(w) = w — W
0, se w=wy

—g'(wo), se w# wp

Observe que h continua em wy, visto que

lim h(w) = lim 2 =9(%)

w—wo w—rwo w — Wo

— ¢'(wo) = g'(wo) — ¢'(wo) = 0 = h(wy).

mas pelo item (d) da Proposicao e por f ser continua no ponto 2y, obtém-se
lim (o )(z) = h(f(z0)) = hluwo) = 0.

onde a composigao h o f justifica-se pela hipdtese f(U;) C Us.

Usando definigao de h, temos para f(z) # wy que
9(f(2)) — 9(f(20)) = [(f(2)) + ¢'(f(20))][f (2) — f(20)],

dividindo ambos os membros por z — z5 obtemos
f(z) = f(%0)

9UE) = 9GO 2y 4 g/ (o) L =L 0

zZ— 20 zZ— 20
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Calculando o limite na igualdade acima, segue-se que

220 Z— 2 z2—20 £ =20

que implica em

(g0 f)(20) = [0+ g'(f(20))]f"(20) = ¢'(f(20)) [ (20),
como desejado. U

Apresentamos um resultado que estabelece relacao entre funcoes complexas
derivaveis e as condicoes de Cauchy-Riemann, que nos permite demonstrar alguns dos

principais resultados do trabalho.

Proposigao 2.10 Seja f: U C C — C uma funcao complexa definida num subconjunto
aberto e escrita na forma f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Se f é diferencidvel em z = z + 1y,

entao as condigoes abaixo sao satisfeitas

ou ov ov ou

Demonstragao:
Seja f diferenciavel em z = x + iy, existe o limite

o) i TETA2) =)

Az 0 Az

Y
dai note que:

a) Se Az =t, sendo t € R, entao
f4) 1) Sty - S

e = i EED i )
_ e tty) —ulzy) +i-fu(z+ty) — oz, y)]
- t—0 t
t—0 t—0 t
ou seja,
oy Ou . Ov
f@)—&(l}y)—iﬁ%(m,y), (1)
b) Se Az = it, sendo t € R, entao
F(z) = lim flz+ zé) — 1) . fayt t? — f(z,y)
t—0 Zt 0 Zt
_ g M@yt —u(zy) +i- fu(zy +it) — (e, y)]
g Myt —vwy) ey 1) — el y)
N t—0 t t s
logo
av au
' - —_ 7. —
fiz) = ay (z,y) =i By (z,y) (2)
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Sendo f diferenciavel, tem-se por e as igualdades

ou ov ov ou
@(:v,y) = a—y(rc,y) e %(x,y) = —a—y(:v,y),

como desejado. 0
Apresentamos abaixo a reciproca da Proposicao [2.10, que trata-se de como
identificar que uma funcao complexa é diferenciavel em um ponto através das condi¢oes

de Cauchy-Riemann.

Proposicao 2.11 Seja f : U C C — C uma funcao definida num subconjunto aberto

dos complexos e da forma
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
tal que as derivadas parciais em z = x+1iy € U existem e sao continuas. Se sao satisfeitas

as condicoes de Cauchy-Riemann, entao f é diferenciavel em zj.
Demonstracgao: Seja V' C U um subconjunto de U, definido por

V=4{2+AzeU;Az=h=s+ite|h| <},
temos que

P2+ A2) = £(2) = u(z + 5,9+ 1) — u(w,y) + ilo(z + 5,5 + 1) — v(z, ).
Agora observe que
w(@+ s,y +1) —u(z,y)
= ux+s,y+t)—ulx+sy) +ulz+sy) —ulzy),
logo, pelo Teorema do Valor Médio (cf. LIMA, 2013), existem 61,6, € (0,1), tais que

ou

u(z +5,y) —ulz,y) = s5-(z +015,y)
e
ou
w( +s,y+1t) —ulz+s,y) = ta—y(x+8,y+02t)-
Decorrente da continuidade das derivadas parciais, temos

ou ou

— 0 = — )

8$(x+ 1Say) ax('rvy)+ 1
e

ou ou
a_y('x + s,y + QQt) - a_y<$ay) + 527

onde 41,0, — 0 para h — 0.

Diante das expressoes anteriores, obtemos
ou ou
U(.T +5,y+ t) - U(l‘,y) = S%(l' + b1, y) + ta_y(m +8,y+ 92t)

ou

= s [%(x,y) + 51} +t [8—y(x,y) +52}

ou ou
= s%(:ﬁ,y) + 501 + ta—y(a;, y) + tda,



logo
ou Ou

w(x + s,y +1t) —u(z,y) = s—(x,y) +t8y

5 (x,y) + 01 + toa.

Analogamente, temos que

0 0
o(x + 8,y + 1) —v(2,y) = s (2, y) + t 5 (@) + 585 + t6,,

ox dy
onde 03,0, — 0 para h — 0.
Com isso, obtemos que
flz+Az) = f(2)
Az
ou ou | ov ov
B s%(az, y) + ta—y(x, y) + s01 + tdy + i {s%(:v, y) + ta—y(a:,y) + 805 + toy
— - ’
ou ainda,
flz+ Az) — f(2)
Az
s@(x )+ it@ +1 S@(ZL’ ) — zt%(x )
oz Y oy oz Y oy 24 s , t ,
= - + E(51 +id3) + 5(52 +14dy4).

Como, por hipétese

ou ov ou ov
%($7y) - 8_y($’y) € a_y<x>y) - _%(l’,y),

entao
24+ Az) — f(z ou Ov S 4 t ,
FEA DD T Oy 422 ) + 20+ i) + 02+ i60).
Para finalizar, observe que
s t
’h‘ ¢ ‘h
assim como 9y, dz, 03 € 04 — 0 para h — 0, logo conclui-se que
. fz4+Az) = f(2) Ou Ov
l == — [ES—
ArD0 Az ox (z,9) + "or (z.9),

e portanto f é diferenciavel em z = x + iy.
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U

Na sequéncia, apresentamos um corolario que nos fornece expressoes para a

derivada de uma funcao complexa.

Corolario 2.1 Seja f : U € C — C uma fungao complexa definida num subconjunto

aberto e escrita na forma f(z) = u(x,y) + iv(x,y), Se f é diferenciavel em z = z + 1y,

entao sua derivada satisfaz

;o Ou O0v v _Ou

Demonstragao: Decorre da demonstracao da Proposicao [2.10]
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Exemplo 2.2 A funcdo f : C — C, definida por f(z) = zy + iy tem derivada em um

unico ponto, logo f nao é uma fungao complexa holomorfa.

Solugao: Sendo u(zx,y) = zy e v(z,y) =y, por um célculo direto

ou ov ov ou
%(‘xay)_y? a_y(x7y)_17 %('Tay)_ov € a_y(x7y>_x

onde

ou ov ov ou

a_x(xay):a_y<x>y) € a_w(xay):_a_y(xay)
se, e somente se, x = 0 e y = 1, ou seja, no ponto zg = 7, logo pela Proposicao [2.11],
f é diferencidavel em um tnico ponto z = zy e portanto f nao é uma fungao complexa

holomorfa.

Corolario 2.2 Uma funcao complexa ¢ holomorfa se, e somente se, satisfaz as condigoes

de Cauchy-Riemann para todo ponto do dominio

Demonstracao: Se f: U C C — C é uma funcao holomorfa entao existe a derivada
f'(z) para todo z € C, mas usando a Proposigao [2.10, segue ainda que as condigoes de
Cauchy-Riemann sao satisfeitas. Reciprocamente, se as condigoes de Cauchy-Riemann
sao satisfeitas para todo ponto do dominio, decorre da Proposicao que a funcao

complexa é holomorfa.
Exemplo 2.3 A fungao f : C — C, definida por f(z) = e*(cosy + iseny) é uma fungao
complexa holomorfa.

Solugao: Por um célculo direto, temos
ou v ov ou
8_$<x’y) :emcosy: a_y(xuy) e %(x,y) :emseny: _a_y<x7y>
visto que u(x,y) = e*cosy e v(z,y) = e“seny. Portanto, pela Proposicao [2.11 f é

diferenciavel para todo z € C, ou seja, f é uma fungao holomorfa.
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3 CAMPOS DE VETORES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes sobre os campos de vetores,
bem como suas propriedades no espaco Fuclidiano e posteriormente, abrangendo campos
de vetores no espaco hiperbdlico, que é o foco central do trabalho. Estaremos admitindo
alguns conhecimentos prévios sobre Céalculo Diferencial e Integral, Célculo Vetorial e

Algebra Linear, que podem ser consultados em Guidorizzi (2011) ¢ Bueno (2006).

3.1 CAMPOS DE VETORES NO ESPACO EUCLIDIANO

Inicialmente temos as definicoes de campos de vetores e gradiente de uma
funcao suave, bem como suas respectivas notagoes. Para mais detalhes e aprofundamento,
sugere-se ao leitor consultar Carmo (2005b), Muniz Neto (2010) e Guidorizzi (2011).

Definicao 3.1 Seja U um subconjunto aberto de R™, entao um campo de vetores sobre
U é uma aplicacao suave

X:UCR"—=R",
que associa a cada ponto p € U um vetor X (p) =v € R".

Observacgao 3.1 Utilizamos X(U) e C*(U) para denotar os conjuntos dos campos de

vetores e das funcoes reais suaves definidos sobre U C R", respectivamente.

Observacao 3.2 Utilizamos F; : U C R"™ — R" para denotar o campo de vetores que
associa a cada p do dominio ao vetor e; € R", onde a i-ésima coordenada ¢ igual a um e

as demais sao nulas, ou seja,
Ez<p) = €4,
para todo ponto p € U.

Definicao 3.2 Seja U C R™ um subconjunto aberto e f:U CR"” —R uma funcao suave,

dizemos que o campo de vetores, definido por

n 0f
Vf = Z %Ei,
i=1 !
é o campo gradiente de f.

Abaixo definimos os campos de vetores gradiente e divergente, além disso,
definimos também o laplaciano de funcoes suaves sobre R™.
Definicao 3.3 Seja X € X(U) um campo de vetores definido em um subconjunto aberto,
dizemos que X é gradiente, quando existe uma funcao suave f : U C R® — R, de tal
maneira que

X = Vf,

onde f serd chamada de func¢ao potencial de X.
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Exemplo 3.1 Seja X € X(R?), um campo de vetores definido por
X =2zFE, 4 2yFEs,
entdo X é gradiente com funcao potencial f: R? — R, dada por f(z,y) = 22 + y>.
Defini¢ao 3.4 Sejam XY € X(U) campos de vetores definidos num subconjunto aberto,
definimos a funcao (X,Y) : U C R" — R por
(X, Y)(p) = (X(p),Y(p)),
para todo p € U.
Exemplo 3.2 Seja X,Y € X(R?) campos de vetores, definidos por
X =3zyE, +52y°Ey, e Y = (22 — ay) By + 3wyFs,
obtemos a funcao
(X,Y) = 627y — 32%y* + 152%°.
Definigao 3.5 Seja X € X(U) um campo de vetores definido em um subconjunto aberto,

entao a funcao div X, definida por

o O0X E)
divX = ;—axi

¢ o divergente do campo X.

Exemplo 3.3 Seja X € X(R?), um campo de vetores definido por
X = (2% = 3y°)Ey + (2 — 32y*2) By + (y° — 3w2*) Es,

entao o divergente desse campo é dado por

divX = X, B + XX, Ey) + X, By) = 32% — 6ryz — 12223,
ox dy 0z

Definicao 3.6 Seja f : U C R” — R uma funcao suave definida num subconjunto aberto,

chamamos de laplaciano da f a aplicacao definida por

Exemplo 3.4 Seja f: R?® — R, uma funcio suave definida por

f(x,y, Z) - $2y623>
entao o laplaciano de f é dado por

Pf  O0*f  O*f
= 952 + BE + 9.2 2523 + 30a2%y" 2> + 62%y°2.

Af

Observacao 3.3 Seja f : R® — R uma funcao suave, entao o divergente aplicado ao

gradiente da f ¢ igual ao laplaciano da funcao f. De fato, sendo o gradiente igual a

Vf = ;%E
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se aplicarmos o divervente, teremos
d J—
ivVVf ; B

29
Ox;

i=1
que ¢é justamente o laplaciano aplicado a funcao f, como desejado.

Definicao 3.7 Uma funcao suave f : U C R” — R definida em um subconjunto aberto

¢ dita harmonica, quando seu laplaciano satisfaz Af =0 em U.

Usando os campos de vetores aqui definidos, podemos introduzir novas notacoes

e definir funcoes suaves especiais acompanhadas de exemplos.

Definigao 3.8 Seja X € X(U) um campo de vetores e f : U CR" — R uma funcao suave,
definidos num subconjunto aberto, entdo a fungao X (f): U C R™ — R é definida por

X(f) = (X, V).
Exemplo 3.5 Sendo X € X(U) um campo de vetores e f : U C R? — R uma funcao
suave num subconjunto aberto, definidos por
X = (22" =2 By +dayEy, e flxy) =2t -y,
entao X aplicado em f resulta na funcao suave
X(f) = (X,Vf) = 82° — 82%y* — 16xy™.
Defini¢ao 3.9 Sejam Vi, V, € X(U) campos de vetores definidos num subconjunto aberto,
entao a aplicacao
VP @ Vg X(U) x X(U) — C*(U)
é definida por V} @ VJ(X,Y) = (Vi, X){(Va,Y).
Observacao 3.4 Para simplificar algumas notagoes, temos que:
(a) As aplicacoes E! @ B} e E? ® E}’ serao denotadas por dz? e dz;dx;, respectivamente.
(b) Se fi, fo : U C R" — R sao fungoes suaves, tais que Vi3 = Vf; e/ou Vo = Vfs, entao
as aplicacoes VI Ve =Vf1 ®Vf, e Vi Ve =Vf1® V3 serao denotadas por df, ® dfs e
dfi ® V3 na devida ordem.

Exemplo 3.6 Seja X e Y campos de vetores suaves, definidos por
X =3zyE, +52y°Ey, e Y = (2v — xy)E) + 3zyk,,
entao o produto X° ® Y? em termos de Ef @ EY, EY @ ES, E3 @ E} e E3 ® E3 seré
Xy = 3xy(2x — xy)E’lb ® E} + 92%°E? @ E3
+ 52?2z — 2y)FES ® EY + 152%°E3 @ E3,
ou ainda,

X @Y = 3xy(2z — xy)da® + 922y dady + Sxy? (2 — xy)dyde + 1522y dy?.
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Abaixo definimos o hessiano de uma func¢ao suave e a derivada de Lie de campos

de vetores.

Definicao 3.10 Seja f : U C R®" — R uma fungao suave definida num subconjunto
aberto, entdo chama-se hessiano de f a aplicacdo Hess f : X(U) x X(U) — C*(R"),
definida por

n 2
Hess f = Z of dx;dz;.

2,7=1
Observacgao 3.5 Usando diretamente o Teorema de Schwarz (cf. LIMA, 2006), obtemos
Hess f(E;, E;) = Hess f(E;, E;) = Of
= v _0@895]

para todos indices 1 < 17,7 < n.

Na sequéncia, definimos a derivada de Lie na direcao de um campo de vetores
no espacgo Euclidiano.
Definigao 3.11 Seja X € X(U) um campo de vetores definido num subconjunto aberto,
entdo a derivada de Lie de X ¢ a aplicacao Lx : X(U) x X(U) — C*(U), definida por

" [0(X,E;) O(X, E;
EXg() = Z |: <8IZ ]> + <8I] > dl’idl‘j,

ij=1

onde gy = >, dx?

i=1 WL
Observagao 3.6 A presenca de gy = Y., dr? na notagao da derivada de Lie parece
desnecessaria, porém ficarda mais clara na préxima segao.

Abaixo seguem algumas propriedades obtidas através da definicao de derivada
de Lie.

Proposicao 3.1 Sejam X,Y € X(U) campos de vetores em um subconjunto aberto,

f€C>®(U) e X €R uma constante, entao as seguintes propriedades sao validas:
(a) Lix4av)90 = Lxgo + ALy go;

(b) Lyrgo = 2Hess f.

Demonstragao:

(a) Direto da definigao de derivada de Lie, temos que

L [O(X +AY,E))  O(X + \Y, E;)
Lixondo = Y. { 4+ dz;dx;
i1 8302 837]'
_ Z {8()(, E;) 4 (X, EQ} dasd;
2,j=1
~ [V Ey) oY Ei)
+ )\”Z_l[ oz, + oz, dz;dz;

= Lxgo+ ALy go,

como queriamos.
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(b) De maneira direta, temos que

Lyrgo= [ o, =+ o, drdz,

ij=1

. O*f O*f
- Z {&Eiaxj * 81']0:&-] diidz;

1,j=1

n an

= 2”2:1 Dz, dx;dx; = 2Hess f,
onde usamos o Teorema de Schwarz (cf. LIMA, 2006). O

Definimos abaixo a nocao de campos conformes, que esta diretamente relacio-

nada com a derivada de Lie.

Definicao 3.12 Seja X um campo de vetores definido num aberto U C R", entao X é

dito um campo de vetores conforme, se sua derivada de Lie satisfaz

Lxgo = 2¢go,
onde ¢ € C=(U) é dito fator conforme (ou fator de conformidade) e go = >_1 | dz?.
Observacao 3.7 Um campo conforme é homotético se o seu fator conforme é constante,
em particular, se o fator conforme for constante igual a zero esse campo homotético passa
a ser chamado de campo de Killing.

Seguem abaixo trés exemplos de campos conformes definidos sobre o espaco

Euclidiano.
Exemplo 3.7 Seja X € X(R?) definido por

X = (22 — 2y B, + dayFy
entao X é um campo conforme nao-homotético e seu fator de conformidade ) : R? — R
assume a expressao ¢(z,y) = 4x.
Solugao: De fato, calculando a derivada de Lie de X, vemos que
X, Ey) 0(X, Ey) 9 (X, Ey)  0(X, Ey)
L = d
xgo { 0y * 0, Tt 0, + 0xs
8<X7 El) 8<X7 E2> 8<X7 E2> 8<X7 E2>
dxzod
|: 833'2 * 89&1 T20T1 F 8952 + 81'2
= 8zdz® + 0dxzdy + 0dydx + Sxdy? = 2 - 4z (dx® + dy?),

logo o campo X é conforme nao-homotético e seu fator conforme é ¥ (z,y) = 4x.

:| dl’ldl‘g

} da3

Exemplo 3.8 Sejam ¢ € R uma constante real e f : R™ — R uma fung¢ao definida por
1

f(l') = §¢|I|2’

entao X =Vf é um campo homotético com fator conforme 1.

Solucgao: De fato, visto que o gradiente da funcao f é dado por

V=1 i B
i=1
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implicando pela Proposi¢ao [3.1[(b) que a derivada de Lie de X serd dada por

Lxgo = Z {8<X’Ej>+a<X’Ei> dx;dz;

=1 (9% 8xj

= 2(dx} +das + - -+ da?)

portanto X é homotético e possui o fator conforme igual a ).

Exemplo 3.9 Seja X € X(R?), um campo de vetores definido por
X =2%yE, + By,
entao X nao é um campo conforme.
Solugao: De fato, calculando a derivada de Lie, verifica-se que
X, Ey) 0(X, Ey) 9 (X, Ey)  0(X, Ey)
L = d
xgo |: 8:171 + 8271 1 * 031:1 + 0232
(X, Ey) N (X, Ey)
(3x2 8.201
= 62%yda? + 23dedy + 2Pdydx + dydy?

logo esse campo nao é conforme.

:| dl’ldl’g

+ (9.252 (91’2

} dxrodr, + [

Abaixo apresentamos uma proposicao que estabelece uma relagao entre o di-

vergente de um campo de vetores conforme com o seu fator conforme.

Proposicao 3.2 Seja X um campo conforme, entao
1
Y = —div X,
n
sendo v o fator conforme de X.

Demonstracao: De maneira direta, temos que

> Lxgo(BErEx) = > {8<X’ Ey) + OX, EJ} dx;dz;( By, Ey)

k=1 i1 3% 8@
" [o(X,E;) 0(X,E;
- > | KR A g,
i,7,k=1 Li L
"L 0(X, E) ,
; o~ ivX,
ou seja,
> Lxgo(Br, Ex) = 2divX. (3)
k=1
Como X é conforme, obtém-se
> Lxgo(Ey, Ey) =20 _ dai(Ey, Ey) = 20, (4)
k=1 k=1

entao comparando e , conclui-se que
1

Y = —divX,
n

como desejado. 0
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3.2 CAMPOS DE VETORES NO ESPACO HIPERBOLICO

Nesta secao, abordamos os campos de vetores definidos no espaco hiperbdlico,
onde serao apresentados alguns conceitos e resultados relacionados, destacando gradiente,
divergente, laplaciano, hessiano e derivada de Lie no espago hiperbédlico. Estas estruturas
geométricas estao relacionadas as suas estruturas correspondentes no espaco Euclidiano,

cujas notacoes distinguem-se das notacoes das estruturas Euclidianas pela formatacao.

Inicialmente, vamos introduzir o conceito de métrica Riemanniana sobre um
subconjunto aberto do espaco Euclidiano.
Definicao 3.13 Uma métrica Riemanniana em um subconjunto aberto U C R™ consiste
de uma aplicacdo g que associa a cada ponto p € U um produto interno (X,Y’), em R",

tal que a funcao
pelU —  (X(p),Y(P)y
é suave para quaisquer campos de vetores X,Y € X(U).

Exemplo 3.10 A aplicacao definida por go = dx? + dx3 + - - - + dx? associa cada ponto
de R™ ao produto interno canonico de R™ e corresponde a uma métrica Riemanniana,

chamada de métrica Euclidiana canénica (ou simplesmente, métrica canonica de R™).

Exemplo 3.11 Dada uma funcao suave positiva ¢ : U C R" — R definida em uma

aberto U C R", entdo a aplicacao g = ¢?gy ¢ uma métrica Riemanniana em U.

Defini¢ao 3.14 Dizemos que o espago hiperbdlico n dimensional (ou n-espago hiperbdlico),

denotado por H", corresponde ao subconjunto
n n.
H" = {(z1, 22, ..., x,) € R";x,, > 0}
munido com a métrica Riemanniana g = x,%gp.

Observacgao 3.8 O espago hiperbdlico bidimensional (ou 2-espago hiperbélico) pode ser

chamado simplesmente de plano hiperbdélico.

Definicao 3.15 Um campo de vetores sobre H" é uma aplicacao suave
X H"—R"

que associa a cada ponto p € H" um vetor v € R".

No espago hiperbélico, podemos introduzir as nogoes de gradiente, divergente,
laplaciano, hessiano e derivada de Lie, utilizando o conceito de métrica Riemanniana e
fazendo analogia a construcao desses conceitos no espaco Euclidiano. Por simplicidade,
vamos deduzir as nog¢oes mencionadas das féormulas de mudanca conforme de métrica,

encontradas em Muniz Neto (2010), Obata e Yano (1970) ou Obata e Sawaki (1970).
Proposicao 3.3 Seja f uma funcao real suave definida no espago hiperbdlico H", entao
o gradiente de f é o campo de vetores dado por
o\~ Of

n
i=1 O
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Demonstracao: Decorre diretamente da férmula para gradiente da mudanca conforme

de métrica que

Vf=ua;Vf,
implicando pela Definicao |3.2 que
)
prll
concluindo a demonstracao. 0

Proposicao 3.4 Seja X € X(H"), entdo o divergente de X no espago hiperbélico sera
dado por
- 8<X, E1> B n

divX =
w ox; T

(X, E,).
i=1
Demonstragao: Primeiro, vamos definir uma funcao real m, : H* — R por m,(x) = z,,

entao usamos a Proposi¢ao 1.55 de Muniz Neto (2010) para obter

divX =divX —nX(Inm,) = Z HX. B _ n(X, V(lnm,))

i=1 O

L X Ey) 1
= X x5 B
logo,

OX,E) n
divX = ——— - —(X,E,
10 ; 8% T, < ) >7
como desejado. 0
Proposicao 3.5 Seja f € C(H") uma fungao suave, entao o laplaciano de f no espago

hiperbélico é dado por

" 52 af
i=1 v n

Demonstragao: De maneira direta, combinamos a Defini¢ao [3.6| com o Corolario 1.56
de Muniz Neto (2010), obtendo

Af = zy[Af = (n—2)(Vf V)]
5 o= ?f n—2

"~ Oux; T
=1

(Vf, En)|

= T

ou simplesmente,

" 92 0
Af:xiE 8—;;—(71—2)%8;,
i=1 v n

conforme enunciado. U

Diante do laplaciano no espaco hiperbdlico, podemos introduzir a nocao de
funcao harmonica no referido espaco.

Definicao 3.16 Uma funcao suave f : H® — R é dita harmonica no espaco hiperbdlico,

quando seu laplaciano satisfaz Af = 0.
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Apresentamos agora a expressao do hessiano de uma fungao suave no espago

hiperbdlico.

Proposicao 3.6 Seja f € C°(H") uma fungao suave, entao o hessiano de f é a aplicagao
Hess f: X(H") x %(H”) — C*°(H™) dada por

Hessf = i e dx;dz; — L 3xn Zd + Z 8@ (dx,dx; + dz;dz,)

4,7=1 i=1

Demonstracgao: Utilizando a férmula do hessiano para mudanca conforme de métrica
(cf. Yano e Obata, 1970), temos que

Hessf =Hess f — (Vf,V(lnz,))g + d(Inz,) ® df +df @ d(Inz,,),

onde gy denota a métrica canonica de R™ (cf. Exemplo [3.10)).

Nestas condigoes, segue-se que

. 8x de +dz, ® df +df ® dx,,

i=1

= Zn: o -dx;drj — = 8f Zdz o XNV LX) (V1 KB, Y

= O0z;0x; Tn,
—~ f 1| of of
— drdr; — — da? dv; + dvdxy,) |,

2]221 O0x;0x; Tt T, | Oz, ; i +; 8x,-( % + dridzn)

ou simplesmente,
" 0%f 1 |0f <, 5 ~=0f
Hessf = 2 Dz, dx;dx; — pral e ;dm‘i + ; 8_:ci(dznd$i + dx;dz,)

como queriamos mostrar. [l

Neste momento, obtemos a derivada de Lie no espaco hiperbdlico em termos

de estruturas definidas no espaco Euclidiano.

Proposicao 3.7 Seja X € X(H"), entao a derivada de Lie na dire¢cdo de X no espago
hiperbdlico é a aplicacao Lxg : X(H") x X(H") — C*(H"), dada por

n al’l 8:15]- i1

ij=1
Demonstracao: Aplicando a férmula da derivada de Lie para mudanca conforme de

métrica (cf. Muniz Neto, 2010, p. 47), vamos ter

1 1
Lxg = X <—2) 9o + —2/3)(90
:Cn

n

_ - a<X7EJ> 8<X7Ez> ) ]
— ——n (X, E,) de —i——Z( oz, + oz, dx;dx;

_ 1 X, Ej) | 9(X, E)
_ x3[ 2X, E,) de —i—an( s o, da;dz; |

4,j=1
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rearranjando os termos, obtemos

_ 1 - 6<X7Ej> 8<X7Ez> . 2
EXg—x—% [an( o T o dx;dz; 2<X,En>izldxi ,

ij=1
como desejado. O

Definimos campos conformes no espago hiperbdlico em analogia aos campos

conformes no espaco Euclidiano, estando diretamente relacionado com a derivada de Lie.

Defini¢ao 3.17 Seja X € X(H") um campo de vetores, entao X é dito um campo con-

forme, se sua derivada de Lie satisfaz

Lxg =2y,
onde ¢ € C*(H") é dito fator conforme (ou fator de conformidade) e g = x,%go.
Observagao 3.9 Se ¢ € C°(H") é constante ou constante igual a zero, entdo o campo
X € X(H") sera dito homotético ou de Killing respectivamente.

Exemplo 3.12 Seja f : H" — R a fungao real, definida por

fla) = —,

2z,
entao X = V f é um campo conforme com fator conforme ¢ = f.

Solucgao: De fato, note que o gradiente dessa funcao é dado por

- xz&rz En

calculando a derivada de Lie na direcao desse campo temos

Lxg = q:i3 [xn i (8<Vf’ E;) + AV S, EZ)) dridz; — 2(Vf,E Zdw

n i1 8:1:‘1 &cj

= 2(i>g=2fg

logo V f é conforme com fator de conformidade ¢ = f.

Exemplo 3.13 O campo de vetores X € X(H"), definido por
X<p) = €n,
1

é conforme com fator conforme dado por ¢(x) = ——.

Solucao: De fato, aplicando a derivada de Lie, temos

1 "X, B AX, E) -

n (9@ (9xj i1

ij=1

1
Ty,
1

logo X é conforme com o fator de conformidade é ¢ = ——.

De modo andlogo & Proposigao 3.2} apresentamos um resultado que estabelece

uma relacao entre o divergente de um campo conforme com o seu fator conforme.
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Proposicao 3.8 Seja X € X(H") um campo conforme, entao
1
Y = —div X,
n
onde 9 denota o fator conforme de X.

Demonstragao: Decorre da Proposicao que

~ (0(X,Ej) | O(X,E) ~
dr; —2(X, E dx; | .
n Z ( O, + axj dw; L < ) n> Zz:; Ly

,j=1

1
Lxg=— [w
x

n

ou equivalentemente,

2= 3 (a<X, Ej) , 90X, EZ->> dda; — £3<X, By da?,

8@- 8Ij i1

ij=1
onde usamos a hipdtese Lxg = 2¢g = 2x,%pgy (X é conforme).

Considerando a expressao, dada por

i (a<X, Ej) X, Ei)> drudr; = i <a<X, E;) | 9K, Ei>) drdr,

7,,_]21 i,j=1
1]
X, E)
2E ———dz;
! i=1 Iz o
obtém-se da pentultima igualdade que
X, E;) 1
=—F — —(X, F,),
v= " - (X, E)

para todoi=1,2,...,n.

Fazendo o somatorio na tultima igualdade, obtemos

e = iM -~ X, B,
i—1

ox; T

implicando pela Proposicao [3.4] que
1
b= ~div X,
n

concluindo a demonstracgao. [l
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4 CAMPOS CONFORMES NO PLANO HIPERBOLICO

Verifica-se uma certa dificuldade ao tentar descrever um campo de vetores
conforme no plano hiperbélico e um modo de contornar esse problema é através das funcgoes
complexas holomorfas. Neste capitulo, apresentamos resultados que permitem identificar
funcoes complexas holomorfas e campos conformes no espaco hiperbdlico e mostramos
ainda a partir de importantes corolarios, algumas aplicagoes. Convém salientar que o
carater conforme aparece nas fungoes complexas no contexto das aplicacoes conformes,
podendo ser conferido em Lins Neto (2012) e Soares (2014), enquanto isso relagdes entre
funcoes complexas holomorfas e campos conformes podem ser encontradas em contexto

mais geral no trabalho de Manno e Metafune (2012).

4.1 RESULTADOS PRINCIPAIS

Os resultados aqui apresentados mostram uma importante relacao entre os
campos conformes no plano hiperbdlico e as fun¢oes complexas holomorfas definidas no
subconjunto aberto C* = {z € C;Im(z) > 0}, onde estaremos usando a identifica¢ao

existente entre os planos Euclidiano e complexo.

Teorema 4.1 Seja ¢ : Ct — C* uma funcao complexa holomorfa dada por ¢ = u + iv,

entdo o campo de vetores X € X(H?), definido por

X =uby +vEs,

0 1 0 1
é conforme com fator conforme 1 : H? — R, expresso por ¢ = g _ —v = 9@ _ —0.
dr y Oy y

Demonstracao: Calculando a derivada de Lie de X (cf. Proposicao E, temos que

8<X7 EZ) 2 2

ou simplesmente,

1 ou ov ov Ou ou Ov
Lxg = E{ (8 da? +8_d )—I—(%—l—a—y)dxdy—f—(a— a—)dydx]

2
— Ev(dﬁ + dy?).

Como ¢ é uma fungao holomorfa, satisfaz as condigdes de Cauchy-Riemann

(cf. Corolario e assim

ou ov v ou

%(I‘?y):a_y(xuy) € %<x7y):_a_y(xuy)7
logo

2 (Ou 1
Lxg=—|——— dx?® + dy?
w1 =5 (g - o) (@et+ ),

onde usamos a expressao da derlvada de Lie anteriormente obtida.
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Lembrando que g = y~2(dx?+dy?), reescrevemos a igualdade anterior na forma

Lxg = 2y,
onde o fator conforme é dado por
ou 1 ov 1
TR T
concluindo a demonstracgao. U

A seguir, mostramos a reciproca do Teorema [4.1] ou seja, que a partir dos
campos conformes no plano hiperbdlico, conseguimos obter uma fungao complexa holo-

morfa.

Teorema 4.2 Se um campo de vetores X € X(H?), definido por
X =ulby +vks,
é conforme, entao a funcao complexa ¢ = u + v : Ct* — C* é holomorfa.

Demonstracao: Pela Definicao|3.17], se X é conforme, entao sua derivada de Lie satisfaz
Lxg = 2bg = 2y 2go (5)

mas por outro lado
1 [.0u ov  Ju ou Ov ov
L = = |2—da? — 4+ — | dxd — 4+ — ) dydzx + 2—dy?
X9 = { o’ *(aﬂay) ! “(aﬂax) TSy y}
2
- —3v(dx2+dy2).
)
onde usamos a Proposicao [3.7]

Reorganizando os termos da ultima expressao, obtemos

exo = | (G -y (5 —50)
+ % [(% + g—Z) dxdy + (g—z + %) dydx}
entao comparando com a igualdade ({5)), verifica-se que

ou Ov v  Ju

97 (‘3_y c o + 8_3/ =0
correspondendo as condigoes de Cauchy-Riemann e implicando pela Proposicao que

a funcao complexa ¢ = u + v : Ct* — C* é holomorfa. O

4.2 ALGUMAS APLICACOES

Nesta tltima secao, apresentamos como aplicacoes dos Teoremas e 4.2
alguns corolarios que tratam sobre campos conformes definidos sobre o plano hiperbdlico,
inclusive casos particulares de resultados sobre campos conformes ja conhecidos na lite-

ratura.
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Corolario 4.1 Dado X € X(H?) um campo conforme, expresso por
X =uby +vEs,
valem as seguintes afirmagoes:

(a) O conjunto dos zeros de X é discreto;
(b) As fungdes u e v sdo harménicas no sentido Euclidiano;

(c) As fungdes u e v sd@o harmonicas no sentido hiperbdlico.
Demonstragao:
(a) Pelo Teorema como X ¢é conforme, entao sera holomorfa a funcao complexa
p=u+iv:C"— CT,
logo segue do Corolédrio 2.7 do Capitulo 5 de Soares (2014) que ¢ é analitica e o conjunto
2(p) = {z € C*(z) = 0}
é discreto.

Observe que podemos reescrever o conjunto da seguinte maneira

Z(p) = {(z,y) € H* u(z,y) = v(z,y) = 0},
em particular,
Z(X)={pe H* X(p) =0}
¢ discreto. N

(b) e (¢) Sendo ¢ = u + vi uma funcado complexa holomorfa, entao deve satisfazer as
condigoes de Cauchy-Riemann (cf. Proposi¢ao , dadas por

Ju Ov v ou

or oy - 9r oy
mas devido a analiticidade de ¢, podemos derivar a primeira igualdade em relacao a x e

a segunda em relacao a y, obtendo

0%u 0%v 0%v 0%u

022 0x0y ¢ Oyox - 0y?
implicando pelo Teorema de Schwartz (cf. LIMA, 2014) que

0u  0%u

Au=—+—=0.
T e * 0y?

De modo analogo, verifica-se a igualdade

v v

AN=—+—=0

VT o2 + Oy? ’

entao segue da Proposicao |3.5| e das duas ultimas igualdades que
Au=Av =0,

portanto segue das Definicoes e que u e v sao fungoes harmonicas nos sentidos

Euclidiano e hiperbdlico. [l
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O proéximo resultado descreve explicitamente os campos conformes gradientes
no plano hiperbdlico, que corresponde a um caso particular da descricao dos campos
conformes gradientes no espago hiperbdlico (cf. SILVA FILHO, 2013).

Corolario 4.2 Dado um X € X(H?) campo conforme gradiente, entdao sua funcao po-
tencial f : H? — R é dada por

1
fla,y) = 5-la(a® +y*) + 2ba + 2cy + 2d],
onde a, b, c e d sao constantes reais.

2y

Demonstragao: Seja X € X(H?) um campo conforme gradiente, entao

X =Vf
ou equivalentemente,
20f 20f
X = E E

onde f : H? — R é a funcao potencial do campo.
Agora considere h : H? — R, tal que h(x,y) = yf(x,y), assim podemos

reescrever X da seguinte maneira

oh oh
X = (Z/@) Ey + <—h+ y@—y) Es,

mas combinando a Proposi¢ao [2.10] e o Teorema [4.2] tem-se que

h_ oh oh, Fho_ &h_h 6
Yor2 = "oy oy Yo a2 0y?’
bem como,
oh  h  Oh  h 9%h 9%h 8%h

or + y@y@x ox y(?a:@y ayax y@x@y 0xdy
Derivando a segunda igualdade de @ em x e y e usando que as derivadas

mistas de h sao nulas, obtemos

o (BIY o (Y 0 (o)
ox \0x2) 0ox \oy*) oy \ox2)

implicando que
oo
ox2  oy2

onde a € R ¢é constante.

Dessa forma, podemos escrever

h(z,y) = gasQ +bx + k(y) = ggf +cy + U(x),

que resulta na igualdade

g:z:Q +be —I(z) = gyz + ey — kly),

onde b,c € R e k e [ sdo fungoes que nao dependem de x e y, respectivamente.
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Nessas condigoes, observa-se que os membros da tltima igualdade obtida serao

constantes e com isso, obtemos

%?f +ey—k(y)=—d = k(y) = %?f + cy +d,

logo a expressao da funcgao potencial h serd dada por

1
h(z,y) = Sla® + %) + 2bw + 2cy + 2d),

consequentemente f assume a expressao

1
flz,y) = @[a(ﬁ + y2) + 2bx + 2cy + 2d],
onde d € R denota uma constante. O

Na sequéncia descrevemos explicitamente os campos homotéticos definidos no
plano hiperbdlico. Deve-se ressaltar que a primeira parte do resultado pode ser deduzida

diretamente de um resultado devido a Obata e Yano (1970).

Corolério 4.3 Todo campo homotético X € X(H?) é um campo de Killing, dado por
X = [a(z® — y*) + ba + c| By + y(2az + b) Es,
onde a € R é uma constante.
Demonstragao: Seja X € X(H?) um campo homotético escrito na forma
X = UEl + ’UEQ,

entao seu fator conforme é constante e dado por

y ou 1 ov 1

= — — =0 = _— — — s
dr y 9y y

onde usamos os Teoremas [4.1] e [£.2]

Derivando em y a primeira expressao de v, temos que
0*u 1 10v

oyor " T yay
ou ainda,
0%u 1 (8'0 1 )
—_ — _— — = = — 5 7
Oxdy y \0y y yd} (7)

onde usamos o Teorema de Schwartz (cf. LIMA, 2014).

Por outro lado, observa-se que

ov 1 1 10v 1 0 (v 1
=l——-v)] = —WY=|-—=-=v] = —[(-]=-=
v (3y Yy > y¢ (yay y? > dy <y> y¢

consequentemente,
v(z,y) = Yylny + yk(z), (8)

onde k denota uma funcao que nao depende de y.
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Agora derivando em z a expressao de v encontrada e usando a Proposicao [2.10

junto com o Teorema [£.2] obtemos
ov 0Ok ou ok

_— = Y— = e -,
ox yax dy yax
que nos permite deduzir que

u ok
0xdy Y o2
e comparando com (7)), vamos ter
0%k 1 0%k
TR~y = LE =0
Ox? y2w Ox? v=0

logo X é um campo de Killing.

Note que, da expressao acima, obtemos
k(x) =2ax+b = v(z,y) =y(2az +b) (9)

com a e b constantes reais. Derivando v em relagao a y teremos

%z?am—i—b = %zZaqub = u(z,y) = ar® + bx + I(y), (10)

onde [ é uma funcao que nao depende de z.

Decorre da igualdade @ que

ov ou B 9
%—Zay = 3y 2ay =  u(x,y) = —ay* + m(z),

que comparada com ([10)) nos da
az® + bz —m(z) = —ay® — l(y) = —c,
onde ¢ € R é uma constante e m uma funcao que nao depende de y.

Da tultima igualdade, chegamos que
y) =—ay’+c = uz,y)=a(@® -y +br+c (11)

assim por e (1), vemos que
X = [a(z® — y*) + ba + c| By + [y(2az + b)] E»,
o que conclui a demonstracao. 0

No tltimo resultado, mostramos que a relagao de conformidade é preservada

quando levamos em conta os planos Euclidiano e hiperbdlico.

Corolério 4.4 Seja X : H? C R? — R? um campo de vetores, entao X serd conforme no

plano Euclidiano, se e somente se, for conforme no plano hiperbdlico.

Demonstragao: Primeiramente, escrevemos o campo de vetores X na forma
X = UEl + UEQ,

dai vamos separar a demonstracao em duas partes:



42

12 Parte: Admita que X é conforme no plano Euclidiano.
Se X é conforme no plano Euclidiano, entao pela Proposicao temos que
2 2
Lxg= _E<X’ E3)go + Ewgo,

ou ainda,

2 1
Lxg=— (¢ - —U) 9o-
Y Yy

Decorre da expressao acima que

portanto X é um campo de vetores conforme no plano hiperbdlico com fator conforme
1
C = w - v,
Yy
concluindo a primeira parte.

22 Parte: Admita que X é conforme no plano hiperbdlico.

Se X é conforme no plano hiperbdlico, entao pela Proposicao |3.7| e pelos Teo-
remas [£.1] e [£.2] temos que

ou 1 1 1
o (2 2y g= —— (X E Yy
(81’ yv> g y3< ; 2>90 + y2 x40,

portanto isolando Lxgg da expressao acima, obtemos

ou 1 1
Lxgo =2 (— — —v) y>g + —vgo.
x y

or y
Da igualdade anterior, deduzimos ainda que
ou 1 1
Lxgo=2 (8_ - —U) 9o + —v 9o,
r Yy Yy
ou simplesmente,
ou
Lxgo = 23—907
v 9
portanto X é conforme no plano Euclidiano com fator conforme v = 8_u 0
x

Observacgao 4.1 Este corolario corresponde a um caso particular de um resultado mais
geral que afirma que o carater conforme de um campo de vetores é invariante por mudanca
conforme de métrica (cf. MUNIZ NETO, 2010).
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5 CONCLUSAO

Este trabalho foi iniciado apresentando os conceitos relacionados as funcoes
complexas holomorfas, os campos de vetores no espaco Euclidiano e estruturas geométricas
relacionadas. Em seguida, foram abordados os campos conformes no espaco hiperbélico
e através da mudanca conforme de métrica Riemanniana, deduzimos as expressoes de
estruturas geométricas relacionadas a esses campos de vetores. Por fim, em virtude da
complexidade de encontrar campos conformes, apresentamos uma maneira mais simples
de obté-los no plano hiperbdlico, por meio da utilizacao de fungdes complexas holomorfas
que sao mais comuns de serem encontradas e possuem uma estreita relacao com esses
campos de vetores.

Pudemos ainda verificar de maneira semelhante, que a partir das fungoes com-
ponentes de campos conformes sobre o plano hiperbdlico, é possivel obter uma funcao
complexa holomorfa. Esse resultado nos fornece um modo mais simples de verificar se um
campo de vetores é ou nao conforme, visto que aplicar a derivada de Lie é muito mais
trabalhoso e menos intuitivo do que utilizar o conceito de derivada de fungoes complexas
para identificar fungdes holomorfas.

Por fim, foi mostrado através dos resultados principais (cf. Teoremas e
que é possivel demonstrar alguns casos particulares de resultados sobre campos conformes
no plano hiperbélico, previamente conhecidos na literatura. Dentre essas aplicacoes, po-
demos citar como exemplos: a caracterizacao dos campos conformes gradientes no plano
hiperbdlico, a caracterizacao dos campos homotéticos no plano hiperbdlico e a invariancia

do carater conforme relacionado aos planos Euclidiano e hiperbdlico.
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