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CAMILA FRANÇA DOS SANTOS
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contribúıram direta ou indiretamente com a

sua realização.



AGRADECIMENTOS

Agradeço primeiramente a Deus, por ter me abençoado, possibilitando assim,
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do Nascimento Barbosa e Talvane de Freitas da Silva por todos os momentos em que



6

fomos estudiosos, brincalhões, atletas, músicos e cúmplices. Porque em vocês encontrei
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Lucas Santos Oliveira e Maria José de Souza Galvão. Gratidão por toda ajuda e sorrisos

compartilhados. Obrigada pelo companheirismo e amizade incondicional.

Aos professores da Banca examinadora, Dr. Rafael Jorge Pontes Diógenes e
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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos interessantes relações entre o peŕımetro P de um

triângulo ABC inscrito em uma circunferência S com raio r > 0. Mais precisamente,

apresentamos estimativas para o valor de P em função de r, de acordo com a classificação

relacionada às medidas dos ângulos internos do triângulo, isto é, se este é acutângulo,

retângulo ou obtusângulo. Para isso, revisitamos alguns dos conceitos e resultados fun-

damentais da Geometria Euclidiana Plana, dentre eles o famoso Teorema de Pitágoras,

bem como tópicos de Trigonometria e alguns conceitos elementares referentes a funções.

Além disso, estudamos propriedades e resultados provindos de tais conceitos, o que nos

permite demonstrar os resultados principais desse trabalho.

Palavras-chave: Trigonometria. Circunferência Circunscrita. Peŕımetro de Triângulos.



ABSTRACT

In this work, we present interesting relationships between the perimeter P of a triangle

ABC inscribed on a circumference S with radius r > 0. More precisely, we present esti-

mates for the value of P as a function of r, according to the classification related to the

measures of the internal angles of the triangle, that is, whether it is acutangle, rectangle

or obtusangle. For this, we revisit some of the fundamental concepts and results of the

Plane Euclidean Geometry, among them the famous Pythagorean Theorem, as well as

Trigonometric topics and some elementary concepts on functions. In addition, we study

properties and results derived from such concepts, which allows us to prove the main

results of this work.

Keywords: Trigonometry. Circumscribed Circumference. Perimeter of Triangles.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



11

1 INTRODUÇÃO

No cotidiano, frequentemente nos deparamos com diversas situações que nos

remetem a definições, estruturas e fórmulas da Geometria. Em diferentes momentos do

dia a dia podemos e precisamos fazer uso dessas noções, seja no cálculo de comprimentos,

medidas de ângulos e de áreas, dentre outras situações. Nesse sentido, o saber que nos

permite operacionalizar esses conceitos, se apresenta como fundamental, tendo em vista

a aplicabilidade de tais noções.

O presente trabalho encontra-se organizado, conforme descrito na sequência.

No segundo caṕıtulo trazemos alguns conceitos básicos sobre a geometria de triângulos,

chegando até o enunciado do teorema de Pitágoras, acompanhado de umas das suas

diversas demonstrações. Posteriormente, fazemos uma breve revisão sobre Trigonometria

e por fim, abordamos alguns conceitos elementares relacionados a funções, que serão

ferramentas usadas no caṕıtulo seguinte.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos os resultados principais desse trabalho, que

estabelecem estimativas do peŕımetro de um triângulo em termos do raio da sua circun-

ferência circunscrita, conforme sua classificação em relação às medidas dos ângulos inter-

nos. Essas estimativas nos permitem deduzir caracterizações de triângulos retângulos e

acutângulos de área máxima inscritos em uma mesma circunferência, bem como triângulos

acutângulos, obtusângulos e equiláteros. Por fim, conclúımos o trabalho com as últimas

considerações e discussões sobre os resultados principais.
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2 PRELIMINARES

No presente caṕıtulo, trabalhamos com noções fundamentais acerca do estudo

da geometria de triângulos, na perspectiva de deduzir o Teorema de Pitágoras. Ademais,

recapitulamos as principais razões trigonométricas (seno, cosseno e tangente) e alguns

conceitos elementares sobre funções.

2.1 Elementos do Triângulo

Nesse momento, recordamos a definição de triângulo e a terminologia de alguns

de seus elementos.

Definição 2.1. Um triângulo é uma figura plana formada por três pontos A, B e C

não-colineares e pelos segmentos AB, AC e BC por eles determinados. Os pontos A, B

e C são chamados de vértices, os segmentos AB, AC e BC são chamados de lados e os

ângulos convexos Â, B̂ e Ĉ são chamados de ângulos internos do triângulo.

Figura 1: Triângulo ABC

Fonte: Autora, 2021.

Definição 2.2. Dizemos que os triângulos ABC e DEF são congruentes e escrevemos

ABC ≡ DEF se for posśıvel corresponder os seus vértices de forma biuńıvoca, de modo

que os lados e ângulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 2: Os triângulos ABC e DEF são congruentes

Fonte: Autora, 2021.
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Podemos usar alguns critérios para classificar triângulos e dentre as classi-

ficações mais conhecidas, estão as classificações mediante as medidas dos lados e as me-

didas dos ângulos internos. A seguir, apresentamos a primeira dessas classificações:

Definição 2.3. Classificamos os triângulos de acordo com as medidas dos seus lados em

três categorias:

(a) Equilátero − Quando os seus lados são congruentes entre si (cf. Figura 3).

(b) Isósceles − Quando possui dois lados congruentes (cf. Figura 4).

(c) Escaleno − Quando as medidas dos lados são distintas entre si (cf. Figura 5).

Figura 3: Triângulo Equilátero

Fonte: Autora, 2021.

Figura 4: Triângulo Isósceles

Fonte: Autora, 2021.

Figura 5: Triângulo Escaleno

Fonte: Autora, 2021.
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Observação 2.1. De acordo com a Definição 2.3, todo triângulo equilátero é isósceles,

mas a rećıproca não é verdadeira.

A partir de um vértice de um triângulo pode-se traçar segmentos especiais que

ajudam a obter informações e propriedades do triângulo, conforme definidos a seguir.

Definição 2.4. Dados um triângulo ABC e um ponto M pertencente à reta suporte
←→
BC,

então o segmento AM será chamado:

(a) Mediana relativa a BC − Se M for ponto médio de BC (cf. Figura 6).

(b) Bissetriz de Â − Se AM dividir Â em dois ângulos congruentes (cf. Figura 7).

(c) Altura relativa a BC − Se AM for perpendicular a BC (cf. Figura 8).

Figura 6: Mediana relativa a BC

Fonte: Autora, 2021.

Figura 7: Bissetriz de Â

Fonte: Autora, 2021.

Figura 8: Altura relativa a BC

Fonte: Autora, 2021.
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O resultado a seguir estabelece uma condição para que três segmentos de reta

formem um triângulo.

Proposição 2.1 (Desigualdade triangular). Sejam A,B e C três pontos sobre o plano,

então vale a desigualdade

AC ≤ AB +BC,

ocorrendo a igualdade, se e somente se, B pertence ao segmento de reta AC.

Demonstração: A prova do resultado pode ser encontrada em Barbosa (1997).

O próximo resultado mostra que a soma das medidas dos ângulos internos de

triângulos é constante.

Proposição 2.2. A soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo é 180◦.

Demonstração: Considere um triângulo ABC arbitrário, como ilustrado na Figura 9:

Figura 9: Triângulo ABC

Fonte: Autora, 2021.

Denote por α, β e γ as medidas dos ângulos internos Â, B̂ e Ĉ, respectivamente,

dáı trace um segmento r paralelo a AB passando por C. Como ângulos correspondentes

e ângulos opostos pelo vértice são congruentes (cf. Barbosa, 1997), temos que:

• Os ângulos agudos formados entre a semi-reta
−→
AC e o segmento r medem α;

• Os ângulos agudos formados entre a semi-reta
−−→
BC e o segmento r medem β.

Figura 10: Soma dos ângulos internos

Fonte: Autora, 2021.



16

Por fim, observe que α + β + γ = 180◦ e portanto,

med(Â) + med(B̂) + med(Ĉ) = α + β + γ = 180◦,

concluindo a prova. �

Como comentamos anteriormente, é posśıvel classificar os triângulos quanto às

medidas dos seus ângulos internos.

Definição 2.5. Classificamos os triângulos de acordo com as medidas dos seus ângulos

internos em três categorias:

(a) Acutângulo − Quando todos os seus ângulos internos têm medida inferior a 90◦.

(b) Obtusângulo − Quando existe um ângulo interno com medida superior a 90◦.

(c) Retângulo − Quando um de seus ângulos internos for reto, ou seja, medir 90◦.

Dando continuidade, apresentamos uma definição mais geral que congruência

de triângulos.

Definição 2.6. Dizemos que dois triângulos são semelhantes se for conceb́ıvel estabelecer

uma correspondência biuńıvoca entre seus vértices, de modo que ângulos correspondentes

sejam congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais.

Em Barbosa (1997), podem ser encontrados alguns critérios que nos permitem

identificar triângulos semelhantes. Trazemos aqui um desses critérios e o provamos a

seguir:

Proposição 2.3 (Caso Ângulo-Ângulo − A.A.). Se dois triângulos ABC e DEF são tais

que Â ≡ D̂ e B̂ ≡ Ê, então eles são semelhantes.

Demonstração: Considere os triângulos ABC e DEF , ilustrados na Figura 11.

Figura 11: Triângulos ABC e DEF

Fonte: Autora, 2021.

Sem perca de generalidade, assuma que

AB ≤ DE

e tome H ∈DE, tal que DH ≡AB. Traçando a reta paralela a EF passando por H,

obtemos o segmento de reta GH com G denotando o ponto de interseção entre essa

paralela e o lado DF (cf. Figura 12).
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Figura 12: Segmento de reta GH

Fonte: Autora, 2021

Diante da Figura 12 acima, temos então que

• Â ≡ D̂ (por hipótese);

• AB ≡ DH (por construção);

• B̂ ≡ Ê (por hipótese) e Ê ≡ Ĥ (ângulos correspondentes) =⇒ B̂ ≡ Ĥ,

portanto pelo caso de congruência A.L.A. (cf. Barbosa, 1997), obtemos a congruência

ABC ≡ DHG.

Por fim, segue do Teorema de Tales (cf. Barbosa, 1997) que

DH

DE
=
DG

DF
=⇒ AB

DE
=
AC

DF

e de forma análoga, conclui-se ainda

AC

DF
=
BC

EF
,

provando assim o resultado. �

Para encerrar essa seção, vamos definir triângulo inscrito em circunferência e

circunferência circunscrita a um triângulo.

Definição 2.7. Sejam ABC um triângulo arbitrário e S uma circunferência de raio r > 0.

Dizemos que ABC está inscrito em S quando os seus vértices A, B e C pertencem a S,

que nesse contexto será chamada de circunferência circunscrita a ABC.

Figura 13: Triângulo ABC inscrito na circunferência S

Fonte: Autora, 2021.
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Observação 2.2. Sabemos que sempre é posśıvel construir triângulos inscritos em uma

circunferência, no entanto o mais interessante é que sempre existe uma circunferência

circunscrita a qualquer triângulo, como mostrado em Barbosa (1997, p. 113).

2.2 Teorema de Pitágoras

Nesse momento, apresentamos um dos mais famosos teoremas da Geometria e

da Matemática em geral, conhecido como Teorema de Pitágoras. Esse resultado relaciona

as medidas dos lados de um triângulo retângulo através de uma equação quadrática.

Teorema 2.1 (Teorema de Pitágoras). Seja ABC um triângulo retângulo em Â com

BC = a, AC = b e AB = c, então

a2 = b2 + c2.

Demonstração: Considere um triângulo retângulo ABC, como ilustrado na Figura 14

a seguir:

Figura 14: Triângulo retângulo ABC

Fonte: Autora, 2021.

Traçando a altura AD do triângulo ABC relativa ao lado BC, denotamos

h = AD, m = BD e n = DC, consoante a Figura 15.

Figura 15: Demonstração do Teorema de Pitágoras

Fonte: Autora, 2021.
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Decorre da Proposição 2.3 que ABC,DBA e DAC são triângulos semelhantes,

então

a

c
=
b

h
=

c

m
=⇒ c2 = am,

bem como

a

b
=
b

n
=
c

h
=⇒ b2 = an.

Combinando as duas igualdades obtidas acima, chegamos em

b2 + c2 = an+ am

= a · (m+ n)

= a · a,

ou ainda,

a2 = b2 + c2,

concluindo a prova. �

Observação 2.3. Um resultado que corresponde à rećıproca do Teorema de Pitágoras

pode ser encontrado em Barbosa (1997) ou Dolce e Pompeo (2005).

2.3 Razões Trigonométricas

Nessa seção, recordamos as principais razões trigonométricas, enfatizando as

definições obtidas a partir de ângulos internos de triângulos, embora estaremos admitindo

definições e resultados um pouco mais gerais, obtidos através do ciclo trigonométrico,

conforme abordado em Carmo et al. (2005).

Diante do exposto, vamos iniciar introduzindo as noções mais elementares de

seno, cosseno e tangente com as medidas dos ângulos expressas em radianos.

Definição 2.8. Considere um ponto P numa semi-circunferência de raio 1 e centro O,

bem como um ponto X sobre seu diâmetro, tal que OXP é um triângulo retângulo em

X̂ e θ denota a medida de XÔP . Nesse sentido, definimos seno, cosseno e tangente de θ,

respectivamente, por:

sen(θ) = PX, cos(θ) = OX e tan(θ) =
sen (θ)

cos (θ)
(cf. Figura 16).

Observação 2.4. Complementando a Definição 2.8, convencionamos ainda:

• sen 0 = tan 0 = 0 e cos 0 = 1;

• sen
(π

2

)
= 1 e cos

(π
2

)
= 0.
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Figura 16: Semi-circunferência de raio 1 e centro O

Fonte: Autora, 2021.

Observe que a Definição 2.8, a priori, refere-se apenas a medidas de ângulos

agudos não-nulos. Na sequência, estendemos essas definições para números reais que

correspondem a medidas de ângulos obtusos e rasos.

Definição 2.9. Seja θ ∈
(π

2
, π
]

arbitrário, então definimos

sen(θ) = sen(π − θ), cos(θ) = − cos(π − θ) e tan(θ) =
sen (θ)

cos (θ)
.

Observação 2.5. De maneira alternativa, costuma-se definir seno, cosseno e tangente

para ângulo, que equivale à definição do seno, cosseno e tangente da medida desse ângulo,

respectivamente.

Como consequência das definições apresentadas, podemos deduzir a identidade

fundamental da trigonometria para θ ∈ [0, π].

Proposição 2.4 (Identidade Fundamental da Trigonometria). Seja θ ∈ [0, π] arbitrário,

então vale a igualdade

sen2(θ) + cos2(θ) = 1.

Demonstração: Primeiro, convém destacar que para θ = 0 ou θ =
π

2
a conclusão segue

diretamente da Observação 2.4, onde convencionamos os valores do seno e do cosseno para

esses números reais. Nesse momento, passamos a analisar os seguintes casos:

1o Caso: θ ∈
(

0,
π

2

)
.

Dada a construção feita na Definição 2.8, tem-se para esse caso que o resultado

é consequência imediata do Teorema de Pitágoras.

2 o Caso: θ ∈
(π

2
, π
]
.

Aplicando a Definição 2.9, obtemos

sen2(θ) + cos2(θ) = sen2(π − θ) + [− cos(π − θ)]2,
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consequentemente,

sen2(θ) + cos2(θ) = sen2(π − θ) + cos2(π − θ)] = 1,

onde usamos as conclusões anteriores para justificar a última igualdade. �

Observação 2.6. Da forma como foram definidas nessa seção, nota-se que as razões

seno, cosseno e tangente estabelecem relações entre as medidas dos lados de um triângulo

retângulo, coincidindo com a abordagem elementar da trigonometria no triângulo retângulo

(cf. Iezzi, 2013).

Como aplicação das relações métricas do triângulo retângulo, obtém-se duas

relações métricas entre os lados e os ângulos de triângulos, chamadas de lei dos senos e

lei dos cossenos, que serão apresentadas a seguir.

Proposição 2.5 (Lei dos senos). Dado um triângulo ABC arbitrário, vale a igualdade

BC

sen(Â)
=

AC

sen(B̂)
=

AB

sen(Ĉ)
= 2r,

onde r denota o raio da circunferência circunscrita a ABC.

Demonstração:

Considere um triângulo ABC e sua circunferência circunscrita de raio r > 0,

conforme a Figura 17.

Figura 17: Triângulo ABC e sua circunferência circunscrita

Fonte: Autora, 2021.

A partir do segmento de reta AC constrúımos um triângulo ACD inscrito na

mesma circunferência, onde o lado CD corresponde a um diâmetro dessa circunferência

(cf. Figura 18).
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Figura 18: Triângulos ABC e ACD

Fonte: Autora, 2021.

Usando o Corolário 8.6 de Barbosa (1997, p. 111), temos que

med(CÂD) =
π

2
,

logo ACD é um triângulo retângulo, dáı temos que

sen(D̂) =
b

2r
,

onde usamos a definição de seno.

Como D̂ e B̂ subtendem o mesmo arco, então possuem mesma medida e assim

b

sen(B̂)
=

b

sen(D̂)
= 2r.

De modo análogo, obtemos as igualdades

a

sen(Â)
=

c

sen(Ĉ)
= 2r,

finalizando a demonstração do resultado. �

Observação 2.7. Decorre da lei dos senos que o peŕımetro P de um triângulo ABC é

dado por

P = BC + AC + AB = 2r[sen(Â) + sen(B̂) + sen(Ĉ)],

onde r denota o raio da circunferência circunscrita a ABC.

Agora mostraremos a lei dos cossenos, que corresponde a uma generalização

do Teorema de Pitágoras.

Proposição 2.6 (Lei dos cossenos). Dado um triângulo ABC arbitrário, vale a igualdade

BC
2

= AB
2

+ AC
2 − 2AB · AC cos(Â),

onde Â é o ângulo interno oposto ao lado BC.
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Demonstração: Vamos dividir a prova em casos, provando para triângulos retângulos,

obtusângulos e acutângulos.

1o Caso: Â é reto.

Neste caso, a lei dos cossenos decorre do Teorema de Pitágoras, visto que Â é

um ângulo reto.

2o Caso: Â obtuso.

Suponha que Â seja um ângulo obtuso e construa a altura BH relativa à AC,

como mostra a Figura 19.

Figura 19: Lei dos cossenos I

Fonte: Autora, 2021.

ComoBAH eBCH são triângulos retângulos, então pelo Teorema de Pitágoras,

temos que

c2 = x2 + h2 =⇒ h2 = c2 − x2,

bem como

a2 = h2 + (b+ x)2 =⇒ h2 = a2 − (b+ x)2.

Comparando os resultados obtidos acima, vamos ter

c2 − x2 = a2 − (b+ x)2 =⇒ c2 = a2 − b2 − 2bx,

ou ainda,

a2 = b2 + c2 + 2bx.

Do triângulo BAH, deduzimos que

x

c
= cos(BÂH) = − cos(Â) =⇒ x = −c cos(Â),

segue então que

a2 = b2 + c2 − 2bc cos(Â),

provando o resultado para esse caso.
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3o Caso: Â agudo.

Construa a altura BH de ABC relativa à AC, como mostra a Figura 20 abaixo:

Figura 20: Lei dos cossenos II

Fonte: Autora, 2021.

ComoBAH eBCH são triângulos retângulos, então pelo Teorema de Pitágoras,

temos que

c2 = x2 + h2 =⇒ h2 = c2 − x2,

bem como

a2 = h2 + (b− x)2 =⇒ h2 = a2 − (b− x)2.

Comparando os resultados obtidos acima, vamos ter

c2 − x2 = a2 − (b− x)2 =⇒ c2 = a2 − b2 + 2bx,

ou ainda,

a2 = b2 + c2 − 2bx.

Do triângulo BAH, deduzimos que

x

c
= cos(Â) =⇒ x = c cos(Â),

segue então que

a2 = b2 + c2 − 2bc cos(Â),

concluindo a prova. �

Conforme já mencionado no ińıcio da seção, podemos definir seno e cosseno

através do ciclo trigonométrico, obtendo uma abordagem mais geral que contempla qual-

quer número real (cf. Carmo et al, 2005). Nesse contexto, apresentamos um resultado

que fornece identidades clássicas da Trigonometria, em geral, válidas para todo x, y ∈ R,

no entanto vamos nos restringir a um caso particular.
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Proposição 2.7. Dados x, y ∈ [0, π] arbitrários, tem-se que:

(a) sen(x+ y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x);

(b) cos(x+ y) = cos(x) cos(y) − sen(x)sen(y);

(c) sen(x− y) = sen(x) cos(y)− sen(y) cos(x);

(d) cos(x− y) = cos(x) cos(y) + sen(x)sen(y).

Demonstração: Pode ser encontrada em Carmo et al. (2005).

Na sequência, enunciamos mais algumas identidades conhecidas na literatura

e que serão utilizadas na demonstração dos próximos resultados.

Corolário 2.1. Dados x, y ∈ [0, π] arbitrários, tem-se que:

(a) sen(x) + sen(y) = 2sen
(
x+y
2

)
cos
(
x−y
2

)
;

(b) sen(x)− sen(y) = 2sen
(
x−y
2

)
cos
(
x+y
2

)
;

(c) cos(x) + cos(y) = 2 cos
(
x+y
2

)
cos
(
x−y
2

)
;

(d) cos(x)− cos(y) = −2sen
(
x+y
2

)
sen
(
x−y
2

)
.

Demonstração: Pode ser deduzida da Proposição 2.7 (cf. Carmo et al, 2005).

Observação 2.8. Note que as restrições impostas nos enunciados da Proposição 2.7 e do

Corolário 2.1 são suficientes para os nossos propósitos, já que nas aplicações que faremos

desses resultados, x e y denotarão medidas de ângulos internos de um triângulo.

2.4 Revisando Funções

Nessa seção, vamos revisitar a definição de função e alguns dos principais

conceitos básicos relacionados a função. Mais detalhes sobre o assunto, juntamente com

exemplos, podem ser encontrados em Lima (2014). Inicialmente, recordamos os conceitos

de função, domı́nio e contradomı́nio de função.

Definição 2.10. Dados conjuntos não-vazios X e Y arbitrários, dizemos que uma função

f : X → Y é uma relação de X em Y , que associa a cada x ∈ X um único y = f(x) ∈ Y .

Nesse contexto, os conjuntos X e Y são chamados de domı́nio e contradomı́nio de f ,

respectivamente.

Observação 2.9. Nas mesmas condições da Definição 2.10, o subconjunto definido por

f(X) = {y ∈ Y : y = f(x) e x ∈ X}

é chamado de conjunto imagem de f .

Definição 2.11. Duas funções f1 : X1 → Y1 e f2 : X2 → Y2 são ditas iguais se X1 = X2,

Y1 = Y2 e f1(x) = f2(x) para todo x ∈ X.
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Introduzimos a seguir um importante subconjunto do produto cartesiano do

domı́nio e contradomı́nio de uma função.

Definição 2.12. Sendo f : X → Y uma função, define-se o gráfico de f por

Graf(f) = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)}.

Na sequência, vamos recordar os conceitos de injetividade, sobrejetividade e

bijetividade de uma função.

Definição 2.13. Uma função f : X → Y é dita injetiva se para quaisquer x1, x2 ∈ X

com x1 6= x2, tem-se que f(x1) 6= f(x2). De forma equivalente, f é dita injetiva se para

todo y ∈ f(X) existe um único x ∈ X, tal que y = f(x).

Definição 2.14. Uma função f : X → Y é dita sobrejetiva se f(X) = Y , isto é, se para

todo y ∈ Y existe x ∈ X, tal que f(x) = y.

Definição 2.15. Uma função f : X → Y é dita bijetiva se for injetiva e sobrejetiva,

simultaneamente.

Destacamos a seguir, tipos especiais de funções cujos domı́nio e/ou contra-

domı́nio são subconjuntos dos números reais.

Definição 2.16. Dada uma função f : X → Y , tem-se que:

(a) Se X ⊂ R, então f é dita uma função de uma variável real.

(b) Se Y ⊂ R, então f é dita uma função real.

Diante da última definição, podemos introduzir o conceito de raiz de uma

função real.

Definição 2.17. Dados uma função real f : X → R e um elemento r ∈ X com f(r) = 0,

então dizemos que r é uma raiz de f .

Agora, passamos a introduzir os conceitos de funções crescente e decrescente,

restrito às funções reais de uma variável real.

Definição 2.18. Dada uma função f : X ⊂ R→ R, tem-se que:

(a) Se x1, x2 ∈ X com x1 < x2 sempre implica que

f(x1) < f(x2),

então f é dita crescente.

(b) Se x1, x2 ∈ X com x1 < x2, sempre implica que

f(x1) > f(x2),

então f é dita decrescente.
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Observação 2.10. Se uma função real f : X ⊂ R → R é crescente (resp. decrescente)

quando restrita a um subconjunto não-vazio Y ⊂ X, dizemos que f é crescente (resp.

decrescente) em Y .

Para ilustrar a Definição 2.18, segue um exemplo que pode ser encontrado em

Carmo (2005) ou Iezzi (2013).

Exemplo 2.1. Considere as funções f1, f2 : [0, π]→ R, definidas por

f1(t) = sen(t) e f2(t) = cos(t),

então:

(a) f1 é crescente em
[
0, π

2

]
e decrescente em

[
π
2
, π
]
.

(b) f2 é decrescente em [0, π].

Para concluir a seção, apresentamos dois importantes exemplos de funções,

cujas informações serão usadas na prova do resultado principal.

Exemplo 2.2. Considerando a função g :
[
0, π

2

]
→ R, definida por

g(t) = 2sen(t) + sen(2t),

temos que:

(a) g é crescente no intervalo
[
0, π

3

]
.

(b) g é decrescente no intervalo
[
π
3
, π
2

]
.

Solução: Usando o primeiro item da Proposição 2.7, podemos reescrever a expressão de

g na forma

g(t) = 2sen(t) + 2sen(t) cos(t) = 2sen(t)[1 + cos(t)],

então segue da Proposição 2.4 que

g(t) = 2[1 + cos(t)]
√

1− cos2(t) = 2
√

[1 + cos(t)]2[1− cos2(t)].

ou ainda,

g(t) = 2
√

1 + 2 cos(t)− 2 cos3(t)− cos4(t). (1)

Nesse momento, passamos a resolver separadamente cada um dos dois itens

enunciados:

a) Suponha por absurdo que g não seja crescente em
[
0, π

3

]
, então existem x, y ∈

[
0, π

3

]
,

tais que

x > y e g(x) ≤ g(y),

logo segue da expressão (1) que√
1 + 2 cos(x)− 2 cos3(x)− cos4(x) ≤

√
1 + 2 cos(y)− 2 cos3(y)− cos4(y),
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ou ainda,

2 cos(x)− 2 cos3(x)− cos4(x) ≤ 2 cos(y)− 2 cos3(y)− cos4(y).

Da última desigualdade, obtemos

2[cos(x)− cos(y)]− 2[cos3(x)− cos3(y)]− [cos4(x)− cos4(y)] ≤ 0,

então colocamos cos(x)− cos(y) em evidência, resultando em

[cos(x)− cos(y)]{2− 2[cos2(x) + cos(x) cos(y) + cos2(y)]

− [cos3(x) + cos2(x) cos(y) + cos(x) cos2(y) + cos3(y)]} ≤ 0,

mas cos(x) < cos(y) (cf. Exemplo 2.1), logo

2[cos2(x) + cos(x) cos(y) + cos2(y)]

+ [cos3(x) + cos2(x) cos(y) + cos(x) cos2(y) + cos3(y)]} ≤ 2. (2)

Por outro lado, observe que

1

2
≤ cos(x) < cos(y),

implicando que

2[cos2(x) + cos(x) cos(y) + cos2(y)]

+ [cos3(x) + cos2(x) cos(y) + cos(x) cos2(y) + cos3(y)]} > 2,

contrariando a desigualdade (2).

b) De maneira análoga, vamos supor que g não seja decrescente no subintervalo
[
π
3
, π
2

]
,

então existem x, y ∈
[
π
3
, π
2

]
, tais que

x > y e g(x) ≥ g(y),

portanto segue da expressão (1) que√
1 + 2 cos(x)− 2 cos3(x)− cos4(x) ≥

√
1 + 2 cos(y)− 2 cos3(y)− cos4(y),

ou ainda,

2 cos(x)− 2 cos3(x)− cos4(x) ≥ 2 cos(y)− 2 cos3(y)− cos4(y).

Por cálculos similares ao item anterior, chegamos em

2[cos2(x) + cos(x) cos(y) + cos2(y)]

+ [cos3(x) + cos2(x) cos(y) + cos(x) cos2(y) + cos3(y)]} ≥ 2, (3)

no entanto,

cos(x) < cos(y) ≤ 1

2
(cf. Exemplo 2.1),
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implicando que

2[cos2(x) + cos(x) cos(y) + cos2(y)]

+ [cos3(x) + cos2(x) cos(y) + cos(x) cos2(y) + cos3(y)]} < 2,

contrariando a desigualdade (3).

Observação 2.11. Como consequência do Exemplo 2.2, pode-se concluir que

0 = g(0) ≤ g(t) ≤ g
(π

3

)
=

3
√

3

2
,

para todo t ∈
[
0, π

2

]
.

Exemplo 2.3. Considerando a função h : [0, π]→ R, definida por

h(t) = 1 + sen(t)− cos(t),

temos que:

(a) h é crescente no intervalo
[
0, 3π

4

]
.

(b) h é decrescente no intervalo
[
3π
4
, π
]
.

Solução:

a) Suponha por absurdo que h não seja crescente em
[
0, 3π

4

]
, então existem x, y ∈

[
0, 3π

4

]
,

tais que

x > y e h(x) ≤ h(y),

logo segue que

1 + sen(x)− cos(x) ≤ 1 + sen(y)− cos(y),

ou ainda,

sen(x)− sen(y) ≤ cos(x)− cos(y).

Dos segundo e quarto itens do Corolário 2.1, obtemos

2sen

(
x− y

2

)
cos

(
x+ y

2

)
≤ −2sen

(
x+ y

2

)
sen

(
x− y

2

)
,

consequentemente,

cos

(
x+ y

2

)
≤ −sen

(
x+ y

2

)
< 0 (4)

e assim

sen2

(
x+ y

2

)
≤ cos2

(
x+ y

2

)
.

Decorre da Proposição 2.4 e da desigualdade anterior que

cos2
(
x+ y

2

)
≥ 1

2
,
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enquanto (4) nos permite obter

cos

(
x+ y

2

)
≤ −
√

2

2
,

dáı deduzimos que

x+ y

2
≥ 3π

4
,

contrariando o fato de que x, y ∈
[
0, 3π

4

]
satisfazem x > y.

(b) Suponha por absurdo que h não é decrescente em
[
3π
4
, π
]
, então existem x, y ∈

[
3π
4
, π
]
,

tais que

x > y e h(x) ≥ h(y),

então segue-se que

sen(x)− sen(y) ≥ cos(x)− cos(y),

onde usamos a expressão que define h.

Dos segundo e quarto itens do Corolário 2.1, obtemos

2sen

(
x− y

2

)
cos

(
x+ y

2

)
≥ −2sen

(
x+ y

2

)
sen

(
x− y

2

)
,

ou ainda,

0 > cos

(
x+ y

2

)
≥ −sen

(
x+ y

2

)
, (5)

implicando que

sen2

(
x+ y

2

)
≥ cos2

(
x+ y

2

)
.

Decorre da Proposição 2.4 e da desigualdade anterior que

cos2
(
x+ y

2

)
≤ 1

2
,

então combinando com (5), vamos ter

−
√

2

2
≤ cos

(
x+ y

2

)
< 0,

portanto

x+ y

2
≤ 3π

4
,

contrariando o fato de que x, y ∈
[
3π
4
, π
]

satisfazem x > y.

Observação 2.12. Como consequência do Exemplo 2.3, pode-se concluir que

0 = h(0) ≤ h(t) ≤ h

(
3π

4

)
= 1 +

√
2,

para todo t ∈ [0, π].
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Finalmente, apresentamos nesse caṕıtulo o principal resultado do trabalho,

que estima o peŕımetro de triângulos em termos do raio da circunferência circunscrita,

através de cotas inferior e superior. Como consequência, apresentamos resultados que

caracterizam triângulos retângulos e acutângulos de área máxima inscritos em uma mesma

circunferência, bem como triângulos acutângulos, obtusângulos e equiláteros.

3.1 Lemas Chave

Nessa seção, traremos alguns resultados que serão usados na demonstração

dos resultados principais.

Lema 3.1. Dados x, y ∈ [0, π] arbitrários, tem-se que

sen(x) + sen(y) ≤ 2sen

(
x+ y

2

)
.

Demonstração: Como consequência do primeiro item da Proposição 2.7, segue que

sen(x) + sen(y) = 2
[
sen
(x

2

)
cos
(x

2

)
+ sen

(y
2

)
cos
(y

2

)]
,

bem como

2sen

(
x+ y

2

)
= 2

[
sen
(x

2

)
cos
(y

2

)
+ sen

(y
2

)
cos
(x

2

)]
,

logo

sen(x) + sen(y)− 2sen

(
x+ y

2

)
= 2

[
sen
(x

2

)
− sen

(y
2

)] [
cos
(x

2

)
− cos

(y
2

)]
.

Sabendo que o seno e o cosseno são crescente e descrescente no intervalo
[
0, π

2

]
,

respectivamente (cf. Exemplo 2.1), podemos concluir que o segundo membro da última

desigualdade é não positivo, consequentemente

sen(x) + sen(y) ≤ 2sen

(
x+ y

2

)
,

encerrando a demonstração. �

No próximo resultado, apresentamos informações que envolvem o peŕımetro de

um triângulo e as medidas de quaisquer dois dos seus ângulos internos.

Lema 3.2. Considere um triângulo ABC com peŕımetro P e circunferência circunscrita

com raio r > 0, tal que x e y denotam as medidas de dois dos seus ângulos internos.

Nessas condições, tem-se que:

(a) P = 2r[sen(x) + sen(y) + sen(x+ y)];

(b) P ≤ 2r
[
2sen

(
x+y
2

)
+ sen(x+ y)

]
.
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Demonstração:

Decorre da lei dos senos (cf. Proposição 2.5) que

P = AB + AC +BC = 2r [sen(x) + sen(y) + sen(z)] ,

onde x, y e z denotam as medidas dos ângulos internos de ABC. Da Proposição 2.2,

temos que

sen(x+ y) = sen(π − z) = sen(z),

donde segue que

P = 2r [sen(x) + sen(y) + sen(x+ y)] ,

que corresponde ao primeiro item.

Por fim, aplicamos o Lema 3.1 à última igualdade, obtendo

P ≤ 2r

[
2sen

(
x+ y

2

)
+ sen(x+ y)

]
,

chegando à desigualdade do segundo item e concluindo a prova do resultado. �

No último resultado da seção, fazemos o estudo do crescimento e decrescimento

de uma importante classe de funções.

Lema 3.3. Dada uma constante c ∈
(

0,
π

2

]
, defina a função fc : [0, 2c]→ R por

fc(t) = sen(t) + sen(2c− t) + sen(2c).

Nessas condições, temos que:

(a) fc é crescente no intervalo [0, c].

(b) fc é decrescente no intervalo [c, 2c].

(c) fc satisfaz a desigualdade

2 sen(2c) ≤ fc(t) ≤ 2 sen(c) + sen(2c).

Demonstração:

(a) Suponha por absurdo que fc não seja crescente em [0, c], então existem x, y ∈ [0, c],

tais que

x > y e fc(x) ≤ fc(y),

consequentemente,

sen(x) + sen(2c− x) ≤ sen(y) + sen(2c− y),

ou ainda,

sen(x)− sen(y) ≤ sen(2c− y)− sen(2c− x).
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Usando o segundo item do Corolário 2.1, obtemos

2sen

(
x− y

2

)
cos

(
x+ y

2

)
≤ 2sen

(
x− y

2

)
cos

(
2c− x+ y

2

)
,

ou ainda,

0 < cos

(
x+ y

2

)
≤ cos

(
2c− x+ y

2

)
,

implicando que

x+ y

2
≥ 2c− x+ y

2
e x+ y ≥ 2c,

contrariando o fato de que x, y ∈ [0, c] satisfazem x > y.

(b) Suponha por absurdo que fc não é decrescente em [c, 2c], então existem x, y ∈ [c, 2c],

tais que

x > y e fc(x) ≥ fc(y),

consequentemente,

sen(x)− sen(y) ≥ sen(2c− y)− sen(2c− x).

Usando o segundo item do Corolário 2.1, obtemos

2sen

(
x− y

2

)
cos

(
x+ y

2

)
≥ 2sen

(
x− y

2

)
cos

(
2c− x+ y

2

)
,

ou ainda,

cos

(
x+ y

2

)
≥ cos

(
2c− x+ y

2

)
,

implicando que

x+ y

2
≤ 2c− x+ y

2
e x+ y ≤ 2c,

contrariando o fato de que x, y ∈ [c, 2c] satisfazem x > y.

(c) Decorre dos itens (a) e (b) que fc assume seu maior valor em c e seu menor valor em

um dos extremos, portanto

min{fc(0), fc(2c)} ≤ fc(t) ≤ fc(c),

ou equivalentemente,

2sen(2c) ≤ fc(t) ≤ 2sen(c) + sen(2c),

concluindo a demonstração. �
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3.2 Estimativas de Peŕımetro

Apresentamos agora o resultado principal desse trabalho que estabelece relações

métricas entre o peŕımetro de um triângulo e o raio da sua circunferência circunscrita.

Mais precisamente, esse resultado fornece estimativas do peŕımetro de um triângulo em

termos do raio da circunferência circunscrita, conforme ele seja acutângulo, retângulo ou

obtusângulo.

Teorema 3.1. Dado um triângulo ABC com peŕımetro P e circunferência circunscrita

de raio r > 0, valem as seguintes afirmações:

(a) Se ABC é acutângulo, então

4r < P ≤ 3
√

3r.

(b) Se ABC é retângulo, então

4r < P ≤ 2(
√

2 + 1)r.

(c) Se ABC é obtusângulo, então

0 < P < 2(
√

2 + 1)r.

Demonstração:

Denotando por x, y e z as medidas dos ângulos internos do triângulo ABC,

usamos o primeiro item do Lema 3.2 para obter

P = 2r [senx+ sen y + sen (x+ y)] > 2rsen(x+ y),

que combinado com o segundo item do Lema 3.2 nos fornece a desigualdade

2rsen(x+ y) < P ≤ 2r

[
2 sen

(
x+ y

2

)
+ sen (x+ y)

]
, (6)

onde r > 0 é o raio da circunferência circunscrita.

Nesse momento, passamos à demonstração de cada um dos itens enunciados

separadamente:

a) Desde que ABC é acutângulo, podemos supor que

π

3
≤ z <

π

2
,

pois caso contrário, estaŕıamos contrariando a Proposição 2.2. Desse mesmo resultado,

segue que

π

2
< x+ y ≤ 2π

3
ou

π

4
<
x+ y

2
≤ π

3
, (7)

onde usamos a igualdade x+ y + z = π.
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Diante da desigualdade (7), podemos concluir de (6) e do Exemplo 2.2 que

P ≤ 2r

[
2sen

(π
3

)
+ sen

(
2π

3

)]
,

ou simplesmente,

P ≤ 3
√

3r,

que corresponde à estimativa superior.

Novamente, obtém-se do primeiro item do Lema 3.2 que

P = 2r [senx+ sen y + sen (x+ y)] ,

então fixando x+ y = 2c (equivalente a fixar a medida de z), chegamos na expressão

P = 2r [sen (x) + sen (2c− x) + sen (2c)] . (8)

Como ABC é acutângulo, tem-se que

0 < x, 2c− x < π

2
ou 0 < 2c− π

2
< x <

π

2
, (9)

então segue do Lema 3.3 que a função fc : [0, 2c]→ R, definida por

fc(x) = sen(x) + sen(2c− x) + sen(2c),

restrita ao subintervalo
[
2c− π

2
, π
2

]
deve assumir seu valor mı́nimo em um dos extremos.

Nessas condições, deduzimos da expressão (8) que

P > 2r
[
1 + sen

(
2c− π

2

)
+ sen(2c)

]
,

que pode ser reescrito na forma

P > 2r[1 + sen(2c)− cos(2c)], (10)

onde usamos a Proposição 2.7 (c) e o fato de que

fc

(π
2

)
= fc

(
2c− π

2

)
= 1 + sen

(
2c− π

2

)
+ sen(2c).

Por fim, observa-se por (7) que

π

2
< 2c ≤ 2π

3
,

enquanto o Exemplo 2.3 implica que a função h : [0, π]→ R, definida por

h(t) = 1 + sen(t)− cos(t),

restrita ao subintervalo
[
π
2
, 2π

3

]
deve assumir seu valor mı́nimo no extremo inferior.

Dessa forma, podemos deduzir que

h(2c) > h
(π

2

)
= 2,
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que combinado com (10) nos fornece a desigualdade

P > 4r,

correspondendo à estimativa inferior.

b) Sabendo que ABC é triângulo retângulo, podemos supor que z =
π

2
e assim x+y =

π

2
,

obtendo pela desigualdade (6) que

4rsen
(π

2

)
< P ≤ 2r

[
2sen

(π
4

)
+ sen

(π
2

)]
,

ou simplesmente,

4r < P ≤ 2(
√

2 + 1)r.

c) Como ABC é obtusângulo, podemos supor

π

2
< z < π,

implicando que

0 <
x+ y

2
<
π

4
. (11)

Usando a desigualdade (6), temos que

0 < P ≤ 2rg

(
x+ y

2

)
, (12)

onde a função g :
[
0, π

2

]
→ R é definida por

g(t) = 2sen(t) + sen(2t) (cf. Exemplo 2.2).

Sendo g crescente em
[
0, π

3

]
(cf. Exemplo 2.2), deduzimos de (11) e (12) que

0 < P < 2r
[
2sen

(π
4

)
+ sen

(π
2

)]
,

ou simplesmente,

0 < P < 2(
√

2 + 1)r,

concluindo o último item e a prova do teorema. �

Como consequência do Teorema 3.1, podemos deduzir caracterizações para

triângulos acutângulos e obtusângulos, conforme descrito no primeiro corolário.

Corolário 3.1. Dado um triângulo ABC com peŕımetro P e circunferência circunscrita

de raio r > 0, valem as afirmações:

(a) Se P ≤ 4r, então ABC é obtusângulo.

(b) Se P > 2(
√

2 + 1)r, então ABC é acutângulo.

Demonstração: Decorre diretamente do Teorema 3.1.

O próximo corolário apresenta caracterizações para triângulos acutângulos e

retângulos de área máxima inscritos em uma mesma circunferência.



37

Corolário 3.2. Dado um triângulo ABC com peŕımetro P e circunferência circunscrita

de raio r > 0, valem as afirmações:

(a) Se ABC é acutângulo e o peŕımetro é dado por

P = 3
√

3r,

então ele será equilátero.

(b) Se ABC é retângulo e o peŕımetro é dado por

P = 2(
√

2 + 1)r,

então ele será isósceles.

Demonstração:

a) Primeiro, observe que do segundo item do Lema 3.2, obtemos

P ≤ 2r

[
2 sen

(
x+ y

2

)
+ sen (x+ y)

]
,

que pode ser reescrito na forma

P ≤ 2rg

(
x+ y

2

)
,

onde g :
[
0, π

2

]
→ R é definida por g(t) = 2sen(t) + sen(2t).

Desde que P = 3
√

3r, segue do Exemplo 2.2 e da Observação 2.11 que

g

(
x+ y

2

)
=

√
3

2
,

bem como

x+ y =
2π

3
. (13)

Nessas condições, usamos o primeiro item do Lema 3.2 para escrever

P = 2r

[
sen(x) + sen

(
2π

3
− x
)

+ sen

(
2π

3

)]
,

então pelo Lema 3.3, vamos ter

x =
π

3
,

implicando por (13) e pela Proposição 2.2 que

y = z =
π

3
,

portanto ABC é equilátero.

b) Observe que o primeiro item do Lema 3.2 nos fornece

P = 2r
[
senx+ sen

(π
2
− x
)

+ sen
(π

2

)]
,
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enquanto o Lema 3.3 permite concluir que

x = y =
π

4
,

logo ABC é isósceles. �

Para finalizar a seção, deduzimos uma interessante caracterização para os

triângulos equiláteros.

Corolário 3.3. Dentre os triângulos inscritos em uma circunferência fixada, tem-se que

o triângulo equilátero é o que possui maior peŕımetro.

Demonstração: Dado um triângulo ABC equilátero, obtemos a partir da lei dos senos

(cf. Proposição 2.5) que

P = 2r
[
sen
(π

3

)
+ sen

(π
3

)
+ sen

(π
3

)]
,

ou simplesmente,

P = 2r · 3sen
(π

3

)
= 3
√

3r,

implicando pelo Teorema 3.1 que ABC possui peŕımetro máximo.

Reciprocamente, supondo que ABC seja um triângulo de peŕımetro máximo

inscrito numa circunsferência de raio r > 0, segue do Teorema 3.1 que este é acutângulo

e seu peŕımetro satisfaz

P = 3
√

3r,

portanto conclui-se pelo item (a) do Corolário 3.2 que ABC é equilátero. �

Observação 3.1. Deve-se ressaltar que problemas de Geometria sobre máximos e mı́nimos

são comuns na literatura, podemos indicar Figueiredo (1989), Hermes e Pereira (2013) e

Moreira e Saldanha (1993) para maiores detalhes. Mais frequentemente, esses tipos de

problemas são apresentados como aplicações de derivada no estudo de pontos cŕıticos,

porém os resultados apresentados nessa seção tiveram uma abordagem mais elementar.
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4 CONCLUSÃO

No ińıcio do trabalho, comentamos sobre o quão importante é conhecer e sa-

ber aplicar conceitos e ferramentas geométricas que permitem resolver diversos problemas

da Geometria Euclidiana, onde vários deles aparecem em situações do nosso cotidiano.

Nesse sentido, justificamos a relevância do nosso trabalho, visto que abordamos interes-

santes relações métricas entre o peŕımetro de um triângulo e o raio da sua circunferência

circunscrita.

Mais precisamente, apresentamos estimativas para o peŕımetro de triângulos

aplicadas aos triângulos acutângulo, retângulo e obtusângulo, através de cotas inferior e

superior, expressas apenas em termos do raio da circunferência circunscrita do triângulo.

Essas estimativas permitiram deduzir caracterizações para os triângulos acutângulos e

obtusângulos, bem como caracterizações para triângulos acutângulos e retângulos de área

máxima inscritos em uma mesma circunferência e para triângulos equiláteros.

Por fim, convém reiterar que embora problemas de Geometria relacionados a

máximos e mı́nimos apareçam na literatura com relativa frequência, diversas vezes eles

são apresentados no contexto do Cálculo Diferencial, onde são usadas a noção de derivada

e suas aplicações na determinação de pontos cŕıticos, pontos de máximo e de mı́nimo.

Diante do exposto, a abordagem desse trabalho utiliza ferramentas mais elementares,

deixando assim o trabalho acesśıvel a um público mais abrangente.
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