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RESUMO

O objetivo deste trabalho, é aplicar os elementos de Euclides na demonstracao do Teo-
rema de Pitagoras e sua aplicacao na quadratura de figura plana. O método utilizado para
esbocar figuras foi software geogebra, ferramenta tecnologica que permite fazer construcao
geométrica basica, com a utilizacao de régua nao graduada. O trabalho conta, com uma
breve histéria de Pitagoras e Euclides, bem como a apresentagao do sistema axiomatico
de Euclides e os fundamentos da geometria plana apresentado por David Hibert, para
complementar os elementos de Euclides, na construgao da geometria plana completa sem
lacuna, nas quais aborda-se alguns axiomas indispensaveis, para o desenvolvimento do
tema. Além disso, o mesmo apresenta definicao e classificacao dos paralelogramos, as-
sim como, a demonstracao das proposicoes que permitem provar o teorema de Pitagoras.
Pelo resultado obtido, percebe-se que, este teorema, é fundamental no estudo da geometria
plana possibilitando a soma dos quadrados, como no caso de quadratura de poligono de
n lados, ou seja, na equivaléncia de areas. Por fim, pretende-se que esse trabalho de con-
clusao de curso sirva de motivacao aos professores a valorizarem histéria da matematica,

como esséncia no processo de ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Teorema de Pitagoras. Elementos de Eucli-
des.



ABSTRACT

The aim of this work is to apply Euclid’s elements in the proof of the Pythagorean The-
orem and its application in the square figure quadrature. The method used to sketch
figures was geogebra software, a technological tool which permit to do the basic geome-
tric construction, with the use of a non-graded ruler. The work has a brief history of
Pythagoras and Euclid, as well as the presentation of Euclid’s axiomatic system and the
fundamentals of plane geometry presented by David Hibert, to complement Euclid39;s
elements, in the construction of complete plane geometry without gaps, in which are ad-
dressed some essential axioms for the development of the theme. In addition, it presents
the definition and classification of parallelograms, likewise the proof of the propositions
that admit to prove the Pythagorean theorem. From the result obtained, it can be seen
that this theorem is fundamental in the study of plane geometry, enabling the sum of
squares, as in the case of quadrature of a polygon with n sides, that is, in the equivalence
of areas. Finally, this course conclusion work is intended to motivate teachers to value

the history of mathematics as an essence in the teaching and learning process.

Keywords: History of Mathematics.Pythagorean theorem. Elements of Euclid.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho de conclusao do curso, disserta sobre o teorema de
Pitagoras, possivelmente, teorema mais famoso no campo de estudo da matematica. Aqui,
faremos uma abordagem baseada na histéria da matematica, seguindo os elementos de
Euclides. Este teorema é universalmente conhecido, sobretudo na geometria plana onde
se usa com frequéncia. Também ¢ aplicado em diversas dreas do conhecimento para
encontrar a medida de um cateto conhecendo os outros dois lados. O teorema afirma
que, o quadrado construido sobre a hipotenusa é igual 4 soma dos quadrados
construidos sobre os catetos. O mesmo leva o nome de Pitadgoras por ser primeiro a
descobrir a féormula que hoje conhecemos, porém, tudo indica que o teorema “era conhe-
cido pelos babilonios dos tempos de Hamurabi, mais de um milénio antes” ( Santos, 2011,
p. 1).

No que se refere ao modo de como eles calculavam o lado do triangulo retangulo,
esta escrito em um tablete guardado hoje no Museu britanico da seguinte maneira:

4 é o comprimento, 5 é o diagonal e qual é a altura?

Entao, para encontrar a resposta o procedimento aplica-se, 4 vezes 4 d& 16, 5
vezes b da 25. Subtraindo 16 de 25 da 9. Qual niimero devo tomar e quando multiplicar
por si da 97 Percebe-se que, 3 é o Unico pois, 3 vezes 3 da 9, portanto 3 é a altura do
triangulo (Santos, 2011).

Com esta demonstracao, percebemos que o conhecimento que os babilonios
tinham sobre o triangulo retangulo, provavelmente nao despertava atencao de grandes
matematicos da época.

Neste trabalho, utilizamos como recurso tecnologico o software Geogebra, que
mostrarda os esbocos executados de construcao geométrica bésica, com a utilizacao de
régua nao graduada para encontrar a equivaléncia de areas. A escolha do tema surgiu
na perspectiva de tentar compreender os processos que se faziam na antiguidade para
encontrar equivaléncia de areas, uma vez que, hoje em dia esses métodos sao usados com
pouca frequéncia, devido a aplicacao de novas férmulas matematicos no ensino.

Portanto, o objetivo geral deste trabalho ¢ aplicar os elementos de Euclides
na demonstracao do teorema de Pitagoras e sua aplicacao na equivaléncia de areas, e
apresentar os elementos de euclides e cinco grupos de axiomas de Hilbert.

No proximas capitulo 2, nas se¢oes 2.1 e 2.2 veremos uma breve histéria sobre a
vida e obra de Pitagoras e Euclides. Em seguida, apresentaremos os elementos de Euclides
que atraves do método axiomatico sao aceito alguns fatos como evidentes. Ainda, veremos
os fundamentos da geometria apresentado por David Hilbert, para a construicao completa
da geometria plana euclidiana, nos quais veremos os cinco grupos de axiomas. No mesmo
capitulo, para fechar, falaremos da definicao e classificacao dos paralelogramos. Por fim,

no terceiro capitulo, traremos demonstracao de trés proposicoes que posteriormente vao
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auxilhar na demonstracao do teorema de Pitagoras, onde também sera aplicado o teorema
na quadratura do retangulo e do poligono de n lados. E na consideragao final, veremos a

relevancia do teorma.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo estd configurado em cinco segoes a saber, as quais na primeira e
segunda secao apresentaremos uma breve histéria sobre Pitagoras e Euclides, na terceira
defini¢oes, axiomas e postulados definidos por Euclides para o estudo da Geometria Plana
que de certa forma os elementos introduzidos por ele, nao sao suficientes para demonstrar
todas as afirmacoes, ou seja, provar todos passos da construcao geométrica baseados nos
postulados e axiomas, que é necessario na quarta secao apresentar os Fundamentos da
Geometria introduzidos por David Hilbert para culminar erros nos elementos contidos ou
complementar os elementos de Euclides com o intuito de obter uma Geometria explicita e

sem lacunas e na ultima secao apresentaremos definicao e classificagao do paralelogramo.

2.1 UMA BREVE HISTORIA SOBRE PITAGORAS

Sobre a vida do Pitagoras, parece ter nacido por volta de 572 a.C. na ilha
Grega na Cidade de Samos (Eves, 2011). Conforme Russell (1957, p. 35) ele “[...] era filho
do deus Apolo [...] na época em que viveu, Samos era governado pelo tirano Policrates
[...]”de modo que o poder estava sob seu controle até por volta de 515 A. C.

Como na antiguitadade os autores gregos consideravam e manifestavam seu
respeito pela sabedoria oriental e essa sabedoria era acessivel a todos que pudessem viajar
ao Egito e a Babilonia (Eves, 2011). Fato que se condicionou “Pitdgoras a viajar para o
Egito, adquirindo 14 uma grande parte de sua sabedoria” (RUSSELL, 1957, p.36). Como

afirma Eves:

a0 retornar a Samos encontrou o poder nas maos do tirano Policrates
e a Jonia sob o dominio de Samos, decidiu entao emigrar para o porto
maritimo de Crotona, uma coldnia grega situada no sul da Italia. La
fundou a famosa escola pitagorica, que, além de ser um centro de estudo
de filosofia, matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade
estreitamente unida por ritos secretos e cerimonias (Eves, 2011, p. 97).

Entende-se que, no sul da Italia, Pitdgoras sofreu tantas perseguicoes sobre sua
ideologia e teve que fugir para Metaponto (cidade da Itélia) onde foi morto, é provével

que tenha sido assassinado com uma idade entre 75 e 80 anos de idade (Eves, 2011).
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Figura 1 — Pitagoras.

Fonte: Eves (2011).

S6 para perceber que além da descoberta do famoso teorema referente ao
triangulo retangulo que leva seu nome, Russell (1957, p. 41) afirma que Pitagoras “des-
cobriu a importancia dos nimeros na musica, e a ligacao por ele estabelecida entre a
musica e a aritmética sobrevive nos termos matematicos “média harmonica” e “progressao
harmonica”, isto é, quantidade de niimeros dividida pela soma de inverso desses niimeros,

e a mudanca do ritmo em diferentes niveis e passagens.

2.2 UMA BREVE HISTORIA SOBRE EUCLIDES

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, de acordo com Roque e Pitom-
beira (2012, p. 66) “Euclides viveu em torno de 300 a.E.C. Nao se conhecem as datas
de seu nascimento e morte”. Para Eves (2011, p. 167) Euclides, “parece, o criador da
famosa e duradora escola de matematica de Alexandria da qual, sem duvidas foi professor
[...]| mas é provavel que sua formacdo matemética tenha se dado na escola platonica de

Atenas”.

Figura 2 — Euclides.

Fonte: Wikipédia (2021).
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Ora, referente a obra, o livro se compoe de 465 proposicoes distribuidas em
13 livros, ou seja, 13 capitulos, os elementos se dividem em trés grandes partes conforme
apontam Roque e Pitombeira (2012, p.67):

1. Geometria plana — Livros I-VI;

2. Aritmética — Livros VII-X;

3. Geometria espacial — Livros XI-XIII.

O que de fato, os primeiros livros dos elementos cujo uma das finalidades seria
o de mostrar que varias construcoes geométricas podem ser efetuadas apenas com régua
nao graduada e compasso.

A obra de Euclides hoje se encontra mais de mil edigao impressas em todo o
mundo, desde a primeira em 1482, no qual as proposicoes sao deduzidas de um sistema
axiomatico de forma didatica cujo uinico concorente em numero de traducao é a Biblia
(Roque e Pitombeira, 2012).

2.3 OS ELEMENTOS DE EUCLIDES

Na secao anterior vimos que a obra de Euclides estd dividida em treze capitulos
ou livros, nos quais no livro I dos elementos trata da Geometria Plana que refere ao
estudo de figuras geométricas, de acordo com Silva e Viglioni (2011), este livro possui 23
defini¢oes, bem como axiomas e postulados. Nesta perspectiva, nao vamos falar de todas
as definicoes citadas, mas sim vamos estabelecer algumas que serao utilizadas durante o
desenvolvimento do trabalho, fundamentado no livro de Roque e Pitombeira (2012). Nele

as afirmagoes dos elementos se encontram no Livro I seguinte:

e Definigoes:
I. Ponto é o que nao tem partes.
I1. Reta é o que tem comprimento sem largura.
III. As extremidades da linha sao pontos.
IV. Linha reta é aquela que esta posta igualmente entre as suas extremidades.
V. Superficie é o que tem comprimento e largura.
VI. As extremidades da superficie sao linhas.
X. Quando uma linha reta incidindo sobre outra linha reta fizer com esta dois angulos
iguais, cada um destes angulos iguais se chama angulo reto e a linha incidente se
diz perpendicular a outra linha sobre a qual incide.
XI. Um angulo é obtuso se é maior que um angulo reto.
XII. E um angulo ¢é agudo se é menor que um angulo reto.
XV. Circulo é uma figura plana, fechada por uma sé linha, a qual se chama circun-

feréncia, de maneira que todas as linhas retas que, de um certo ponto existente no
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meio da figura, se conduzem para a circunferéncia, sao iguais entre si.
As defini¢oes foram primeiros, depois vem os axiomas em seguida.

Axiomas:

I. As coisas que sao iguais a uma terceira sao iguais entre si.

I1. Se a coisas iguais se juntarem outras iguais, os todos serao iguais.

ITI. Se de coisas iguais se tirarem outras iguais, os restos serao iguais.

IV. Se a coisas desiguais se juntarem outras iguais, os todos serao desiguais.

V. Se de coisas desiguais se tirarem coisas iguais, os restos serao desiguais.

VI. Quantidades que perfazem cada uma o dobro de outra quantidade sao iguais.
VII. Quantidades que sao metades de uma mesma quantidade sao também iguais.
VIII. Duas quantidades, que se ajustam perfeitamente uma com a outra sao iguais.
XIX. O todo ¢é maior do que qualquer das suas partes.

X. Duas linhas retas ndo compreendem um espago (uma superficie).
Por 1ltimo, temos os 5 postulados apresentados abaixo.

Postulados: I. Pede-se que se desenhe uma reta de um ponto qualquer
até outro ponto qualquer.

II. E que se produza uma linha reta finita continuamente em uma linha reta.

III. E que com qualquer centro e qualquer distancia se descreva um circulo.

IV. E que todos os angulos retos sejam iguais.

V. E que, se uma linha reta cortando duas linhas retas torna os angulos interiores do
mesmo lado menores que dois retos, as linhas retas, se continuadas indefinidamente,
se encontrem deste lado no qual os angulos sao menores que dois retos.

No ponto de vista de Santos e Viglioni (2011), o sistema axiomético compde uma
sequéncia de afirmacoes para chegar numa verdade inquestionavel, isto é, um pro-
cesso repetitivo com a finalidade de provar que uma afirmacao é verdadeira seguindo
logicamente de alguma outra afirmacao, a qual vocé acredita ser verdadeira.

E pode-se perceber que, nos elementos Euclides adota o método axiomatico para
deduzir proposicoes e através deles sao aceitos alguns elementos como evidentes. Se-
gundo Santos e Viglioni (2011) apesar de muitos resultados complicados e implicitos
encontrados nos problemas com apenas cinco postulados acima citados Euclides foi
capaz de deduzir 465 proposigoes.

Logo, a seguir vamos demonstrar a primeira proposicao do livro I que trata de

construcao do triangulo equilatero.
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Proposicao 2.1 (PROPOSIQAO: 1.I) Sobre uma determinada reta construir um triangulo
equldtero.

Construgao: Dada uma linha reta qualquer de extremidades A e B ( Postulado
I). Pelo postulado III, trace um circulo com centro em A e raio igual a reta AB, com a
mesma distancia ou raio BA, descrevendo outro circulo com centro em B. Seja C' um dos
pontos da intersecao dos circulos, pelo postulado I sobre os centros A e B trace as retas

AC e BC', de modo que obtemos o triangulo ABC' desenhado a seguir.
Figura 3 — Triangulo equilatero.

C

Fonte: Autor.

Note que AB ¢ igual AC', assim como BA ¢ igual BC, lembrando que AB é
igual BA por serem raios com a mesma distancia, portanto AC, AB e BC sao iguais
pelo axioma I as coisas que sao iguais a uma terceira sao iguais entre si, logo triangulo
ABC é equilatero como queriamos provar. Perceba que na costrugao deste triangulo
utilizamos postulado para tracar as retas, definicao para descrever os circulos e axioma
para demonstrar igualdade dos lados do triangulo, mas nehum destes elementos foram
utrilizados para provar a existéncia de ponto de intersegao entre circulos. Bem sabe que a
construcao geométrica a partir dos elementos precisa ser justificada todos os passos, desse
modo nada esta explicito sobre o ponto da intersecao.

Por um lado, pode-se perceber que, a falta de clareza nos elementos de Euclides
fez com que David Hilbert apresentasse um sistema de 21 axiomas, com passar o tempo
reduziu para 20 para constru¢ao geométrica sélida segundo (Roque e Pitombeira, 2012).

Na préxima segao veremos alguns desses axiomas.
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2.4 AXIOMAS DE DAVID HILBERT PARA GEOMETRIA PLANA

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns elementos significantes que complemen-
tam os elementos de Euclides para deixar Geometria Plana completa e inquestionavel.
Baseados no sistema axiomético de David Hilbert através da sua obra Fundamentos da
Geometria destaca-se alguns elementos sem a necessidade de atribui-los uma definicao,
ou seja, para definir esses elementos é necessario utilizar-se de outros elementos ja co-
nhecidos, caso contrario serao chamados de elementos primitivos e que sao conhecidos
intuitivamente. Segundo Manfio (2008 apud Asger Aaboe 1984), esses conceitos sdo entao
articulados por meio de algumas proposicoes primitivas, chamadas axiomas, que nao se
demonstram, pois sua veracidade é evidente.

Para ele um sistema axiomatico deve satisfazer trés condicoes seguintes:

12 Os axiomas nao podem contradizer uns aos outros, por si mesmo ou por
sua consequencia;

22 Os axiomas devem ser completo no sentido de serem suficientes para provar
verdadeiras ou falsas todas as proposicoes formuladas no contexto da teoria em questao;

32 Cada axioma deve ser independente dos demais de modo a mostrar sua
autonomia.

Neste contexto, em 1898-99, David Hilbert apresentou um sistema de 21 axi-
omas, que depois reduzidos por 20, segundo Manfio (2008) Hilbert, parte de dois termos
primitivos que sao as nocgoes de ponto e reta, de modo que entre estes termos Hilbert
propoe a existéncia de trées relagoes primitivas a dizer que um ponto pertence a uma reta,
um ponto esta entre dois pontos e a relagao de congruéncia.

De modo que, “os termos e as relagoes formam um sistema de axiomas que
permitem manipular esses elementos tornando os fundamentos da Geometria mais se-
guro” (Manfio, 2008). O fato que levou Hilbert a dividir esses axiomas em cinco grupos:

1. Axiomas de Incidéncia;

Aximas de Ordem;
Axiomas de congruéncia;

Axiomas de Continuidade;

BN

Axioma das Paralelas.

Esses grupos sao interessantes na geometria, mas para deixar claro, aqui nao
serd possivel de desenvolver todos os 20 axiomas que compoem cinco grupos, mas vamos
desenvolver alguns que vao auxiliar na demonstragao do teorema e das proposicoes no

capitulo 3.
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2.4.1 Axiomas de incidéncia

Os axiomas de incidéncia tratam de relagao de estar em, referindo ponto e reta
no qual sao termos primitivos, isto é, conhecidos intuitivamente.

Axioma 1: Dados dois pontos distintos, A e B, existe uma unica reta que 08
contém.

Axioma 2: Em cada reta existe pelo menos dois pontos distintos.

Figura 4 — Dois pontos A e B pertencentes a uma reta.

A B
@ &

Fonte: Autor.

Definicao 2.1 Duas retas sao ditas concorrentes se hd um unico ponto de intersecao

entre elas.

Figura 5 — Intersecao de r e s em P.

"P

Fonte: Autor.

Observe que r e s sao duas retas distintas e tém um tinico ponto P em comum,

no qual se intersetam, portanto sao concorrentes.
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2.4.2 Axiomas de ordem

Neste segundo grupo, o termo primitivo estar entre expressa em uma ordem
de sequencia dos pontos colineares, de modo que um relaciona com o outro.
Axioma 1:Dados trés pontos distintos pertencentes a mesma reta, apenas um

deles estd entre os outros.

Figura 6 — Ponto C estd entre A e B.

Fonte: Autor.

Note que, como os pontos A, B e (' sao colineares, tais que o ponto C' esta
entre A e B, isto é, existe uma relacao de ordem entre os pontos, de maneira que C' separa
Ae B.

2.4.3 Axiomas de continuidade

Os axiomas de continuidade vao nos permitir medir certas distancias entre

pontos, ou seja, comparar comprimento do segmento, por exemplo dados dois pontos A e
B, respectivamente, entdo o comprimento do segmento AB serd denotado por AB

AXIOMA 1:A todo segmento corresponde um nimero maior ou igual a zero.
Este numero € zero se, e somente se, as extremidades coincidem.

Neste caso o nimero nesse trabalho corresponde ao comprimento do segmento.

AXIOMA 2:Se um ponto C estd entre dois pontos A e B entio AB = AC +
OB

Isto quer dizer que, o comprimento do segmento AB é a soma dos comprimen-
tos dos segmentos AC e C'B.
Definicao 2.2 O ponto médio C de um seqgmento AB é um ponto deste segmento tal que

AC = CB.
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2.4.4 Axiomas de congruéncia

Este grupo de axiomas de congruéncia refere a comparacao de duas figuras
que tém mesmo tamanho e mesma forma, mesmo que sejam movidas sempre mantém
a mesma medida sem deformar a figura. Assim, veremos a definicao da congruéncia de

[t

dois segmentos, angulos e congruéncia de dois triangulos. Utilizamos o simbolo para

indicar congruéncia de duas figuras planas, bem como denotamos angulo A de seguinte
modo A.

Definicao 2.3 Dados dois segmentos AB e CD, se tém mesma medida, entio AB = CD.
Da mesma forma os angulos AeB possuem mesma medida, entao A=B .

Em seguida, veremos a congruéncia de triangulos e seus casos, de forma que
denotaremos um triangulo compreendido por trés pontos nao colineares A, B e C por
ANABC ou apenas triangulo ABC.

Definicao 2.4 Triangulos sao ditos congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam

congruentes.

Figura 7 — Congruéncia de triangulos.

A O

Fonte: Autor.

Nas figuras acima temos dois triangulos ABC' e DEF que sao congruentes,
pois hé correspondéncia entre seus vérticese A« D, B+ Fe(C < F.

E através dessa correspondéncia de seus vértices, temos seis elementos que
permitem verificar a congruéncia existente, bem como trés sao lados e trés sao angulos,
isto é, seus lados sao consecutivamente congruentes aos lados do outro e seus angulos sao

consecutivamente congruentes aos angulos do outro.

AB = DE,
AC = DF,
BC = EF,

A=D,
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~

B=F,
C=F.
Felizmente, podemos verificar alguns conjuntos de condi¢oes menores com o in-

tuito de concluir que os triangulos sao congruentes. Estes menores conjuntos de condigoes

sao os casos abaixo:
1° Caso L.A.L: se dois lados de um triangulo e o angulo entre eles forem

congruentes a dois lados do outro e o angulo entre esses lados podemos concluir que esses

triangulos sao congruentes.

Figura 8 — Congruéncia de triangulos LAL.

O F
.& /f%\g AE

Fonte: Autor.

AB = DE,

B=E
(&

BC = EF

Portanto, pelo caso de congruéncia lado, angulo, lado (L.A.LL) AABC= ADEF.
29 Caso A.L.A: Sejam triangulos ABC' e DEF possuem cada um dois angulos

consecutivamente congruentes e tém um lado consecutivamente congruente.

Figura 9 — Congruéncia de triangulos ALA.

C F
AB AE

Fonte: Autor.

Y
I
j=2
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AB = DFE

~ ~

B=FL.

Entéao, pelo caso de congréncia angulo, lado, angulo (A.L.A) AABC= ADEF.
32 Caso L.L.L: dados dois triangulos ABC e DEF tém trés lados correspon-

dentes, entao os triangulos sao congruentes.

Figura 10 — Congruéncia de triangulos LLL.
C F

B 0 E

R

Fonte: Feita por autor.

AB = DE,

BC = EF
e

CA=FD

Logo, pelo caso de congruéncialado, lado, lado (L.L.L) AABC= ADEF.
Para tal congruéncia, basta verificar um desses casos da correspondéncia, ou
seja, demonstrar um desses casos nos dois triangulos é suficiente concluir que sao congru-

entes.
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2.4.5 Axiomas das paralelas

No sistema axiomatico apresentado, Hilbert considerou o quinto postulado
de Euclides como um axioma, este axioma, segundo Manfio (2011), caracteriza o que
hoje chamamos de Geometria Euclidiana Plana. Ele vai nos permitir demonstrar varios
resultados. Usaremos o simbolo || para indicar retas paralelas ou simplesmente dizer que
elas sao paralelas. Segue axioma e teorema abaixo.

AXIOMA DAS PARALELAS (PAYFAIR):Por um ponto que nao per-
tence a uma reta dada, pode-se tracar somente uma reta paralela a esta reta.
TEOREMA DAS PARALELAS: Dadas duas retas r e s paralelas inter-

ceptadas por uma transversal ¢, entao os angulos alternos internos sao congruentes.

Figura 11 — Retas paralelas r e s.

Fonte: Autor.

Observe na figura acima, os angulos « e 8 sao congruentes, pois sao alter-
nos internos. De fato esse teorema mostra que os pontos ou distancia entre essas retas
permanecem constantes.

Como vimos cinco grupos de axiomas de Hilbert, na préxima segao falaremos

de paralelogramos, no sentido de defini-los e classifica-los de acordo com suas propriedades.

2.5 PARALELOGRAMOS

Uma figura geométrica é denominada paralelogramo se é um quadrildtero que
possui os lados opostos paralelos e se satisfazer as seguintes propriedades: os lados opostos
de um paralelogramo sao congruentes e paralelos; tanto quanto os angulos opostos de um
paralelogramo sao congruentes e as diagonais de um paralelogramo interceptam-se em
seus pontos médios.

Quanto a classificacao, os paralelogramos podem ser classificados na base de
suas dimensoes e dividos por grupos de retangulos, de quadrados e os demais que apre-

sentam as relagoes que os difinem como paralelogramos.
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2.5.1 Retangulo

Um retangulo é um paralelogramo que possui quatro angulos retos. Além
desta definicao, ha propriedade que relaciona suas diagonais de modo que afirma: em
todo retangulo as diagonais sao congruentes, portanto, todo paralelogramo ¢é retangulo

se, e somente se, as diagonais sao congruentes.

Figura 12 — Retangulo.

Fonte: Autor.

2.5.2 Quadrado

Um quadrado é um paralelogramo compreendido por quatro angulos retos
e quatro lados congruentes, também goza as seguintes propriedades: Todo quadrado é
retangulo, mas nem todo retangulo é quadrado, o que implica todo retangulo que possui

lados congruentes é definido como um quadrado, como mostra figura a seguir.

Figura 13 — Quadrado.
A =

Fonte: Autor.
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3 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS E SUA APLICACAO

Neste capitulo, o principal do estudo, demonstraremos o objeto chave do
trabalho, Teorema de Pitdgoras, assim como sua aplicagao na quadratura de retangulo e

de poligono de n lados.

3.1 TEOREMA DE PITAGORAS

Nesta secao, abordaremos a demonstracao do Teorema de Pitagoras por ele-
mentos de Euclides, lembrando que, na linguagem antiga dos gregos, o famoso teorema
afirma que, o quadrado construido sobre a hipotenusa é igual a soma dos quadrados
construidos sobre os catetos, no sentido de que as areas sao iguais. Para realizar esta de-
monstragao, iniciando com a demonstragao de trés proposigoes do livro I dos elementos,

seguindo as contrugoes geométricas com uso de software Geogebra.

Proposicao 3.1 /PROPOS]C/IO 1.34] Em um paralelogramo os lados e os angulos opos-
tos sao iguais e o paralelogramo é dividido pela diagonal em duas partes iguais.
Com base nesta proposicao, vamos construir dois triangulos nas mesmas pa-

ralelas e compararmos suas areas para obter um paralelogramo.

Figura 14 — Divisao do paralelogramo

(wn)

Fonte: Autor.

Observe que, no paralelogramo ABCB, os lados AD, BC' sao iguais e assim
também os lados AB, DC' sao congruentes, pois sao opostos. E o lado BD é comum
a ambos os triangulos o que implica, pelo caso de congruéncia lado, lado, lado (LLL)
ADAB = ABCD, portanto o paralelogramo ¢ dividido pela diagonal em duas partes

iguais.
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Proposicao 3.2 [PROPOS[C/{O 1.35] Paralelogramos que estao postos sobre a mesma
base e entre as mesmas paralelas, sao iguais.
Nesta proposicao, aqui vamos demonstrar dois casos. Primeiro caso, segue

figura abaixo:

Figura 15 — Paralelogramos com base em comum

A D E F
P/.
B C

Fonte: Autor.

Dados dois paralelogramos ABC'D e EBCF com a base BC' em comum, de
acordo com a proposicao 1.34 lados AD = BC = EFF, AB = DC e EB = FC por
serem lados opostos de paralelogramos. Observe que, AD adicionado com DFE é igual ao
DFE adicionado com EF', pois coisas iguais juntadas as outras iguais, todas serao iguais
(axioma II). Logo pelo caso lado, lado, lado (LLL) AABE = ADCF e o que implica que
os quadrilateros ABPD e FCPFE sao iguais (Axioma III), somando o triangulo ABCP

em ambos os quadrilateros tem-se,

ABCD = ABPD + BCP = BCP + FCPE = EBCF,

pelo axioma II.
Segundo caso, temos paralelogramos ABC'D e DBCFE com base BC' em co-

mum, como mostra figura a seguir.

Fonte: Autor.

Na figura acima perceba que, o triangulo de area 77 é igual ao triangulo de area
Ty, pelo caso (LLL), assim como, os triangulos de dreas Ty e T3 sao iguais, pelo mesmo
caso (LLL). Mas, coisas iguais a uma terceira, sdo iguais entre si (axioma I), portanto, T}

é igual Tj.
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Observe que, os paralelogramos ABCD =T, + 1T, e DBCE =T5 + T3, o que
de fato, ABC'D = DBCE, pois coisas iguais somarem outras iguais, os todos serao iguais
(axioma II).

Note que, nos dias de hoje um aluno pode perceber que o resultado segue
facilmente da férmula da area de um paralelogramo, que é base vezes altura.

Como corolério, temos um dos principais resultados que garantem o Teorema
de Pitagoras abaixo. Embora na linguagem moderna seria muito provavelmente referido

como corolério, nos elementos de Fuclides é uma proposicao.

Corolario 3.1 [Proposicao I-37] Triangulos situados sobre a mesma base e entre as mes-
mas paralelas sao iquais entre si.

Construgao: Considere dois triangulos AABC e ADBC com a mesma base
BC' e os outros vértices situados em uma paralela a reta que passa por A e D. Por B
traca-se uma paralela a AC' que interseta a reta que passa por A e D num ponto F.
Analogamente, traco pelo ponto C' uma paralela a BD que interseta a reta que passa

sobre F'; A e D em um ponto E.

Figura 16 — Triangulos sobre a masma base.

A D

B &

Fonte: Autor.

Note que, na Figura 16 tem-se os paralelogramos ACBF e DBCE congru-
entes, de acordo com proposicao 1.35. Sendo assim, pela proposicao 1.34, observe que
o paralelogramo ACBF esta dividido pela diagonal AB em dois triangulos congruentes,
ABC e BAF, assim como o paralelogramo DBCE esta dividido pela diagonal DC' em
dois triangulos congruentes, DBC' e CED. O que implica que o triangulo ABC' é con-
gruente ao triangulo DBC, pois quantidades que sao metades de uma mesma quantidade
sao também iguais, conforme axioma VII.

Este é um dos principais resultados para se demonstrar o Terorema de Pitagoras
abaixo. Aqui estd o principal resultado deste trabalho, a saber: o famoso Teorema de

Pitagoras.
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Teorema 3.1 [PROPOS]CA O 1.47] Em um triangulo retangulo, o quadrado construido
sobre o lado oposto ao angulo reto € igual a soma dos quadrados constuidos sobre os lados
que formam o mesmo angulo reto.

Construcgao: Dado um triangulo retangulo ABC reto em A sobre os seus lados
construa trés quadrados. A construcao destes quadrados é conhecida pelos axiomas.

Dessa forma, sobre a hipotenusa BC', que é o lado oposto ao angulo reto, temos
o quadrado BC'ED e sobre AC', AB temos os quadrados ACKH ¢ ABF(G. E no ponto
A trace segmento AL paralelo a BD, tal que J seja intersecao de AL com BC.

Por fim, trace os segmentos AD, BK, AE e CF formando os triangulos
ANABD, ANFBC, NACFE e ABCK. Note que, AH e AG sao prolongamentos dos seg-
mentos CA e BA, de modo que as retas CG e BH sao perpendiculares e intersetam em

ponto A.

Figura 17 — Teorema de Pitdgoras

H

Fonte: Autor.
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Na Figura 17, temos os angulos F BA e DBC iguais, por serem retos. Adici-
onando a cada, o angulo ABC teré a soma total de DBA igual a de C’EF, porque coisas
iguais juntarem outrais iguais, os todos serao iguais (axioma II).

Note que, F'B é igual BA lados do quadrado OFBAG, DB é igual BC, por
pertencerem o quadrado OBCED, logo, pelo caso lado, angulo, lado (LAL) triangulo
AFBC = ANABD.

Por outro lado, o triangulo AABD ¢ iguail ao triangulo ABJD, pois tém
mesma base BD e a mesma paralela AL (prop. 1-37), mas o triangulo ABJD é a metade
do paralelogramo de lados BD e DL.

Em outra direcao, o triangulo AF'BA é igual ao triangulo AF BC', pois estao
na mesma base F'B e a mesma paralela GC' (prop. [-37), lembrando que o triangulo
AFBA é a metade do quadrado do lado AB.

Portanto, o quadrado de lado AB e igual ao paralelogramo de lado BD, DL,
pois quantidades que sdo dobro de uma mesma quantidade sao iguais (axioma VI).

Do mesmo modo, o angulo ACK ¢ igual o angulo B@E, porque sao retos.
Somando o angulo ACB em ambos os angulos, tem o total ACE e BCK iguais, pois
coisas iguais adicionadas as outras iguais, todas serdo iguais (axioma II).

Perceba que, AC e C'K sao iguais, por serem lados do quadrado OJACKH e
também BC e CE, por serem lados do quadrado BC'E D sao iguais. Portanto, pelo caso
de congruéncia lado, angulo, lado (LAL), os tridngulos AACE e ABCK sao congruentes.

Com isso, o paralelogramo de lados CE, EL é duas vezes o triangulo AACE,
por estarem nas mesmas paralelas CE e AL (prop. [-37). E o quadrado de lado AC ¢
duas vezes o triangulo ABCK, por estarem nas mesmas paralelas CK e BH (prop. 1-37).

Logo, o paralelogramo de lados C'E e EL ¢ igual ao quadrado de lado AC,
pois quantidades que sao dobro de uma mesma quantidade sao iguais (axioma VI).

Finalmente, o paralelogramo de lados BD, DL somado com o paralelogramo
de lados CE, EL é igual ao quadrado BC'ED. Entao, o quadrado de lado BC' oposto ao
angulo reto é igual a soma de dois quadrados de lados AB e AC que formam o angulo
reto, ou seja, Quad(BC) = Quad(AB) + Quad(AC).
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3.2 Aplicacao do teorema de Pitagoras

Nesta secao, abordaremos aplicacao, no qual utilizaremos o que Teorema nos
afirma, ou seja, a soma dos quadrados. E interessante ressaltar que nossas figuras, aqui
e nos capitulos anteriores, foram feitas com ajuda do software Geogebra. Seus recursos
imitam o uso de régua e compasso.

A aplicacao sera mostrar que todo poligono é “quadravel”. Por quadravel,
queremos dizer que, existe um quadrado de area equivalente a area do poligono dado.
Lembrando que, a palavra equivaléncia deriva de: equi = igual + valéncia = valor, mas
antes vamos demonstrar a proposi¢ao a seguir, na qual nos dard ideia de aplica-la na
quadratura de retangulo.

Uma curiosidade é que, esta proposi¢ao I1.5 dos elementos de Euclides, é a
parte do manuescrito mais antiga que se tem forma fisica. Pertencia ao vaticano e data
de 100 da era crista.

Novamente, aqui encontramos uma linguagem dificil de entender por se tratar
de ser de uma época muito antiga. Temos que interpretar a proposicao abaixo com muito

cuidado.

Figura 18 — Imagem antiga de soma de retangulo e quadrados.

Proposicdo 1.5, em torno de 100 E.C.

Fonte: Pitombeira (201) o

Proposigao 3.3 [PROPOSIC/IO I1.5] Se uma linha reta for dividida em duas partes
iguais, e em outras duas desiguais, o retangulo compreendido pelas partes desiguais, jun-
tamente com o quadrado da parte entre as duas se¢oes, serd igual ao quadrado da metade

da linha proposta.
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Construcao: Seja um retangulo ABC'D de linha reta AB dividida em duas
partes iguais no ponto E, de modo que AE e EB sao iguais e sobre o lado EB dividida
em duas partes desiguais no ponto F tal que E'B seja igual a BC'. Suponha que os lados
AB, DC do retangulo ABCD sao opstos e maiores que os lados AD, BC que também
sao postos.

Trace uma reta EG paralela ao lado BC' e que seja igual ao lado EB. Analoga-
mente sobre o ponto F prolongue uma reta F'H paralela BC' e igual a ela FG. Prolongue
BC até o ponto I de modo que EG, BI sao conguentes e GI, EB congruente, entao
temos um quadrado EBIG. Marque o ponto J a intersecao de EG com DC' e da mesma

maneira marque o ponto K a intersecao de F'H com DC' e por fim trace diagonal GB.

Figura 19 — Soma de retangulo e quadrados.

A E F B
(o O r
D J K C
[ o / O
5 H
CF - 0]

Fonte: Autor.

Como EG = GI lados do OFBIG, observe que, EFG = FH e GI = JC o que
implica FFH = JC' o que de fato, temos

FH=FK+KH (1)

JC = JK + KC (2)

mas, KC = FK lados do OFBCK e FH = JC' entao

FK + KH=JK + KC (3)
substituindo K'C por F K na equacao (3), fica

FK + KH=JK + FK (4)
subtraindo F'/K em ambas partes da igualdade da equagao (4), teremos

KH=JK.
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Portanto, as areas dos retangulos FFK.J e KCIH sao iguais. Em ambos retangulos

adicione a area do quadrado F'BCk, obtém

FBCK + EFKJ=FEBCJ

FBCK + KCIH = FBIH.

Como os retangulos FFKJ e KCIH sao iguais e tém a area do quadrado em comum,

entao o retangulo

EBCJ = FBIH (5)

pelo axioma II. Lembre-se que os retangulos

AEJD = EBC/J, (6)

pois tém bases AE e EB congruentes e altura EJ em comum. Substituindo a equagao (5)
em (6), fica

AEJD = FBIH. (7)

Adicionando retangulo EFKJ na equacao (7) em ambas partes da igualdade, temos
AEJD+ EFKJ=FBIH + EFKJ,
mas AFKD = AEJD + EFKJ
— AFKD = FBIH + EFK J. (8)
Ainda adicionando o quadrado JK HG de lado JK = EF obtemos
AFKD+ JKHG = FBIH + EFKJ+ JKHG 9)

Ccomo

EBIG = FBIH + EFKJ + JKHG (10)

substituindo a equacao (10) em (9), segue
AFKD + JKHG = EBIG.

Logo, Ret(AF, FB) + Quad(EF) = Quad(EB).
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Conclui-se que o retangulo de base AF' e altura F'B somado com quadrado do

lado EF' é igual ao quadrado do lado EB. Como queriamos demonstrar.

Proposicao 3.4 [PROPOSICAO I1.14] Construir um quadrado igual a um retangulo
dado.

Construcao: Seja ABCD o retangulo dado de lados AB, DC' opostos e lados
AD, BC também opostos, como os lados opostos de um retangulo sao iguais, entao
AB =DC e AD = BC. Se AB = AD significa que temos um quadrado construido, mas,
se AB # AD implica um dos lados é maior.

Considere AB lado maior, prolongue AB até o ponto F, tal que BFE seja igual
a BC'. Suponha que F' seja o ponto médio do segmento AE, de modo que o segmento
AF é congruente ao segmento F'E. Descreva uma semicircunferéncia AE de centro em
F (ponto médio) e raio AF ou F'E, prolongue C'B até intersetar a semicircunferéncia no

ponto G e trace um segmento F'G.

Figura 20 — Quadratura de retangulo

Fonte: Autor.

Note que, os segmentos F'G, F'B e BG formam um triangulo reto em B, pois
o segmento GC' é perpendicular ao segmento AE no ponto B, também temos FG e FE
iguais, por serem raios.

Como, o segmento AFE é divido em duas partes iguais em F e o segmento I'F

dividido em duas partes desiguais em B, (pela prop. 11I-5)

Ret(AB, BE) + Quad(F B) = Quad(FE). (11)

Como F'E = F@ raios, implica

Ret(AB, BE) + Quad(FB) = Quad(FG), (12)



37

pelo teorema de Pitagoras temos
Quad(FG) = Quad(FG) + Quad(BG), (13)
substituindo equagao (13) em (14), fica
Ret(AB, BE) + Quad(F B) = Quad(F B) + Quad(BG), (14)
subtraindo ambas igualdade da equagao (15) por Quad(F B), tem-se
Ret(AB, BE) = Quad(BG),

pelo axioma III.
Logo, o retangulo de base AB e altura BE é igual quadrado de lado BG, como

queriamos demonstrar.

3.2.1 Quadratura de poligono de n lados

Dado um poligono qualquer de vértices A;, Ay, As, ..., Ay, Ap—1, Ay, tal que,
queremos encontrar um quadrado, de modo que a sua area seja equivalente a este poligono.

Com isso, faremos as demostragoes baseando-se nos raciocinios a seguir.

Figura 21 — Poligono de n lados.

Fonte: Autor.

Considere um poligono dado de vértices A;, Ay, As, ..., Ay, Ay, Ay, Trace
segmentos de retas que dividem o mesmo em triangulos, saindo de um vértice para outro
de modo que a soma dos triangulos encontrados seja igual ao poligono. Iremos encontrar
um jeito de quadrar o triangulo e mostrar que a soma de quadrados ¢ um quadrado. Desta
forma, reduziremos o problema ao problema de quadrar triangulos.

Neste caso, vamos considerar o triangulo Ay A5 A,, de base A; A, trace uma reta

paralela a sua base A;As, passando pelo vértice A,,, analogamente, pelo A, trace uma reta
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paralela ao segmento A A,, desse modo B seja ponto de intersecao dessas reta. Portanto,
tem-se um paralelogramo A;AsBA,, tal que AjAy = BA, e A,B = A A, porque sao
lados opostos.

Por outro lado, o triangulo A;AsA, é igual ao triangulo As BA,,, pois o pa-
ralelogramo ¢é dividido pela diagonal em duas partes iguais (prop. [-34), o que de fato
o paralelogramo é o dobro de cada um dos tiangulos, ou seja, area do paralelogramo
A1AsBA, é duas vezes a area do triangulo A; A3 A, desse modo construa um retangulo
Ay A1 BC sobre a mesma base A A, do paralelogramo A;A; A, B de forma que o ponto C'
pertencente a reta que passa pelos pontos B e A,,, que implica o retangulo As A1 BC' e o

paralelogramo Ay A1 A, B sdo equivalentes de acordo com a (prop. 1.35).

Figura 22 — Divisao do poligono em triangulos.

Ay Ay

Fonte: Autor.

Figura 23 — Retangulo e paralelogramo na mesma base.

oL B A,

/A

éﬁ .c'_1

Fonte: Autor.

Como o retangulo As A; BC' é o dobro do triangulo extraido do poligono, pro-
curando pontos médios de lados opostos e dividi-lo em dois retangulos iguais, e tera um
retangulo de area equivalente a do triangulo A;AsA,. Fazendo o mesmo procedemento
para todos os triangulos que compoem o poligono, transformando-os em retangulos e em

seguida aplicando os procedimentos feitos na Proposicao 11.14, que trata de quadratura do
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retangulo, transformando-os em quadrados e soma-se os quadrados por meio do teorema
de Pitagoras, terd um quadrado maior e que sera igual ao poligono dado. Conclui-se que

qualquer poligono de n lados pode ser transformado em um quadrado equivalente, como

mostra figura a seguir.

Figura 24 — Soma dos quadrados.

|
BB
<

Fonte: Autor.

O que implica, A, = A,, tais que A, é a area do poligono de n lados e A,

area do quadrado.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Através dos elementos de Euclides conseguimos, pelo menos provar proposicoes
que permitiram demonstrar o teorema de Pitagoras, ou seja, com o método axiomatico
de Euclides é possivel dizer que, em um triangulo retangulo o quadrado construido sobre
a hipotenusa é igual a soma dos dois quadrados que formam o angulo reto.

Além disso, podemos perceber que, a utilizacao das proposigoes e axiomas sao
de grandes importancias na geometria plana, no sentido de que com estes conseguimos
determinar a equivaléncia de areas, que nao é necessariamente usar as formulas que hoje
conhecemos no campo matematico, uma vez que os elementos de Euclides nos garantem
condigoes para tal congruéncia, assim como a aplicagao do teorema é fundamental, pois
nos permite fazer quadratura de qualquer poligono.

Portanto, esperamos que esse trabalho seja ttil, nao sé para os alunos da
matematica, mas sim de outras areas de conhecimento para que entendam que, na an-
tiguidade, os calculos de areas eram feitas por meio da comparacao de figuras planas,
usando os elementos Euclides. Bem como, pretendemos que esse trabalho de conclusao
do curso sirva de motivacao aos professores a valorizarem histéria da matemaéatica como

esséncia no processo de ensino e aprendizagem.



41

REFERENCIAS

DOLCE, Osvaldo; POMPEOQ, José Niclau. Fundamentos de matematica elementar:
Geometria plana. 72 ed.Atual editora, SP, 1997.

EVES, Howard. Introdugao a histéria da matematica; tradugao Hygino H. Domin-
gos. 5 ed. Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2011.

MANFIO, Fernando. Fundamentos da geometria. ICMS-SP, 2008.

PINHO, José Luiz Rosas; BATISTA, Eliezer; CARVALHO, Neri Terezinha Both. Geo-
metria I. 22 Ed. Florianépolis, 2010.

ROQUE, Tatiana; PITOMBEEIRA, J. Bosco.Tépicos de histéria da matematica.SBM,
2012.

RUSSELL, Bertrand. Histéria da filosofia ocidental. Ed. Nacional SP, 1957,

SANTOS, M. Coelho. Teorema de Pitagoras: Suas Diversas Demonstracoes. Mo-
nografia (Curso De Especializacdo Em Educagao Mateméatica Para Professores Do Ensino
Médio- Turma 2010)- UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA, Campina Grande-
PB, Outubro/2011.

SANTOS, Almir Rogério Silva; Viglioni, Humberto Henrique de Barros. Geometria
euclidiana plana. UFS, 2011.



	INTRODUÇÃO
	FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
	 UMA BREVE HISTÓRIA SOBRE PITÁGORAS
	UMA BREVE HISTÓRIA SOBRE EUCLIDES
	 OS ELEMENTOS DE EUCLIDES
	 AXIOMAS DE DAVID HILBERT PARA GEOMETRIA PLANA
	Axiomas de incidência
	Axiomas de ordem
	Axiomas de continuidade
	Axiomas de congruência
	Axiomas das paralelas

	PARALELOGRAMOS
	Retângulo
	Quadrado


	DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE PITÁGORAS E SUA APLICAÇÃO
	TEOREMA DE PITÁGORAS
	Aplicação do teorema de Pitágoras
	Quadratura de polígono de n lados


	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS 

