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RESUMO

No presente trabalho, traremos a utilizacao do teorema espectral na solucao dos sistemas
de EDQ’s, veremos que quando A é matriz simétrica o teorema espectral em sua versao
matricial nos garante que A = QDQ! onde @ é a matriz constituida pelos autovetores

normalizados da matriz A e D é a matriz diagonal dos autovalores.

Palavras-chave: Autovalores. Autovetores. Teorema Espectral.



ABSTRACT

In the present work, we will bring the use of the spectral theorem in the solution of ODE
systems, we will see that when A is a symmetric matrix, the spectral theorem in its ma-
trix version guarantees that A = QDQ! where Q is the matrix constituted by normalized

eigenvectors of matrix A and D is the diagonal matrix of eigenvalues.

Keywords: Eigenvalues. Eigenvectors. Spectral Theorem.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho tem como objetivo discorrer sobre a dlgebra linear que envolve a
diagonalizagao de operadores lineares com enfoque especialmente na solucao de problemas
que envolvem equagoes e sistemas de equagoes diferenciais ordinarias(EDO) lineares.

Um operador linear em um espago vetorial de dimensao finita, pode ser repre-
sentado através de uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as mais simples do ponto de
vista de operagOes matriciais. Surge entao uma pergunta natural: ”Se dado um ope-
rador linear é sempre possivel representa-lo por uma matriz diagonal e o que
ganhamos em termos de teoria para a solugao de sistemas de EDO lineares”.

O trabalho estd dividido em cinco capitulos. No segundo capitulo, trare-
mos resultados basicos da dlgebra linear juntamente com o estudo dos espacos vetoriais.
Quando os espacos possuem dimensoes finitas, as transformacoes lineares possuem matri-
zes, fato importantissimo para o desenvolvimento do presente trabalho e gradativamente
iremos chegar no resultado central deste trabalho, o chamado Teorema Espectral que
nos garante que todo operador é diagonalizavel.

No terceiro capitulo, damos inicio aos estudos, de fato, do processo de dia-
gonalizagao para que em seguida possamos introduzir a importancia do estudo sobre os
autovalores e autovetores de um operador linear, estudos esses que sao de extrema im-
portancia na teoria das EDO e do polinomio caracteristico, fazendo assim a relagao entre
o teorema espectral e o devido capitulo.

No quarto capitulo trazemos uma pequena introducao sobre as equacgaoes
diferenciais ordindrias e bem como o problema de valor inicial(P.V.I.) e trazemos um
teorema que abrange casos gerais de P.V.I.

No quinto capitulo trazemos, de fato, a utilizacao do terema espectral na
solucao dos sistemas de EDQO’s, veremos que quando A é matriz simétrica o teorema
espectral nos garante que A = QDQ! onde @ é a matriz constituida pelos autovetores

normalizados da matriz A e D é a matriz diagonal dos autovalores.
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2 PRELIMINARES

Nesta secao de preliminares, veremos alguns resultados bésicos de éalgebra

linear que sao de suma importancia para o desenvolvimento do presente trabalho.

2.1 Espagos Vetoriais

Definicao 2.1 Um espaco vetorial V' é um conjunto nao vazio munido de duas operacgoes:

+: VXV V  (Soma)
(z,y) — 2z +y

R x V=V (produto por escalar)
(A, z) — Az

que satisfazem as sequintes condigoes, sendo x,y,z € V e \,a € R. Portanto, seque a

sequir as condicoes para que V seja espago vetorial:
D(+y)+z=a+y+2)

HNe+y=y+z

IIl) Eziste 0 €'V tal que x + 0=z (0 chamaremos de vetor nulo)
IV) Para cada x € V, eziste —x € V tal que x + (—x) = 0
V)alr+y) =ar+ay

VI) (e + Nz = ax + Az

VII) (aN)x = a(Ax)

VIII) lz = x

Um conjunto com as duas operacoes definidas que satisfazem as condigoes citadas, defi-
nem a estrutura de um espaco vetorial.

Observagao: E importante sabermos que o 0 e —z s@o unicos no espaco vetorial. A de-

monstracao desse fato segue da suposi¢ao de dois vetores nulos (ou dois inversos aditivos)
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e depois podemos utilizar as condigoes citadas para demonstragar a unicidade de ambos.
Exemplo 2.1 Seja P,(z) = {ag+ a1z +asx®+....+a,a™, com ag,ay, ..., a, € R} conjunto
dos polinomios de grau menor ou igual a n, seja definido as duas operacoes da sequinte

forma:

+: P x P+ P de tal forma que (ag + a1z + .... + a,a™) + (bo + byz + .... + bpa™) —
(ap +bo) + (a1 + b1)x + ... + (@, + by)2™ seja a soma usuall.

e ainda,

- : Rx P +— P de tal forma que (o, ag+ar1x+....4a,2,) — (ag)+(aay)z+....+(aa,)z"

seja o produto por escalar.

Uma vez definida essas duas operacoes, podemos mostrar que as propriedades de soma
e produto por escalar sao satisfeitas, concluindo assim que o conjunto dos polinomios de
grau menor ou igual a n € espago vetorial. Vamos verificar as condi¢oes I111) e IV'), as
demais deizamos como exercicio ao leitor.

IIT) Eziste 0 €V tal que v+ 0=x

Seja ¢ = (ap + a1z + ... + a,z™) e 0= (04 0x + .... + 0z™)

x+ 0= (ap+ a1z + .... + apz"™) + (0 + 0z + ... + 0z™)

=(ap +0) + (a1 + 0)z + ... + (a, + 0)z",

=(ap) + (a1)z + ... + (a,)z" = x.

IV) Eziste —x € V tal que x + (—x) = 0

Seja x = (ap + arx + ... + a,2") e —x = (—ag+ (—a1x) + .... + (—a,a™)) temos entao que
r+ (—x) = (ap + a1z + .... + ap2") + (—ap + (—a12) + ... + (—a,a™)

=((ap) — (ag)) + ((a1 — a1)x) + ... + ((an — an)z™)

=0+ 0z + ... +02") = 0.

Verificando as outras condigoes, podemos concluir que P,(x) € espago vetorial.
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2.2 Subespago Vetorial

Definicao 2.2 Seja V' espago vetorial. Um subconjunto ndao vazio W C V' € subespaco
vetorial de V' se W for fechado para as operacoes de adicdo e produto por escalar. Seja

entao:
I) Sex,y e W entaox+y e W

II) Sex € W e a € R entao ax € W
b
Exemplo 2.2 Seja V = Msys 0 espaco das matrizes 2 X 2. Verifique que Wy = [ ¢ g ]
c

tal que a + b+ c+d =0 € fechado para a soma e produto por escalar.

Solugao: Defina duas matrizes 2 X 2 da sequinte forma:

a; by [ as by ] ,
T = ey = 5 dai Seque que
C1 d1 Co dQ

ai + as b1—|—b2
1+ ¢ d1—|—d2

X a9 b2 _
Co dg

a; by

c dy

Tty = [
Da condicao dada, tém-se
a1+a2+b1+b2+cl+02+d1+d2:a1+bl+cl+d1+a2+b2+02+d2:0—|—O:O.

Wy € fechado para soma.

a1

a dy

b
Seja ainda x = [ ! ] e a € R, seque que:

= aay + ab; +CEC1+CYd1 = &(al +bl +61+d1) :CX(O) = 0.
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W, é fechado para o produto por escalar.

2.3 Base e Dimensao

Seja V' um espago vetorial. Um conjunto S = {ay,...,a;} de vetores em V
é dito que gera V se todo vetor em V for uma combinacao linear de de aq, ..., ay, isto é,

para cada x € V existem numeros reais ¢y, ..., {; tais que

S = t1a1 + ...+ tkak

O conjunto S é chamado de linearmente independente quando a combinacao linear

t1a1 + ...+ tkak = 0,

ocorre, se, e s6 se, t; = ... =t = 0.

Dito isto, segue que

Definicao 2.3 Uma base para o espago vetorial V é um conjunto de vetores que geram
V' e € linearmente independente.

Proposicao 2.1 Seja V um espago vetorial gerado por um conjunto com n elementos
V1, ..., Un. Entao qualquer conjunto L.I de V tem no mdximo n elementos
Demonstragao: Fixemos um subconjunto de V com m elementos W = {wy, ..., w,,} e
seja m > n. Mostraremos que W ¢é L.D, de tal forma que qualquer conjunto L.I possuira
no méaximo n elementos, concluindo assim o que queremos, seja entao: Como {vy, ..., v,}
gera V, podemos entao extrair uma base para V. Seja {vy,...,v,} esta base. Entao, exis-

tem escalares a;j;, com i=1,2,....;r e j=1,2,...,m, tais que:

w; = ;U1 + ...+ QU4 + ...+ Ay iUy (1)

Consideremos agora a combinacao linear nula de wy, ..., w,,:

Blwl + ...+ 5mwm = €. (2)

Substituindo as relagoes de [I] em [2] obtemos:
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Bi(arivy + ... + @ 0) + oo+ B (v + oo + Qo) = €
= (ﬁl()én + ...+ Bmoqm)vl + ...+ (BIOCH + ...+ BmOéTm)UT = e.

Como vy, ..., v, € uma base para V, entao os mesmos sao L.I, logo:

Brair + ... + Bmaim =0

Blarl + ...+ Bmarm =0

Obtemos um sistema linear homogéneo com r equagoes e m incognitas. E como r <
n < m, o sistema admite solucao nao trivial, logo existem escalares nao nulos. Portanto,
W = {w,...,w,} é L.D, concluindo entdo que qualquer conjunto L.I terd no maximo n
elementos, o que conclui a demonstracao. [ |
Proposicao 2.2 As bases de um espaco vetorial admitem sempre o mesmo numero de
elementos.

Demonstragdo: Sejam o = {wy,...,w,} e = {vy,...,v,} duas bases para um espago
vetorial V. Como « gera V e 3 é L.I, pela proposicao 2.1, temos que m < n e ainda, como
B gera V e a é L.I, pela proposicao 2.1 temos que n < m. Portanto, n = m, que mostra
que qualquer base de V tem o mesmo ntimero de elementos. [ |

Definicao 2.4 O numero de elementos de uma base de V é chamado de dimensao de V.

Defini¢ao 2.5 Seja = {vy,...,v,} CV base e seja v = ayvy + ... + a,v,, v € V vetor.
Os numeros ay, ..., a, sao chamados coordenadas do vetor v em rela¢ao a base [3.
ax
Notagao: [v]z =
G,
Observe que a notacao nao tras ambiguidade, em virtude da unicidade da
combinacao linear de v em relagao a base 5.

3 ...,a"} é uma base para o espaco vetorial dos

Exemplo 2.3 O conjunto = {1,z,2* x
polinémios de grau menor ou igual a n, conhecida como base canénica de P,(z). Em

particular,

Qg
[ap + a1z + ... + a,a"|z =
Qp,

3

De fato, o conjunto {1, x, 22 23,...,2"} é linearmente independente, uma vez que

ap + a1+ ayx? + ...+ apx” = 04 0x + ... + 02"
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s6 vale para ag = a; = ... = a, = 0, uma vez que dois polinomios s6 sao iguais se

3

todos os seus coeficientes sao iguais. Além disso, {1,z, 2% x3,...,2"} gera todo o espago

de polinomios de grau menor ou igual a n, uma vez que qualquer p(x) € P,(z) pode ser

3 ...,2"} é uma base de P,(z)

escrito como ag + a7 + axx® + ... + a,x™. Logo, {1,z, 2% x
E ainda, a dimensao de P,(z) é dim = {n + 1}
Exemplo 2.4 Seja [1 — z*]3 0 polindmio em relagdo d base candnica. Logo, teremos que

suas coordenadas $ao:

2.4 Mudanca de Base

Seja a = {vy, ..., v, } € B = {wy,...,w,} bases do espago vetorial V. Seja v € V um

vetor, podemos escrevé-lo como combinacao linear dos vetores das bases a e (3

V=TV + ... + TpUp,

V= Yy1w1 + ... + YpWny,

Ou seja,

€
[v]a =

T,

Y1
[Wlg = |

Yn

Queremos relacionar as coordenadas do vetor em relagao a base a com a base 3. Logo
Y1
oo = [0 g, = iy wida = [[wide o [wala] - | ¢

Yn
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Definimos [I]? é a matriz de mudanca de base 3 para a, pois a multiplicacao desta matriz
com as coordenadas de 3 forcenece as coordenadas de v na base «.

Sabendo que

ai Q1n
[wl]a = = ... = [wn]a = .
an1 Ann
temos entao a matriz:
11 Q12 - Aip
718 Qg1 Q22 - QAp
[ ]a -
ap1 Qp2 - App
nxn

Naturalmente, nos questionamos acerca da unicidade da matriz de mudanca de base, de

fato, suponhamos que

1 0
0 1
[v]o = Alv]g, Vv € V. Sendo A = [A; -.... - A,]. Sabemos que [v1]o = | |, [v2]a = | .|,
0 0
0
0
) [Un]a = :
1
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Entao, vemos que [A; - .... - A,] = |[w1]a - [wn]a] = [I]%. O que mostra a unicidade.

2.5 Transformacao Linear

Definicao 2.6 Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre um mesmo corpo. Uma trans-
formacao linear € uma funcaio T : V — W tal que para todo escalar o e todos os vetores
v,w €V temos:

1. T(0)=0

2. Tlw+w)=T(v)+ T(w)

3. T(av) = a1 (v).
Um operador linear é uma transformacao linear de um espago nele mesmo.
Defini¢ao 2.7 Seja T : V. — F wuma transformacao linear. Entao ker(T)={f € V tal
que T(f)=0} € o nicleo de T.
Definicao 2.8 Seja T : V. — F uma transformacao linear. Entao Im(T)={T(f) tal que
f eV} éaimagem de T.
Teorema 2.1 (Nucleo e Imagem): Sejam E e F espagos vetoriais de dimensdo finita.
Para toda transformacdo linear A : E — F tem-se dimFE = dimN(A) + dimIm(A).
Demonstragao: O teorema resulta de imediato da seguinte afirmacao: Se {A,,....A,,}
¢ uma base de Im(A) e {vy,...,v,} é uma base de N(A) entao {uy, ..., up, vy, ..., v} é uma
base de F.

Com efeito, em primeiro lugar, se tivermos

oy + .. 4 apuy + Brvg 4 .+ Bgug = 0,

entao aplicando o operador A a ambos os membros desta igualdade e lembrando que

v1, ..., Uy pertencem ao nicleo de A, obtemos

ayAug + ... + o Auy, = 0.

Como os vetores Auy, ..., Au, sao L.I., resulta dai que a; = ... = a;, = 0. Portanto a

igualdade ajuy + ... + apu, + Brvg + ... + Bevg = 0 se reduz a
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511}1 + —f- 6qvq = 0

Como vy, ...,vy sao L.I., concluimos que 8, = ... = B, = 0. Isto mostra que os vetores
U, ovy Up,V1, ..., Vg S20 LI
Em seguida, consideraremos um vetor arbitrario w € E. Como Aw € Im(A), podemos

escrever

Aw = aqAuy + ... + o Auy,

pois Auy, ..., Au, ¢ uma base da imagem de A. A igualdade acima pode ser reescrita como

Alw — (auyg + ... + au,)] = 0.

Assim, o vetor w — (aquy + ... + apu,) pertence ao nicleo de A, logo pode ser expresso

como combinagao linear dos elementos da base vy, ..., v,. Temos entao

wW — (a1u1 + ...+ apup) = 1 + ... + qum

ouseja, w = o ...+ oy + 101 +...+B,4v,. Isto mostra que os vetores uy, ..., up,v1, ..., U,

geram F e portanto constituem uma base. [ |

2.6 Matriz de uma transformacao linear

Sejam V' e W espagos vetoriais. a = {vi,...,v,} C V uma base ¢ f =

{wy, ..., w,} C W base. Teremos a seguinte transfomacao linear

TV — W
v o= Tov

Analogamente a secao 2.4, queremos definir a matriz da transformacao linear, logo
[Tols = [T wivi)ls = 320 wilTvils
X
) o
[To]s = [[Tv]g.[Tvalg] - | | = [T15 - [v]a-
xm
Portanto, [T]§ é a matriz m x n da transformagao linear.
Naturalmente, teremos que essa matriz também ¢é tnica. De fato, suponha que [Tv]s =

Bv],, Vv € V. Donde B é a matriz B = [B; - ... - B,]. Novamente, temos as coordenadas
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1 0 0
0 1 0
U1 = , Ug = ) y Um =
0 0 1
Portanto,
[Tl)l]ﬁ = B . = B17
0
0
0
[Tvnlg=B|. | =B,
1
Logo, [[Tv1]s - ... - [Tvn]g) = [Bi - ... - By, mostrando assim a unicidade.

Exemplo 2.5 Considere o sequinte operador linear

IV —YV
v — 0

FEsse operador é conhecido como operador identidade. Seja também as bases o = {vy, ..., v, }

e 8 =A{wy,...,w,}. Queremos a matriz desse operador, logo

Twle . [Iwn]a}z[[wl]a o [wala] = [P

Ou seja, a matriz do operador identidade € a matriz com entrada em [ e saida em « de
mudanca de base 5 para base c.

Exemplo 2.6 Sejam o e 3 base de V e seja T : V — V operador linear, entdao

Tl = EEg = A (i)

a B «

Observagio: Sempre que A, B € M(n,R) sao tais que A = PBP~! para alguma P €

M (n,R) invertivel dizemos que A e B sdo matrizes semelhantes.

2.7 Produto Interno

Definigao 2.9 (Produto Interno): Seja V' um espago vetorial. Chamamos de produto
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interno, denotamos por (w,v), a aplicagao V x V — R, com as sequintes propriedades:

Para todo escalar ¢ e vetores u,v,w, tém-se:

[ ]
/\/\/\/\

,vy=(v,u) (Comutatividade)
\% V> > 0 e vale a igualdade se, e sé se, (0,0) = 0 (Positividade)
u+w,v)=(u,v)+ (w,v)

ku,v) = k(u,v)

Exemplo 2.7 Sejam u = (aq,...,ap) e v = (B4, ..., B,) vetores. Definimos como produto

interno canonico:

(u,v) = a1 + ... + @, fn.

Exemplo 2.8 Sejam M(n,1) espaco das matrizes com n linhas e 1 coluna. Sejam u =

ay bl
ev=|:| vetores de M(n,1). Logo,
a’n bn
U> = Z aibi
i=1

2.8 Norma
Defini¢ao 2.10 Sejam V um espago vetorial. Uma norma || . || em V satisfaz as sequintes
condigoes:

o [v+ul<vl+[ul, VvueV.
o [ MN=|Al|lv],veV eXeR.
e [[v][>0e¢|v|]=0v=0
Um espago vetorial V com uma norma é chamado de espaco normado.
Exemplo 2.9 Podemos definir norma a partir da defini¢ao de produto interno. Seja

veV,logo || v | em relagio ao produto interno é dado por

o ll=v/ (v, v).

Exemplo 2.10 Seja v € V, onde v = (x4, ...,x,). Logo,

o l[=v/ (v, v)

=\/x? 4+ ..+ a2,

Chamamos essa norma de norma euclidiana.
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ai

Exemplo 2.11 v = | : € M(n,1), teremos entdo que

nx1

o ll=v/(v,v) =

Exemplo 2.12 Seja (vij)nxm € M(n x m), entdo

I @i 1= 3/ @i )aeons (Vi)

= D) i) 2em-

i=1 j=1

Definicao 2.11 Sejam v,u € V wetores nao nulos. O angulo entre v e u € o numero
0 € [0, ], logo

1 o
0 = cos <||v||||u||>'

Definicao 2.12 Dados dois vetores de um espaco vetorial, dizemos que eles sao ortogo-
nais se o angulo 0 entre eles ¢ 5. Logo, v e u sdo ortogonais se, e somente se, (v,u) = 0.
Defini¢ao 2.13 Dizemos que um conjunto (vy, ..., v,) de vetores de um espago vetorial V

¢ um conjunto ortogonal se para todo j, k € N valer

(vj, ) = 0,

sempre que j # k. E ainda, se para todo j valer

<vj7 Uj> =1
entao dizemos que é um conjunto ortonormal.
Observacao: Seja V um espaco vetorial. Nos definimos norma a partir do produto interno,

entao também podemos defininir produto interno em termos de sua norma e deixamos a

curiosidade do leitor a definicao de produto interno a partir de norma:
1 2 2
(vu) = 2(lv+u|”=lv-ul).

2.9 Operador auto-adjunto

Nesta etapa estaremos pavimentando o caminho para o teorema espectral

para operadores auto-adjuntos.



23

Definicao 2.14 Seja V um espaco vetorial munido de um produto interno, dizemos que
um operador linear T : V. — V € auto-adjunto se T =T, ou seja, se (Tu,v) = (u,Tv)
para todo u,v € V.

Exemplo 2.13 Seja V um espago vetorial com produto interno (.,.). Seja v € V um

vetor fizo. Seja T : V — V definida por T(u) = (v, u)v, para todo u € V. Veremos que T
¢ auto-adjunto:

<'U7T(u)> = <U> (v,u>v> = (v,u)(v,v) = <<U’U>U’u> = <T(U),U>,

ou seja, T'="T. Logo, T € auto-adjunto.
Exemplo 2.14 (Coeficientes de Fourier): Seja V espago vetorial e B = {vy,...,v,} CV
base ortogonal com v € V. Entao

com efeito, como v € V', entao

n
v = E a;V;.
i=1

fixzando um j € {1,...,n} arbitrdrio, entdo

(v,v5) = <Z a;vi, vj)

3

= Zai(vi,vj>.

=1

como [ € ortogonal, entao

aj = (vj,v;) > 0
<'U7'Uj>
(vj,v5) 7

Observacgao: Os coeficientes a; acima sao chamados coeficientes de Fourier. Em
particular, se B for ortonormal, entao a; = (v,v;), i = 1,...,n.
Exemplo 2.15 Seja T : V. — W tranformacao linear e o = {vy,...,v,} CV e f =

{wy, ...;wn} CW bases ortonormais. Entao

Ly = j=1..,n

[T]g = [aij]an
onde,
aij = <U}Z',T7)j>.

Solugao: Sabemos que



715 = [[Tos... [To]s]

como [ € ortonormal, pelo exercicio anterior, temos

[Tjls = (wi, Tw;)w;
i=1
entao,
<w1, TUj>
Tv;] = : J=1,..,n.
(W, Tv;)

‘. CLZ']‘ = <U}Z‘, T’Uj>.
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Exemplo 2.16 Seja T : V. — V operador auto-adjunto. o = {vy,...,v,} C V base

ortonormal. Entao [T]% é simétrica.

Solugao: Seja [T)% = [aij], onde

aij = <Ui, TUj).

como T é auto-adjunta, temos entao que

aij = <T’Ui,1)j> = <Uj,TUZ'> = aji.

Exemplo 2.17 Seja A, x, matriz simétrica. Entdao existe um T : R® — R" auto-

adjunto tal que

[T]ccm — Anxn-

can

Em particular, existe uma correspondencia biunivoca entre operador auto-adjunto de R™

e as matrizes simétricas de ordem n.

Exemplo 2.18 A matriz de mudanca de base entre bases ortonormais € uma matriz

ortogonal, de fato, sejam B = {uy,...,u,} e a = {vy,...,v,} bases ortonormais, temos que

18 = [cy, ..., cn)

mas veja que

¢ = [uz]a

Com « ortonormal, entdo
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Onde,

Sendo 8 ortonormal, temos entao

Cp
2.10 Autovalores e Autovetores

Adentraremos agora no estudo sobre autovalores e autovetores que sao objetos
de estudo da algebra linear de extrema importancia para o entendimento do Teorema
Espectral.

Definicao 2.15 Sejam E espaco vetorial sobre o conjunto R e T : E — E um operador
linear. Seja ainda o € R, dizemos que o é um autovalor de T se existir um vetor v # 0

tal que:

T(v) =av

v serd autovetor de T associado a a.
2.11 Polinomio Caracteristico

Lema 2.1 Sejam dados uma matriz real A € M(n) e um nimero real A € R. As sequintes
afirmagao sao equivalentes:

(1) X é um autovalor de A

(2) Eziste um autovetor de A com autovalor associado a \

(3) Nuc(A — A) # (0]

(4) a matriz \I — A nao € invertivel
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(5) det(A\] — A) =0
Observe que a fungdao determinante A — det(AN —A) do caminho matricial A — A\ —A em
M (n) é um polinomio em A. Pela equivaléncia (1) <= (5) do lema acima, os autovalores

de A podem ser detectados como raizes reais do polinomio

p(A) = pa(A) = det(A — ),
denominado polinémio caracteristico da matriz A € M(n).

Exemplo 2.19 Dada a matriz

0 1
A= -2 1
0 -1
Calculamos,
1—=A 0 1
pa(A) =det(A—X)=| 0 —2—-)\ 1
0 0 —1-A

=AM 22— A-2=0 -1\ +1)(A+2),

e, portanto, os autovalores de A sao \y = —1, \y =1 e A3 = —2.
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3 DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

3.1 A diagonalizacao de Operadores

Na secao 2 tivemos as preliminares em Algebra Linear de assuntos que sao
essenciais para o restante do trabalho. Nesta secao teremos resultados importantes de
Algebra Linear até chegar no Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos e uma
consequencia desse Teorema em matrizes simétricas que ja vinhamos trabalhando na secao
anterior, ambos resultados importantes que serao utilizados para as secoes 4 e 5. onde
adentraremos, de fato, na aplicacao do teorema espectral para a solucao de sistema de
Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares.

Teorema 3.1 Autovetores associados a autovalores distintos sao L.I.

Demonstragao: Sejam T : F — E um operador linear e ey, eq, ..., €, autovetores de T

associados aos autovalores i, Ag, ..., A, respectivamente. Isto é, T'(e1) = Aeq, ..., T(en) =
Am€m € Ai # Aj.

O resultado serd demonstrado por indu¢ao em m. Para m = 1 o resultado é claro. Para

m = 2 segue que:

a1 + ases = 0 = agey = —age;.

Entao,

0=T(0) =T (161 + agea) = anT(e1) + aT'(e2)
= a1A1€] + agdgey
= aj\e + Ao(—aqeq)
= (MA)ager,er # 0,090 # ag = a; = 0.
Coagey = —ape; = 0= ay =0..¢e,ey sa0 L.I
Suponhamos agora que o resultado vale para m — 1, seja:
gl + ... + apmem,.

Aplicando o operador T, vém:

0=T(0) =T (11 + ... + Omemn)
=a1T(e1) + ... + aT(en)

= 041)\161 + ...+ am)\mem.
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Dai,

Qn€m = —O1€] — co. — Q1€ 1.
Logo,
0=ai er + ... + Ap(—are; — oo — @1 1)
0=\ —Anager + ...+ (Am—1—=X\,)am_1€m_1.
Por hipotese de indugao,eq, ..., e,,_1 sao L.I., logo:

;

()\1—/\m)a1:0:041:0

(Az—)\m)a2:0:>&220

\()\m—l - )\m)am—l =0=ap-1=0

Logo, ey, ..., e,, sao L.I. [ |
Corolario 3.1 SejaT : E — E um operador. Se T possui Ay, ..., \, autovalores distintos,
entdo F possui uma base B formada pelos autovetores.

Demonstracao: Ja vimos que n autovalores distintos acarretam na existencia de um
conjunto de vetores (ey,..,e,) L.I. Seja entao W um subespago gerado pelos autovetores
de E. Como W C E e dim E = n, entao (ey, ..., e,) é base de E. [ |
Corolario 3.2 [T]g = diag(\1, ..., \n) € a matriz do operador T.

Demonstracao: Exercicio. [ |
Teorema 3.2 Sejam E espaco vetorial com dim(E) = n e T : E — E operador linear.
T € diagonalizavel se, e somente se, existir uma base f = (ey,...,e,) de E formado pelos
autovetores de T.

Demonstracao: Suponha que existe [T]g diagonal:

N O - 0

5 0 X -+ 0
Tlg=1|. . . .
0 0 -+ A,

Tomando um elemento e; de 3, teremos entao a coluna j de [T]g formada pelos coeficientes

de T'(e;) e escrito como combinagao linear da base .

T(ej) = 061 + ...+ )\jej —+ ...+ O@n = )\jej-

Assim, T'(e;) = Aje;. Logo, e; é um autovetor de T associado ao autovalor \; e entao, /3
é formada pelos autovetores de T.
Reciprocamente, suponha 8 = {ey,...,e,} uma base de E formada pelos autovetores de

T, ou seja, T'(e;) = Aje;. Como as imagens dos elementos e; da base § por T sao escritos
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como combinagao linear de 3, entao

A0 0
s 0 A 0
[ ]5 = .
0 0 An
Logo, T é diagonalizavel. |

Corolario 3.3 Seja A € M(n) matriz com n autovalores distintos, entdo existe uma
matriz Q invertivel tal que A = QDQ™, onde D é matriz diagonal e Q = [I]2,..
Demonstracao: Exercicio. [ |
Definicao 3.1 Diremos que a matriz quadrada A é diagonalizavel se ela é semelhante a

uma matriz diagonal, ou seja, se existem Q e D tais que A = QDQ.

3.2 O Teorema Espectral

Queremos entender nessa se¢ao atraves do Teorema Espectral que para ope-
radores auto-adjuntos T': V' — V existe uma base § de V formada por autovetores de
T e consequentemente [T ]g é diagonal.

Teorema 3.3 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos): Seja T :V — V ope-
rador auto-adjunto. Entdo V possui uma base ortonormal formada por autovetores de
T.

Demonstragao: Veja referéncia [1] |
Corolario 3.4 (Teorema espectral para Matrizes Simétricas): Seja A € M,(R) matriz
simétrica. Entdo existe Q € M,(R) ortogonal tal que A = QDQ", onde D é uma matriz
diagonal.

Demonstragao: Veja referéncia [3]. |

3.3 Exponéncial de uma matriz

A exponéncial de matrizes permitem um tratamento mais unificado dos sis-
temas de equacgoes diferenciais, por isso trataremos como objeto de estudo para este
trabalho. O espago M (n) das matrizes n X n com entradas reais ¢ um espago vetorial. O
elemento neutro (em relagdo a operacao de soma) em M (n) é a matriz nula 0 com todas
as entradas nulas. Além das operagoes de soma de matrizes e produto por escalar, temos
também a multiplicacao de matrizes. Em relacao a operacao de produto, teremos que o
elemento neutro serda I = diag(1,1,...,1). Dizemos também que B é inversa de A se, e s6
se, BA =1 = AB, caso seja, denotaremos que B = A1,

Teremos interesse na norma de operador definida por
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I A l|= maz{|Az|;z € M(n,1)elx| <1},

Onde A € M(n) e |.| é a norma euclidiana. Ainda, temos a seguinte propriedade:

I ABI<[| Al B I

da norma do operador. Escrevemos também

AV=7, Al=A, AT — Amg

A ideia é estender a expressao da solugao z(t) = e“xy da equagao 2/ = Az a uma

expressao da solucao z(t) = etz da equacio ' = Az. Segue a seguinte definico:

Definigao 3.2 Sabemos que a fung¢dao exponéncial € dada pela série de poténcia (série de
Taylor):

2 1;3 "

z xr
e —1+x+§+§+...+m.

Agora, podemos entdo definir a matriz exponéncial de uma matriz A € M(n) por:

A% A3 A" 2 A
_ A _ T E—
ExpA=et =T+ A+ TR TR _E

n!’
n=0

E importante questionar se essa série que acabamos de definir converge ou nao, em outras
palavras, essa definicao esta ou nao bem definida. Perceba que se fizermos n = 1, obtemos
e = (e) e entdo a série de Taylor converge. Para o caso geral, tomaremos a norma

citada antes de operador M (n), o que nos proporciona

Z :Z%H An ||§ Z%HAH”Z ellAl

A’ﬂ
n!

Portanto, a série que define a exponéncial é absolutamente convergente e, em particular,

convergente. Respondendo o questionamento inicial, vemos entao que esta bem definido.

0 0
Exemplo 3.1 Calcule a Exp 0] :
e
0o ol [1 ol Jfo o 00 0 0
Exp = + % + ... +%
e 0 0 e 0 10 0 “le™ 0
0 ol [1 ol Jfo o 10
Exp = + =
e 0 0 1 e 0 e 1

Veremos a seguir algumas propriedades importantes da exponéncial:



= D

%etA — AetA — etAA

Se A é um autovalor da matriz A entao e

det e = ¢4
e = eQPQ = Q1eP(.

A

¢ um autovalor da matriz e

A

31
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4 EQUACOES DIFERENCIAS ORDINARIAS

Nesta secao veremos alguns conceitos basicos mas importantes para as segoes
seguintes, comecgando pela formalizacao do conceito de EDO, seguido do Teorema da
Existéncia e Unicidade para casos gerais (O teorema nao explicita a solugao para EDO,
por isso no devido trabalho iremos particularizar para alguns casos) e por fim adentrarmos
em EDO’s Lineares.

Definigao 4.1 Dada uma fungdo continua f : U — R™, onde U C R™™! € um aberto,

a equacao diferencial ordindria de primeira ordem definida por f € escrita como:

W% = ),

Uma solugao de (1) é uma funcgao diferencidvel ¢ : J — R"™, onde J C R é um intervalo,

tal que
VteJ
tem-se,
(T, ¢(t) €U
¢
2t0) = it olto)). o € 1

4.1 Teorema da Existéncia e Unicidade

Fixemos algum ponto (tg,z9) € U e uma solugao x : [ — R" de 2/ = f(¢,x).
Se to € I e também z(tg) = x, dizemos que essa solucao satisfaz a condigao inicial

x(tg) = xo ou, entao, o problema de valor inicial

' = f(t,z),x(to) = xo.

A existéncia de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias em R™ é garantidade pela

continuidade de f. Para a unicidade de solugoes satisfazendo uma dada condigao inicial,
a continuidade nao é suficiente. O teorema a seguir abrange a existéncia e unicidade para
o caso geral de P.V.I.
Teorema 4.1 Se f(t,z) e a derivada parcial espacial g—i(t,x) sao aplicagoes continuas
de (t,z) no aberto U C R™"! entdo, dado qualquer ponto (to,x¢) € U, existe uma tnica
solugdo do problema de valor inicial x' = f(t, ), x(tg) = xo, definida num intervalo aberto
(to — v, to + ) centrado em to, para certo v = y(to, xo) > 0.

Demonstragao: Consultar referéncia [7] para demonstracao do teorema. |
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4.2 Fquagoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Veremos agora a partir de um exemplo como as EDQO’s lineares tem sua solugao
apresentada a partir do conceito de exponéncial. Vejamos a seguir:
Exemplo 4.1 Uma particula movendo-se ao longo de uma reta tem a cada instante, sua
velocidade o dobro de sua posicdo. Suponhamos que no instante inicial essa particula
encontrava-se a 3 metros da origem e a observagao tem duragao total de 10 segundos.
Vamos encontrar a funcao posicio da particula durante esse intervalo de observacao.

Sabemos que

onde a temos a condicao inicial

s(0) = 3.

Logo, podemos a partir desse estudo perceber que a solu¢ao do exemplo é dado por s(t) =
3e?t,

Aqui, temos uma importante introducao de solugao para essa EDO que é dado por
x(t) = ey, veremos no teorema a seguir que essa solucao ela é tinica.

Teorema 4.2 Seja A um operador do R". Entdo a solu¢do para o problema de valor

micial
¥ =Az, x(0)=mx€R",
dados por
z(t) = g
€ unica.

Demonstracao: Da propriedade da se¢ao 3, teremos que

d d
%<€tAx0) — (aetA)xO
= AetAfljo.

como e’z = z¢, temos que é solucdo. Para a unicidade, seja z(t) uma solugiao qualquer

e ainda

y(t) = e (1)

entao,



E vemos que y(t) é constante, entao

e M2(t) =z

etA(e—tAZ(t)) — etAl'o

Logo, z(t) = e,

De fato, zo = 2(0) = €’zy = zy,

Portanto,

34



35

5 TEOREMA ESPECTRAL PARA SOLUCAO DE SISTEMA DE EDO’S
LINEARES

Neste capitulo veremos a utilizacao do teorema espectral na obtencao da
solugao para o sistema de EDO’s lineares.
Seja a EDO linear dada por 2/(t) = Az(t), vimos no teorema 4.2 que a solugao é dada

por

z(t) = ey, z(0) = xg

Sendo A matriz simétrica, entao o teorema espectral nos garante uma base 5 = {uy, ..., u, }
ortonormal formada pelos autovetores de A e ainda, A = QDQ?, com D = diag(\y, ..., \n),

onde Ay, ..., \, sdo os respectivos autovalores de A e Q = [I]%, = [[ul]mn e [tn]ean

matriz ortogonal. Diante disto, temos

z(t) = Qdiag(e™, ..., ") Q' xy.

Logo, a ultima equagao nos proporciona uma solucao para z’(t) = Az(t). Nos exemplos a
seguir, veremos os casos onde \; sao reais e distintos e reais com multiplicidade algébrica.

Exemplo 5.1 Seja o sistema de EDO’s lineares

x) = x1 + Hxy
xh = bry + 9

Temos que a matriz associada ao sistema € a matriz simétrica dada por

15
5 1]

Queremos calcular os autovalores de A, logo

A:

P(\) = det(A — \)
4
P(A\) =A% — 2\ —24.

Entao,
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ou

Agora, queremos encontrar os autovetores associados a \;, ou seja

Av= v s v=av;, x#0

Para x =1 e resolvendo o sistema obteremos o autovetor

Precisamos normalizar vy, logo

Analogamente, para Ao, temos
—1 1 V2
Vg = = Uy = ——Vy = (——
e
Entao, temos a base f = {uy,us} ortonormal que nos dd a matriz Q ortogonal, isto €,
V2o V2
N 2
@=|z |
2 2

Logo, a solugao serd dada por

V2B [t o] [2 &
x(t)— 2 2 2 2 T
vz vz || | | 2|

2 2

xh = x3

A matriz associada ao sistema € a matriz simétrica dada por

0

I
o O =
— o O
S = O



Queremos calcular os autovalores de A, observe que

P(\) = det(A — \I)

4

PO =-M+X+A-1

Entao,

com multiplicidade 2 ou

37

Agora, queremos os autovetores associados a \;, ou seja, da mesma forma que o exemplo

anterior encontraremos os autovetores e normalizaremos esse autovetores. Para Ay = 1,

temos

0 0 0
(A-Ihv=0< [0 -1 1
0 1 -1
Que € equivalente ao sistema
—r+z=
y—z=
Temos entao y = z, com z € R.
Colocando como solugao, teremos
r=a
y=>=
z=0
Com a,b € R.
Teremos como solucao matricial entao
x a a
z b 0

x
Y
z

0
0
0



=a |0| +0b

Que nos dd os autovetores vy e vo que jd Sao ortogonais associados a Ai.

o 1
v1= |0 = u = |U_
1
10
0] 1
vy = |1| = uy mvz
2
1_
Analogamente para A3, obteremos
! 1
v3 = |—=1| = uz = mvg
3
1

Logo, a solugao ¢ dada por

0
1
1

1 0 0 et 0 0
(7c(t):0‘/7§—‘/7i 0 e 0
V2 V2 -

02 £ ||0 0 et

o O =

Ewlﬁ )
Sl ©

|

Zg.

38
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6 CONCLUSAO

Podemos concluir entao que o Teorema Espectral em sua versao para opera-
dores auto-adjuntos e quando fixamos a base ortonormal no espago vetorial temos a sua
versao matricial é uma poderosa ferramenta da Algebra Linear que pode nos proporcio-
nar uma forma explicita da solucao para as EDO’s lineares quando a matriz associada ao
sistema ¢é simétrica.

Uma vez identificada a matriz simétrica seguimos para a obtenc¢ao dos auto-
valores e autovetores que do Teorema Espectral sabemos que teremos a base ortonormal

que ja nos proporciona a matriz ortogonal.
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