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Aos meus três irmãos, Juliana de Jesus Sarmento, José Matheus de Jesus
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“A matemática, se vista corretamente, pos-

sui não apenas a verdade, mas também su-

prema beleza” - Bertrand Russell.



RESUMO

No presente trabalho, traremos a utilização do teorema espectral na solução dos sistemas

de EDO’s, veremos que quando A é matriz simétrica o teorema espectral em sua versão

matricial nos garante que A = QDQt onde Q é a matriz constituida pelos autovetores

normalizados da matriz A e D é a matriz diagonal dos autovalores.

Palavras-chave: Autovalores. Autovetores. Teorema Espectral.



ABSTRACT

In the present work, we will bring the use of the spectral theorem in the solution of ODE

systems, we will see that when A is a symmetric matrix, the spectral theorem in its ma-

trix version guarantees that A = QDQt where Q is the matrix constituted by normalized

eigenvectors of matrix A and D is the diagonal matrix of eigenvalues.

Keywords: Eigenvalues. Eigenvectors. Spectral Theorem.
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1 INTRODUÇÃO

Esse trabalho tem como objetivo discorrer sobre a álgebra linear que envolve a

diagonalização de operadores lineares com enfoque especialmente na solução de problemas

que envolvem equações e sistemas de equações diferenciais ordinarias(EDO) lineares.

Um operador linear em um espaço vetorial de dimensão finita, pode ser repre-

sentado através de uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as mais simples do ponto de

vista de operações matriciais. Surge então uma pergunta natural: ”Se dado um ope-

rador linear é sempre posśıvel representá-lo por uma matriz diagonal e o que

ganhamos em termos de teoria para a solução de sistemas de EDO lineares”.

O trabalho está dividido em cinco capitulos. No segundo capitulo, trare-

mos resultados básicos da álgebra linear juntamente com o estudo dos espaços vetoriais.

Quando os espaços possuem dimensões finitas, as transformações lineares possuem matri-

zes, fato important́ıssimo para o desenvolvimento do presente trabalho e gradativamente

iremos chegar no resultado central deste trabalho, o chamado Teorema Espectral que

nos garante que todo operador é diagonalizável.

No terceiro capitulo, damos inicio aos estudos, de fato, do processo de dia-

gonalização para que em seguida possamos introduzir a importância do estudo sobre os

autovalores e autovetores de um operador linear, estudos esses que são de extrema im-

portância na teoria das EDO e do polinômio caracteristico, fazendo assim a relação entre

o teorema espectral e o devido capitulo.

No quarto capitulo trazemos uma pequena introdução sobre as equaçãoes

diferenciais ordinárias e bem como o problema de valor inicial(P.V.I.) e trazemos um

teorema que abrange casos gerais de P.V.I.

No quinto capitulo trazemos, de fato, a utilização do terema espectral na

solução dos sistemas de EDO’s, veremos que quando A é matriz simétrica o teorema

espectral nos garante que A = QDQt onde Q é a matriz constituida pelos autovetores

normalizados da matriz A e D é a matriz diagonal dos autovalores.
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2 PRELIMINARES

Nesta seção de preliminares, veremos alguns resultados básicos de álgebra

linear que são de suma importância para o desenvolvimento do presente trabalho.

2.1 Espaços Vetoriais

Definição 2.1 Um espaço vetorial V é um conjunto não vazio munido de duas operações:

+ : V × V 7−→ V (Soma)

(x, y) 7−→ x+ y

e,

· : R× V 7−→ V (produto por escalar)

(λ, x) 7−→ λx

que satisfazem as seguintes condições, sendo x, y, z ∈ V e λ, α ∈ R. Portanto, segue a

seguir as condições para que V seja espaço vetorial:

I) (x+ y) + z = x+ (y + z)

II) x+ y = y + x

III) Existe 0 ∈ V tal que x+ 0 = x (0 chamaremos de vetor nulo)

IV) Para cada x ∈ V , existe −x ∈ V tal que x+ (−x) = 0

V) α(x+ y) = αx+ αy

VI) (α + λ)x = αx+ λx

VII) (αλ)x = α(λx)

VIII) 1x = x

Um conjunto com as duas operações definidas que satisfazem as condições citadas, defi-

nem a estrutura de um espaço vetorial.

Observação: É importante sabermos que o 0 e −x são unicos no espaço vetorial. A de-

monstração desse fato segue da suposição de dois vetores nulos (ou dois inversos aditivos)
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e depois podemos utilizar as condições citadas para demonstraçar a unicidade de ambos.

Exemplo 2.1 Seja Pn(x) = {a0+a1x+a2x
2+ ....+anx

n, com a0, a1, ..., an ∈ R} conjunto

dos polinômios de grau menor ou igual a n, seja definido as duas operações da seguinte

forma:

+ : P × P 7−→ P de tal forma que (a0 + a1x + .... + anx
n) + (b0 + b1x + .... + bnx

n) 7−→
(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ ....+ (an + bn)xn seja a soma usual.

e ainda,

· : R×P 7−→ P de tal forma que (α, a0+a1x+....+anxn) 7−→ (αa0)+(αa1)x+....+(αan)xn

seja o produto por escalar.

Uma vez definida essas duas operações, podemos mostrar que as propriedades de soma

e produto por escalar são satisfeitas, concluindo assim que o conjunto dos polinômios de

grau menor ou igual a n é espaço vetorial. Vamos verificar as condições III) e IV ), as

demais deixamos como exerćıcio ao leitor.

III) Existe 0 ∈ V tal que x+ 0 = x

Seja x = (a0 + a1x+ ....+ anx
n) e 0 = (0 + 0x+ ....+ 0xn)

x + 0 = (a0 + a1x+ ....+ anx
n) + (0 + 0x+ ....+ 0xn)

=(a0 + 0) + (a1 + 0)x+ ....+ (an + 0)xn,

=(a0) + (a1)x+ ....+ (an)xn = x.

IV) Existe −x ∈ V tal que x+ (−x) = 0

Seja x = (a0 + a1x+ ....+ anx
n) e −x = (−a0 + (−a1x) + ....+ (−anxn)) temos então que

x+ (−x) = (a0 + a1x+ ....+ anx
n) + (−a0 + (−a1x) + ....+ (−anxn)

=((a0)− (a0)) + ((a1 − a1)x) + ....+ ((an − an)xn)

=(0 + 0x+ ....+ 0xn) = 0.

Verificando as outras condições, podemos concluir que Pn(x) é espaço vetorial.
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2.2 Subespaço Vetorial

Definição 2.2 Seja V espaço vetorial. Um subconjunto não vazio W ⊂ V é subespaço

vetorial de V se W for fechado para as operações de adição e produto por escalar. Seja

então:

I) Se x, y ∈ W então x+ y ∈ W

II) Se x ∈ W e α ∈ R então αx ∈ W

Exemplo 2.2 Seja V = M2×2 o espaço das matrizes 2×2. Verifique que W1 =

[
a b

c d

]
tal que a+ b+ c+ d = 0 é fechado para a soma e produto por escalar.

Solução: Defina duas matrizes 2× 2 da seguinte forma:

x =

[
a1 b1

c1 d1

]
e y =

[
a2 b2

c2 d2

]
, dáı segue que

x+ y =

[
a1 b1

c1 d1

]
+

[
a2 b2

c2 d2

]
=

[
a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

]

Da condição dada, têm-se

a1 + a2 + b1 + b2 + c1 + c2 + d1 + d2 = a1 + b1 + c1 + d1 + a2 + b2 + c2 + d2 = 0 + 0 = 0.

W1 é fechado para soma.

Seja ainda x =

[
a1 b1

c1 d1

]
e α ∈ R, segue que:

α · x = α

[
a1 b1

c1 d1

]

=

[
αa1 αb1

αc1 αd1

]

⇒ αa1 + αb1 + αc1 + αd1 = α(a1 + b1 + c1 + d1) = α(0) = 0.
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W1 é fechado para o produto por escalar.

2.3 Base e Dimensão

Seja V um espaço vetorial. Um conjunto S = {a1, ..., ak} de vetores em V

é dito que gera V se todo vetor em V for uma combinação linear de de a1, ..., ak, isto é,

para cada x ∈ V existem números reais t1, ..., tk tais que

s = t1a1 + ...+ tkak

.

O conjunto S é chamado de linearmente independente quando a combinação linear

t1a1 + ...+ tkak = 0,

ocorre, se, e só se, t1 = ... = tk = 0.

Dito isto, segue que

Definição 2.3 Uma base para o espaço vetorial V é um conjunto de vetores que geram

V e é linearmente independente.

Proposição 2.1 Seja V um espaço vetorial gerado por um conjunto com n elementos

v1, ..., vn. Então qualquer conjunto L.I de V tem no máximo n elementos

Demonstração: Fixemos um subconjunto de V com m elementos W = {w1, ..., wm} e

seja m > n. Mostraremos que W é L.D, de tal forma que qualquer conjunto L.I possuirá

no máximo n elementos, concluindo assim o que queremos, sejá então: Como {v1, ..., vn}
gera V, podemos então extrair uma base para V. Seja {v1, ..., vr} esta base. Então, exis-

tem escalares αij, com i=1,2,...,r e j=1,2,...,m, tais que:

wj = α1jv1 + ...+ αijvi + ...+ αrjvr. (1)

Consideremos agora a combinação linear nula de w1, ..., wm:

β1w1 + ...+ βmwm = e. (2)

Substituindo as relações de 1 em 2 obtemos:
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β1(α11v1 + ...+ αr1vr) + ...+ βm(α1mv1 + ...+ αrmvr) = e

⇒ (β1α11 + ...+ βmα1m)v1 + ...+ (β1αr1 + ...+ βmαrm)vr = e.

Como v1, ..., vr é uma base para V, então os mesmos são L.I, logo:
β1α11 + ...+ βmα1m = 0
...

β1αr1 + ...+ βmαrm = 0

Obtemos um sistema linear homogêneo com r equações e m incógnitas. E como r ≤
n < m, o sistema admite solução não trivial, logo existem escalares não nulos. Portanto,

W = {w1, ..., wm} é L.D, concluindo então que qualquer conjunto L.I terá no máximo n

elementos, o que conclui a demonstração. �

Proposição 2.2 As bases de um espaço vetorial admitem sempre o mesmo número de

elementos.

Demonstração: Sejam α = {w1, ..., wn} e β = {v1, ..., vm} duas bases para um espaço

vetorial V. Como α gera V e β é L.I, pela proposição 2.1, temos que m ≤ n e ainda, como

β gera V e α é L.I, pela proposição 2.1 temos que n ≤ m. Portanto, n = m, que mostra

que qualquer base de V tem o mesmo número de elementos. �

Definição 2.4 O número de elementos de uma base de V é chamado de dimensão de V.

Definição 2.5 Seja β = {v1, ..., vn} ⊂ V base e seja v = a1v1 + ... + anvn, v ∈ V vetor.

Os números a1, ..., an são chamados coordenadas do vetor v em relação à base β.

Notação: [v]β =


a1
...

an


Observe que a notação não trás ambiguidade, em virtude da unicidade da

combinação linear de v em relação à base β.

Exemplo 2.3 O conjunto β = {1, x, x2, x3, ..., xn} é uma base para o espaço vetorial dos

polinômios de grau menor ou igual a n, conhecida como base canônica de Pn(x). Em

particular,

[a0 + a1x+ ...+ anx
n]β =


a0
...

an

 .
De fato, o conjunto {1, x, x2, x3, ..., xn} é linearmente independente, uma vez que

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n = 0 + 0x+ ...+ 0xn
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só vale para a0 = a1 = ... = an = 0, uma vez que dois polinômios só são iguais se

todos os seus coeficientes são iguais. Além disso, {1, x, x2, x3, ..., xn} gera todo o espaço

de polinômios de grau menor ou igual a n, uma vez que qualquer p(x) ∈ Pn(x) pode ser

escrito como a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n. Logo, {1, x, x2, x3, ..., xn} é uma base de Pn(x)

E ainda, a dimensão de Pn(x) é dim = {n+ 1}
Exemplo 2.4 Seja [1− x2]β o polinômio em relação à base canônica. Logo, teremos que

suas coordenadas são:

[1− x2]β =



1

0

−1

0
...

0


.

2.4 Mudança de Base

Seja α = {v1, ..., vn} e β = {w1, ..., wn} bases do espaço vetorial V . Seja v ∈ V um

vetor, podemos escrevê-lo como combinação linear dos vetores das bases α e β

v = x1v1 + ...+ xnvn,

e,

v = y1w1 + ...+ ynwn,

Ou seja,

[v]α =


x1
...

xn



[v]β =


y1
...

yn

 .
Queremos relacionar as coordenadas do vetor em relação a base α com a base β. Logo

[v]α = [
∑n

i=1 yiwi]α =
∑n

i=1[wi]α =
[
[w1]α ... [wn]α

]
·


y1
...

yn

 .
∴ [v]α = [I]βα · [v]β
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Definimos [I]βα é a matriz de mudança de base β para α, pois a multiplicação desta matriz

com as coordenadas de β forcenece as coordenadas de v na base α.

Sabendo que

[w1]α =


a11
...

an1

 = ... = [wn]α =


a1n
...

ann


temos então a matriz:

[I]βα =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


n×n

.

Naturalmente, nos questionamos acerca da unicidade da matriz de mudança de base, de

fato, suponhamos que

[v]α = A[v]β, ∀ v ∈ V . Sendo A = [A1 · .... ·An]. Sabemos que [v1]α =


1

0
...

0

, [v2]α =


0

1
...

0

,

. . . , [vn]α =


0

0
...

1

 .
Logo,

[v1]α = A


1

0
...

0


β

= A1;

[v2]α = A


0

1
...

0

 = A2;

...
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[vn]α = A


0

0
...

1

 = An.

Então, vemos que [A1 · .... · An] =
[
[w1]α ... [wn]α

]
= [I]βα. O que mostra a unicidade.

2.5 Transformação Linear

Definição 2.6 Sejam V e W dois espaços vetoriais sobre um mesmo corpo. Uma trans-

formação linear é uma função T : V → W tal que para todo escalar α e todos os vetores

v, w ∈ V temos:

1. T (0) = 0

2. T (v + w) = T (v) + T (w)

3. T (αv) = αT (v).

Um operador linear é uma transformação linear de um espaço nele mesmo.

Definição 2.7 Seja T : V → F uma transformação linear. Então ker(T)={f ∈ V tal

que T(f)=0} é o núcleo de T.

Definição 2.8 Seja T : V → F uma transformação linear. Então Im(T)={T(f) tal que

f ∈ V } é a imagem de T.

Teorema 2.1 (Núcleo e Imagem): Sejam E e F espaços vetoriais de dimensão finita.

Para toda transformação linear A : E → F tem-se dimE = dimN(A) + dimIm(A).

Demonstração: O teorema resulta de imediato da seguinte afirmação: Se {Au, ....Aup}
é uma base de Im(A) e {v1, ..., vq} é uma base de N(A) então {u1, ..., up, v1, ..., vq} é uma

base de E.

Com efeito, em primeiro lugar, se tivermos

α1u1 + ...+ αpup + β1v1 + ...+ βqvq = 0,

então aplicando o operador A a ambos os membros desta igualdade e lembrando que

v1, ..., vq pertencem ao núcleo de A, obtemos

α1Au1 + ...+ αpAup = 0.

Como os vetores Au1, ..., Aup são L.I., resulta dáı que α1 = ... = αp = 0. Portanto a

igualdade α1u1 + ...+ αpup + β1v1 + ...+ βqvq = 0 se reduz a
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β1v1 + ...+ βqvq = 0

Como v1, ..., vq são L.I., conclúımos que β1 = ... = βq = 0. Isto mostra que os vetores

u1, ..., up,v1, ..., vq são L.I..

Em seguida, consideraremos um vetor arbitrário w ∈ E. Como Aw ∈ Im(A), podemos

escrever

Aw = α1Au1 + ...+ αpAup,

pois Au1, ..., Aup é uma base da imagem de A. A igualdade acima pode ser reescrita como

A[w − (α1u1 + ...+ αpup)] = 0.

Assim, o vetor w − (α1u1 + ... + αpup) pertence ao núcleo de A, logo pode ser expresso

como combinação linear dos elementos da base v1, ..., vq. Temos então

w − (α1u1 + ...+ αpup) = β1v1 + ...+ βqvq,

ou seja, w = α1u1+...+αpup+β1v1+...+βqvq. Isto mostra que os vetores u1, ..., up,v1, ..., vq

geram E e portanto constituem uma base. �

2.6 Matriz de uma transformação linear

Sejam V e W espaços vetoriais. α = {v1, ..., vn} ⊂ V uma base e β =

{w1, ..., wm} ⊂ W base. Teremos a seguinte transfomação linear

T : V −→ W

v 7→ Tv
.

Analogamente à seção 2.4, queremos definir a matriz da transformação linear, logo

[Tv]β = [T (
∑n

i=1 xivi)]β =
∑n

i=1 xi[Tvi]β

[Tv]β = [[Tv1]β...[Tvn]β] ·


x1

x2
...

xm

 = [T ]αβ · [v]α.

Portanto, [T ]αβ é a matriz m× n da transformação linear.

Naturalmente, teremos que essa matriz também é única. De fato, suponha que [Tv]β =

B[v]α, ∀v ∈ V . Donde B é a matriz B = [B1 · ... ·Bn]. Novamente, temos as coordenadas
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v1 =


1

0
...

0

, v2 =


0

1
...

0

, . . . , vm =


0

0
...

1

.

Portanto,

[Tv1]β = B


1

0
...

0

 = B1;

...

[Tvm]β = B


0

0
...

1

 = Bn.

Logo, [[Tv1]β · ... · [Tvn]β] = [B1 · ... ·Bn], mostrando assim a unicidade.

Exemplo 2.5 Considere o seguinte operador linear

I : V −→ V

v 7−→ v

Esse operador é conhecido como operador identidade. Seja também as bases α = {v1, ..., vn}
e β = {w1, ..., wn}. Queremos a matriz desse operador, logo

[
[Iw1]α ... [Iwn]α

]
=
[
[w1]α ... [wn]α

]
= [I]βα.

Ou seja, a matriz do operador identidade é a matriz com entrada em β e sáıda em α de

mudança de base β para base α.

Exemplo 2.6 Sejam α e β base de V e seja T : V −→ V operador linear, então

[T ]αα = [I]βα[T ]ββ[I]αβ = [I]βα[T ]ββ

(
[I]βα

)−1
.

Observação: Sempre que A,B ∈ M(n,R) são tais que A = PBP−1 para alguma P ∈
M(n,R) invert́ıvel dizemos que A e B são matrizes semelhantes.

2.7 Produto Interno

Definição 2.9 (Produto Interno): Seja V um espaço vetorial. Chamamos de produto
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interno, denotamos por 〈u,v〉, a aplicação V × V → R, com as seguintes propriedades:

Para todo escalar c e vetores u,v,w, têm-se:

• 〈u,v〉=〈v,u〉 (Comutatividade)

• 〈v,v〉 ≥ 0 e vale à igualdade se, e só se, 〈0,0〉 = 0 (Positividade)

• 〈u + w,v〉 = 〈u,v〉+ 〈w,v〉
• 〈ku,v〉 = k〈u,v〉

Exemplo 2.7 Sejam u = (α1, ..., αn) e v = (β1, ..., βn) vetores. Definimos como produto

interno canônico:

〈u, v〉 = α1β1 + ...+ αnβn.

Exemplo 2.8 Sejam M(n, 1) espaço das matrizes com n linhas e 1 coluna. Sejam u =
a1
...

an

 e v =


b1
...

bn

 vetores de M(n, 1). Logo,

〈u, v〉 =
n∑
i=1

aibi.

2.8 Norma

Definição 2.10 Sejam V um espaço vetorial. Uma norma ‖ . ‖ em V satisfaz as seguintes

condições:

• ‖ v + u ‖≤‖ v ‖ + ‖ u ‖, ∀v, u ∈ V .

• ‖ λv ‖= |λ| ‖ v ‖, v ∈ V e λ ∈ R.

• ‖ v ‖≥ 0 e ‖ v ‖= 0⇔ v = 0

Um espaço vetorial V com uma norma é chamado de espaço normado.

Exemplo 2.9 Podemos definir norma a partir da definição de produto interno. Seja

v ∈ V , logo ‖ v ‖ em relação ao produto interno é dado por

‖ v ‖=
√
〈v, v〉.

Exemplo 2.10 Seja v ∈ V , onde v = (x1, ..., xn). Logo,

‖ v ‖=
√
〈v, v〉

=
√
x21 + ...+ x2n.

Chamamos essa norma de norma euclidiana.
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Exemplo 2.11 v =


a1
...

an


n×1

∈M(n, 1), teremos então que

‖ v ‖=
√
〈v, v〉 =

√√√√ n∑
i=1

a2i .

Exemplo 2.12 Seja (vij)n×m ∈M(n×m), então

‖ (vij)n×m ‖=
√
〈(vij)n×m, (vij)n×m〉

=

√√√√ n∑
i=1

m∑
j=1

(vij)2n×m.

Definição 2.11 Sejam v, u ∈ V vetores não nulos. O ângulo entre v e u é o número

θ ∈ [0, π], logo

θ = cos−1
(
〈v,u〉
‖v‖‖u‖

)
.

Definição 2.12 Dados dois vetores de um espaço vetorial, dizemos que eles são ortogo-

nais se o angulo θ entre eles é π
2
. Logo, v e u são ortogonais se, e somente se, 〈v, u〉 = 0.

Definição 2.13 Dizemos que um conjunto (v1, ..., vn) de vetores de um espaço vetorial V

é um conjunto ortogonal se para todo j, k ∈ N valer

〈vj, vk〉 = 0,

sempre que j 6= k. E ainda, se para todo j valer

〈vj, vj〉 = 1

então dizemos que é um conjunto ortonormal.

Observação: Seja V um espaço vetorial. Nós definimos norma à partir do produto interno,

então também podemos defininir produto interno em termos de sua norma e deixamos a

curiosidade do leitor a definição de produto interno a partir de norma:

〈v, u〉 =
1

4
(‖ v + u ‖2 − ‖ v − u ‖2).

2.9 Operador auto-adjunto

Nesta etapa estaremos pavimentando o caminho para o teorema espectral

para operadores auto-adjuntos.
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Definição 2.14 Seja V um espaço vetorial munido de um produto interno, dizemos que

um operador linear T : V → V é auto-adjunto se T = T , ou seja, se 〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉
para todo u, v ∈ V .

Exemplo 2.13 Seja V um espaço vetorial com produto interno 〈., .〉. Seja v ∈ V um

vetor fixo. Seja T : V → V definida por T (u) = 〈v, u〉v, para todo u ∈ V . Veremos que T

é auto-adjunto:

〈v, T (u)〉 = 〈v, 〈v, u〉v〉 = 〈v, u〉〈v, v〉 = 〈〈v, v〉v, u〉 = 〈T (v), u〉,

ou seja, T = T . Logo, T é auto-adjunto.

Exemplo 2.14 (Coeficientes de Fourier): Seja V espaço vetorial e β = {v1, ..., vn} ⊂ V

base ortogonal com v ∈ V . Então

v =
n∑
i=1

〈v, vi〉
〈vi, vi〉

vi.

com efeito, como v ∈ V , então

v =
n∑
i=1

aivi.

fixando um j ∈ {1, ..., n} arbitrário, então

〈v, vj〉 = 〈
n∑
i=1

aivi, vj〉

=
n∑
i=1

ai〈vi, vj〉.

como β é ortogonal, então

aj = 〈vj, vj〉 > 0

∴ aj =
〈v,vj〉
〈vj ,vj〉 , j = 1, ..., n

Observação: Os coeficientes ai acima são chamados coeficientes de Fourier. Em

particular, se β for ortonormal, então ai = 〈v, vi〉, i = 1, ..., n.

Exemplo 2.15 Seja T : V −→ W tranformação linear e α = {v1, ..., vn} ⊂ V e β =

{w1, ..., wm} ⊂ W bases ortonormais. Então

[T ]αβ = [aij]m×n

onde,

aij = 〈wi, T vj〉.

Solução: Sabemos que
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[T ]αβ =
[
[Tv1]β....[Tvn]β

]
como β é ortonormal, pelo exerćıcio anterior, temos

[Tvj]β =
m∑
i=1

〈wi, T vj〉wi

então,

[Tvj] =


〈w1, T vj〉

...

〈wm, T vj〉

 , j = 1, ..., n.

∴ aij = 〈wi, T vj〉.
Exemplo 2.16 Seja T : V −→ V operador auto-adjunto. α = {v1, ..., vn} ⊂ V base

ortonormal. Então [T ]αα é simétrica.

Soluçao: Seja [T ]αα = [aij], onde

aij = 〈vi, T vj〉.

como T é auto-adjunta, temos então que

aij = 〈Tvi, vj〉 = 〈vj, T vi〉 = aji.

Exemplo 2.17 Seja An×n matriz simétrica. Então existe um T : Rn −→ Rn auto-

adjunto tal que

[T ]cancan = An×n.

Em particular, existe uma correspondencia biuńıvoca entre operador auto-adjunto de Rn

e as matrizes simétricas de ordem n.

Exemplo 2.18 A matriz de mudança de base entre bases ortonormais é uma matriz

ortogonal, de fato, sejam β = {u1, ..., un} e α = {v1, ..., vn} bases ortonormais, temos que

[I]βα = [c1, ..., cn]

mas veja que

ci = [ui]α

Com α ortonormal, então
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[ui]α =


〈ui, v1〉

...

〈ui, vn〉

 .
Onde,

〈ci, cj〉 =
n∑
k=1

〈ui, vk〉〈uj, vk〉

= 〈ui,
n∑
k=1

〈uj, vk〉vk〉

= 〈ui, uj〉.

Sendo β ortonormal, temos então

〈ui, uj〉 = δij.

∴
[
c1 .... cn

]−1
=


c1
...

cn

 =
[
c1 .... cn

]t
.

2.10 Autovalores e Autovetores

Adentraremos agora no estudo sobre autovalores e autovetores que são objetos

de estudo da álgebra linear de extrema importância para o entendimento do Teorema

Espectral.

Definição 2.15 Sejam E espaço vetorial sobre o conjunto R e T : E → E um operador

linear. Seja ainda α ∈ R, dizemos que α é um autovalor de T se existir um vetor v 6= 0

tal que:

T (v) = αv

v será autovetor de T associado a α.

2.11 Polinômio Caracteŕıstico

Lema 2.1 Sejam dados uma matriz real A ∈M(n) e um número real λ ∈ R. As seguintes

afirmação são equivalentes:

(1) λ é um autovalor de A

(2) Existe um autovetor de A com autovalor associado a λ

(3) Nuc(λI − A) 6= [0]

(4) a matriz λI − A não é invert́ıvel
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(5) det(λI − A) = 0

Observe que a função determinante λ 7→ det(λI−A) do caminho matricial λ 7→ λI−A em

M(n) é um polinômio em λ. Pela equivalência (1)⇐⇒ (5) do lema acima, os autovalores

de A podem ser detectados como ráızes reais do polinômio

p(λ) = pA(λ) = det(A− λI),

denominado polinômio caracteŕıstico da matriz A ∈M(n).

Exemplo 2.19 Dada a matriz

A =

1 0 1

0 −2 1

0 0 −1

 .
Calculamos,

pA(λ) = det(A− λI) =

1− λ 0 1

0 −2− λ 1

0 0 −1− λ


= λ3 + 2λ2 − λ− 2 = (λ− 1)(λ+ 1)(λ+ 2),

e, portanto, os autovalores de A são λ1 = −1, λ2 = 1 e λ3 = −2.
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3 DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES

3.1 A diagonalização de Operadores

Na seção 2 tivemos as preliminares em Álgebra Linear de assuntos que são

essenciais para o restante do trabalho. Nesta seção teremos resultados importantes de

Álgebra Linear até chegar no Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos e uma

consequencia desse Teorema em matrizes simétricas que ja vinhamos trabalhando na seção

anterior, ambos resultados importantes que serão utilizados para as seções 4 e 5. onde

adentraremos, de fato, na aplicação do teorema espectral para a solução de sistema de

Equações Diferenciais Ordinarias Lineares.

Teorema 3.1 Autovetores associados a autovalores distintos são L.I.

Demonstração: Sejam T : E → E um operador linear e e1, e2, ..., em autovetores de T

associados aos autovalores λ1, λ2, ..., λm, respectivamente. Isto é, T (e1) = λ1e1, ...., T (em) =

λmem e λi 6= λj.

O resultado será demonstrado por indução em m. Para m = 1 o resultado é claro. Para

m = 2 segue que:

α1e1 + α2e2 = 0⇒ α2e2 = −α1e1.

Então,

0 = T (0) = T (α1e1 + α2e2) = α1T (e1) + α2T (e2)

= α1λ1e1 + α2λ2e2

= α1λ1e1 + λ2(−α1e1)

= (λ1λ2)α1e1, e1 6= 0, α1 6= α2 ⇒ α1 = 0.

∴ α2e2 = −α1e1 = 0⇒ α2 = 0 ∴ e1, e2 são L.I.

Suponhamos agora que o resultado vale para m− 1, seja:

α2e1 + ...+ αmem.

Aplicando o operador T, vêm:

0 = T (0) = T (α1e1 + ...+ αmem)

= α1T (e1) + ...+ αmT (em)

= α1λ1e1 + ...+ αmλmem.
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Dáı,

αmem = −α1e1 − ...− αm−1em−1.

Logo,

0 = α1λ1e1 + ...+ λm(−α1e1 − ...− αm−1em−1)

0 = (λ1 − λmα1e1 + ...+ (λm− 1− λm)αm−1em−1.

Por hipótese de indução,e1, ..., em−1 são L.I., logo:

(λ1 − λm)α1 = 0⇒ α1 = 0

(λ2 − λm)α2 = 0⇒ α2 = 0
...

(λm−1 − λm)αm−1 = 0⇒ αm−1 = 0

Logo, e1, ..., em são L.I. �

Corolário 3.1 Seja T : E → E um operador. Se T possui λ1, ..., λn autovalores distintos,

então E possui uma base β formada pelos autovetores.

Demonstração: Já vimos que n autovalores distintos acarretam na existencia de um

conjunto de vetores (e1, .., en) L.I. Seja então W um subespaço gerado pelos autovetores

de E. Como W ⊂ E e dim E = n, então (e1, ..., en) é base de E. �

Corolário 3.2 [T ]ββ = diag(λ1, ..., λn) é a matriz do operador T.

Demonstração: Exerćıcio. �

Teorema 3.2 Sejam E espaço vetorial com dim(E) = n e T : E → E operador linear.

T é diagonalizável se, e somente se, existir uma base β = (e1, ..., en) de E formado pelos

autovetores de T.

Demonstração: Suponha que existe [T ]ββ diagonal:

[T ]ββ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 .
Tomando um elemento ej de β, teremos então a coluna j de [T ]ββ formada pelos coeficientes

de T (ej) e escrito como combinação linear da base β.

T (ej) = 0e1 + ...+ λjej + ...+ 0en = λjej.

Assim, T (ej) = λjej. Logo, ej é um autovetor de T associado ao autovalor λj e então, β

é formada pelos autovetores de T.

Reciprocamente, suponha β = {e1, ..., en} uma base de E formada pelos autovetores de

T, ou seja, T (ej) = λjej. Como as imagens dos elementos ej da base β por T são escritos
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como combinação linear de β, então

[T ]ββ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn


Logo, T é diagonalizável. �

Corolário 3.3 Seja A ∈ M(n) matriz com n autovalores distintos, então existe uma

matriz Q invertivel tal que A = QDQ−1, onde D é matriz diagonal e Q = [I]βcan.

Demonstração: Exerćıcio. �

Definição 3.1 Diremos que a matriz quadrada A é diagonalizavel se ela é semelhante a

uma matriz diagonal, ou seja, se existem Q e D tais que A = QDQ−1.

3.2 O Teorema Espectral

Queremos entender nessa seção atráves do Teorema Espectral que para ope-

radores auto-adjuntos T : V −→ V existe uma base β de V formada por autovetores de

T e consequentemente [T ]ββ é diagonal.

Teorema 3.3 (Teorema espectral para operadores auto-adjuntos): Seja T : V → V ope-

rador auto-adjunto. Então V possui uma base ortonormal formada por autovetores de

T.

Demonstração: Veja referência [1] �

Corolário 3.4 (Teorema espectral para Matrizes Simétricas): Seja A ∈ Mn(R) matriz

simétrica. Então existe Q ∈ Mn(R) ortogonal tal que A = QDQt, onde D é uma matriz

diagonal.

Demonstração: Veja referência [3]. �

3.3 Exponêncial de uma matriz

A exponêncial de matrizes permitem um tratamento mais unificado dos sis-

temas de equações diferenciais, por isso trataremos como objeto de estudo para este

trabalho. O espaço M(n) das matrizes n× n com entradas reais é um espaço vetorial. O

elemento neutro (em relação à operação de soma) em M(n) é a matriz nula 0 com todas

as entradas nulas. Além das operações de soma de matrizes e produto por escalar, temos

também a multiplicação de matrizes. Em relação à operação de produto, teremos que o

elemento neutro será I = diag(1, 1, ..., 1). Dizemos também que B é inversa de A se, e só

se, BA = I = AB, caso seja, denotaremos que B = A−1.

Teremos interesse na norma de operador definida por
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‖ A ‖= max{|Ax|;x ∈M(n, 1)e|x| ≤ 1},

Onde A ∈M(n) e |.| é a norma euclidiana. Ainda, temos a seguinte propriedade:

‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖ .

da norma do operador. Escrevemos também

A0 = I, A1 = A, Am+1 = AmA.

A ideia é estender a expressão da solução x(t) = eatx0 da equação x′ = Ax a uma

expressão da solução x(t) = etAx0 da equação x′ = Ax. Segue a seguinte definição:

Definição 3.2 Sabemos que a função exponêncial é dada pela série de potência (série de

Taylor):

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
.

Agora, podemos então definir a matriz exponêncial de uma matriz A ∈M(n) por:

ExpA = eA = I + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ ...+

An

n!
=
∞∑
n=0

An

n!
.

É importante questionar se essa série que acabamos de definir converge ou não, em outras

palavras, essa definição está ou não bem definida. Perceba que se fizermos n = 1, obtemos

e(a) = (ea) e então a série de Taylor converge. Para o caso geral, tomaremos a norma

citada antes de operador M(n), o que nos proporciona

∞∑
n=0

∥∥∥An

n!

∥∥∥ =
∞∑
n=0

1

n!
‖ An ‖≤

∞∑
n=0

1

n!
‖ A ‖n= e‖A‖.

Portanto, a série que define a exponêncial é absolutamente convergente e, em particular,

convergente. Respondendo o questionamento inicial, vemos então que está bem definido.

Exemplo 3.1 Calcule a Exp

[
0 0

e 0

]
:

Exp

[
0 0

e 0

]
=

[
1 0

0 1

]
+

[
0 0

e 0

]
+ 1

2!

[
0 0

0 0

]
+ ... + 1

n!

[
0 0

en 0

]

Exp

[
0 0

e 0

]
=

[
1 0

0 1

]
+

[
0 0

e 0

]
=

[
1 0

e 1

]

Veremos à seguir algumas propriedades importantes da exponêncial:
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1. d
dt
etA = AetA = etAA

2. Se λ é um autovalor da matriz A então eλ é um autovalor da matriz eA

3. det eA = etrA

4. eA = eQDQ
−1

= Q−1eDQ.
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4 EQUAÇÕES DIFERENCIAS ORDINARIAS

Nesta seção veremos alguns conceitos básicos mas importantes para às seções

seguintes, começando pela formalização do conceito de EDO, seguido do Teorema da

Existência e Unicidade para casos gerais (O teorema não explicita a solução para EDO,

por isso no devido trabalho iremos particularizar para alguns casos) e por fim adentrarmos

em EDO’s Lineares.

Definição 4.1 Dada uma função cont́ınua f : U → Rn+1, onde U ⊂ Rn+1 é um aberto,

a equação diferencial ordinária de primeira ordem definida por f é escrita como:

(1)
dx

dt
= f(t, x).

Uma solução de (1) é uma função diferenciável ϕ : J → Rn, onde J ⊂ R é um intervalo,

tal que

∀t ∈ J

tem-se,

(t, ϕ(t)) ∈ U

e,
dϕ

dt
(t0) = f(t0, ϕ(t0)),∀t0 ∈ J.

4.1 Teorema da Existência e Unicidade

Fixemos algum ponto (t0, x0) ∈ U e uma solução x : I → Rn de x′ = f(t, x).

Se t0 ∈ I e também x(t0) = x0, dizemos que essa solução satisfaz a condição inicial

x(t0) = x0 ou, então, o problema de valor inicial

x′ = f(t, x), x(t0) = x0.

A existência de soluções de equações diferenciais ordinárias em Rn é garantidade pela

continuidade de f. Para a unicidade de soluções satisfazendo uma dada condição inicial,

a continuidade não é suficiente. O teorema à seguir abrange a existência e unicidade para

o caso geral de P.V.I.

Teorema 4.1 Se f(t, x) e a derivada parcial espacial ∂f
∂x

(t, x) são aplicações cont́ınuas

de (t, x) no aberto U ⊆ Rn+1 então, dado qualquer ponto (t0, x0) ∈ U , existe uma única

solução do problema de valor inicial x′ = f(t, x), x(t0) = x0, definida num intervalo aberto

(t0 − γ, t0 + γ) centrado em t0, para certo γ = γ(t0, x0) > 0.

Demonstração: Consultar referência [7] para demonstração do teorema. �
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4.2 Equações Diferenciais Ordinárias Lineares

Veremos agora a partir de um exemplo como as EDO’s lineares tem sua solução

apresentada a partir do conceito de exponêncial. Vejamos à seguir:

Exemplo 4.1 Uma particula movendo-se ao longo de uma reta tem a cada instante, sua

velocidade o dobro de sua posição. Suponhamos que no instante inicial essa particula

encontrava-se à 3 metros da origem e a observação tem duração total de 10 segundos.

Vamos encontrar a função posição da particula durante esse intervalo de observação.

Sabemos que

s′(t) = v(t) = 2s(t),

onde a temos a condição inicial

s(0) = 3.

Logo, podemos a partir desse estudo perceber que a solução do exemplo é dado por s(t) =

3e2t.

Aqui, temos uma importante introdução de solução para essa EDO que é dado por

x(t) = etAx0, veremos no teorema a seguir que essa solução ela é única.

Teorema 4.2 Seja A um operador do Rn. Então a solução para o problema de valor

inicial

x′ = Ax, x(0) = x0 ∈ Rn,

dados por

x(t) = etAx0

é única.

Demonstração: Da propriedade da seção 3, teremos que

d

dt
(etAx0) = (

d

dt
etA)x0

= AetAx0.

como e0Ax0 = x0, temos que é solução. Para a unicidade, seja z(t) uma solução qualquer

e ainda

y(t) = e−tAz(t)

então,
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y′(t) = (
d

dt
e−tA)z(t) + e−tAz′(t)

= −Ae−tAz(t) + e−tAAz(t)

= e−tA(−A+ A)x(t)

= 0.

E vemos que y(t) é constante, então

e−tAz(t) = x0

etA(e−tAz(t)) = etAx0

(etAe−tA)z(t) = etAx0

Logo, z(t) = etAx0,

De fato, x0 = z(0) = e0x0 = x0,

Portanto,

z(t) = etAx0 = x(t).

�
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5 TEOREMA ESPECTRAL PARA SOLUÇÃO DE SISTEMA DE EDO’S

LINEARES

Neste capitulo veremos a utilização do teorema espectral na obtenção da

solução para o sistema de EDO’s lineares.

Seja a EDO linear dada por x′(t) = Ax(t), vimos no teorema 4.2 que a solução é dada

por

x(t) = etAx0, x(0) = x0

Sendo A matriz simétrica, então o teorema espectral nos garante uma base β = {u1, ..., un}
ortonormal formada pelos autovetores de A e ainda, A = QDQt, com D = diag(λ1, ..., λn),

onde λ1, ..., λn são os respectivos autovalores de A e Q = [I]βcan =
[
[u1]can .... [un]can

]
matriz ortogonal. Diante disto, temos

x(t) = et(QDQ
t)x0

⇓

x(t) = QetDQtx0

⇓

x(t) = Qdiag(etλ1 , ..., etλn)Qtx0.

Logo, a ultima equação nos proporciona uma solução para x′(t) = Ax(t). Nos exemplos à

seguir, veremos os casos onde λi são reais e distintos e reais com multiplicidade algébrica.

Exemplo 5.1 Seja o sistema de EDO’s linearesx′1 = x1 + 5x2

x′2 = 5x1 + x2

Temos que a matriz associada ao sistema é a matriz simétrica dada por

A =

[
1 5

5 1

]
.

Queremos calcular os autovalores de A, logo

P (λ) = det(A− λI)

⇓

P (λ) = λ2 − 2λ− 24.

Então,
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P (λ) = 0⇔ λ1 = 6

ou

λ2 = −4.

Agora, queremos encontrar os autovetores associados a λi, ou seja

Av = λ1v ⇔ v = xv1, x 6= 0

Para x = 1 e resolvendo o sistema obteremos o autovetor

v1 =

[
1

1

]
.

Precisamos normalizar v1, logo

u1 =
1

|v1|
v1 = (

√
2

2
,

√
2

2
).

Analogamente, para λ2, temos

v2 =

[
−1

1

]
⇒ u2 =

1

|v2|
v2 = (−

√
2

2
,

√
2

2
).

Então, temos a base β = {u1, u2} ortonormal que nos dá a matriz Q ortogonal, isto é,

Q =

[√
2
2
−
√
2
2√

2
2

√
2
2

]
.

Logo, a solução será dada por

x(t) =

[√
2
2
−
√
2
2√

2
2

√
2
2

][
e6t 0

0 e−4t

][ √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

]
x0.

Exemplo 5.2 Seja o sistema de EDO’s lineares
x′1 = x1

x′2 = x3

x′3 = x2

A matriz associada ao sistema é a matriz simétrica dada por

A =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 .



37

Queremos calcular os autovalores de A, observe que

P (λ) = det(A− λI)

⇓

P (λ) = −λ3 + λ2 + λ− 1

Então,

P (λ) = 0⇔ λ1 = 1

com multiplicidade 2 ou

λ2 = −1.

Agora, queremos os autovetores associados a λi, ou seja, da mesma forma que o exemplo

anterior encontraremos os autovetores e normalizaremos esse autovetores. Para λ1 = 1,

temos

(A− I)v = 0⇔

0 0 0

0 −1 1

0 1 −1


xy
z

 =

0

0

0

 .
Que é equivalente ao sistema −x+ z = 0

y − z = 0

Temos então y = z, com x ∈ R.

Colocando como solução, teremos 
x = a

y = b

z = b

Com a, b ∈ R.

Teremos como solução matricial então

v =

xy
z

 =

ab
b

 =

a0
0

+

0

b

b
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= a

1

0

0

+ b

0

1

1

 .
Que nos dá os autovetores v1 e v2 que já são ortogonais associados a λ1.

v1 =

1

0

0

⇒ u1 =
1

|v1|
v1 = (1, 0, 0).

v2 =

0

1

1

⇒ u2 =
1

|v2|
v2 = (0,

√
2

2
,

√
2

2
).

Analogamente para λ3, obteremos

v3 =

 0

−1

1

⇒ u3 =
1

|v3|
v3 = (0,−

√
2

2
,

√
2

2
).

Temos então a base β = {u1, u2, u3} ortonormal que nos dá a matriz Q ortogonal, isto é,

Q =

1 0 0

0
√
2
2
−
√
2
2

0
√
2
2

√
2
2

 .
Logo, a solução é dada por

x(t) =

1 0 0

0
√
2
2
−
√
2
2

0
√
2
2

√
2
2


e

t 0 0

0 et 0

0 0 e−t


1 0 0

0
√
2
2

√
2
2

0 −
√
2
2

√
2
2

x0.
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6 CONCLUSÃO

Podemos concluir então que o Teorema Espectral em sua versão para opera-

dores auto-adjuntos e quando fixamos a base ortonormal no espaço vetorial temos a sua

versão matricial é uma poderosa ferramenta da Álgebra Linear que pode nos proporcio-

nar uma forma expĺıcita da solução para as EDO’s lineares quando a matriz associada ao

sistema é simétrica.

Uma vez identificada a matriz simétrica seguimos para a obtenção dos auto-

valores e autovetores que do Teorema Espectral sabemos que teremos a base ortonormal

que já nos proporciona a matriz ortogonal.
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