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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma das deficiéncias da Integral de Riemann,
na qual seré solucionado pela integral de Lebesgue. Para tanto, foi exibido ao longo desse
trabalho as duas teorias de maneira a contemplar apenas o essencial dos conceitos re-
lacionado as mesmas para que pudéssemos cumprir com o planejado para este projeto.
Ressaltamos que, a construcao da Integral de Lebesgue foi feita seguindo o método de
F. Riez apresentado na referéncia (MEDEIROS, 2019). Desta maneira nao utilizamos
conceitos relacionado a Teoria da medida, com exce¢ao do conceito de medida nula, na
qual muitas das vezes é apresentado apenas no curso de mestrado. Seguindo essa vertente,
possibilita aquele aluno que nao tem dominio deste assunto a conhecer a teoria relacio-
nada a Integral de Lebesgue usando, relativamente, apenas o conhecimento adquirido na

graduacao.

Palavras-chave: Integral de Riemann. Integral de Lebesgue. Deficiéncia da Integral de

Riemann.



ABSTRACT

This work aims to present one of the shortcomings of the Riemann Integral, which will
be solved by the Lebesgue Integral. In order to do so, two mentioned theories were
explained throughout the text in order to consider their essential concepts, so we could
accomplish the objectives of this project. We emphasize that the construction of the
Lebesgue Integral was made following the method of F. Riez, presented in the reference
(MEDEIROS, [2019). Thus, we did not use the concepts related to the Measurement
Theory, except for the concept of null measure, which is often viewed only in the Master’s
degree course. Following this line, it is posible for that student who does not have the
domain of this subject to learn the theory related to the Lebesgue Integral, by using,

relatively, only the knowledge acquired in undergraduation.

Keywords: Riemann Integral. Lebesgue Integral. Deficiency of the Riemann Integral.
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1 INTRODUCAO

A integral de Riemann é um conceito estudado nos cursos de Matemética,
Fisica, Quimica, Engenharias e dentre outras areas, tal conceito nos permite resolver di-
versos problemas matematicos que envolvem célculos de areas, volumes e outros assuntos
que se relacionam com a teoria. Mas, alguns estudantes muitas vezes nao se pergun-
tam quais as limitagoes da mesma, acreditamos que o motivo seja porque tal teoria é

conveniente para muitos problemas que sao considerados palpéaveis.

Mas para aqueles estudantes mais curiosos, é sabido que existem limitagoes
para a Integral de Riemann, ou seja, existem problemas em que a mesma nao engloba.
Nesse trabalho iremos considerar uma dessas limitacoes, na qual é sanada pela Integral
Segundo Lebesgue. Esta ultima nos permite ampliar a nogao de Célculo Integral para uma
classe maior de func¢oes em comparacao a classe das fungoes Integraveis a Riemann. Este
trabalho ¢é dividido nos seguintes capitulos: Integral Segundo Riemann, Integral Segundo

Lebesgue, reve paralelo entre a Integral Segundo Riemann e a Integral Segundo Lebesgue.

O primeiro capitulo iniciaremos com uma breve histéria relacionada a vida do
matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann e suas relacoes com o Célculo Integral,
mostraremos alguns conceitos preliminares fundamentais para construimos a nocao de
Integral de Riemann, apresentaremos conceitos relacionados a Integral Inferior e Integral
Superior, uma breve concepcao de Funcgoes Integraveis e apresentaremos o Teorema Fun-
damental do Célculo no objetivo de apenas registrar sua importancia para a matematica,

pois a mesma nao caminha diretamente para os objetivos deste trabalho.

No segundo capitulo sera apresentado uma breve historia de Henri Léon Le-
besgue e sua Relacao com o Calculo Integral, alguns conceitos preliminares que serao
fundamentais para se definir a Integral de Lebesgue, vamos recapitular a ideia de funcao
escada pois a mesma ¢é necessaria para se construir a Integral de Lebesgue via método F.
Riez, sera a exibido o Primeiro e Segundo Lema Fundamental que sao fundamentais para
definimos a classe S;(a, b) e consequentemente o espaco L(a,b) que é o espago das fungoes

Lebesgue integraveis.

No quarto capitulo vamos fazer conforme o objetivo desse trabalho, um breve
paralelo entre a integral de Riemann e Integral de Lebesgue, no qual vamos apresentar
uma fungao que nao é integravel a Riemann, mas é integravel a Lebesgue e por fim no

quinto capitulo sao feitas algumas consideracoes finais.
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2 INTEGRAL SEGUNDO RIEMANN

Neste capitulo iniciaremos o estudo das integrais de Riemann seguindo basi-
camente abordagem de dois livros escrito por Elon Larges na qual consta como referéncia
(LIMA] 2013) e (LIMAJ [2012)), tais livros tratam do estudo de anélise real que por sua
vez, tem como subtemas assuntos relacionados as integrais de Riemann. Tentaremos tra-
zer neste capitulo, aquilo que acreditamos ser fundamental para que se possa ter uma
concepcao acerca das funcoes integraveis & Riemann e ressaltamos que os resultados re-
lacionados a esséncia da discussao apresentada neste capitulo sao das referéncias citadas

anteriormente.

2.1 BREVE HISTORIA DE RIEMANN E SUA RELACAO COM O CALCULO INTE-
GRAL

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 1826 numa aldeia de Hanover,
Alemanha, filho de um pastor Luterano, estudou na Universidade de Berlim e depois na de
Gottingen, onde na mesma obteve seu titulo de doutorado com a tese no campo da teoria
das fungoes complexas. Em 1854 Riemann se tornou professor Privantdocent (professor
oficial ndo remunerado) em Gottingen, em 1857 foi indicado professor assistente e em
1859 sucedeu Dirichelet como professor titular de uma cadeira que outrora era ocupada

por Gauss, ambos os cargos foram obtidos na mesma instituicao.

Podemos citar que uma das caracteristicas marcantes sobre a personalidade de
Riemann é que ele sempre se mostrou um sujeito timido e de saide fragil, e infelizmente
em 1866 faleceu acometido pela tuberculose. Em sua vida curta publicou relativamente
poucos artigos, mas todos eles de grande importancia para matematica que de certa
forma contribuiram bastante para o desenvolvimento da mesma. Por meio de sua tese
de doutorado, ele criou a concepc¢ao das superficies de Riemann pela qual introduziu

consideragoes topologicas na analise dentre outas implicagoes.

Dentre as varias contribui¢oes de Riemann, gostaria de frisar sobre sua partici-
pacao no desenvolvimento do Célculo Integral, pois até o surgimento do conceito que co-
nhecemos hoje como Integral de Riemann, o Célculo Integral nao havia sido sistematizado
e organizado. Tivemos véarios matematicos, na qual tiveram uma participacao fundamen-
tal na criagao desta teoria, como por exemplo, Newton (1643-1727), Leibniz (1646-1716),
Cauchy (1789-1857) e dentre outros que tiveram sua parcela de contribui¢ao na constru-
¢ao da nogao de integral. Se verificarmos ao longo da histéria do desenvolvimento deste
assunto, veremos que Cauchy foi responsével por demonstrar que o conceito do Teorema
Fundamental do Célculo, para uma fungao definida em um intervalo compacto [a, b], de-
finidas por Leibiniz e Newton eram equivalentes. Ele estendeu estes conceitos para uma

semirreta, ao invés de um intervalo compacto, desta forma definindo este novo conceito
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de integral impropria. Entretanto, Riemann, e posteriormente Darboux, estenderam es-
tes conceitos para uma classe de funcoes nao necessariamente continua. Portanto, o que
podemos perceber na contribuicao de Riemann é que ele ajudou a torna claro o conceito
de integrabilidade, tal definicao proposta por Riemann permanece até hoje e é frequen-
temente usado na modelagem de problemas de engenharia, fisica, quimica, dentre vérias

outras areas.

2.2 CONCEITOS INICIAIS

Nesta segao faremos uma breve revisao sobre alguns resultados relacionados
ao conceito de infimo e supremo relacionado a conjuntos de niimeros reais, visto que estes
possuem um papel fundamental no desenvolvimento do assunto estudado neste capitulo
como também para o trabalho em geral. Lembremos que, dado uma func¢ao limitada
f:A — R, tem-se que sup f = sup f(A) = sup{f(x);x € A} e inf f = inf f(A) =
inf{f(z);z € A}. Consideremos os conjuntos a seguir sendo diferentes do vazio, salvo no

caso que afirmamos explicitamente o contrario.

Lema 2.1. Sejam A, B C R tais que, para todo v € A e todo y € B se tenha x < y.
Entao sup(A) < inf(B). E sup(A) = inf(B) se, somente se, para todo € > 0 dado, exista
re€AeyeY comy—ux<e.

Demonstracao. Sabemos que todo x € A é cota inferior de B, entao x < inf B. Entao, isto
nos mostra que todo elemento de B é cota superior de A, em particular inf B, portanto
sup A < inf B. Se for o caso da desigualdade estrita sup A < inf B, entao ¢ = inf B —
supA >0ey—x >eparatodor € A, y € B, poisez < supA <infB <y =¢e=
inf B—sup A <y — x. No caso da igualdade estrita, temos que, se sup A = inf B para
todo € > 0 dado, sup A — § nao é cota superior de A e inf B + § nao ¢ cota inferior de
B, logo existem x € Aey € B taisquesupA — 5 <z <supA=inf B <y <inf B + §,

logo y — x < e.

]

Lema 2.2. Sejam A, B conjuntos nao vazios e limitados de nimeros reais. Pondo A +
B={x+y;x € Aey € B}, tem-se inf(A+ B) = inf(A) + inf(B) e sup(A + B) =
sup(A) + sup(B).

Corolario 2.1. Sejam f,g:[a,b] — R limitadas. Entao sup(f + g) < sup(f) + sup(g) e
inf(f + g) > inf(f) + inf(g).

Para detalhes relacionados as demonstragoes do Lema e corolario anterior con-

sultar referéncia (LIMA, 2013).
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Exemplo 1. Seja f,g:[0,1] — R, onde f(z) = x, g(x) = —x. Entdo sup(f) =
1 e sup(g) =0 e sup(f + g) = 0. Neste caso, temos sup(f + g) < sup(f) + sup(g).

Lema 2.3. Seja A # () um conjunto limitado de nimeros reais. Dado ¢ € R, ponhamos
c-A={cx:x € A}. Entao sup(c-A) = c-sup(A) e inf(c- A) = ¢ - inf(A) para ¢ > 0.
Quando ¢ < 0 tem-se sup(c- A) = ¢-inf(A) e inf(c- A) = c¢- sup(A).

Demonstragao. Ver referéncia (LIMA] [2013)

Definigao 2.1 (Oscilagdo em um conjunto). Dado f:[a,b] — R limitada, sua oscilagdo

no conjunto X C [a,b] € definida por

w(f; X) = sup f(X) — inf f(X).
O lema seguinte resulta em uma definicao equivalente para oscilacao em um conjunto.

Lema 2.4. Seja B um conjunto nao vazio limitado de nimeros reais. Sem = inf(B) e M =

sup(B), entao M —m = sup{|x — y|; =,y € B}.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que M — m é uma cota superior. Seja A =
{|lr = y|;z,y € B}. Dado x,y € B arbitrarios, sem perca de generalidade, podemos

escolher a notacao de modo que x > y. Logo:
m<y<z<M=|lzr—yl=z—-y=x+(—y) <M—m.

Temos entao que, M —m é uma cota superior. Mostraremos agora que M —m é o menor

das costas superiores, ou seja, o supremo do conjunto A. Para isto, temos que para todo

€

€ > 0 podemos encontrar z, y € B taisquexr > M—35 e y < m+g3, ou seja, —y > —m—s,

29
logo:

z—y|l=2x—y=a+(-y) > (M —m)—e

Portanto, M — m = sup A. n

Corolario 2.2. Seja f:]a,b] — R limitada. Para todo A C |a,b] nao vazio, tem-se

w(f; A) =sup{|f(x) — f(y)]; =,y € A}.

Demonstragao. Se tomamos B = f(A) no Lema , fica demonstrado seguindo o mesmo

raciocinio da demonstracao anterior. O]

Em particular, dado f:[a,b] — R limitada e uma partigao P do intervalo [a, b],

indicaremos com w; = M; — m; a oscilagao de f no intervalo [t;_1,t;], onde m; é o infimo



14

e M; o supremo dos valores de f no intervalo [t;_1,%;], para cada i = 1,2,...,n. Observe
que utilizamos a palavra “particao” nesse paragrafo, tal termo sera definido na se¢ao a

seguir.

2.3 INTEGRAL SUPERIOR E INFERIOR
Consideremos fungoes f: [a,b] — R, definida num intervalo compacto [a, b] e

limitado nesse intervalo, onde [a, b] C R.

Definicao 2.2 (Parti¢ao). Uma parti¢ao do intervalo [a,b] é um subconjunto finito P C
la,b] tal que a,b € P. Se tomamos P = {a = to,t1,...,t,_1,t, = b}, convencionamos
a=ty<t;<...<t,_1 <t,=0>b, onde os intervalos [t;_1,t;] serdo chamados intervalos

da particao P.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada e P = {to,t1,...,t,—1,t,} uma parti-
¢ao de [a,b]. Indicaremos por m; o infimo e M; o supremo dos valores de f no intervalo

[ti_1,t;], para cada i =1,...,n.

Definigao 2.3 (Soma Inferior e Soma Superior). Definimos a soma inferior s(f; P) e

soma superior S(f; P) da funcao f relativamente & particao P pondo, respectivamente:

Decorre que, se m e M sao, respectivamente, infimo e supremo de f em [a, b],

temos que:

m(b—a) <s(f;P)<S(f;P) < M(—a), VP C [a,b].

Quando f é uma fungao positiva, as somas s(f; P) e S(f; P) podem ser inter-

pretadas como areas de poligonos, um inscrito e outro circunscrito ao grafico de f.

Note que, embora a figura apresentada a seguir possua, aparentemente, interva-
los de mesma amplitude. Destacamos que nao é necessario tomar parti¢oes com intervalos
necessariamente de mesmo tamanho para que a ideia relacionada a soma inferior e soma

superior seja valida.

Defini¢ao 2.4 (Refinamento). Sejam P,(Q particoes de |a,b]. Quando P C Q, diz-se que
a particao de @) € mais fina do que P.

Ressalto que, a maneira mais simples de refinar uma particao P é acrescentando-

lhe um tinico ponto ou novos pontos de divisao aos intervalos de P.
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Figura 1.1 - Integral Inferior e Integral Superior

0 x 0 X

Fonte: James Stewart(2013)

Teorema 2.1. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Quando se refina uma parti¢io

P a soma inferior nao diminui e a soma superior nao aumenta.
Demonstracao. Note que, se uma particao Q resulta do acréscimo de um ponto a particao
P tem-se S(f;Q) < S(f; P), pois:

Tomemos P = {tg,t1,...,tn_1,t,} € consideremos Q = {to,t1,...,t;i_1,7t;,. ..
to—1,tn},onde t;_y <r <t; Sejam M;, M' e M" os supremos de f nos intervalos [t;_1, t;],
[ti_1,7] e [r,t;], respectivamente, vemos que M; > M’ e M; > M". Como t; —t; 1 =
(ti — 1)+ (r —t;—1), temos:

S(f;P)=S(f;Q) = M(ti —tie) — M"(t; —r) — M'(r —t;_1)
= Mz(tz —T) +Mi<7"—ti_1) —M”(ti —7") —M/(’I"—ti_l)
Concluimos que P C @ implica S(f;Q) < S(f; P). De forma anéloga, se prova para
PcCQ=s(f;Q)>s(f:P). Logo, diante do exposto esta provado o teorema.

|

Vale ressaltar que, aplicando esse resultado repetidamente para outros pontos que podem

ser acrescidos obtém-se a mesma conclusao.

Corolario 2.3. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Para quaisquer particées P, Q)
de [a,b], tem-se s(f; P) < S(f;Q).

Demonstragcao. Sabemos que, a particao P U Q) refina P e (). Logo

s(f;P)<s(f;PUQ)<S(f;PUQ) <S(f;Q).

Portanto, toda soma inferior de f é menor ou igual a qualquer soma superior.

Defini¢ao 2.5 (Integral Inferior e Integral Superior).
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1. Integral Inferior de uma fungao limitada f : [a,b] — R:
b
[ e =supsisiP)
P
2. Integral superior de uma funcao limitada f : [a,b] — R:

b
[ Hade =it s(r:P)

O sup e o inf sdo tomados relativamente a todas as parti¢des P de [a, b].

Exemplo 2. Seja f : [a,b] — R uma funcio limitada, definida por f(x) = k se x é
racional e f(x) = q se x € irracional, onde k < q e k,q € N. Mostre que a integral

superior difere da integral inferior.

R: Dada uma parigao P qualquer de [a, b], sabemos que para cada intervalo

(t;—1,t;) C P temos nimeros racionais e irracionais contidos neles, logo m; = k e M; = g,
para todo i = 1,2, ...,n. Pois, como sabemos Q e I sao densos nos reais e logo para cada
intervalo que tomamos na reta real sempre vai haver niimeros racionais e irracionais.

Portanto, teriamos que
s(fi P) =k(b—a) # q(b—a) = S(f; P),

o implica que

/b f(a)dz # / f(2)d.

Exemplo 3. Seja f : [a,b] — R constante, f(x) = k para todo x € [a,b]. Mostre que a

integral superior € igual a integral inferior.

R: Note que para qualquer parti¢ao P de [a, b], temos que M; = m; = k para qualquer
intervalo (t;_1,t;). Logo S(f; P) = k(b—a) = s(f; P), o implica que

/bf(x)dx - /bf(:v)da: = k(b — a).

a

No exemplo [3| temos que a integral inferior é igual a integral superior, entre-
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tanto casos como estes em que ambas as integrais possuem um mesmo resultado terao
uma definicao apropriada, na qual veremos na segao seguinte. Sem mais delongas, temos

a seguir algumas propriedades que configuram a integral inferior e superior.
b
1. Para qualquer partigao P de |a,b] tem-se s(f; P) < sups(f; P) = /f(:p)dx,
P

b
2. Dado € > 0, existe uma particdo P C [a,b] tal que s(f; P) > [ f(x)dz — ¢,

b
3. Para qualquer particao P de |a,b] tem-se S(f; P) > i%f S(f; P) = /f(m)dx;

a

b
4. Dado € > 0, existe uma partigdo P C [a,b] tal que S(f; P) < [ f(x)dz + .

Observacao 2.1. Em particular se |f(z)| < K, ¥ P de [a,b], entdo;
b b
/f(x)d:c <Kb-a) e /f(:c)d:c < K(b-a),
pois —K < f(z) < K.
Teorema 2.2. Sea < ¢ < be f:|a,b — R limitada. Entao:

b

f(:z:)d:c:/cf(:c)dx—l—/f(x)dx

c

B —

/b f(a)de = / fla)dz + /b f(@)dw.

Para detalhes sobre a demonstragao consultar a referéncia (LIMA| 2013).
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Teorema 2.3. Seja f,g: [a,b] — R limitadas. Entao:

L | fa)da+ [ o(@)dr < [1F@) + g(@)lde < [UF() + 9(2)] < [ Fle)da + [ g(a)

a

2. Sec>0, f; cf(x)dx = cfg flz)dz e [fcf(x)dm = cfab f(z)dx
Se ¢ < O,f;cf(a:)d:c = cfff(:v)dm e fbcf(x)d:c = cff(:c)dx

3. Se f(x) < g(x) para todo = € [a,b], entdo f;f(x)dw < f;g(x)dx e fagf(x)dx <

ffg(x)dx

Demonstracao. 1. Provaremos apenas a primeira desigualdade, pois a segunda nao é dificil
ver pelo corolario [2.3] e a terceira segue o mesmo raciocinio que iremos utilizar agora.
Tomemos m;(f), m;(g) e m;(f + g) para indicarmos os infimos das fungdes f,g e f+ ¢ no
intervalo [t;_1,¢;] de um partigao P. Pelo corolario 2.1} temos que m;(f + g) > m;(f) +
m;(g) e consequentemente s(f + g; P) > s(f; P) + s(g; P). Logo,

b

/[f(x) + g(z)|dx > s(f +g: P) > s(f; P) + s(g; P),

para toda parti¢ao P de [a,b]. Dadas arbitrariamente as parti¢oes P e Q) temos que

b

S(fsP) +s(g: P) < s(f;PUQ) + s(g: PUQ) < / (@) + g(x)ldz,

a

na qual estamos tomando P U () sendo um refinamento da particao P. O lema nos

possibilita entao que

b

/ d:c+/g (fPUQ)+sg,PUQ /b x)+g(x

2. Pelo Lema [2.3] temos que: Seja A igual ao conjunto das somas superiores com relagao
a fungdo h = ¢ - f e toda partigdo P tomada de [a,b], ¢ > 0, e seja B igual ao conjunto

das somas superiores com relac¢ao a fungao f e toda partigdo P tomada de [a, b], entao

b
¢ f(z)dr = inf(A) = inf(c- B) = c-inf(B) =c¢- /f(x)dx

—
=
8
S~—
Y
S
I
S

De maneira analoga, observando o Lema [2.3] se prova as demais situacoes deste item.
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3. Temos que se f(z) < g(x) Vz € [a,b], entdo m;(f) < m;(g) = s(f; P) < s(g; P) para

toda particao P tomada de [a,b]. Logo sup s(f; P) < sup s(g; P), o que implica que
P P

/bf(x)dx < /bg(w)dx-

a

De maneira analoga se prova para a soma superior.

2.4 FUNCOES INTEGRAVEIS
Para efeito de simplicidade, quando nos referimos a fungoes integraveis a Rie-
mann neste capitulo, em alguns momentos, diremos apenas que a funcao é integravel ou

Riemann integravel.

Defini¢ao 2.6. Uma funcao limitada f:[a,b] — R chama-se integravel quando:

/bf(:c)da::/bf(x)dx.

Este valor, comum é chamado a integral de f e denotado por:
b

Podemos citar como exemplo de fungao integravel uma fungao f : [a,b] — R
definida como f(z) = ¢, onde fabf(qz)d:x =c-(b—a). Além disso, se f : [a,b] - R é uma

funcao escada, entao f é integravel e f: f(x)dx = Z ¢i(t; —t;_1), onde ¢; sao valores que
i=1
f assume nos intervalos (¢;_1,t;). Observemos que no exemplo [3| a func¢do é integravel,

enquanto no exemplo [2| a funcao nao é integravel.

Quando f(z) > 0 para todo = € [a,b], os nameros s(f;P) e S(f;P), sao
valores aproximados, respectivamente, por falta e por excesso da érea da regiao A, limitado
pelo grafico de f, pelo intervalo [a,b] do eixo das abscissas e pelas verticais levantadas
nos pontos a e b desse eixo. Sempre que concluimos que uma funcao f é integravel a
Riemann, significa que as aproximagoes por falta e por excesso se conduzem para um

mesmo resultado da area da regiao A. Se f(x) < 0 para todo = € [a, b], entdo os nimeros
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s(f; P) e S(f; P) sao valores aproximados para area da regido A com o sinal trocado.

Observagao 2.2. Representaremos por R(a,b) a classe de todas as fungoes limitadas e

integrdveis a Riemann em (a,b).

Teorema 2.4. Seja f:[a,b] — R limitada. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
1. f ¢é integravel
2. Paratodo e > 0, existem partigoes P, Q do intervalo [a,b] tais que S(f; Q)—s(f; P) <
€,
3. Para todo € > 0, existe uma parti¢ao P do intervalo [a, b] tal que S(f; P)—s(f; P) <
&
4. Para todo € > 0, existe uma partigdo P = {to, 1, ,t,} do intervalo [a, b] tal que

sz(tl - tifl) < €.
=1

Demonstracao. Demonstragao. Pelo Lema temos que 1 & 2. Note que 3 & 4, pois

dada uma particao P tem-se,

n

Zwi(ti —ti1) = Z(Mz —m;)(ti — tio1)

=1

= Z Mz(tz — t1;1> - Zmz(tz - ti*1>
=1 =1

= S(f;P)—s(f;P).

Temos que 3 = 2, visto que dada uma particao P de [a,b] podemos refina-la. E por
tltimo, dispomos de 2 = 3, porque se S(f;Q) — s(f; P) <€ e K = QU P, temos que
s(f; P) < s(f; K) < S(f; K) < 5(f;Q). Logo,

S(f;K) —s(f; K) <S(f;Q) —s(f; P) <e
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Teorema 2.5. Sejam f,g : [a,b] — R integrdveis. Entao:

1. Para todo a < ¢ < b, fliaq € f|ep 580 integraveis e se tem
b c b
/ flz)de = / f(x)dx —i—/ f(z)dx. (1)

Reciprocamente se f|4,q € f|c5) sdo integréaveis, entdo f ¢ integravel e vale a igual-

dade a cima.

b b
2. Para todo ¢ € R, c¢f é integravel e / cf (x)dx = c/ f(z)dz.

b b b
3. f+ g ¢ integravel e / [f(z) + g(x)]dx = / f(z)dz +/ g(x)dx.

b b
4. Se f(z) < g(x) para todo x € [a, b, entao / flz)dz < / g(x)dx.

5. | f] é integravel e se tem:

< [ Wya

/ab f(z)dz

6. O produto de f - g é integravel.

c b

c b
Demonstragao. 1.Sejama:/f(x)dac, A:/f(x)dx, b:/f(x)dxe B:/f(x)d:r.

Pelo Teorema [2.2] temos,

b b
/f(ﬂﬁ)darza%—b e /f(x)dac:A—i—B

e sabemos que a < Aeb < B. Logo, f é integravel se, somente se, a = be A = B,

/abf(a:)d:c = /acf(:r;)dx + /be(x)dx.

b
2. Pelo Teorema [2.3| temos que, se ¢ < 0, entao /c - flx)dr = ¢

portanto

f(x)dx e como f é

@"\Q“

a

integravel resulta da igualdade anterior que

/b of (@)dz = ¢ / F(@)da.

a
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O caso em que ¢ > 0 nao ¢é dificil de ver.

3. Pelo Teorema [2.3] temos o seguinte,

/bf(x)dfCJr/bg(x)dx < /ab[f(w)Jrg(x)]dx < /b[f(l’Hg(fL")] < /abf(x)der/abg(w)dw

como f e g é integravel, temos entao que:

(Sl

/bf(x)d:r+/bg(:c)d:c_ f(x)dij/bg(J;)dx'

a

[f(x) + g(x)]de =

Portanto,

/abg(x)da:.

b b
4. Observando o Teorema 2.3} temos que / f(z)dx < /g(x)dx, como f e g sdo integraveis,

b b
(@) + g(a)lde = / (@) + g(a)dr = / f(x)de +

o —
S e—

temos

/bf(x)dx < /bg(w)dx-

5. A demonstracao deste item se constitui em duas etapas. Primeiramente mostraremos

que x — | f(x)| ¢ integravel. Nota-se que para z,y € [a, b] quaisquer, temos que ||f(z)| —
|f(W)|] < |f(z)—f(y)|- Logo, pelo corolério do Lemal[2.4] temos que w(| f|; X) < w(f; (X))

para qualquer subconjunto X C [a,b]. Tomando, em particular, uma particao P de [a,b],
temos que w;(|f|; P) < w;(f; P). Desta forma pelo Teorema temos que |f(z)| é
b

integravel. Resta mostramos que / f(:r;)dx' < fab |f(z)|dz, de fato esta afirmagdo esta

correta, visto que para todo x € [a, b], vale —|f(z)| < f(z) < |f(x)|. Como |f| ¢ integréavel

e usando as afirmagoes do item 2 e 4 deste Teorema [2.5] segue que:

—/b|f(x)|da:§ if(x)dxs /blf(a:>|dx,

conforme querfamos demonstrar.

6. Seja | f(z)| < K e |g(x)| < K para todo z € [a,b]. Dada uma partigao P = {tg,--- ,t,}
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de [a, b] e indiquemos por w;(f - g), w;(f) e w;(g) as oscilagoes dessas fungdes no intervalo

[ti—1,t;]. Para z,y € [t; — t;_1], quaisquer, temos

[f(x)g(x) — f(y)g(y)]

IN

|f(@)[lg(z) + g()| + [gW)]|f(x) — f(y)]
< Kl|f(z) = f(y)| + Klg(z) — g(y)|
< Klw(f) +wilg)],

ou seja, temos que w;(f - g) < Kw;(f) + w;(g)]. Consequentemente, observando o item
4 do Teorema , notaremos que (f - g) é integréavel pela integrabilidade de f e g, dado

que

Zwi(f'g)(ti —ti1) < ZK'wz‘(f)(tz‘ —ti—1)+ZK'wz‘(9)(ti —ti-1)

IN

K [Z wi(f)(t: —tiz1) + Zwi<g)(ti —ti1)

]

Observacgao 2.3. Sejam quais forem os reais a,b,c € R convencionaremos o sequinte:

L. /aa f(z)dz = 0.

2. /abf(x)d:r _ —/baf(x)dx.

Se considerarmos essas convengoes, a igualdade do item (1) do Teorema
mantém-se para quaisquer a,b,c € R. Ou seja, existem seis possibilidades; a < b < ¢,
a<c<bb<a<cb<c<ac<a<bec<b<a Para cada caso, basta

considerarmos a integrabilidade no maior intervalo.

Definicao 2.7. Se V é um espago vetorial sobre o conjunto dos reais, uma aplicagao

f:V — R diz-se funcional linear se:
flax 4+ By) =af(x)+Bf(y) VeyeVea el

Observacao 2.4. Note que, se as funcoes f e g pertencem a R(a,b), entdo valem € as

sequintes propriedades.

(i) Se f,g € R(a,b) e a, B € R entéo af + g € R(a,b) e tem-se

(i) /ab[af(x) + Bg(x)ldr = o /ab f(z)dr + B /abg(x)d%'-

Pela Observagao 4 item (i) e item (ii) temos que, respectivamente, R(a,b) é um espago

vetorial, pois ele é um subespago do espago de todas as fung¢oes definidas em (a, b), e que
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a cada f € R(a,b) se associa um ntimero real dado pela aplicagao f: f(z)dz, no qual recai
sobe a definicao de funcional linear. Percebam que a verificagao de tais propriedades sao

garantidas pelo Teorema [2.5]

Teorema 2.6. Toda fun¢do continua f:[a,b] — R € integrdavel.

Demonstra¢ao. Como a fungao é definida no intervalo compacto, logo é uniformemente
€
continua. Portanto, tomando vy = 2 > 0, existirA um 0 > 0 na qual |z — y| <

d = |f(x) = f(y)| < ~. Basta tomar uma particdio P = {to,t1, - ,t,} de [a,b], onde
ti=a+ z(b’Ta) e [t; — t;_1] <, perceba que para qualquer =, y € [t; — t;_1] tem-se que
|l —y| < d = |f(x) — f(y)] <. Logo, usando o corolario e pelo Teorema [2.4] f ¢

integravel, pois temos que:

Zwi(ti_ti 1 Z’Y (tti—t,y) = Z (tti—t; )
i=1 i=1

n

€ €
b—a ' Z(tti_tifl) = m ' (b - CL) = €.

=1

<

O

Teorema 2.7. Seja f:|a,b] — R limitada. Se, para cada c € [a,b), fla.q € integrdvel,

entao f € integrdvel em |a, b|.

Demonstragao. Seja K constante tal que |f(z)| < K para todo = € [a,b]. Dado € > 0,
tomemos ¢ € [a,b) tal que K - (b—¢) < i Como f|a € integravel, existe uma particao
{to---t,} de [a, ] tal que sz‘(ti —tio1) < g Pondo t,,4+1 = b, obtemos uma parti¢ao

i=1
{to- - tn,tns1} de [a,c]. Certamente w,,; < 2K, pois

[f(@) = Fl < [f@)+ W) < 2K, YV, y € (tntng).

Logo w1 - (tnt1 — tn) = Wpyq - (b — ¢). Portanto

n+1 n

sz z_ i— 1 == sz z_ i—1 +wn+l<tn+1_tn)

e assim f é integravel. O
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Corolario 2.4. Seja f:[a,b] — R limitada. Se para a < ¢ < d < b quaisquer, flia €

integravel, entao f € integrdvel.

Demonstracao. Note que, se tomamos um ponto p tal que a < p < b, entao teremos que
Jlap € fpp € integravel. Pois, se tomamos p < q < b teremos que f},; ¢ integravel pelo
Teorema , e de maneira andloga f,, € integravel. Portanto fj,p e fjp € integravel

pelo item 1 do Teorema [2.5
O

Corolario 2.5. Seja f:[a,b] — R limitada, com um nimero finito de descontinuidade.

Entao f € integrdvel.

Demonstragao. Seja to,ti,...,t, os pontos de descontinuidade de [a,b]. Pelo corolario
anterior, para cada ¢ = 1,--- ,n, temos que fy, ) ¢ integravel, pois f é continua em
todo intervalo [c,d] com t;_; < ¢ < d <t;. Logo f ¢ integral pelo Teorema item 1.

O
Vale ressaltar que, caso o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma

fungao f :[a,b] — R tenha medida nula, a func¢do serd integrével. Tal resultado e o

conceito de conjunto de medida nula serao apresentados no proximo capitulo.



26

2.5 O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Enunciaremos nesta secao um resultado relevante para historia da matemética,
o Teorema Fundamental do Calculo. Esse nome é apropriado, dado que este resultado
permite estabelecer uma conexao entre dois ramos do Calculo; o Célculo Integral e o

Calculo Diferencial.

Seja f:[a,b] — R integravel. Sabemos que f|j,2 € R(a,b) para todo = € |a, b]
pelo item 1 do Teorema [2.5] Definindo uma fungao F':[a,b] — R, onde:

Flz) = / ()t

Se |f(t)] < K para todo t € [a, b], entdao, dado quaisquer z,y € [a, b], tem-se:

P - Fol = |[ o= [ o

- / " iyt +
y

_ / f(t)dt’

< [ 1wt

T

Yy
< K-/ dt = K - |y — x|.

/
/

(t)dt
f(t)dt‘

Teorema 2.8. Seja f:[a,b] — R integrdvel. Se f é continua no ponto c¢ € [a,b], entdo
a fungao F:la,b] — R, definida por F(z) = / f(t)dt, é derivdvel no ponto ¢ e se tem
F'(c) = f(c).

Corolario 2.6. Dada f : [a,b] = R continua, existe F' : [a,b] — R tal que F' = f.

Teorema 2.9 (Teorema Fundamental do Célculo). Se uma fun¢ao F : [a,b] — R possui

deriwada integrdvel, entao

F(b) - F(a) = / b F'(t)dt.

Nos Teoremas e no corolario apresentado anteriormente foi omitido suas de-
monstracgoes, dado que nosso objetivo nao sera trabalhar diretamente com a importancia
desses resultados. Entretanto para mais detalhes sobre suas demonstragoes ver referéncia
(LIMAL 2013).

Destacamos que, os resultados apresentados nesta se¢ao ocasionaram um grande

progresso no desenvolvimento da matematica. Pois, muitos dos problemas que se reduziam
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ao encontro de areas, volumes e comprimentos de curvas, outrora vistos como contratem-
pos embaracosos desde o tempo de Eudoxio até Fermat, passaram ser visto como questoes

relativamente menos complicadas.

Ressaltamos que as implicagoes do Teorema Fundamental do Célculo sao uti-
lizadas em diversas areas como Quimica, Fisica, Engenharias e afins. Desta maneira,
fica evidente que tal resultado possui uma grande importancia para o desenvolvimento
da ciéncia na sociedade, pois proporcionou e proporciona a resolucao de varios problemas
nas mais diversas areas antes insolucionaveis, dado que nao existia teoria matematica que

abrangesse tais obstaculos.
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3 INTEGRAL SEGUNDO LEBESGUE

Neste capitulo iniciaremos um estudo sobre um modelo de integrabilidade de-
senvolvida por Lebesgue, entretanto nao caminharemos pela mesma metodologia utilizado
por ele na apresentagao no conteiido e na maioria das vezes utilizados por aqueles que
buscam estudar e conhecer esse assunto. Pois, para tanto seria necesséario, para o desen-
volvimento deste trabalho, um dominio razoavel de uma gama de afirmacoes relacionadas
ao ramo da matematica conhecido como Teoria da Medida, como pretendemos estudar
e expor uma ideia matematica tentando utilizar apenas ferramentas que nos foi dado
durante a graduacgao, optamos por seguir a abordagem apresentada por Luis Adauto na
referéncia (MEDEIROS, 2019), no qual se utilizar a formulagao F. Riez para apresentar o
conteudo tema deste capitulo e ressaltamos que os resultados relacionados a esséncia da

discussao apresentada neste capitulo sao da referéncia citada.

3.1 BREVE HISTORIA DE HENRI LEON LEBESGUE E SUA RELACAO COM O
CALCULO INTEGRAL

Lebesgue nasceu em 1875 na cidade de Beauvais, Francga, filho de pai tipografo

e mae professora de escola bésica. Lebesgue iniciou seus estudos no College Beuvais, e

depois foi para Paris, onde estudou primeiro no Liceu Saint Louis e por seguinte no Liceu

Louis-le-Grand. Ele entrou na Ecole Normale Supérieure em 1894, Paris, e recebeu seu

diploma de professor de mateméatica em 1897.

O final do século XIX, se destacava a énfase no rigor matemaético e levou muitos
matematicos, intencionalmente, a produzirem varias fungdes que denominavam “patologi-
cas”, porqué a mesma gozava de alguma propriedade incomum e de maneira tal violavam
um teorema que antes se suponha valido em geral. E isso preocupava muitos analistas
renomados, e embora Lebesgue tivesse como professores matemaéticos que desfrutavam
dessa mesma preocupagao, o mesmo fazia estudos de casos incomuns e questionava seus
professores sobre afirmacoes outrora feitas. Se verificamos a histéria de vida de Lebesgue
veremos que ele se comunicava bastante com Emile Borel (1871-1956) em Ecole Normale,
e o mesmo refletindo sobre os trabalhos de Borel relacionado a conjuntos, percebeu que
a definicao de Riemann possuia algumas limitagoes, um exemplo seria a permutacao do
limite sobre o sinal de integral, o qual é permitido, segundo definicao de Riemann , apenas

em casos excepcionais.

Em 1902, Lebesgue produziu sua tese que tinha como intuito redefinir e ge-
neralizar a definicao dada por Riemann sobre integrais, e infelizmente sua teoria sofreu
bastante resisténcia pelos matematicos conservadores, pois os mesmos acreditavam que
a busca por fungoes patologicas e suas implicagoes produziria o declinio do desenvolvi-

mento da matematica. Até mesmo Lesbesgue chegou a temer o rumo que a matemaética



29

estava tomando, entretanto naquela época nao s6 ele mais outros matematicos importan-
tes estavam fazendo esses estudos de casos, no qual produziram resultados fundamentais
para a construgao da matemética moderna. E podemos citar que, embora muitos tenham
demonstrado relutancia pelo trabalho de Lebesgue, pouco a pouco seus estudos foram
ganhando espago e em 1910 foi nomeado professor assistente em Sobornne, e além disso,

ele ocupou varios outros cargos de importancia devido ao reconhecimento de suas teorias.

3.2 CONCEITOS PRELIMINARES
Acreditamos que o conceito de comprimento ou amplitude de um intervalo na
reta seja conhecido por todos amantes da matematica, entretanto por efeito de formalidade

e pela importancia que manifestara ao longo desse capitulo, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.1. Consideremos a amplitude de um intervalo na reta como sendo o valor
absoluto da diferenca entre os extremos do intervalo, nao importando se o intervalo é
aberto ou fechado. Denotaremos amplitude de um intervalo I, por amp(I). Se o intervalo

€ nao limitado diremos que tem amplitude infinita.

Observacao 3.1. A priori todos os conjuntos ao qual mencionaremos ao longo deste

capitulo serao subconjuntos do intervalo (a,b), aberto e limitado, de R.

Como afirmamos anteriormente nao utilizaremos a Teoria da Medida para
desenvolver os assuntos aqui apresentados, entretanto vamos inserir o conceito de conjunto

de medida nula, que é relativamente simples.

Defini¢ao 3.2 (Conjunto de Medida Nula). Diz que um conjunto E tem medida nula,
quando para todo € > 0 existe uma familia enumerdvel de intervalos abertos {I,}nen

satisfazendo as condicoes:

(i) E C U I, isto é, {I,} € uma cobertura E.

n=1

oo
(11) Zamp([n) < e
n=1
Note que, se F é um conjunto de medida nula, temos por definicao que o subconjunto
F C E também tem medida nula.
Proposicao 3.1. Todo conjunto enumerdvel tem medida nula.
Demonstra¢ao. Dado um conjunto £ = {ry,re,--- ,r,,- -}, enumeravel, contido em R.

: . - ' . . _
Dado € > 0, consideremos os intervalos I, = {z € R; 7, — 5555 < 7 < Tn+m} para n =

{1,2,...}. Temos que a familia {I,},en é uma cobertura enumeravel de E e a amplitude
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de cada intervalo I, ¢ dada por ;5. Logo:

> € . € € e 1 €
;2@“)_;2.2”_5;27_5

= €
Portanto temos que Z 20D < €.
n=1

[]

Proposicao 3.2. A unido de uma familia enumerdvel de conjuntos de medida nula possui

medida nula.

Demonstragao. Considere {Ey}reny uma familia de medida nula. Sabemos por defini¢ao
que para todo € > 0 e para todo k € N existe uma cobertura enumeravel de E} por

intervalos abertos {I¥}, tal que:

Zamp{[flf} < 2% (2)

(o]
Entao, temos que o conjunto £ = U E}, é coberto por uma familia de intervalos {I*}; nen

n=1
que ainda é enumeréavel e pela equagao (2.1) tem sim:

Z amp{[ib}#-z amp{I>}+- -+Z amp{IF}+--- = Z Zamp{[ﬁ} < Z 2% =ecl=c¢
n=1 n=1 n=1

k=1 n=1 k=1
portanto o conjunto E tem medida nula.

a

Definicao 3.3. Diz-se que um conjunto E goza de uma propriedade p quase sempre,
quando tal propriedade € vdlida para todo elemento do conjunto E, exceto em subconjunto
de medida nula de FE.

Teorema 3.1. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que uma funcao limitada, f :
(a,b) = R, seja integrdvel sequndo Riemann em (a,b) € que f seja continua quase sempre
em (a,b).

O teorema apresentado a cima ¢ um resultado mais geral que o corolario 2.5
Entretanto, omitiremos sua demonstracao, dado que a mesma nao se dirige diretamente

para os objetivos desse trabalho. Entretanto, para mais detalhes relacionado & demons-
tragao veja a referéncia (MEDEIROS| 2019).

Apresentaremos a definicao de sequéncia de fungao simples e uniforme, dado
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que o conhecimento das mesmas é fundamental para que possamos compreender a teoria

apresentada nessa secao.

Defini¢ao 3.4. Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X — R (n=1,2,...) converge
simplesmente para a funcao f : X — R quando, para todo x € X, a sequéncia de nimeros

(fi(x), fa(x),..., fu(x),...) converge para o numero f(z).

Portanto, em termos matemaéticos temos que, f, — f simplesmente quando:
Ve>0czxeX,IngeNyn>ny=|fulz) — f(2)] <e,

onde ng depende de € e de z € X.

Defini¢ao 3.5. Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X — R (n=1,2,...) converge
uniformemente para a funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe um nyg € N

tal que se tomamos n > ng, entdo | f,(z) — f(z)| < €, seja qual for o x € X.

Portanto, em termos matemaéticos temos que, f, — f uniformemente quando:
Ve>0,3ng € Nin>ng=|fu(x) — fz)| <e,
onde ng € N depende apenas de € para qualquer z € X.

3.3 INTEGRACAO DE FUNCOES ESCADAS
Daremos énfase nesta secao ao conceito de integracao de fungoes escada, dado
que a compreensao desta ideia é essencial para o estudo da Integral de Lebesgue via método

de F. Riez, procedimento no qual foi adotado por nés para elaboracao desse trabalho.

Definig¢ao 3.6. Diz-se que f : (a,b) — R € uma fun¢ao escada, quando existe uma parti-
¢ao P do intervalo (a,b) tal que f € constante em cada subintervalo J; = (t;—1,t;), onde (i =
1,2,...,n), de P.

Na Defini¢ao , temos que a particao P diz-se associada a fung¢ao f, note que,
entretanto P nao é univocamente determinada para f, pois pela defini¢ao [2.4] podemos

refinar a particao P.
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Exemplo 4. A fun¢io f : (0,5) — R que a cada = € (0,5) associa sua parte inteira ¢

uma funcgao escada, observe a figura abaixo.

Figura 2.1 - Grafico da fungao f do exemplo [4]

-2

Fonte: Proprio autor

1
Exemplo 5. Seja f : (=2,+2) — R definida por f(x) = lim ——- . Temos que f é
k—oo 1 + l’2k
uma fungao escada.

Figura 2.2 - Gréfico da funcao f para & = 100000

2

-1

Fonte: Proprio autor

Nota-se que, alterando os valores de uma fungao escada f em numero finito
de pontos de (a,b), em particular, nos pontos de divisao de uma parti¢ao associada a f

tem-se, ainda, uma funcao escada.

Lema 3.1. Sejam f e g duas fun¢éoes escadas definidas em (a,b). FEntao existe uma

particao de (a,b) associada, simultaneamente, a f e g.

Demonstra¢ao. Se tomamos as particoes P, e P, associadas a f e g, respectivamente. En-
tao ao tomamos a particao P;UP,, notaremos que tal uniao de parti¢oes, € um refinamento

de ambas associada tanto a f como também a g. O
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Observagao 3.2. Denotaremos a classe das fungoes escadas definidas em (a,b) por

So(a,b) ou apenas Sy.
Observacao 3.3. Note que Sp(a,b) € um espago vetorial pelo Lema

Defini¢ao 3.7. Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes pertencentes a Sy, define-se fV g,

fAgelfl da sequinte maneira:

(fVvg)z) = max{f(x) g(z)}
(fAg)(x) = min{f(z),g(x)}
[fl(z) = |f(=)].

Note que se f, g € Sp(a,b), entao (f V g), (f Ag) € So(a,b). E obviamente
lfl, 9] € So(a,b), pois |f| = (f V (—f)), analogamente para g. Assim, Sp(a,b) ¢ um

reticulado vetorial real, pela definicao seguinte.

Definigao 3.8 (Reticulado vetorial). Um conjunto ndo vazio R parcialmente ordenado
pela relagao de ordem =; (R <) € dito reticulado se para quaisquer x,y € R existem o

supremo e o infimo de {z;y}: E usual denotd-los por x\V y e x Ay, respectivamente.

Proposicao 3.3. Sejam f; e g; duas sequéncias de fungoes escadas definidas em [a, ],
convergente quase sempre em |a,b] para as funcoes [ e g, respectivamente. FEntao as
sequéncias (f; V gi) e (fi A gi) convergem quase sempre em [a,b] para (f V g), (f N g),

respectivamente.

Demonstragao. Consideremos A o conjunto dos pontos = € [a, b] onde as sequéncia (f;) e
(9;) nao convergem, logo A tem medida nula. Tomemos z € [a,b] — A. Entao para todo

e > 0 existem iy e iy tais que:

—e+ f(z) < fi(z) < e+ f(z) para i > i (3)
—e+g(z) < gi(z) < e+ g(x) para i > is. (4)

Seja i* = max{iy, i}, logo resulta que as desigualdades (2.2) e (2.3) sdo validas para

1 > 1*. Portanto,
min{—e + f(z), —e+ g(z)} < min{fi(z) g:(z)} < min{e + f(x), e+ g(x)} Vi>i",

ou seja
—e+ (fAg)x) < (fing)(z) <e+(f Ag)(x).

Portanto (f;, Ag;) converge para (f A g) quase sempre em [a, b]. E de maneira analoga se
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prova que (f; V ¢;) converge para (f V ¢g) quase sempre em [a, b].
O

Observe que, pela definicao de Integral segundo Riemann dada anteriormente,

podemos dar a seguinte definigao.

Definigao 3.9. Seja f € Sy, P uma parti¢ao de (a,b) associada a f. Seja C; o valor

constante assumido por f no intervalo I; de P, i = 1,2...,n. O numero real dado por

Z C;(t; — t;_1) denomina-se integral da fun¢do f no intervalo (a,b) e a representaremos

por /abf(x)d:c ou /f

Proposicao 3.4. Se f € Sy, entao a integral de f em (a,b) nao depende da parti¢cio P

de (a,b) associada a f.

Para detalhes relacionado & demonstracao consultar referéncia (MEDEIROS,

2019).

Podemos notar que o espago vetorial So C R(a,b). Convém observar que, a
b

aplicagao f — / f onde a cada f € Sj associa o ntimero f € um funcional linear sobre

So. Além disso, temos garantido pelo corolario[2.5 do Teorema que a integral de f nao
depende dos valores que f assume nos pontos de divisao de uma particao P associada a

f, depende apenas dos valores assumidos por f no intervalos J;.

Defini¢ao 3.10. Diz-se func¢ao caracteristica do subconjunto E C (a,b), a fun¢do
Xg 1 (a,b) = R definida por Xg =1 se x € E e Xp = 0 nos demais pontos de (a,b).

Notemos que, se £ C (a,b) ¢ unido de n intervalos abertos J; (i = 1,2,...,n),

dois a dois disjuntos, verifica-se que X € Sy(a, b).

Defini¢ao 3.11. Para f pertencente a Sp(a,b) define-se

/Ef_/abeE-

Sucedendo que / f= Z/ f, visto que Xg = ZXJ pela defini¢ao de fungao caracte-

ristica exceto, posswelmente em um conﬂmto de medzda nula. Em particular, note que,

se f = Xg implica que / Xg = Zamp ;) e neste caso o niumero /XE chama-se

=1
amplitude de E e denota-se por amp(E).
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3.4 PRIMEIRO E SEGUNDO LEMA FUNDAMENTAL
Apresentaremos nesta secao duas proposicoes indispenséveis para construcgao
da Integral de Lebesgue via método de F. Riez, dada a sua importancia elas serao cha-

madas de “Primeiro Lema Fundamental” e “Segundo Lema Fundamental”.

Proposigao 3.5 (Primeiro Lema Fundamental). Seja (f;) uma sequéncia decrescente de

fungoes escadas nao negativas em (a,b). Se lim f; =0 quase sempre em (a,b), entdo
71— 00
b

17— 00 a
Demonstracao. Para cada ¢ € N seja E; o conjunto dos pontos de descontinuidade da
oo

fungao f; em [a,b]. Como f; € Sy, entdo E; é finito e portanto E = U E; é enumeréavel,

logo F possui medida nula. Consideremos o conjunto F', sendo azgcl)legéo dos pontos
de [a,b] nos quais a sequéncia f; ndo converge para zero, logo F' tem medida nula por
hipétese. Tomemos G = E U F entao GG possui medida nula. Resulta dai que para cada
e > 0, existe uma familia enumeravel de intervalos abertos {«; }ien, tal que podemos tomar

a seguinte situacao satisfazendo a condigao para um conjunto ser de medida nula.

x
(i) G C U a; = Jp, isto é, J; é uma cobertura G,
i=1

(ii) Z'Zlamp(Ti) < ﬁ,

onde M > sup{fi(x);z € (a,b)}. Se p é um ponto de [a, b] — G, resulta que lim f;(p) = 0.
1—00

Logo existe um niimero natural m, dependendo de p e ¢, tal que

€

fm(p) < m. (5)

Como p ¢ G, f,, é continua em p e sendo f,, uma funcdo escada, existe um

intervalo aberto I(p) contido em (a,b) e contendo p, tal que para todo = em I(p) se tem

€

fm(z) < W—a) (6)

Sendo f; decrescente, resulta que a desigualdade @ ¢é valida para todo ¢ > m e todo

x € I(p), ou seja,
€

fi(z) < 0 —a)’ (7)
para todo i > m e todo z € I(p).

Quando p varia em [a,b] — G, obtém-se uma cole¢ao de intervalos aberto no
qual denotamos por Jo = {I(p);p € [a,b] — G}, nos quais vale raciocinio analogo a

desigualdade . A unido J; U Jy é uma cobertura do intervalo compacto [a,b] por
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intervalos abertos. Temos que, pelo Teorema de Borel-Lebesgue existe uma subcobertura
finita, extraida da cobertura J; U Jy, que cobre [a,b]. Tal subcobertura iremos denotar
por B = {ag,a9,...,a.,1(p1),I(p2),...,1(ps)}, onde os «; sdo os elementos de J; e os

I(p;) sao os elementos de .J, que ocorrem em B.

Observemos que, para cada intervalo I(p;), j = 1,2...,s de B, existe um

m; € N tal que:

filz) < Q(b—e—a) para todo i > m; e todo z € I(p,),

pela propria defini¢ao dos I(p;). Seja ™ = max{my, mas, ..., ms}, temos que:

filz) < ﬁ para todo r € K = U I(pj), e para todo i > .
—a

j=1
Notemos que, K pode ser escrito como uniao de um numero finito de subintervalos de

[a, b] dois a dois disjuntos sem ponto interior em comum. Logo, pela definigao temos

que para todo ¢ > m:

Jor = e [ mm [
e

€

- m/fﬁm“mﬂmgm(b‘“):i (8)

T

Consideremos agora a parte correspondente aos «;, tomando o = U a; e S =an]a,b.
i=1
Notemos que S também pode ser escrito como uma uniao de um numero finito de sub-

intervalos de [a, b] dois a dois disjuntos. Portanto, para todo k € N temos:

, (9)

DO ™

b b b
OS/fiZ/fiXSS/ﬂXSSM/ XS:M/XS:Mamp(S)S
S a a a S
€

ist S) < .
visto que amp(S) i

Observe que pela equacao [§ e [0, podemos concluir que para todo ¢ > m

OS/abfi:/abfz‘X(a,b)S/abfi(XS+XK>:/abfiXS+/abfiXK:/Sfi+/I(fiSea
b

concluindo assim que lim fi=0. ]
1—00
a
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Proposigao 3.6 (Segundo Lema Fundamental). Seja (f;) uma sequéncia de fungoes es-
cadas em (a,b), crescente. Se existe uma constante M, tal que | f; < M para todo i € N.

Entao a sequéncia (f;) converge para um limite finito f quase sempre em (a,b).

Demonstracao. Sem perca de generalidade, consideremos f; fungoes nao negativas, pois

em caso contrario tomarfamos as fungoes g; = f; — f1 no lugar de f;.
Seja o conjunto Ey = {z € [a,b]; lim f; = +oo}. Por hipotese, existe M > 0
1—00

tal que /fl < M para todo i € N, tomemos um ¢ > 0, onde para cada natural ¢

consideremos o conjunto definido da seguinte forma:

€

M
E(e,i) - {]I < ((l, b)7 fz > _} .

Notemos que, quando ¢ varia em N obtém-se uma sequéncia E; crescente no que se
refere a inclusao de conjuntos, ou seja, Ei 1) C E2) C ... C E; ..., pois a sequéncia
FEcs) € crescente. Observando que, (f;) sao funcdes escadas, resulta que para cada i, o

conjunto L. ;, se nao for vazio, é¢ a unido de intervalos disjuntos contidos em (a, b).

Considerando m ;) a soma das amplitudes desses intervalos. E sabendo que

para cada ¢ € N tem-se:
M [ =Y - o), (10)
J

onde C? é o valor de f; no intervalo (z% — 2%_;) de uma particao associada a f;.

Separando a soma do segundo membro de nas parcelas X' e Y, definidas

da seguinte maneira, ¥’ ¢ soma dos termos em que C’; > % e X' ¢ a soma dos termos

restante. Logo, resulta que:

M M
M>Y 4+ > —Mye) + > —Myei) = Myei) < €.
€ €

oo
Observe que, Ey C U E(ci, pois Ej estar contido em F(.; para algum i € N.

i=1
00

Tomando UE(@") = FE,, entao E. é a uniao enumeravel de intervalos cujo soma das
i=1

o o0

amplitudes é menor do ¢, pois F, estar contido em UE(E,Z-) =F.e ZE(EJ) = M(e)
i=1 i=1

desta maneira satisfazendo as condi¢oes necessarias de conjunto de medida nula. Portanto,

temos que Ej tem medida nula, pois € um subconjunto de um conjunto de medida nula.

O



38

Daqui em diante, quando nos referimos ao Primeiro Lema Fundamental ou ao
Segundo Lema Fundamental, por efeito de simplicidade, em alguns momentos abreviare-

mos tais expressoes da seguinte forma, respectivamente, PLF e SLF.

3.5 DEFININDO A CLASSE S (a, b)

Definigao 3.12. Representaremos por Sy ou Si(a,b) a classe de todas as funcées f :
(a,b) — R que sao limites quase sempre de sequéncias de fungoes de Sy satisfazendo
as hipiteses do SLF, ou seja, [ : (a,b) — R pertence a Sy se, somente se, existe uma
sequéncia crescente (f;) de fungoes de Sy tal que a sequéncia das integrais ([ f;) tem um
majorante e Zlgcr}o fi(z) = f(x) quase sempre em (a,b). Diremos que tal sequéncia define
f.

Note que, se f € Sy, entao f € S;. Entretanto, a reciproca nao ocorre, con-

forme é comentado na observagao a seguir.

Observacao 3.4. Em geral, nem toda funcao que pertence a Sy pertence a Sy, como
veremos no caso da fungio f de Dirichlet que serd explanada no exemplo [7 do capitulo
sequinte. Provaremos que a referida fungao, nao pertence a R(a,b) consequentemente
f & So(a,b), mas mostraremos no exemplo @ também no proximo capitulo, que existe

uma sequéncia de fungoes (f;) satisfazendo o SLF definindo f como elemento de Sy.

Definigao 3.13 (Definigao de Integral em Sy). Seja f € Sy e (f;) uma sequéncia de
fungoes de Sy, satisfazendo as hipoteses do SLF, convergindo para f quase sempre em

(a,b). Sendo a sequéncia (f;) crescente vem que ([ f;) € crescente e como esta iltima tem
um majorante ela é convergente, ou seja, existe e € finito o lim /fZ Este limite serd,
1—r 00

por defini¢do, a integral de f em (a,b), como elemento de Sy. Isto é

b b
/ f(x)dz = lim [ fi(x)dz,

17— 00 a
onde as integrais | f; sdo aquelas definidas para fungoes de Sp.

A proposicao [3.7 e suas consequéncias que vem a seguir nos mostra que a
nocao de integral definida em S; estd bem definida. Entretanto antes de enunciamos tal
proposicao e suas implicagoes consideremos a defini¢ao seguinte.

Definicao 3.14. Dada uma fungao f : (a,b) — R podemos definir as fungoes f+ e f~
chamadas, respectivamente, parte positiva e parte negativa de f, da sequinte maneira:

ff=fvOef =(=f)VO, anotagio O aqui introduzida representa a fun¢do nula.

Observacao 3.5. Note que

ff =20, f=f"—f e |fl=f"+f".
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Observacgao 3.6. Se [ e g sao fungoes quaisquer, definidas em (a,b), tem-se as sequintes

identidades:

(f=9)"=(Vg—g=Ff-(fNrg) (11)
(f—9) =(Vg —f=9-(fNg) (12)

Proposicao 3.7. Sejam f e g funcoes de Sy definidas, respectivamente, pelas sequéncias
de fungoes (f;) e (g;) de S, satisfazendo as hipdtese do SLF. Se f < g quase sempre em

(a,b), entdo tem-se:

i [ i< lim [
71— 00

1—00

Demonstra¢ao. Consideramos uma fungao fi de f; com k fixo, temos que (fr — g;)ien Sera
decrescente e converge quase sempre para fr — g. Note que temos, fr —g < f—¢g <0

quase sempre em (a, b) por hipotese.

Pela proposicao , (fx — gi)" converge quase sempre em (a, b) para a funcao
(fe —g)t =0. Pois, sabendo que (fr — g;)" = (fx V ¢;) — gi, temos que

lim (f, —g:)" = Wm[(f Vgi) — ] = im[(fx Vg;)] — lim g; =g — g =0,
71— 00 71— 00 71— 00 1—00

quase sempre. Desta forma temos uma sequéncia ([fx — ¢;|7)ien C So decrescente e
convergente quase sempre para 0 em (a,b), pelo PLF logo a sequéncia das integrais

(J1f& = gi]")ien converge para 0. Sabendo que para todo k € N tem-se:

fi—0 <[fe—g]" = /(fk —g;) < /[fk —gi"

i}g&/(fk—gi)Z/fk—}gglo/%Silirglo/[fk—gi]+:0
:>/fk,< hm

Portanto, como temos que as expressoes acima é valida para todo k € N, temos
que lim [ f; < lim / ;.-
1— 00

1—00

Corolario 3.1. Se f € Sy € limite de f; e g; de Sy, nas hipdteses do SLF, entdo

1—00

lim [ f; = lim /gi, ou seja, a integral em Sy estd bem definida.
1—00
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Demonstracao. E suficiente consideramos f > g na proposicao anterior, deste modo che-

garfamos que lim [ f; > lim / gie lim | f; < lim | g;, resultando que lim [ f; =
i—00 i—00 i—00 i—00 i—00

lim [ g;, como desejado. O]
1—00

Corolario 3.2. A restricao da integral definida em Sy a classe Sy coincide com a integral

definida em Sy.

Demonstrag¢ao. Consideremos nesta demonstracao as integrais definidas em S; e Sy repre-
sentadas por I e Iy, respectivamente. Vamos provar que se f € S, entao I1(f) = Io(f).
De fato, sendo f € Sy podemos considerar a sequéncia (f;) onde (f;) = f para todo i € N.
Entao (f;) define f como elemento de Sy, pois (f;) € Sy e satisfaz as hipoteses do SLF.

Por defini¢ao temos

Ii(f) = lim I,(f;) = Lo(f).

1—>00

]

Proposicao 3.8. Sejam f, g € S1 e A € R.. Entao, \f e f+ g também pertence a S;.

[a=xfr o Juro=[i+]s

Além disto, tem-se

Demonstracao. Seja f; sequéncias de fungoes de Sy , satisfazendo as hipoteses do SLF,
que define a funcao f. Como A > 0, a sequéncia A f; estd nas condigoes do Segundo Lema

Fundamental e define a funcao Af.

Portanto A\f € S;, obtendo-se

o - 1]

porque / Afi=A / fi, dado que as f; pertencem a Sy. A outra parte da demonstragao
nao é dificil de ver, para mais detalhes consultar (MEDEIROS| 2019)).

]

Observacgao 3.7. Note que a classe S1 nao € um espago vetorial, pois nao ocorre que
f—g €51 para todo f, g € S1. Observe que, se g € Sy nao implica necessariamente que
—g € 51, pois nao é garantido que exista uma sequéncia de funcoes (g;) satisfazendo SLF
convergindo quase sempre para —g. Entretanto, se f € S; e g € Sy, entao f — g € 5.

Pois, se g € Sy, entdo —g € Sy, onde sabemos que Sy € um espago vetorial e Sy C 5.



41

Logo, (f —g) € S1 pela proposi¢ao . Para mais detalhes relacionado a questao de S;
nao ser um espago vetorial, consultar referéncia MEDEIROS| (2019).

Observacao 3.8. Seja f : (a,b) — R uma fungio de Sy. Para cada t € (a,b), a fungdo
[ Xy € também uma fungdo de S,. Define-se f(f f= fab [ Xap), pois set € (a,b) e f €5,

entao
b t b
fo=f ]
a a t
Observando que, f = fXan + fXep) + X}

Proposicao 3.9. Se f e g sio funcoes de Sy, entao fV g e f A\ g também pertencem a
Si.

Demonstracao. Sejam (f;) e (g;) sequéncias de fungdes de Sy satisfazendo as hipoteses do
SLF, definindo f e g, respectivamente. Considerando a sequéncia (¢;) onde ¢; = f; V g;
para todo i € N. Pela proposicao , (¢;) converge quase sempre para f V g.

Observe que, (¢;) € uma sequéncia de fungoes Sy crescente, desta forma satisfa-
zendo uma das hipoteses do SLF, falta apenas verificamos se (¢;) atende a outra hipotese.
No caso, temos que demonstrar que a sequéncia das integrais possui um majorante. Note

que para cada ¢ € N, tem-se
fing < fi<di=[fivag <(fiv)V(aVe)<(fi+fi)+(g+g) (13)

Uma vez que (f; + f{) >0e (g:+g;) > 0, pois:
e se [; < 0= f; <0, dado que a sequéncia de fungao é crescente. Logo f; > 0 =
(fi+fr)=0;
e se fi > 0= f; >0, dado que a sequéncia de fungao é crescente. Logo f; > 0 =
(fi+fr)=0;
e se fi <0e f; >0, implica que f{ >0=(fi+f;)>0.

Raciocinio analogo para constatar que (g; + g; ) > 0. E, sabemos que o supremo de duas
funcoes nao negativas e limitadas é menor ou igual a sua soma conforme o corolario [2.1]

Decorre da desigualdade (2.12) e considerando o Lema (3.1} que

/fi/\giS/fi§/¢§/fi+/gi+/f1_+/gl_§M7

onde M é uma constante. Portanto f A g pertence a S;. De maneira analoga prova-se que

f V g pertence a 5.
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Retornaremos aqui a nocao de integral de Riemann, pois faremos uma pequena

analise para a linguagem de funcao escada.

Definic¢ao 3.15. Seja f : (a,b) — R limitada, e P uma particao de (a,b). Para cada j =
1,2,...,k seja mj = inf{f(z),z € I;} e M; = sup{f(x),z € I;}, onde I; = (zj_1,x;).

Feitas estas consideragoes, ficam definidas em (a,b) as sequintes fungoes escadas.
o lp=m; para cada v € I;, j=1,2,...,n
o Lp=M; para cadax € I;, 3 =1,2,...,n

o Ip(xzj) = Lp(xzj) = f(z;) (Ou seja, nos pontos de divisio de cada intervalo da
parti¢ao P, lp(x;) = Lp(x;) = f(z;), Vj=1,---,5—1.)

Desta forma, obtemos que s(f; P) e S(f; P) podem ser representadas, respec-

tivamente, pelas integrais das fungoes escadas [p e Lp, isto é,

S(f; P) = /abzp@)dx e S(f:P) = /apr.

Seja (P;) uma sucessao crescente de parti¢oes de (a,b), ou seja, para cada i € N estamos
fazendo refinamentos consecutivos da particao inicial P;. Denotaremos esta inclusao por
P, < P, para i € N. Representaremos as fungoes lp, e Lp, simplesmente por [; e L;,
respectivamente, para ¢ € N. Notemos que, se P; < P entao l; < l;y; e L; > L;y; para
todo i € N, ou seja, a sequéncia (I;) é crescente e a sequéncia (L;) decrescente. Como
(I;) < f(z) < (L;) em (a,b) para todo i € N, resulta que estas sequéncias sdo convergentes
em (a,b) e tem-se:

l(xz) = lim [;(z) < f(x) < lim L;(x) = L(x). (14)

i—00 i—00

Se f € R(a,b), a sucessao (P;) pode ser escolhida de modo que fab(LZ — [;) converge para

Zero.

Lema 3.2. Seja f; uma sequéncia decrescente de funcoes escadas nao negativas. Se

lim [ f; =0, entao a sequéncia (f;) converge para zero, quase sempre em (a,b).
1—00

Demonstragao. Sendo (f;) decrescente e limitada inferiormente por zero, resulta que f;
converge em (a,b), para uma fungado f nao negativa, pois a sequéncia (f;) ¢ monétona e

limitada.

Como para todo 7 € N tem-se f; > 0, tomemos S referindo-se ao conjunto dos
pontos onde f # 0 tal que S é unido enumeravel dos conjuntos E; = {z € (a,b); f(z) > %},
J € N. Mostraremos que S ¢ a uniao de conjuntos de medida nula, ou seja, que F; tem

medida nula para todo j € N e consequentemente f = 0 quase sempre em (a,b).

Note que, f; > f implica que f; > % para todo x € E; e todo 7 € N. Tomando
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J, i € N fixo, os subintervalos de disjuntos de (a, b) onde f; é constante e nos quais f; > %,
formam uma cobertura finita dos pontos de E; diferentes dos pontos de descontinuidade

de f; nas quais sao em numero finito, uma vez que f; é uma fungao escada.

Sejam Iy, Io, ..., I, os intervalos de tal coberturae K = I, U, U... ;. Entao

b b 1 b 1
/fzz/ fiXkZ_./ X = —amp(K).
a a ] a j
b

k
Logo amp(K) < jfab fi, na qual amp(K) = Zamp(]n). Entretanto, como lim [ f; =
1—00
n=1 a
0, ocorre que se dado € > 0 e 7 suficientemente grande, implica que amp(K) < e. Conclui-
se para todo ¢ > 0 existe uma cobertura de E; cuja a soma das amplitudes é menor do
que €. Portanto £; tem medida nula para todo j, dado que estamos tomando j arbitrario.

E pela proposicao temos que K é um conjunto de medida nula.
O

Proposicao 3.10. Se f € integrdvel 4 Riemann em (a,b), entdo existe uma particio P,

tal que l(x) = f(x) = L(z) quase sempre em (a,b).

Demonstragao. Sabemos que, lim (L; — ;) = L — [, e nota-se que a sequéncia (L; — [;) é
formada de funcoes escadas négo;egativas, pois (L; — l;) > 0 para todo i € N. Perceba
que a sequéncia (L; —1[;) é decrescente. Como f € R(a,b), a sucessao P; pode ser escolhida
de modo que a sequéncias das integrais [(L; — [;) converge para zero (ver Teorema
item 3). Logo pelo Lema [3.2] conclui-se que (L;(z) — l;(x)) converge para zero quase
sempre em (a, b), consequentemente L(z) = [(x) quase sempre em (a, b). Observando que
a desigualdade [I4] temos que I(z) = f(z) = L(x) quase sempre em (a, b)

]

Corolario 3.3. Toda func¢ao f € R(a,b) é uma funcao de Sy e a integral de f em Sy € a

integral de [ sequndo Riemann.

Demonstrag¢ao. Note que, para uma conveniente sucessao de parti¢oes (F;), (I;) ¢ uma

sequéncia de funcoes escadas satisfazendo o SLF, que converge quase sempre para f,

perceba que a integral de f segundo Riemann é dada por [ f = sups(f; P;) = lim / l; =
P; 11— 00

/f = lim [ [;, entretanto esta é a defini¢ao de integral de f em 5.

17— 00
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Proposigao 3.11. Sejam f : (a,b) — R, limitada, (g;), (h;) sequéncias de fungoes escada
em (a,b), a primeira crescente e a outra decrescente, ambas convergindo quase sempre para

e tais que para todo i, g; < f < h; em (a,b). Entao f ¢ integrdvel & Riemann em (a,b)

/f—hm/ —hm/hi.

1— 00 1— 00

Demonstracao. Seja P;, para cada ¢, uma particao associada, simultaneamente, a g; e h;.
E considere (;) e (L;), relacionadas a f, definidas a partir das partigoes da (P;)(conforme

a definigao [3.15)), note que para cada i tem-se
gi(x) < li(x) < fz) < Li(z) < hi(x), Vo € (a,b). (15)

Mas, como (h; — g;) converge para zero quase sempre em (a,b) e é decrescente, pelo PLF

temos que o lim /(hi—gi) = 0 e por (2.14) resulta que lim /(Li—li) = 0. Segue-se que,
1—00 =00

S(f; P) — s(f; P) = [(L; — ;) converge para zero e, portanto f ¢ integravel a Riemann.

Além disso, temos que

/f = lim | g; = lim /Zi =lim | L;=lim [ h,.
1—00

1—00 1—00 1—00

[]

Observacao 3.9. Nem toda fun¢do de Sy € uma fungao de R(a,b), veja observagao .

3.6 DEFININDO O ESPACO L(a,b)
Nesta segao iremos definir o espaco das fungoes integraveis a Lebesgue, mas

antes vamos apresentar algumas definicoes que se fazem necessario para esse proposito.

Defini¢ao 3.16 (Cone). Seja C' um subconjunto de um espago vetorial V. Se \f € C
para todo f € C' e para todo A > 0, diz-se que C' € um cone.

Defini¢ao 3.17 (Cone convexo). Se C' € um cone e (f + g) € C para todo f, g € C,

diz-se que C' € um cone convexo.
Convém observar que, pela que proposi¢ao Si(a,b) é um cone convexo.

Observacao 3.10. Dado W o subespaco de V' gerado por um cone convexo C. Sabemos
que, cada elemento de W € uma combinacao linear de uma familia finita de elementos de

C, ou seja, por defini¢ao temos que, se w € W, entao

w= M\Mw; + ...+ AW, w, €C, €éR, i1=1,2...,n

Se f e g sao, respectivamente, as somas dos termos para 0s quais \; > 0 e \; <

0, entao w = f—g com f, g € C. Reciprocamente, se f eg € C ew = f—g, entio w €
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W. Portanto, fica definido que W € o conjunto dos elementos de V' da forma f — g, onde
figeC.

Definigao 3.18. Serd representado por L(a,b) o subespaco do espago das funcoes reais
m (a,b) gerado pelo cone convexo Syi(a,b). Pelo que foi visto na observagao ,
h € L(a,b) se, e s6 se, h = f — g, onde f, g € Si(a,b).

Proposicao 3.12. L(a,b) é um reticulado vetorial.

Corolario 3.4. Se f € L(a,b), entdao f* e f~ também pertencem a L(a,b), consequen-
temente, |f| € L(a,b).

As provas da Proposicao e Coroléario podem ser encontradas na refe-
réncia (MEDEIROS, 2019).

Defini¢ao 3.19. Seja h € L(a,b) e escrevamos h = f — g, onde f,g € Si. Define-se a
integral de h em L(a,b) como sendo [ h = [ f— [ g, onde as integrais do sequndo membro

sao definidas em Si.

Convém notar que, a integral de h € L(a,b) ndo depende da escolha da re-

presentacao de h como diferenga de fungdes de S;. Ou seja, dado h = f —g = f1 —
g1, sendo f, g, fi, g1 € Sy, implica que f1+g = f+ g1 e sabemos que (fi+g), (f+g1) €

S1, desta forma temos que.
/f1+/9:/f+/917
Ji-fo=[r=[o-=]

Portando, fica demonstrado que a integral de h esta bem definida.

resultando que

Proposicao 3.13. A aplicagio w — [w, que a cada w € L(a,b) associa a integral de f

¢ um funcional linear sobre o espago vetorial L(a,b).

Demonstra¢ao. Sabemos que, para uma aplicacao ser um funcional linear tem que satis-
fazer duas condigoes conforme definigao 2.7 Considere w, w; € L(a,b), logo (w + wy) €
L(a,b). Para a primeira condigao de funcional linear temos o seguinte, se w = f—g e w; =

fi—g1onde f, g, fi, g1 € S1, por defini¢ao sucede que

Jwrw) = [u-g+n-a)= [U+n-6+a)

/<f+f1)—/g+91 /f+/f1/ /91
([ (e f)= o [
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satisfazendo a primeira condi¢ao de funcional linear. Para a segunda condigao de funcional

linear, temos que, seja A € R e tomemos w € L(a,b). Temos os seguintes casos

.%A>om@mwm/}w_/xfxg /xf/Kg_ /fu/ —A/

Em particular

/PWV:ﬂaaﬂ—/g—/f—4/f—/w——/@

logo, conclui-se que

o%A<Qwm%/MwiﬂﬂMm:—/Mm:—W/@:A/w:A/w

Definigao 3.20. O conjunto denotado por L(a,b), € dito espago vetorial das fungées
integrdveis a Lebesque. A integral definida em L(a,b) denomina-se integral de Lebesgue.
Omitiremos, em alguns momentos, a palavra Lebesgue e diremos apenas integral e fun¢ao
integravel (ou somdvel, como Lebesque chamou originalmente) quando nos referirmos aos
elementos de L(a,b).

Observacao 3.11. Note que, se f € Sy entao a integral de f como elemento de Sy
coincide com a integral de Lebesque de f. Basta considerar wma funcao g arbitrdria em

Sy e escrever [ = (f + g) — g. Entao, por defini¢do, a integral de Lebesque de f € dada

Jo=Juro-fo=[sfom[o=]s

Na qual as integrais do sequndo membro em diante, coincide com integrais

por

definidas para os elementos de S1. Portanto, conforme a teoria construida ao longo desse
trabalho, temos que
So(a,b) C R(a,b) C Si(a,b) C L(a,b)

Note que a reciproca nao é verdade de acordo com a observagao[3.9.
Proposicao 3.14. Se h € L(a,b) e h > 0 quase sempre, entio [ h > 0.

Demonstracao. Considere h = f — g, com f, g € S;. Como h > 0, quase sempre,

implica que f > g quase sempre, daf temos que [ f > [ g (ver proposigao . Portanto

Jh=[f-Jg=0.

]
Corolario 3.5. Se hy, hy € L(a,b) e hy > hy quase sempre, entao [ hy > [ ho

Demonstrag¢ao. Considere h = hy — hg, e considere raciocinio analogo a proposicao |3.14l
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Proposicao 3.15. Se h € L(a,b), entao | [ h| > [|h].
Demonstragdo. De acordo com o corolario 3.4 |h| € L(a,b). E sabemos que +£h < |h],
pela proposi¢do [3.14] temos que + [ 7 < ['|h|. Resulta que | [ h| < [ |A].

[

Proposicao 3.16. Se h € L(a,b), entao existe uma sequéncia (h;);en de fungoes escada

em (a,b) tal que lim h; = h quase sempre. Além disso, tem-se que lim [ |h; — h| = 0.
1—00 100

Demonstracao. Seja h = f — g, onde f, g € S;. Por definicao de S; temos que existem
(fi) e (9:), sequéncias de fungoes escada que satisfaz o SLF convergindo para as fungoes
f, g quase sempre, respectivamente. Desta maneira temos que, tomando h; = f; —
gi, para todo i € N, é uma funcao escada, o que implica

lim h; = lim f; — lim g; = f —g=nh
71— 00 1—00 1— 00

quase sempre. Além disso, tem-se

0 < [-n=[1h-g-1+4
< /\f—fi\+/|9—9i!
= /(f—fi)Jr/(g—gi),

pois f > f; e g > g;. Tomando o limite quando ¢ — oo, e observando que lim [ (f;—f) =

1—00

i—00

lim [ (¢; — g) = 0 quase sempre, resulta que lim / |h; — h| = 0.
1—00
O

E importante lembrar que, a partir de Sy sobre algumas hipoteses, conforme
definicao construimos a classe S;. Mais a diante apresentaremos o Teorema de
Beppo Levi, tal que suas implicagoes nos garante que ao utilizamos o mesmo método de
construgao da classe de fungbes S; para as sequéncias de fung¢oes de L(a,b) ndo obtemos

uma nova classe de fungoes.

Lema 3.3. Seja h uma funcgao integrdavel. Entao, para cada € > 0 existem funcgoes f, g €
Sy tais que h = f—yg, g > 0e [g(x)dx < e. Além disso, se h > 0 entio pode-se

considerar f > 0.
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Demonstragao. Seja h = (f* — ¢g*) € L(a,b), onde f*, g* € L(a,b), considere (g;) uma
sequéncia de fungoes escadas que satisfaz as hipoteses SLF convergindo quase para g*.

Entao
h=(f"—g)=("—9)— (" —g)=F—G; Vi e N, (16)

onde estamos considerando F; = (f* — ¢;) e G; = (¢* — ¢;). Convém notar que G; >
0, pois dado que (g;) é crescente temos que g* — g; > 0 = ¢g* > g; para todo i € N. Pela

1—00

definicao de integral em S; sabemos que / g" = lim / gi, implicando que

[o-tm [a=0=tm [ -0 =l [Gi=0
Desta forma temos que, dado € > 0 podemos tomar um iy € N tal que [G;, < e. Se
tomamos 7 = iy em tem-se h = F;, — G, e as fungoes f = Fj, e g = G}, satisfazem
as condicoes do lema, pela observacao . No mais se h > 0, temos por (16 que, para
todo i, F; = h+ G; > 0. Em particular F; > 0.

]

Lema 3.4. Seja (h;) uma sequéncia crescente de fungoes de Sy cuja sequéncia das integrais

([ hi) tem um magorante. Entdo (h;) converge quase sempre para uma fungao h € Sy e

tem-se ainda que /h = lim [ h;.
1—00

Nao demonstraremos o Lema mas o leitor interessado pode procurar mais

detalhes na referéncia (MEDEIROS| 2019)

Corolario 3.6. Consideremos uma série Zfi’ com f; € Sy, fi > 0 para todo 1. Se a

i=1
00

k
sequéncia i or limitada, entao a série i COMVETJE quase Sempre para
9

keN i=1

fungao f €S f= fi-
uma fung¢ao 16/ ;/

Demonstracao. Considere para cada i, F; = Z fe = fi+ fo...+ fr. Logo F; satisfaz as
k=1
hipoteses do Lema , consequentemente existe uma funcao f € ) tal que lim F; = f
1—00

quase sempre, e tem-se que

i . b
[ r=tm [ Fi=m (;ﬁ)zggo/a(fﬁrfz...Jrfz)
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([ f e 1) fre5

]

Teorema 3.2 (Beppo Levi). Seja (f;) uma sequéncia crescente de fungoes de L(a,b) cuja

sequéncia das integrais ([ f;) € limitada superiormente. Entdo f; converge quase sempre

para uma fungao f € L(a,b) e tem-se que /f = lim [ f;.

1—00

Demonstragao. Considere (f;) um a sequéncia crescente de fungoes pertencente a classe

L(a,b), e suponha que exista uma constante A tal que [ f; < A para todo i. Tomamos

[e.9]
agora a série f; + Z gi, onde g; = fix1 — f; para todo i. Desta forma temos que, para

cada i, /fi/fijr:;l;/gk, logo
/;ngk:/fi—/f1</l—/f1=3, (17)

Como g; é integravel a Lebesgue pode se escrever g; = F; — GG;, onde F;, G; € S;. Pelo
lema [3.3] podemos considerar F;, G; >0 e

/Gi < 21 (18)

o o0
Note que ZE e ZGi satisfazem as condigoes do corolario . Pois, temos que

i=1 i=1

[e.e]
F;, G; > 0 para todo ¢, por a série Z / G, é convergente e resulta que a sequéncia

=1
( / ZQ) é limitada. Sabemos por que a sequéncia ( / Zgz> ¢ limi-
i=1 ieN i=1 ;

ieN

tada, e ocorre a igualdade Z / F;, = / Z gi + Z / G, concluindo desta forma que
a sequéncia (Z / E) ¢ limitada. Portanto as séries ZF e ZG satisfazem o

1€EN i=1
corolario [3.0] desta maneira, convergem quase sempre para as fun(;oes F e G, respec-

tivamente, onde F, G € S;. Entao a série Z gi = ZF ZG convergem quase

=1
sempre para g = F'— G que é uma fungao 1ntegrave1 a Lebesgue Além disso, tem-se que

/g:/F_/G:Z:/E_Z:/Gi:Z:/(E—Gi):Z:/gi. Concluido desta
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maneira que a sequéncia (f;) converge quase sempre para a fungao integravel a Lebesgue

f=f1+ge/f=/f1+/g=/fwgglog/gi:gg i

O Teorema anterior é a forma crescente do Teorema de Beppo Levi. Nele a

]

sequéncia (f;) é suposta crescente e a sequéncia ( / fi) majorada por uma constante. A

forma decrescente, consequéncia imediata da forma crescente, é a seguinte:

Teorema 3.3 (Beppo Levi). Seja (f;) uma sequéncia decrescente de fungoes de L(a,b)

cuja sequéncia das integrais (| f;) € limitada inferiormente. Entao f; converge quase

sempre para uma funcao f € L(a,b) e tem-se que /f = lim [ f;.

1—00
Demonstragao. Se tomamos (f;) uma sequéncia decrescente de fungoes de L(a,b) cuja
sequéncia das integrais ([ f;) é limitada inferiormente, basta multiplicamos a sequéncia

(fi) por (—1), isso é possivel pois L(a, b) é um espago vetorial. Consequentemente teremos
uma sequéncia nas hipdtese do Teorema , logo teremos / (—f) = lim / —fi= / f=
11— 00

i—00

]

Proposicao 3.17. Seja f € L(a,b) tal que f >0 e fabf = 0. Entao f =0 quase sempre

em (a,b).

Demonstrag¢ao. Consideremos ¢g; = if para cada i, logo (g;) é integravel a Lebesgue.
Nota-se (g;) satisfaz as hipoteses do Teorema pois (g;) é um sequéncia crescente e
f gi =1 f f = 0 para todo ¢ € N, portanto converge quase sempre, entretanto g; nao

converge nos pontos onde f é diferente de zero. Resulta que, f = 0 quase sempre em
(a,b).
O

Observacgao 3.12. Convém relembrarmos alguns conceitos que se fardao necessdrio mais
a diante. Seja (f;) uma sequéncia de fungoes definida em (a,b), em cada ponto x € (a,b)

temos que

o inf(f;) = nf f; = lim min {f,(2)}

i—o00 1<k<s

e sup(f;) = sup f; lim max{fi(x)}

ieN i—o0 1<k<i

Assim de acordo a notacao estabelecida anteriormente

inf fi = Im (fi A fo AL A Si) e sup fi = im (f1 V fa V...V [f;).
i€eN 1—00 iEN i—00
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Recorde-se, também, que o limite superior e limite inferior de (f;) sdo as fun¢oes lim sup f;
71— 00

e lim inf f; definidas, respectivamente, por
1—00

lim sup f; = 1nf sup fn e hm inf f; = supinf f,. (19)
71— 00

n>z ieN N>t

Notando que a sequéncia (sup f,) € decrescente e a sequéncia (ugf fn) € cres-
n>i n>t

cente, podemos escrever (@ da sequinte forma

lim sup f; = lim sup f, € lim inf f; = lim inf f,.
i—00 =00 p>j i—00 i—00 N>1

Lembrando que, lim inf f; < lim sup f; e que se f; tem um limite f(z) num
71— 00 71— 00
ponto x € (a,b), entao
lim inf f; = hm sup f; = f(x).

1—00

Observacao 3.13. Seja fo € L(a,b) e denotaremos o conjunto das fungoes integrdveis
em (a,b) tal que f(x) < fo(x) para todo x € (a,b) por, Ls(fo) = {f € L(a,b); f < fo}.
Entao, tem-se [ f < [ fo para todo f € Ly(fy). Decorre dai que se (f;) € uma sequéncia
de fungoes de Ly(fo), a sequéncia das integrais ([ f;) € limitada superiormente. Se, além
disso, (fi) € crescente, entdo pela forma crescente do Teorema de Beppo Levi, (f;) converge
em (a,b) para uma fun¢io f € L(a,b) e como f; € Ls(fo), i =1,2,..., tem-se que f €

L(fo). Conclui dai que Ls(fo) € fechado por passagem ao limite das sequéncias crescente.
Analogamente, o conjunto L;(fo) = {f € L(a,b); f > fo} € fechado por passagem ao limite
das sequéncias decrescentes e, se fo > 0, o conjunto L(fo) = {f € L(a,b);—fo < f < fo}

€ fechado por passagem ao limite das sequéncias mondtonas.

Uma consequéncia desse resultado é que, para toda sequéncia (f;) de fungoes

de Ly(fo), a funcao sup f; pertence a L¢(fy), uma vez que sup f; é limite da sequéncia
i ieN

crescente (f1 V fo V...V f;). Analogamente, inf fi € Li(fo) para toda sequéncia (f;)

de fungdes de L;(fy). Consequentemente, 1nf fl e sup f; pertencem ao L(fy) para toda
1€EN

sequéncia (f;) de fungdes de L(fy) e, desse modo lim inf f; e hm sup f; pertence a L( fy),
i—00

visto que hm sup f; ¢ limite da sequéncia decrescente (sup fn) e lim inf f; é limite da
n>i 11— 00

sequéncia crescente (inf f,,) de fungdes de L(fy). Com base nestas consideragoes prelimi-
n>t
nares demonstraremos o seguinte Teorema de Lebesgue, também conhecido por Teorema

da Convergéncia Dominada.
Teorema 3.4 (Teorema de Lebesgue). Seja (f;) uma sequéncia de fungoes de L(a,b),
convergente quase sempre para a func¢ao f. Se existe uma fo € L(a,b) tal que |f;| < fo

quase sempre para i € N, entao f € integrdvel e tem-se [ f = lim [ f;.
71— 00
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Demonstrag¢ao. Sem perca de generalidade, pode-se supor que para todo i € N, | f;| < fo

em todo ponto de (a,b). Com efeito, é bastante, se necessario, redefinir convenientemente

as fungoes f; em conjuntos de medida nula; as fungoes obtidas serao ainda integraveis, suas

integrais coincidirao com as das f; e a sequéncia delas ainda seré convergente quase sempre

para f. Com essa hipotese e pelo que foi dito na Observagao

3.13

. lim inf f; pertence a
1—00

L(fo) e, portanto é integravel. Entretanto, por hipotese, (f;) converge quase sempre para

f,logo f = lim inf f; quase sempre, donde f é integravel e f = lim g; quase sempre, onde
1—00 =00

gi = lI;f fn. Temos ¢g; < f; < fo, j > 1 donde

Jo<[o<[t

De [ g; < [ f; conclui-se, como [ g; < [ fo resulta que a sequéncia ([ g;) tem majorante

finito e portanto pela forma crescente do Teorema de Beppo Levi , que [ f = lim [ g;
1—00

e /gi < /fj, resulta que lim /gi < lim inf/fj. Portanto
1— 00 1— 00

/fg lim inf | ;.

1—00

Analogamente, considerando g; = sup f,,, conclui-se que
n>1i

f > lim Sup/fi.

1—00

Portanto,

[r=tm [



53

4 UMA PARTICULAR DEFICIENCIA DA INTEGRAL DE RIEMANN SA-
NADA PELA INTEGRAL DE LEBESGUE

Temos apresentado nos capitulos anteriores desse trabalho duas teorias rela-
cionas ao Calculo Integral, desta maneira tentaremos trazer neste capitulo uma breve
comparagao entre ambas. Ressaltamos que, apresentamos anteriormente apenas aquilo
que acreditamos ser elementar para que pudéssemos fazer conforme planejado para esta
parte do trabalho, que é um resumido paralelo entre tais teorias, onde levantaremos em
questao apenas uma das deficiéncias da Integral de Riemann que é sanada pela Integral de
Lebesgue. Portanto para um estudo mais aprofundado de ambas as teorias recomendamos
ver as referéncias (LIMA| 2013) e (MEDEIROS, [2019)).

Vamos iniciar, para nossos objetivos desse capitulo, apresentando um teorema

relacionado a Sequéncias e Séries de Fungoes.

Teorema 4.1. Se uma sequéncia de fungoes integraveis a Riemann f; : [a,b] — R con-

verge uniformemente para f : [a,b] — R, entdo f € integravel a Riemann e vale

b b
/ f(z)dz = lim [ fi(x)dx.

1—00 a

b b
Em Resumo:/ lim f; = lim fi desde que limite de lim f; seja uniforme.
a 71— 00

1—00 1—00 a

Omitiremos a demonstragao desse Teorema, entretanto para o leitor interes-

sado na demonstragao recomendamos consultar a referéncia (LIMA] [2013]).

Agora trabalharemos com alguns exemplos de fungdes que nos ajudam a evi-
denciar uma deficiéncia da Integral segundo Riemann que é sanada pela integral de Le-

besgue.

Exemplo 6. Seja g, : [0,1 — A\ = R, 0 < A < 1, onde g,(x) = 2™, para todo n € N.
Entao, temos que a sequéncia (g,) converge uniformemente para g(x) = 0, para todo
x € (0,1 — \. Portanto, pelo Teoremal[{.1] temos que

1-A 1-A
/ g(x)dx = lim gn(x)dz, isto €,
0

n—oo 0

1-X 1=
/ lim (z")dx = 0= lim (x™)dx.
0

n—oo n—oo 0

Vale observar que no espago das fungoes escadas a integral é um funcional

linear, na qual queriamos estender este funcional a um espago vetorial contendo Sy(a, b).
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No entanto, passamos por uma etapa intermediaria que foi a construcdo da classe S;(a, b)
que contem Spy(a, b), mas essa, como haviamos observado, nao é ainda um espaco vetorial.
Portanto, por construgao toda fungao Riemann integravel é Lebesgue integravel. Vejamos
agora uma funcao que nao é integravel a Riemann, onde mais a diante veremos que é

integravel a Lebesgue.

Exemplo 7. Seja f:(0,1) = R, definida da sequinte maneira

1, nos pontos racionais de (0,1)
flz) = . (20)
0, nos demais pontos de (0,1)
Note que analogamente ao exemplo @ dada uma particao P = {tg,t1,...,t,} qualquer de
(0,1), sabemos que para cada intervalo (t;—1,t;) C P com i = 1,2...,n, temos nimeros

racionais e irracionais contidos nele, logo m; = 0 e M; = 1, onde m; € o infimo e M;
o supremo dos valores de f no intervalo (t;_1,t;) para cada i = 1,2,...,n. Pois, como
sabemos Q e 1 sao densos nos reais e logo para cada intervalo que tomamos na reta real

sempre vai haver nimeros racionais e irracionais. Portanto, teriamos que s(f;P) =

0-(1=0)#1-(1—=0)=S(f; P). Logo,

jf(x)dx —0 e /lf(x)dx ~1,

isto €, as integrais inferior e superior sao diferentes. Portanto, f nao € integrdvel a

Riemann.

Vale ressaltar que a fungao f apresentada em (20)), é conhecida como fungao
de Dirichlet e tem a propriedade de ser descontinua em todos os pontos do dominio e
consequentemente nao é integravel a Riemann. Vejamos agora uma situagao que nos

ajuda a ver a deficiéncia da integral de Riemann.

Exemplo 8. Neste exemplo vamos usar, a priori, a teoria relacionada a Integral sequndo
Riemann para tentar resolver a situagao dada a sequir. Seja {ri,rs,...} o conjunto dos

racionais no intervalo (0,1) e f;: (0,1) — R definida por

1,  mnos pontos ri,719,...,7;
filx) = .
0, nos demais pontos de (0, 1)

Entao (f;) € uma sequéncia crescente de fungoes de R(a,b), com fol filx)de =0 VieN,

que converge simplesmente para uma funcao f definida por

(21)

f(z) 1, nos pontos racionais de (0,1)
xTr) =
0, nos demais pontos de (0,1)
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Neste caso nao € possivel passar ao limite sobe o sinal da integral pelo Teorema
pois lim f;(x) nao converge uniformemente. E, além disso, temos pelo exemplo @
1—00
que [ € a fungao de Dirichlet e consequentemente f ¢ R(a,b).

Portanto, temos que a sequéncia (f;) de fungoes integrdveis a Riemann con-

verge simplesmente para a fun¢ao f(x) e consequentemente a igualdade apresentada no

Teorema [4.1):
b b
/ f(z)dx = lim [ fi(z)dz,

n—o0

nao ocorre e também o lado esquerdo dessa igualdade nao faz sentido na situacao aqui

trabalhada, visto que mencionamos anteriormente que f ¢ R(a,b).

Vemos no exemplo [8] que mostra claramente a seguinte falha da integral de
Riemann, o limite de uma sequéncia crescente e convergente de fung¢oes de R(a,b), cuja
sequéncias das integrais é limitada, nem sempre pertence a R(a,b). Na qual, segundo o
referencial bibliografico (MEDEIROS, 2019) tomado, é uma falha muito grave que prati-
camente a torna ineficiente no trato dos problemas que envolvem passagem ao limite sob

o sinal de integral.

Convém observar que a fun¢ao f de Dirichlet apresentada no exemplo [7, em-

bora nao pertenga a R(a,b), pertence a L(a,b). Com efeito, observe o exemplo a seguir.

Exemplo 9. Seja f; : (0,1) = R, i =1,2,..., definida por

Temos que para todo i < i+1, implica em f; < fii1, logo (fi)ien € uma sequéncia crescente
de fungoes, onde pela defini¢ao de funcao escada nota-se que (f;)ien € So(0,1). Também
temos que fol fi(x)dx = 0, para todo i € N. E (fi)ien converge quase sempre para a
fungao f de Dirichlet no intervalo (0,1), pois notemos que f;(x) # f(z) se x € QN (0, 1)
e sabemos que Q N (0,1) € enumerdvel e portanto possui medida nula. Conclui-se que
(fi)ien € uma sequéncia de fungoes escadas, crescente e a sequéncia das integrais ([ fi)ien
¢ limitada para todo i € N, logo (f;)ien satisfaz o SLF definindo a fun¢do de Dirichlet f
em S1 C L(a,b).

Agora prosseguiremos para mostrar a integral de tal fungao via integral Lebes-
gue. Conhecendo o Teorema de Lebesgue e considerando a sequéncia de funcoes apresen-

tada no exemplo [0 temos o seguinte.

Sabemos que, no exemplo EL (fi)ien € uma sequéncia de fungoes integréaveis tal
que |f;(x)] < fo(x) = 0, para todo i € N, com fy = 0 integravel. Resulta que (f;)ien

limitada para todo ¢ € N, e temos também pelo exemplo@ que a sequéncia ( f;);en converge
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quase sempre para a fungao f. Resulta, pelo Teorema [3.4], que

/1 f(z)dx = lim 1 fi(z)dx =0,
0

n—oo 0

pois /1 filx)de =0, (i=1,2,...).
0

Portanto, observa-se que a fungao de Dirichlet apresentada no exemplo [7] néo
¢ integravel a Riemann, mas é integravel a Lebesgue, além disso para a classe de fungoes
integraveis a Lebesgue nao é preciso que a convergéncia seja uniforme para que haja a
permuta do limite sobre o sinal da integral, pois observemos pelo Teorema de Lebesgue
que sobre certas hipotese é permitido tal permutacao. Desta maneira temos que, a classe
L(a,b) amplia nogao de Calculo Integral, se comparada com a classe R(a,b). Desta
maneira concordando com nosso argumento feito antes do exemplo[7}, portanto toda fungao

Riemann integréavel é Lebesgue integravel, mas a reciproca nem sempre é verdade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

De modo geral, neste trabalho estudamos de forma breve alguns conceitos rela-
cionados a Integral de Legebegue tomando como base apenas nas ferramentas, disciplinas,
que sao apresentadas no Curso de Licenciatura em Matematica na UNILAB. Enfatizando
que nao usamos, em sua grande parte, os meios relacionados a Teoria da Medida para
apresentar os resultados aqui alcancados, pois foi usado a abordagem de F. Riez dada
na referéncia (MEDEIROS| 2019)) para trabalhar tal assunto. Com este projeto apresen-
tamos uma deficiéncia relacionada a integral de Riemann que é sanadas pela integral de
Lebesgue, onde tais limitagoes da primeira teoria é desconhecidas por alguns estudantes.
Desta forma salientamos que a universidade nos proporciona conhecimento necessarios
para manejar novas informagoes que vao para além de nossa formacao. Em suma, vale
destacar a importancia de estudar a integral de Lebesgue, pois a mesma ajudou a tornar
mais ampla o conceito de Célculo Integral, que outrora possuia suas limitagoes, de maneira
a obter uma classe maior de funcoes integréveis em comparacao com a classe das fungoes

integraveis a Riemann, desta maneira ocasionando o desenvolvimento da matemaética.
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