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RESUMO

Neste presente trabalho, abordamos sobre equacoes diferenciais com destaques para a
equacao de Bessel. Além disso, apresentamos algumas aplicacoes de equacgoes diferenciais
de primeira ordem, de ordem superior e também da equacao de Bessel. Entretanto, com
intuito de trazer maior clareza para o leitor do trabalho no capitulo preliminar foi tratado
sobre a média aritmética-geométrica , a relacao entre a Funcao Gamma, a Funcao Beta e
equacoes diferenciais de primeira ordem e ordens superiores. Porém, o foco do trabalho é
a aplicacao de fungoes Bessel na modelagem com equacoes diferenciais de segunda ordem
sujeitas a valor inicial, sobretudo no sistema de massa-mola, em particular, movimento

livre nao amortecido.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais. Equacao de Bessel. Aplicagoes.



ABSTRACT

In this present work, we approach differential equations with emphasis on the Bessel
equation. In addition, we present some applications of first-order and higher-order diffe-
rential equations, as well as the Bessel equation. However, in order to bring greater clarity
to the reader of the work, the preliminary chapter dealt with the arithmetic-geometric
mean, the relationship between the Gamma Function, the Beta Function and differential
equations of the first order and higher orders. However, the focus of the work is the ap-
plication of Bessel functions in modeling with second order differential equations subject

to initial value, especially in the mass-spring system, in particular, undamped free motion.

Keywords: Differential equations. Bessel equation. Applications.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre as equacgoes diferenciais de
primeira ordem, e as equacoes diferenciais de ordem superior com énfase na equacao de
Bessel. Apresentaremos também algumas aplicacoes de equacoes de primeira ordem e
aplicagoes de equacoes de ordem superior. Trabalhamos também aplicacoes da equacao
de Bessel.

Falando um pouco de Friedrich Bessel, podemos relatar que ele nasceu no dia
22 de julho de 1784, na cidade de Minden-Ravensberg na Alemanha, o segundo filho de
um funcionario piblico. Com a idade de 14 anos comecou na atividade de aprendiz de im-
portacao e exportacao em Bremen. A dependéncia da empresa de navios de carga o levou
a usar as suas habilidades mateméticas para resolver os problemas de navegagao. Isso,
por sua vez, o conduziu a um interesse em astronomia, como uma maneira de determinar
a longitude.

Na matematica, criou as "Funcoes de Bessel", que se aplicam ao calculo das
irregularidades das 6rbitas dos corpos celestres. Apesar de nao ter uma formacao univers-
taria, foi considerado um dos maiores astréonomos do século XIX. E importante salientar
que, a motivacao desse trabalho surgiu a partir da disciplina do cdlculo I1I, na qual a equa-
cao de Bessel me despertou interesse de saber sobre a sua aplicacao, foi nessa sentido,
acabamos de verificar que as fungoes de Bessel tém aplicacoes nas solucoes de equacoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem sujeitas a condi¢ao inicial, ou seja, problema do
valor inicial. Para melhor compreensao do nosso trabalho dividimo-lo em nove capitulos
da seguinte maneira.

No capitulo dois, ou seja, no capitulo preliminar, abordamos sobre a média
aritmética geométrica, a funcao Gamma, funcao Beta e aplicacao de Funcao Gamma.
Apresentamos também as série de potencias, analiticidade em um ponto, a aritmética de
uma série de poténcias que sao fundamentais para o assunto principal desse trabalho.

No capitulo trés, apresentamos as equacoes diferencias de primeira ordem,
a saber as equacoes de variaveis separaveis, equacoes diferenciais lineares, métodos de
resolugoes e o problema de valor inicial. Trabalhamos também solugoes de equacoes
diferencias em série de poténcias.

No capitulo quatro, abordamos equacoes diferenciais de ordem superior, deste
modo, criando a motivacao para incluir as solucoes de equagoes lineares: equagoes ho-
mogéneas e nao homogéneas, problemas de contorno, solugoes de equagoes em termos de
pontos ordinarios e pontos singulares.

No capitulo cinco, apresentamos a equacao de Bessel, as funcoes de Bessel de
primeira e de segunda ordem, equacgao de Bessel paramétrica e relacao de recorréncia
diferencial. Em algumas literaturas a Equagao de Bessel e de Legendre sao denominadas

equacoes especiais, por isso, apresentamos a equacao de Bessel e um pouco de sua historia,
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além de sua solucgao a partir da suposicao de uma solucao em termos de série de poténcias.

No capitulos seis, sete e oito, abordamos as aplicacao das equacgoes diferenciais
de primeira e de segunda ordem, com exemplos de crescimento populacional, movimento
livre nao amortecido e apligacdo de funcdes Bessel na modelagem com equacgoes dife-
renciais de segunda ordem, sujeitas a valor inicial, sobretudo no sistema de massa-mola,
particularizando, movimento livre nao amortecido.

Portanto, o nosso trabalho traz de uma forma sucinta algumas aplicagoes das
funcoes acima citadas, mas sem deixar de lado as motivacoes dessas aplicacoes nas equa-

coes diferenciais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos importantes para o desenvol-

vimento dos préximos capitulos.

2.1 SERIES DE POTENCIAS

Nessa secao abordaremos sobre as séries de poténcias, iniciando com uma re-
visao e falando resumidamente das mesmas. Por isso, recomendamos ao leitor o livro
Stewart (2006). Além disso, a se¢ao finaliza com seguintes topicos: representacao de uma
série de poténcias numa funcao, séries que sao identicamente nulas, analiticidade em um
ponto, aritmética de uma série de poténcias e solucao para uma equacao diferencial em

série de poténcia.

Definicao 2.1. Uma série de Poténcias em x — a é uma série infinita na forma

ch (x—a)".

Uma série como essa é também conhecida como uma série de poténcias centrada em a.

Por exemplo,

[ee} _1 n+1
Z( n)Q 7"

n=1

é uma série de poténcias em z, a série é centrada em a = 0.

Convergéncia: para um valor especifico de x, uma série de poténcias é uma série de
constantes. Se a série ¢ igual a uma constante real finita para o x dado, entao dizemos

que a série converge em x. Se a série nao converge em x, dizemos que ela diverge em z.

Intervalo de Convergéncia: toda série de poténcias tem um intervalo de convergéncia.
O intervalo de convergéncia é o conjunto de todos os niimeros para os quais a série

converge.

Raio de Convergéncia: todo intervalo de convergéncia tem um raio de convergéncia R.

oo
Para uma série de poténcias g ¢, (x — a)", temos somente trés possibilidades:
n=0
(i) A série converge somente no seu centro a. Nesse caso, R = 0.

(ii) A série converge para todo x que satisfaca |xr — a| < R, em que R > 0. A série
diverge para |z — a| > R.

(iii) A série converge para todo . Nesse caso, escrevemos R = oco.
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Convergéncia em um ponto extremo: a desigualdade do valor absoluto |xr —a| < R é
equivalente para a—R < x < R+a. Se uma série de poténcias converge para |t—a| < R, em

que R > 0, ela pode ou nao convergir nos pontos extremos do intervaloa— R < © < a+ R.

Convergéncias Absoluta: Em seu intervalo de convergéncia, uma série de poténcias

converge absolutamente. Em outras palavras, para x no intervalo de convergéncia, a série
o

de valores Z lea]| (x — a)™ | converge.
n=0

Figura 1 — Convergéncia Absoluta

convergéncia
divergéncia absoluta divergéncia

« >

a—R a a+ R

a série pode
convergir
ou divergir

nestes pontos
Fonte: Proprio Autor (2023).

i

Determinacao do Intervalo de Convergéncia: a convergéncia de uma série de po-

téncias pode frequentemente ser determinada pelo teste da razao

Cn+1
Cn

lim
n—oo

|r —a| = L.

A série sera convergente se L < 1. Por esse teste, vemos que o raio de convergéncia é dado
por
Cn

R = lim

n—o0

Cn+1

desde que esse limite exista.

Uma Série Poténcias Representa uma Funcao: uma série de poténcias representa

uma fung¢ao

[e.e]

f(x):ch(x—a)":co—i—cl(x—a)+cg(x—a)2+cg(x—a)3+....

n=0
cujo dominio de convergéncia da série é (a — R,a+ R). Se a série tiver raio de conver-
géncia R > 0, entao a funcao f serd continua, diferenciavel e integravel no intervalo,

(a — R,a+ R). Ainda, f (x) e [ f (z)dz podem ser calculadas por derivagdo e integracao



18
termo a termo:

fl(z)=c1+2¢(x—a)’+3cs(z—a) +..= incm (x—a)""

)n+1

/f(x)dx:C’—Fco(x—a)—kcl(gc_af—I—CQ(%_a)3 = i

~ n+1

Embora, o raio de convergéncia dessas duas séries seja R, o intervalo de convergéncia pode
ser diferente. Pode-se perder a convergéncia em um ponto extremo na deriva¢ao termo a

termo e pode-se obter convergéncia em um ponto extremo na integracao termo a termo.
oo

Séries que sao identicamente nulas: Se ch (x —a)" =0,R >0 para todo z no
n=0

intervalo de convergéncia, entao ¢, = 0 para todo n.

o, 0 o , ~ 2
Analiticidade em um ponto: Vemos nos cursos de calculo que fun¢oes como e*”, cosx
e In(x — 1) podem ser representadas por séries de poténcias (desenvolvimento em série
de Taylor ou Maclaurin). Dizemos que a fun¢do f é uma fungdo analitica no ponto a
quando ela pode ser representada por uma série de poténcias em (z — a) com um raio de

convergéncia positivo.

2.1.1 Aritmética de uma série de poténcias

Séries de poténcias podem ser combinadas através das operacoes de adicao,
multiplicacao e divisao. Os procedimentos para uma série de poténcias sao semelhantes &
maneira pela qual somamos, multiplicamos ou dividimos dois polinémios, isto ¢, somamos
coeficientes das mesmas poténcias de x multiplicamos termo a termo e usamos a propri-
edade distributiva para agrupar termos de mesma poténcia. Por exemplo, se a série de

poténcias f (x) = chx e g(z) Zb x", forem ambas convergentes para |z| < R,

» n=0 n=0
entao

WE

f@)+g(@) =) (catbn)a”

i
o

f (ﬂf) g (Qf) = CObl + (C[)bl + Clb()) T + (Cobg + Clbl + Cgbo) x° +
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Exemplo 2.1. Encontre o intervalo de convergéncia da série de poténcias
S
2nn

n=0
Solugao: A série estd centrada em 3. Assim, o raio de convergéncia é

n+1
R = lim —2 (n+1)

n—o00 2mn

= 2.

A série converge absolutamente para |[x — 3| < 2 ou 2 < < 5. No ponto extremo x = 1,

=0

o0
verificamos que a série de constantes E
n

n=1

é convergente pelo critério de Leibniz de

o0
(série alternada). No ponto extremo x = 5, verificamos que a série E — ¢é série harmonica
n

n=1
divergente. Logo, o intervalo de convergéncia é [1,5). [

2.2 A MEDIA ARITMETICA-GEOMETRICA

Nessa secao, abordaremos sobre a média aritmética-geométrica, comecando
por sua definicao e proposicao, de modo a facilitar os seus calculos, mas de forma resumida.

Entretanto, o leitor que quiser aprofundar sobre o assunto pode consultar Melo (2020).

Definicao 2.2. A média aritmética-geométrica define-se da seguinte forma: fixados dois

numeros reais a e b tais que, 0 < b < a sejam a, e b, as sucessoes, onde ay = a,
i1 = %(an +b,), bp = b e b1 = Vayb, Temos que qualquer termo da sucessao

a,, excetuando o primeiro, é a média dos dois termos de ordem imediatamente anterior
das sucessoes a,, € b,, todo o termo da sucessao b, de ordem superior a um, é a média

geométrica dos termos imediatamente anterior das sucessoes.

Proposicao 2.1. Prove que as sucessoes a, e b, sao convergentes e convergem para o
mesmo limite. Seja a, eb,, sequéncia, onde podemos considerar ag = a e by = b, sequindo

dessa forma.

b
a; = a()—‘i‘() (& bl =V aobg

2
b
o = CLIT—FI € b2 = \/ a1b1
n+ bn
an4+1 = CLT € bn+1 = anbn
n+ bn
An4+1 = CLT > bn+1 = anbnu
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a1 > by pela desigualdade das médias, assim: a > a3 = 2% > % = a9 = % > %

Podemos concluir entao que: a > a; > ay > ag > a, > ... > b, > b,_1 > ... > b3 >

by > by > b. Portanto, lim a, = M (a,b) = lim b,, onde M (a,b) é a média aritmética-
n—o0 n—oo

geométrica de a e b.

2.3 A FUNCAO GAMMA

A funcao Gamma foi definida pela primeira vez no ano 1729 pelo grande ma-

tematico suico Leonhard Paul Euler. Ele definiu a funcao como um produto finito

1o (L+ 1)
re)=-J1I Ty
i=1 n

Se z for tomado como variavel complexa z = x + iy, o produtério de Euler para I'(z)
converge em todo z finito exceto z = 0,—1,—2,.... A funcao definida pelo produtoério é
analitica em todo z finito exceto para os pontos singulares que acabamos de mencionar.
Em cada I'(z) um dos pontos singulares tem um polo simples. A notacao I'(z) e o
nome "Funcao Gamma", foram usados pela primeira vez por Legendre em 1814. A partir
do produto infinito de Euler para I' (2) pode ser derivada a formula / t*“le~tdt. Este
integral é convergente apenas quando a parte real de z é positiva. No entoanto, esse integral
I'(z) é muitas vezes tomado como ponto de partida para tratamentos introdutorios da
funcao Gamma. Além do mais, a variavel z é frequentemente confinada a valores reais
de z. Entretanto, nesse trabalho ocuparemos em nossos exercicios e problemas da funcao
Gamma com variavel real para valores positivos de x, tomaremos como definicao da funcao

Gamma da forma:

o0
[ (x) :/ t"te7tdt, x> 0.
0
Como geralmente ¢é feito, devemos estender o dominio da funcao Gamma para o ambi-
ente dos nimeros negativos (exceto os inteiros negativos) por extrapolacao via a equagao
caracteristica I' (x + 1) = x - T' (x). Pode-se observar que esta fungao, ou seja, x - I' (x)
fornece uma funcao analitica cujo valor em cada ntimero inteiro positivo n é n!. A propria
funcao conforme estabelecida por Euler é tal que, I' (n) = (n — 1)! em vez de n! quando n
é inteiro positivo. Embora, a funcao Gamma foi criada por Euler para resolver problemas
em matematica pura, ela tornou util para resolver alguns problemas da engenharia e da
fisica. A funcao Gamma é particularmente util em certos problemas de probabilidade,
especialmente, problemas que envolvem fatoriais de ntimeros inteiros grandes ou a funcao

Gamma incompleta, a saber:

v (z,T) = / t*“le7tdt, x>0,7>0.
0
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Tabelas de valores de Gamma sao geralmente dadas para o intervalo 1 < z < 2. Nao
h& necessidade de tabular fora de um intervalo cuja dispersao é a unidade por causa da
propriedade fundamental T' (z 4+ 1) =T (x)!.

2.4 RELACAO ENTRE FUNCAO GAMMA E A BETA

Nessa secao, trataremos da relacao entre a funcao Beta e a funcao Gamma,
onde iremos calcular a Gamma de um quarto e um terco. Em seguida, utilizaremos
a formula da duplicacao de Legendre e média aritmética-geométrica para facilitar nos
calculos da Gamma de um quarto e um terco. Entretanto, o leitor que queira aprofundar
mais sobre assunto, recomendamos consultar Melo (2020).

A funcao Beta também é chamada de integral de Euler de primeiro tipo, é a

funcao definida pela integral,

1
B(m,n) = / "t —t)"""dt, onde m,neR>0.
0

r r
A relacdo da fungao Beta e Gamma é dada por: B (m,n) = M, ou seja,
I'(m+n)
I'(m)T !
['(m+n) 0
2.4.1 Calculo da I’ (%)
Fazendo m = }L en= % obtemos:

1

L Y A
W:/o“(l_w a— [ L1 it (1)

0 13 (1-1)?

Fazendo mudanca de varidvel: t = u*, dt = 4udu, para t -0, u—0, et =1, u —

1. Assim temos,

du? Lo
= L du=1
— oyl

| |
————du = —du.
/0 (ut)1 V1—ut “ o u3v/1 /0 vV1—ut "

Para facilitar os calculos, vamos utilizar a propriedade da funcdo Gama com a trigono-
s

metria, que diz: I'(z) -T'(1 —2) = :
senxm

1 3 ™ 2T
Assim, I'( =) - ' =) = = —. Dai
ssim, (4) <4> sen% \/i al segue que,

(1)
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De Melo (2020) ou do exemplo temos que F(%) = /7 e portanto substi-
3 1
tuindo os valores de I' (Z) el (§> na equacao obtemos,

rre e [ T VavE

= 2 du =
I T
Isso implica que,

{F (le)r - 5?4\7;5 01\/11—7u4du: 5;?4\7;5\/51\4%1,%) :2\/;.]\42%(21,%)

[SI[9)

2.
-
M (1,%)

Portanto,

2.4.2 Calculo da I’ (%)

Assim, como I’ (i)? r (%) auxilia nos calculos de alguns resultados de difi-

cil completude. De fato, com a relacao da funcao Gamma e a Beta ja demonstrada,

iniciaremos a construcao:

) 1) (%P)(';)(%) :/Olt—i (1—1¢)72 dt. (2)

2.4.3 Féormula da duplicacao da Legendre

A férmula da duplicacao de Legendre é definida por:
1
227717 () - T <a; + 5) = /7l (22) (3)

vélida por todo x € R exceto os inteiros negativos que nao sejam da forma —z ou —z — %

com z = {0,1,2,...} . Fazendo =z = % na equacao temos:

o) o))
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Dai segue que,

F(;) vl (3)

- =

)

2 2 1
Pela propriedade de I' (z) - I' (1 — z) = sezzc , fazendo = = 3 temos, I’ (§) T (5) =
m

s 27
= ——= = —=. Dal segue,

sen® /3

- — -
VR ED ’
5
Enquanto que I' <6> é,
. (§> oo 21  25373ms n
o) T (e ()

DO | =

Assim, substituindo a equagao H el (—) = /7 na equacio obtemos:

Fazendo a mudanca de varidvel t = u3 onde dt = 3u3du concluimos que:

3 1 Cod o1 L du B 237 231
r = 2373723 — =2
3 0 \/1—u3

Y du
T = — )
/o VIZu® 37 (2,V2+ V3)

ol
N|=

3
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Portanto,

Agora, iremos apresentar algumas propriedades de I' (z) que serdo tteis nas

aplicagao de Gama com sua relacao com funcao Beta:
1
a) B(z,y) :/ t"te7tdt, x>0,
0

b) T (z) :/ 02 e du, x>0
0

1
c) B(x,y):/ A=) dt, x>0,y>0
0

d) T (z) = w v £0,-1,-2, .
e) F(;U):/Ol {ln <%>r_ldu, v >0,

,xA£0,+1, 42, 43, ..
SenxTm

() . Fil
h)/ tr%e M dt = (C), x>0,b>0,c>0.
0

D) I'(z)=(@-1)T'(x—-1), 2+#0,1,2,3,...

m) I'(z) = (z—1)!, z =1,2,3, ..., convencionamos que 0! = 1.

Em seguida, iremos demonstrar algumas propriedades acima citadas:

Exemplo 2.2. Mostre que,

o) a+1
/ taefbtcdt: F(ail)a
0

onde b e ¢ sao constantes positivas e a ¢ uma constante tal que a > —1.
1

~ . xe
Solugao: Fagamos bt° = x implica que, t= — elevando ambos os membros por a

be



a (c—1) 1

Tc

temos que t*= —. Por outro lado, temos que tet = =
bc b c bc

Dessa forma, obtemos cbt® 'dt = dx. Assim,

1
dr xc “dx

dt = (t%l) = bl
cC

cb
Fizemos mudanca de variavel, nao limite de integracao, dessa forma temos:

o ¢ gt (e pe
/ tee tdt = / (—2) Cl dx.
0 0 be che

Fazendo os cancelamentos necessarios, temos:

> c 1 > a+1
/ t‘le—bt dt = W/ I‘T_le_xdx,
0 C c 0

1 ® 4
observamos que: I’ {(a—k )1 :/ 2 e ey,
¢ 0

Portanto,

cb
-
Exemplo 2.3. Mostre que I' (1) = 1.
Solugéo: Facamos © = 1 em T (z) = [~ t* 'e~"dt, temos:
ra) = / Ve tdt
0
= / e 'dt
0
. . -t N
= i [=eT,
) 1
= m (—e—w * 1)
= 1
-

Exemplo 2.4. Mostre que



Solucao: Vamos iniciar pelo I' (z) = / t* le7tdt, x > 0. Facamos u=e""!, — =¢,
0

1 1 1\]*!

dai segue que, [n | — ) =t. Dessa forma, obtemos ——du = dt e {ln (—)} = ¢ 1
u u u

Nossos novos limites de integragao serao: quando t — 0, u — 1; quando ¢t — oo, u — 0.

Portanto,

e[S [ (O] wkien [ (D]

n
Exemplo 2.5. Mostre que
[(x)=2 m* e dm, x> 0.
0
Solugao: Vamos iniciar com I' (z) = t"te7tdt, x > 0. Facamos t = m?, entdo

0
dt = 2mdm. Nosso limites de integracao se mantém. Fazendo as substituicoes necessarias,

temos

[(z) = / t“letdt:/ m2E=D e~ 0m dm
0

0
o 2
= 2/ m*® e dm, x> 0.
0

Exemplo 2.6. Mostre I (x) :/ 0¥ e du, x> 0.
0

Solugao: Iniciando com I (z) :/ t*“le7dt, = > 0, facamos u®> = t. Implica que,
0
2udu = dt. Por outro lado, (u?)*~" = ¢*=1. Dai segue que,

o0

['(z) = txletdt:/ w2 @ Ve 2udu
0

_ _ 2
2y e du

o 2
2 e " du.

I
Nﬁc\

Exemplo 2.7. Calcule:
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t

Solucao: Facamos In (%) =t. Depois % =el, x=ec7!, dr = —e 'dt, mudando os limites

de integracao: quando x — 0, t — oo, quando x — 1, t — 0. Temos que:

[ (e = [0y
= /Ooot:”e—tdt.

Aplicando a propriedade h), com a =3, b=1e c=1 temos que,

NCORE'

DIt

Jus

2
Exemplo 2.8. Use a propriedade de B (x,y) :/ 25en** " '9cos*~10df para mostrar
0
que I' (3) = /7.

Solucao: Tomamos r =y = % Assim, temos que

11 2
B (5,5) = /02 2sen’cos’0do

_ /22d9
0

= 29[0% =T.

Por outro lado,

Portanto,

Exemplo 2.9. Calcule

> 2
/ e T dx.
0

Solugao: Observamos que estamos perante uma integral de probabilidade, podemos

ee 2
/ 2%e " dx,
0

reescreve-la da seguinte forma:
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agora, usando a propriedade h), com a = 0,b =1 e ¢ = 2, temos que,

[T 1) _ 7
0 2(1)2 2 2

Exemplo 2.10. Mostre que,

o r
/ et g — L)n, n>0, a>-—1.
0 (a+1)

Solucao: Fazendo mudanca de variavel: ¢t = (a + 1)_1 y, depois segue que, dt = (a + 1)_1 dy.

Entao,
/ e (et gy :/ [(a—l—l)_ly]n_le_ydy
0 0
= [Ty ey ey
0
= / (a+ 1)y tevdy
0
— ()7 [ty
0
= (a+1)"T(n).
Portanto,

/Oo tnflef(a+1)tdt — M
0 (a+1)"

Exemplo 2.11. Calcule

/2 vV cosfdo.
0

Solugao: Podemos reescrever

3 1 [2 L
/ vV cosfdl = 3 / 2sen’Ocosz0de.
0

0

2
Usando a propriedade de B (p,q) = / 2sen*10cos*110dhH. Agora fazendo comparacio

0
entre os expoentes da propriedade e) e a integral temos: 2p — 1 = 0 — 2p = 1 implica
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que, p = % e2q—1= % — 2q = % entao q = %. Dessa forma,

2 1 _/13\ 1 (2 ,
/2 Veosdd) = -B|l-=,-)= —/2 2sen’fcos20db
0 2 2' 4 2 Jo
EENONOIRGI0]
2 T(3) 2r (3)
. 1 3 s

Usando a propriedade g) temos que I' | = | ' = | = — = ™2,

4 4 senym

Assim, I’ (§) = W—\/F
4) TI'(3) i

1 1
Por outro lado, temos que, I' (Z_l) = ZF (Z) Portanto,

/’5 vV cosOdh = %

I (7))
[
Exemplo 2.12. Calcule a 4drea A formada pelo eixo x e o arco da curva
y = sen®zx.
Solugao: Inicialmente temos que,
™ 2
A= / sen®rdr = 2/ sen®xdx
0 0
= /2 sen®zcos’rdx
0
1
_ (01
272
_TErE)
I'(5)
35w
128
~ . 9 7531
Observacao 2.1. Usando as propriedades m) e [) temos que, I' 5 )= §§§§ﬁ
el'(5) =4
]

A seguir, é apresentada a tabela da funcao Gamma que mostra os valores
de Gamma, para x variando de 1 e 2 com incremento de 0.01. No entanto, caso o leitor

tenha interesse em aprofundar mais sobre o assunto recomendamos Farrell (2013).



Tabela 1 — Funcao Gamma
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X I (x) X [ (z) X [ (z) X [ (x) X [(x)
1.0 1.0 1.2 /091817 | 14| 0.88726 | 1.6 | 0.89352 | 1.8 | 0.93138
1.01 | 0.99433 | 1.21 | 0.91558 | 1.41 | 0.88678 | 1.61 | 0.89468 | 1.81 | 0.93408
1.02 | 0.98884 | 1.22 | 0.91311 | 1.42 | 0.88636 | 1.62 | 0.89592 | 1.82 | 0.93685
1.03 | 0.98355 | 1.23 | 0.91075 | 1.43 | 0.88604 | 1.63 | 0.89724 | 1.83 | 0.93969
1.04 |1 0.97844 | 1.24 | 0.90852 | 1.44 | 0.88581 | 1.64 | 0.89864 | 1.84 | 0.94261
1.05 | 0.9735 | 1.25 | 0.9064 | 1.45 | 0.88566 | 1.65 | 0.90012 | 1.85 | 0.94561
1.06 | 0.9687 | 1.26 | 0.9044 | 1.46 0.8856 | 1.66 | 0.90167 | 1.86 | 0.94869
1.07 | 0.96415 | 1.27 | 0.9025 | 1.47 | 0.88563 | 1.67 | 0.9033 | 1.87 | 0.95184
1.08 1 0.95973 | 1.28 | 0.90072 | 1.48 | 0.88575 | 1.68 | 0.9055 | 1.88 | 0.95507
1.09 | 0.95546 | 1.29 | 0.89904 | 1.49 | 0.88595 | 1.69 | 0.90678 | 1.89 | 0.95838
1.1 1095135 | 1.3]0.89747 | 1.5 | 0.88623 | 1.7|0.90864 | 1.9 | 0.961177
1.11 | 0.9474 | 1.31 0.896 | 1.51 | 0.88659 | 1.71 | 0.91057 | 1.91 | 0.96523
1.12 1 0.94359 | 1.32 | 0.89464 | 1.52 | 0.88704 | 1.72 | 0.91258 | 1.92 | 0.96877
1.13 1 0.93993 | 1.33 | 0.89338 | 1.53 | 0.88757 | 1.73 | 0.91467 | 1.93 0.9724
1.14 |1 0.93642 | 1.34 | 0.89222 | 1.54 | 0.888818 | 1.74 | 0.91683 | 1.94 0.9761
1.15 1 0.93304 | 1.35 | 0.89115 | 1.55 | 0.88887 | 1.75 | 0.91906 | 1.95 | 0.97988
1.16 | 0.9298 | 1.36 | 0.89018 | 1.56 | 0.88964 | 1.76 | 0.92137 | 1.96 | 0.98374
1.17 | 0.9267 | 1.37 | 0.88931 | 1.57 | 0.89049 | 1.77 | 0.92376 | 1.97 | 0.98768
1.18 1 0.92373 | 1.38 | 0.88854 | 1.8 | 0.89142 | 1.78 | 0.92623 | 1.98 | 0.99171
1.19 1 0.92089 | 1.39 | 0.88785 | 1.59 | 0.89243 | 1.79 | 0.92877 | 1.99 | 0.99581

Fonte: Elaborada pelo autor.



31
3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

Nesse capitulo vamos tratar de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem, iniciando pelo problema de valor inicial, varidveis separaveis, método de solucao
e equacoes lineares. Além do mais, apresentaremos alguns exemplos que ajudarao na
compreensao do assunto. O leitor interessado em aprofundar mais sobre tais equacoes

recomendamos Figueiredo (1979)).

3.1 PROBLEMA DE VALOR INICIAL

Estamos interessados em resolver uma equacao diferencial de primeira ordem

Wt ey,

dy
sujeita a uma condigao inicial y (zg) = yo em que 2 € um nimero no intervalo I e yy é um
ntmero real arbitrario chamado de Problema de valor inicial. Em termos geométricos,
estamos procurando solucao para equacao diferencial, definida em algum intervalo I tal

que o grafico da solu¢do passe por um ponto (zg,yo) determinado a priori.

Exemplo 3.1. Resolva o problema de valor inicial

dy 2

Solucao: Colocamos a equacao na forma

Usando fracoes parciais no lado esquerdo na obtemos,

=1 1
1 4 _
{y+2+y_2]dy—dx. (6)

Integrando ambos os lados da equagao (4) temos,
—1 1

Portanto,

-2 -2
4 =dr+Cy e 4 = Ce',
y+2 Yy

In

em que trocamos 4C; por Cy e €2 por C. Finalmente, isolando y na tltima equacio,
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obtemos
1 + C€4$
=2 8
Y= (8)
A substituicao x = 0, y = —2 nos leva a seguinte resultado,
14+C
—2=2—.
1-C
Assim,

—14+C=14+C ou —1=1.

Examinaremos a equacao diferencial mais cuidadosamente. O fato é que a equacao

dy
= (y+2)(y—2
0 = Wt2)(y—2)
é satisfeita por duas funcoes constantes, a saber y = —2 e y = 2. Observando as equacgoes

, @ e , vemos que as solugdes y = —2 e y = 2 nao foram consideradas (pois
anulariam o denominador). Mas é interessante observar que a solu¢ao y = 2 pode ser
subsequentemente usada em Porém nenhum valor de C' nos dara a solugao y = —2.

Esta dltima funcao constante é tnica solucao para o problema de valor inicial. [

3.2 VARIAVEIS SEPARAVEIS

Definicao 3.1. Uma equacao diferencial da forma,

dy _ g(x)
dr  h(y)

¢ chamada equagao separavel ou variaveis separaveis.

Podemos observar que uma equacao separavel pode ser escrita como,

dy
h = . 9
(y) 7~ =9(2) 9)
Se h(y) =1 a equacao (9) se reduz a

dy

- =9(@).

Observacao 3.1. Usando o Teorema Fundamental do Calculo, podemos explicitar todas

as solucoes da equacao Fundamental num intervalo I. Para isto, basta fixarmos um zg € 1
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e escrevemos a familia de solugdes da equagao na forma,

y@%z/f@ﬂx+Q

onde C' é uma constante arbitraria.

Agora, se y = f (z) denota uma solugio para (9) temos:
W(f (@) F () = g ().
Logo,
/hﬁwnf@sz/g@Mm+G (10)

Porém, dy = f' (z) dx podemos observar que ¢ igual a

/h(y)dy:/g(:c)dx—i-C’. (11)

3.2.1 Método de solucgoes

A equacao apresenta a forma de solugao de equacoes diferenciais separa-

veis, uma familia a um parametro de solugoes que podemos obter integrando ambos os
lados de h (y) dy = g (z) dx.

Observacao 3.2. Nao hé necessidade de usar duas constantes na integracao de uma

equacao separavel pois,
/h(y)dy+01 = /g(x)dx+C'2
/h(y)dy = /g(x)dx+Cz—C’1 - /g(x)dx+0,
onde C = (Cy — (.

Exemplo 3.2. Resolva,

(1+2)dy —ydz = 0. (12)
~ g . dy de
Solucao: Vamos dividir a equagao (12)) por (1 + z)y obtemos — = At2) integramos
Y x



34

ambos os lados, temos

Inly] = In|l+z|+C)
y = 6ln|1—&-ac|—&—C’1
— 61n|1+x|.601
= |1 +xz|e9

= +e“ (1+2).

Observacao 3.3. Utilizamos a funcao modular,

(I+x) se z>-—1
1+ x| =
—(1+z) se z<—1

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Nessa secao abordaremos sobre as equacoes diferenciais lineares de forma geral,
em seguida, apresentaremos a definicao de equacao linear, fator de integracao e teorema
(critério para diferencial exata). Vamos apresentar a forma geral de uma equagao dife-

rencial linear de ordem n de seguinte modo,

dn m—1
an () d—xﬁ + an (@)

Y

d
e + .. ta (a:)—y—i—ao (x)y =g (x).

dx

Em particular, quando n = 1, temos a equacao de primeira ordem.

Definicao 3.2. Uma equacao diferencial da forma,

i (1) 2 4 ao (a)y = g (2) (13)

¢ chamada de equacao linear.

Em seguida, se dividirmos a equacao por a; (z) obtemos uma nova equa-

¢ao:
d_y ag (v _ 9 (z)
dx * ap (x v ar (z)
Agora, fazendo p (x) = Z(l) Eg e f(z) = agl<($x)) obtemos,
Y i p@)y=f @), (1)
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Nossa intenc¢ao é obter uma solugao no intervalo I no qual as fungoes p (z) e f (x) sejam

continuas.

3.3.1 Fator de integracao

Antes de continuarmos o estudo das equagcoes lineares, enunciaremos a seguinte
definicao:
Defini¢ao 3.3. Sejam M (z,y) e N(z,y) continuas no aberto 2. A equagao diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 serd exata se existir ¢ = p(z,y), (z,y) € Q, tal que

oy _

dp
ox M(x,y)ea—y—N(x,y)emQ

Voltando ao estudo da equagao linear, temos que, usando as diferenciais po-

demos reescrever a equagao (14) da seguinte forma,

dy +[p(x)y — f(x)]dx =0, (15)

onde multiplicamos a equacgao por dx. Agora, multiplicamos novamente uma funcao
w () (equagoes lineares possuem propriedade através das quais podemos sempre encontrar

uma funcao p (x)) em ambos lados da equagao obtemos,

p(r)dy +p(z)p(x)y — f(x)]de =0

é uma equacao diferencial exata, podemos verificar pelo teorema a seguir.
Teorema 3.1 (Critério para diferencial exata). Sejam M (z,y) e N (x,y) fungdes
continuas com derivadas parciais continuas em uma regido R definida por a < x < b,c <

y < d. Entao, uma condicdo necessdria e suficiente para que,
M (z,y)dy + N (z,y)dz =0

sejam uma diferencial exata é:

OM _ ON

O lado esquerdo de equacao é¢ uma diferencial exata se,

5o (@) = (@) @)y f (@)

ou seja,



Esta é uma equacdo separavel em que podemos determinar p (z). Temos,

dp
— = p(a)dr
. ()

il = [ pi)ds

Assim,

A funcao definida em é um fator de integracao para equacao linear.

Exemplo 3.3. Resolva,

= — 4y = )
xdx y=uxae

Solucao: dividindo a equacao por x, obtemos,

dy 4

5 x
— — —y=2z’e".
dr =z
4 . <,
Podemos observar que p (x) = —— é o fator da integracao é,
x
4l _ 4 _
e 4f2de _ e 4inlz| _ 6lnz — 4

Agora multiplicamos pela equacao obtemos:

d
o1 45y = xe®

dx

dessa forma,

d
T [az’4y} = xe”.

Agora, seguimos da integracdo por partes que,
-4 x x
r Ty =xe" —e +c.

Portanto,

y = 2°e® — z'e” + ca’.

36

(17)

(18)

(19)
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3.4 SOLUCAO PARA UMA EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA EM SERIES DE
POTENCIAS

A funcao e® ¢ uma solucao explicita para a equacao diferencial linear de
primeira ordem,
dy

=2 2y =0,
dz Y

Substituindo z por z? na série de Maclaurin para e*, podemos escrever a solucio da

equacao como:

Essa tltima série converge para todos os valores reais de x. Em outras palavras, conhe-
cendo previamente a solucao, é possivel encontrar uma série infinita que seja solugao para
a equacao diferencial. Tentaremos agora obter uma solucao em série de poténcias para a

equacao diferencial, usaremos a técnica dos coeficientes indeterminados.

d
Exemplo 3.4. Encontre uma solucao para d—y — 2xy = 0 na forma de uma série de po-
T

téncias em x.

Solugao: Tentamos uma solucao para a equacao dada na forma

y = chx" (21)

com isso, temos que,

Notemos que, como o primeiro termo na primeira série (corresponde a n = 0) é zero, co-

megamos o somatorio com n = 1. Usando o ultimo resultado e supondo (21)) encontramos

Gostariamos de somar as duas séries acima. Com essa finalidade, escrevemos

dy (o] o0
2 —2zy = l.c;x’ + ne ™t — 2¢,x"
g 2w =lar’ ), 2

n=2

Agora, fazendo kK = n — 1 na primeira série e £ = n + 1 na segunda. O lado direito

torna-se,

dy

% —2xy =c1 + Z (k + 1) Ck+1l’k — Z QCkfliL’k.
k=1 k=1
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Depois, somamos as séries termo a termo. Segue-se que

2= e Yl D~ 2l =0 (22)

Entao, para termos identicamente nula, é necessario que os coeficientes satisfacam
cg=0e€ (E+1)cks1 —2¢c,1=0 ,k=1,2,3,.... (23)

A equacao proporciona uma relagao de recorréncia que determina c;. Como k+1 # 0

para todos os valores de k, podemos escrever (23) como

20K—1
C = .
k+1 k+1
Iterando essa ultima férmula, temos
2
k = 1, Co = 500 =0
2
k = 2, C3 = 501 =0
2 1 1
k = 3, C3 = ZCQ 500 ECO
2
k = 4, Cy = 563 =0
Lo s 2 1 1
= 9 G = 604 = ﬁco gco
2
k = 6, Cr = ?05 =0
2 1 1
k = 7, Cg = —Cg = HCO ECO

e assim por diante. Logo, a partir da suposig¢ao original, encontramos

oo
_ no_ 2 3 4 5
Y= Cr" = Co+ C1T + CZ” + Cc3x” + 4T + 5T + ...

n=0
1 1
= c0+0+c0x2+0+§c0x4+0+§cox6+0+...
1 1 = 2"
_ 2, Lt 4, *. 6 _ L
= ¢ [1+x + ot g +} _Conzzo -

Como a iteracao da equacao acima deixa ¢y completamente indeterminado, encontramos

de fato a solucao geral da equacao diferencial. [
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE ORDEM SUPERIOR

Nessa capitulo abordaremos sobre as equacgoes diferenciais lineares de ordem
superior, iniciando com problema de valor do contorno. Em particular, apresentaremos um
exemplo de problema de valor de contorno, de modo a facilitar a compreensao do contetdo,

caso o leitor queira aprofundar mais sobre o conteido pode consultar Zill (2009).

4.1 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

Um outro tipo de problema consiste em resolver uma equagao diferencial de
ordem dois ou maior na qual a variavel dependente y ou suas derivadas sao especificadas
em pontos diferentes. Um problema como:

d*y dy

@ (1) Ta o (2) S an (1) y =g (+), (@) =30 € y (D) =,

¢ chamado de problema de valor de contorno. Os valores especificados y(a) =
Yo € y(b) = y; sdo chamados de condigoes de contorno ou fronteira. Uma solu-
cao para o problema em questao é uma funcao que satisfaca a equacao diferencial em

algum intervalo I, contendo a e b, cujo gréfico passa pelos pontos (a,y) € (b,y1) .

Exemplo 4.1. Consideramos o seguinte problema de valor de contorno,

d?y

@ = 1, 0<z <1,
1

y(0) = 1, y(1) =3

Solucao: Integramos duas vezes a EDO, obtemos a solucao geral

2

y(x):%+013:+02.

Agora, aplicando as condi¢oes de contorno, obtemos

1 1 1
1) = ——=-4+C;1+0C5, = —.
y (1) 5 2+ 1+ Ca 5

Isto é, temos o sistema de equacoes lineares,

Cy, =1
01+CQ == O

Resolvendo, temos C, = —1 e 'y = 1. Desta forma, concluimos que a solucao de Problema
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de Valor de Contorno (PVC) é

4.2 SOLUCOES PARA EQUACOES LINEARES

Nessa secao, abordaremos sobre equacoes homogéneas e nao homogéneas, te-
orema (principio de superposi¢ao das equagoes homogeéneas), corolarios, solugbes lineares
e independentes, funcao complementar, equacoes lineares com coeficientes constantes e
equacao auxiliar. Em relacao aos teoremas e corolarios, dispensamos as suas demonstra-

coes.

4.2.1 Equagoes homogéneas

Em geral, uma equacgao diferencial ordinaria de n-ésima ordem da forma

dny dn—ly dy
a, () Ton + a,_1 (7) T + ...+ a (2) Ir +ag(z)y=0
¢ chamada da homogénea, enquanto que,
d”y dnfly dy
a, (z) T + a1 (x) T + ... +a; (2) . +ag(z)y =g (x),

com ¢ (z) nao identicamente nula, ¢ chamado de ndo homogénea.

Observacao 4.1. A palavra homogénea neste contexto nao se refere aos coeficientes como
sendo fungbes homogéneas. Também em algum intervalo I, os coeficientes a; (z),i =
0,1,...,n, sdo continuos, a fun¢do g (x) é continua e a, (z) # 0 para todo x no intervalo
I.
Exemplo 4.2. A equagao

2y + 3y — 5y =0

¢ uma equagao diferencial ordinaria linear de segunda ordem homogénea.

Exemplo 4.3. A equagao
y// +3y/ — By =¢”

é uma equacao diferencial linear de segunda ordem nao homogénea.
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4.2.1.1 Principio da superposi¢ao

No proximo teorema, veremos que a soma ou superposig¢ao, de duas ou mais

solucoes para uma equacao diferencial linear homogénea ¢ também uma solucao.

Teorema 4.1. Principio de superposicao das equacoes Homogéneas. Sejam yy,ys,
k solugoes para equagoes diferenciais lineares de n-ésima ordem homogénea em um inter-

valo 1. Entao, a combinacao linear

y=Ciyr + Coya + ... + Cryi () ,

em que os C;, i =1,2,...,k, sao constantes arbitrdrias é também uma solucdo no inter-

valo 1.

Corolario 4.1. Um maltiplo y = Cyyy (x) de uma solug¢do y = yy (x) para uma equagao

diferencial linear € também uma solucao.

Corolario 4.2. Uma equacao diferencial linear homogénea sempre tem solucao trivial

y = 0.
4.2.1.2 Solucoes lineares independentes

Sejam vy, Yo, ..., Yn, N solucoes para a equagao diferencial linear homogénea de
n-ésima ordem em um intervalo /. Entao, o conjunto de solugoes é linearmente indepen-

dentes em I se e somente se

w (ylvy27 7yn) 7é 07

para todo x no intervalo.

2x

Exemplo 4.4. As funcoes y; = €%, 1y, = €2 e y3 = €37 satisfazem a equacao diferencial

de terceira ordem,
dy &y  dy
— 11-= -6y = 0.
dx3 6dx2 * dx Oy =0

Como

e® 6217 6327

e® 4e?r 93T
para todo valor de z, vy, y» e y3 formam um conjunto fundamental de solugoes em
(—00,00) . Concluimos que,

y = c1€° + cpe* + 3>
é a solucao geral para a equacao diferencial no intervalo.

Exemplo 4.5. Se a e [ sdo nameros reais, § # 0, entdo y; = e*cos(fz) e y; =

e**sen (fx) sdo linearmente independentes em qualquer intervalo do eixo z, pois

vy Yk
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W (e**cos (Bx) , sen (Bx)) =

B e*cos (fx) e*sen (fx) _ Berr 40
| —BeTsen (Bz) + ae®®cos (Bx) BeTcos (Bx) + aesen (Bx) | ‘ '

Observemos que, quando o = 0, cosfx e senfx, § # 0, sao também linearmente inde-

pendentes em qualquer intervalo do eixo z.

4.2.2 Equagoes nao homogéneas

Definicao 4.1. (Solugao geral das equagoes nao homogéneas). Seja y, uma dada
solucao para a equacao diferencial linear nao homogénea de n-ésima ordem num intervalo
I. Seja:

ye = Chyp (z) + Coyz (x) + ... + Cryy ()

a solucao geral para a equacdo homogénea associada no intervalo I. A solucao geral para

equacao nao homogénea no intervalo é definida por

y = Ciyr () + Caga () + . + O () + 4p (2) = e () + 4p (2) -

A nossa intencao agora é a definicao de solucdo geral para uma equacao linear nao ho-
mogénea. Qualquer funcao y, independente de parametros, que satisfaca a equagao nao
homogénea é chamada de solugdo particular para a equagao (algumas vezes é chamada de
integral particular).

Exemplo 4.6. Uma solucao particular para
y" + 9y =27

&y, =3poisy, =0e0+9y,=9(3) =27.

Exemplo 4.7. y, = 2* — 2 é uma solugio particular para
zy" + 22y — 8y = 42° + 62.
Fazendo y,, = 322 —1e y, = 6x verificamos que,

?y" + 2zy — 8y = 2” (62) + 2z (3% — 1) — 8 (2® — x) = 42° + 6.
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Teorema 4.2. Seja y, uma dada solugao para a equagao diferencial linear nao homogénea
de n-ésima ordem em um intervalo I e sejam {y1,ys, ..., yn} solugoes para a equagio ho-
mogénea associada no intervalo. Entao, para a equacao encontrar constantes cy, ca, ..., Cp

tais que
y =1y (z) + caya (2) + o + coyn (2) + yp () (24)
4.2.2.1 Funcao complementar

Na definicao (4.1), a combinagao linear

yo (x) = Ciyr (z) + Coya () + ... + Cryn () (25)

que é a solucao geral ¢ chamada de fungdo complementar para a equagio (24). Em
outras palavras, a solucao geral para equacao diferencial linear nao-homogénea é fungao
complementar mais qualquer solucao particular.

Exemplo 4.8. Por substitui¢ao, verificamos facilmente que a fungao y, = —% — %:c é

uma solucao particular para a equacao nao homogénea

&Py dy dy
— —6— + 11— — 6y = 3. 26
dx3 dx? + dzx 4 o (26)

Para escrever a solucio geral para (26)) devemos também ser capazes de resolver a equagao,
&Py dy dy
— —6— +11-—= -6y =0. 27
dz3 dz? * dx J (27)

Mas no exemplo (4.4), vimos que a solucao geral da equagao (27)) no intervalo (—oo, 00) é
yo = C1e” + Coe™ + Cse?.

Portanto, a solugao geral para (26]) no intervalo (—oo, c0) é

11 1
y=yo+yp=Cre" + O + Cye’ — o — o

4.2.3 Equagoes lineares com coeficientes constantes

. - . d
Vimos que a equacao linear de primeira ordem d_y +ay = 0, em que a é uma
x

% em (—o0,00). Portanto, é natural

constante, possui a solucao exponencial y = Cie”
procurar determinar se solugdes exponenciais existem (—oo,00) para equagoes de ordem

malor como

" + 1y + o Fay Fay Fagy =0 (28)
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em que os a;,7 = 0,1,...,n sao constantes. O fato surpreendente é que todas as solu-
¢Oes para ([28)) sdo fungoes exponenciais ou construidas a partir de fungdes exponenciais.

Comecamos considerando o caso especial da equacao de segunda ordem,

Ay" + By +Cy = 0. (29)

4.2.3.1 Fquacao auxiliar

max ! 2 _mx

Se tentarmos uma solucao da forma y = ™", entao vy’ = me™* e y”’ = m*e™*,

assim a equacao torna-se
Am?e™ 4+ Bme™ 4 Ce™ =0

ou

e (Am2 + Bm + C) =0.

Como e™*

nunca se anula para valores reais de x, entao a tnica maneira de fazer essa
funcao exponencial satisfazer a equacao diferencial é escolher m de tal forma que ele seja
raiz da equacao quadratica,

Am? + Bm + C = 0.

Essa ultima equacao é chamada de equagao auxiliar ou equacao caracteristica da

equagao diferencial (29). Consideremos trés casos, a saber: as solugdes para a equa-
¢ao auxiliar correspondem a raizes reais distintas, raizes reais iguais e raizes

complexas conjugadas.
CASO I: Raizes reais distintas

Com a hipotese de que a equacao auxiliar possui duas raizes reais distintas
my e mo, encontramos duas solugoes y; = €% e yp = €?*. Vimos que essas fungoes sao
linearmente independentes em (—o0,00), portanto, formam um conjunto fundamental.

Segue-se que a solucao geral nesse intervalo é:

yp = Cre™* + Che™?*,

CASO II: Raizes reais iguais

Quando m; = msy, obtemos somente uma solucao exponencial y; = ™7,
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Porém, segue-se que uma segunda solucao é,

62m1x
o miz
Yo =€ elexdx.

b

Mas, da forma quadratica, temos que m; = 50 pois a Unica maneira de ter m; = my é
ter b2 — 4ac = 0. Em vista do fato de que 2m; = ——, torna-se
a
€2mla:
Yo = "M de =™ | dx = xe™".
e2m1x

A solugao geral para é entao

y = Cre™* + Coxe™?”.

CASO III: Raizes complexas conjugadas

Se my e my sao complexas entao podemos escrever m; = a+13 e my = a—if.
Em que o e B> 0 e i?> = —1. Formalmente, nao ha diferenca entre este caso e o CASO
I, em que
y = Chel @t o Cyelatif)z,

Porém, na préatica, preferimos trabalhar com funcgoes reais em vez de exponenciais com-

plexas. Para este fim, usamos a féormula de Euler,

e = cosO + isen

em que 6 é qualquer nimero real. Segue-se desta férmula que
) = cos (Bx) +isen (Bz) e e = cos (Bz) — isen (Bz) (30)

em que usamos cos (—fz) = cos (fx) e sen (—px) = —sen (Sx). Notemos que somando
e depois subtraindo as duas equagdes em (30)), obtemos, respectivamente, e?#* + e~ =
2cosfx e P — e = Qisenfzr. Como y = Crel@TH7 1 Chel@tB)r ¢ yma solucao para
para qualquer escolha das constantes C; e (5, fazendo C; = Cy = 1e C; = 1 e

Cy = —1, temos nesta ordem, duas solucoes:
y1 = Crel@tP)r 4 ChelatiBle o gy — Orel@tiPlr _ Cpelaible,

Mas y; = e** (65:” + 6*51) = 2e*cosfr e yy = e** (eﬂx — e*'B’”) = 2ie**senfx. Portanto,

pelo corolario (4.1) e o teorema de Wronskiano e os dois tltimos resultados mostram que
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as fungoes e**senfx e e**cosPx sao solugoes para . Ainda, do Exemplo (4.5) temos
que W (e**senfx,e**cosfz) # 0, f > 0, e dai podemos concluir que as duas funcoes
formam um conjunto fundamental de solugoes para equagao diferencial em (—oo, o).

superposicao, a solugao geral é:

y = Cie*senfx + Cye*cosfx
= " (Cysenfx + CycosPx) .

Exemplo 4.9. Resolva as seguintes equacoes diferenciais

(a) 2" =5y =3y = 0
(b) y" —10y +25y = 0
@y +y+y = 0

Solugao: Inicialmente, fatorando a equacgao obtemos, (a)
2m? —5m —3=0= (2m+1)(m —3) = 0.

Assim as raizes da equacao sao:

1
my=—g € my = 3.
Portanto,

Y = 0167% -+ C’ge?’x.

]

Solugao: novamente, observamos que, (b)

m? —10m + 25 = (m — 5)> = 0.
Temos assim,
myp = Mo = 5.
Portanto,
Yy = 01651 + C’gxe5’”.

]

Solugao: Aqui temos uma equacao cujos raizes nao sao reais, (c)

m2+m+1=0.
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Assim obtemos que,

Portanto,
. 3 3
y=-e 2 <C’1003§x + OQSGTL%ZB) )

]

Muitas equagoes diferenciais com coeficientes variaveis nao podem ser resol-

vidas em termos de funcoes elementares. Uma técnica padrao para resolver equacoes
diferenciais lineares de ordem superior com coeficientes variaveis é tentar encontrar uma
solucao na forma de uma série infinita. Frequentemente, a solu¢ao pode ser encontrada na
forma de uma série de poténcias. Porém, para uma revisao mais profundados conceitos

de séries infinitas, recomendamos consultar Stewart (2006]).

4.3 SOLUCOES EM TERMO DE PONTOS ORDINARIOS (NAO SINGULARES)

Nessa secao, temos como objetivo dar uma breve nocao a respeito de solugoes
em termos de pontos ordinarios, comecando com definicao de pontos singulares e ordina-
rios, em seguida coeficientes polinomiais e nao-polinomiais. Suponhamos que a equacao

diferencial linear de segunda ordem
az () y" + ay () y' + ao (x) =0, (31)
seja escrita da seguinte forma,

y'+P(x)y +Q(x)y=0. (32)

Definicao 4.2. Pontos singular e Ordinarios. Dizemos que um ponto xy € um ponto
ordinario ou nao-singular da equagao diferencial se P (x) e Q (x) sao analiticas em x.

Um ponto que nao é um ordinario é considerando como um ponto singular da equagao.

Exemplo 4.10. Todo ponto x é um ponto ordinario da equacao
v+ () y + (senz)y = 0.

Em particular, x = 0 é um ponto ordinario, pois

2 IE3 1'5

e’ = +ﬂ+§+'" e senx—x—a—ka—...

converge para todo valor de .
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4.3.1 Coeficientes polinomiais

Iremos nos preocupar principalmente com o caso em que (31) tem coeficientes
polinomiais. Como consequéncia da definigao(4.2)), observamos que, quando as (), a1 ()

e ag (x) sao polindomios sem fatores comuns, um ponto z = xg é
(i) um ponto ordinério se ay (xg) # 0,
(ii) um ponto singular se as (z) = 0.
Exemplo 4.11. (a) Os pontos singulares da equagao (22 — 1)y” + 22y’ + 6y = 0 sdo
as raizes de 22 — 1 = 0 ou & 1. Todos os outros pontos sao ordinarios.

(b) Pontos singulares nao sao necessariamente nimeros reais. As raizes de 2% + 1 = 0,
a saber = i, sdo pontos singulares da equagao (> + 1)y” + zy’ — y = 0. Todos

os outros pontos, reais ou complexos, sao pontos ordinérios.

Teorema 4.3. Existéncia de Solucoes em série de Poténcias. Se v = xy for
um ponto ordindrio da equacdo diferencial , podemos sempre encontrar duas solucoes

linearmente independentes na forma de série de poténcias centrada em xg :

y = ch (z — z0)"
n=0

A série converge para uma solugdo em |x — x| < R, em que R € a distdncia do ponto
ao ponto singular mais prozimo (real ou complezo.)
4.3.2 Coeficientes nao-polinomiais

O proximo exemplo aborda como encontrar uma solucao, em série de poténcias,
para uma equagao diferencial em torno de um ponto ordindrio quando seus coeficientes

nao sao polinémios.

Exemplo 4.12. Resolva y" + (cosz)y = 0.

-~ ‘rz x4 ‘CEG ’ . s .
Solucao: Como cosx =1 — o7 + TR + ..., vemos que x = 0 é um ponto ordinério.
oo
Supondo entao, y = Z c,x", temos
n=0

2 4

00 . -
y" + (cosx)y = Zn(n—l)cnx 2—1—(1—5—%5——4— )ch
n=2
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= (202 + 6c3x + 12¢42° + 20052 + )

1’2 fL’4 2 3
+ 1—?4—%— <00+C1£C+C2$ +Cgl‘ —|—)

1 1
= 2cy+ ¢ (bes+eq)x+ (1204 + ¢y — 560) z? + <2OC5 +c3— §cl> 4
Como devemos ter a dltima identicamente nula, entao

202 +c = 0
603 +c = 0
1
1204 + coy — 500 =0

1
2005 +c3 — 501 = 0

e assim por diante. Como c¢q e ¢; sao arbitrarias, encontramos

I
—e 1o
yi(r) = co 5 12

_ Ls, 1 5
} ey () =0cq {x 7 +30x

Como a equagao diferencial nao tem pontos singulares, ambas as séries convergem para

todos os valores de x. ™

4.4 SOLUCOES EM TERMOS DE PONTOS SINCULARES

Nessa secao, vamos introduzir um pouco sobre solucoes em termos de pon-
tos singulares, em particular tratamos sobre pontos singulares regulares e irregulares
(Método de Frobenius caso I, IT e III). Entao, nessa parte de texto ndo apresen-
tamos exemplos sobre métodos, mas caso leitor queira aprofundar mais sobre assunto
recomendamos Zill (2009).

4.4.1 Pontos singulares regulares: métodos de Frobenius-caso I

Como vimos na secao anterior que podemos encontrar uma solucao em série

de poténcias para
as (z)y" + a1 (2)y' +ao (v)y =0 (33)

em torno de um ponto ordindrio x = xy. Porém, se x = xy for um ponto singular,
nem sempre é possivel encontrar uma solucao na forma de uma série de poténcias. Mas
o

)n+r

podemos tentar encontrar uma solucao na forma y = E cn (x — 20 , em que r é uma

n=0
constante a ser determinada.
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4.4.1.1 Pontos singulares requlares e irrequlares

Pontos singulares sao classificados como regulares ou irregulares. Para definir

esse conceito, colocamos novamente (33)) na forma padrao

'+ P @)y +Q(x)y =

Definicao 4.3. Pontos singulares regulares e irregulares. Dizemos que um ponto
singular = =z, da equacao ¢ um ponto singular (ou singularidade regular) se
(z —x0) P(z) e (x —x0)>Q (z) sdo analiticas em z,. Um ponto singular que néo é re-

gular é chamado de ponto singular irregular (ou singularidade irregular) da equagao.

4.4.1.2 Coeficientes polinomiais

No caso em que os coeficientes de (33) sdao polinomiais sem fatores comuns, a

ap (x)
ap (2)

termos para formar P (z) e @ (z), respetivamente. Se o fator (v — () aparecer no deno-

Definigao 10.1 é equivalente ao seguinte, seja as (z9) = 0. Reduza a0s menores

minador de P (x) com multiplicidade menor ou igual a 1 no denominador de @ (z) com

multiplicidade menor ou igual a 2, entao z = zy serd um ponto singular regular.
Exemplo 4.13. Tanto x = 0 quando x = —1 sao pontos singulares da equacao diferencial
2 (x+1)°y" + (22 =1)y +2y =0.

Inspecionando,
r—1 2
Plz) = ——— ¢ )= —°-
(z) 22 (x+1) Q) 22 (x +1)°
vemos que x = 0 é um ponto singular irregular, pois a multiplicidade do fator (x — 0) no

denominador de P (x) é 2. Notemos, porém, que x = —1 é uma singularidade regular.

Teorema 4.4. Teorema de Frobenius. Se x = xg for um ponto singular da equacao 1,

entdo, existe pelo menos uma solu¢ao em série na forma

o0 o0
x—xorg e (x — x0)" E (z — x0)""", (34)

em que o numero v € uma constante a ser determinada. A série convergird pelo menos

em algum intervalo 0 < x — zy < R.

Observe as palavras (pelo menos) no teorema (4.4)) significa que, em contraste
com o teorema anterior, nao podemos garantir duas solucoes na forma indicada. Método
de Frobenius consiste em identificar uma singularidade regular x, substituir y dado em

teorema (4.4) na equacao diferencial e determinar o expoente r e os coeficientes c,,.



ol

Exemplo 4.14. Existéncia de solucoes em série de poténcias. Se x = x( for um ponto or-
dinério da equacao diferencial , podemos sempre encontrar duas solugoes linearmente
independentes na forma
(o]
Y= ch(x—xo)n.
n=0
A série converge para uma solu¢do em |z — xo| < R, em que R é a distancia do ponto x

ao ponto singular mais proximas (real ou complexo.)

4.4.1.3 Casos de raizes indiciais

Quando usamos o método de Frobenius, distinguimos trés casos que corres-
pondem & natureza das raizes indiciais. Para exemplificar, suponha que r; e ry sejam

duas raizes reais da equacao indicial e que r; seja a maior delas.
CASO I: Raizes que nao diferem por um inteiro

Se r1 e r9 sao raizes distintas e nao diferem por um inteiro, entao existem duas

solugoes linearmente independentes para a equacao (33) na forma

Y1 = cha:””l, co#0 e yp = anac””?, by # 0.
n=0 n=0

4.4.2 Método de Frobenius Casos II e 111

Quando as raizes da equacao indicial diferem por um inteiro, podemos ou nao
ser capazes de encontrar duas solucoes para (33) em . Se nao, entao uma solucao
correspondendo & menor raiz contém um termo logaritmico. Quando os expoentes sao
iguais, uma segunda solu¢ao sempre contém um logaritmo. Essa tltima situacao ¢ analoga
as solucoes para a equacao diferencial de Cauchy-Euler quando as raizes da equacao

auxiliar sao iguais. Temos os dois proximos casos.

CASO II: Raizes que diferem por um inteiro positivo

Se r; —ry = N, em que N é um inteiro positivo, entao existem duas solucoes

linearmente independentes para a equagao (33)) na forma

Y = chxwr”, co# 0 e yp = Cyy (z)Inx + Z b2, by # 0,

n=0 n=0

em que C' é uma constante que pode ser zero.

CASO III: Raizes indiciais iguais
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Se r1 = ro, ha sempre duas solucoes linearmente independentes para a equagao
(33) na forma

= ch$n+rla co#0 e ya =1y (v)lnz + an$n+r27 bo # 0.
n=0

n=0
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5 EQUACAO DE BESSEL

Nessa secao, iniciaremos por apresentar um pouco sobre a origem da equacao,
em seguida, abordaremos sobre duas equagoes especiais, solugoes para equacao de Bessel,
funcoes de Bessel de primeira espécie, fungoes de Bessel de segunda espécie, relacao de re-
corréncia e equacao de Bessel paramétrica. Entretanto, alguns contetidos foram resumidos
de modo a evitar grande nimero de paginas do trabalho.

Friedrich Wilhem Bessel (1784-1846) foi um astronomo alemao que em
1838 mediu pela primeira vez a distancia da estrela 61 Cygni. Em 1840, ele previu
a existéncia de uma massa planetaria, além da o6rbita de Uranio. Bessel foi também o
primeiro a calcular a 6rbita do cometa Halley. Embora, Bessel tenha certamente estudado
a equacao em seu trabalho sobre o movimento planetério, a equacao diferencial foram
provavelmente descobertas por Daniel Bernoulli em sua pesquisa sobre determinacao
dos deslocamentos de uma corrente oscilatoria. A equacao de Bessel e equacao de Legendre
sao consideradas duas equacoes especiais. A ultima equacao nao serd apresentada nesse
trabalho.

5.1 DUAS EQUACOES ESPECIAIS

As duas equacoes:

2y +ay + (27 —0*)y =0 (35)

(1-2*)y"+ 22y’ +n(n+1)y =0, (36)

ocorrem frequentemente em estudos avancados de matemética aplicada e engenharia. As
equagoes: Bessel e Legendre. Na resolucao de (35]) vamos supor que v > 0 e procuramos
solucdo serial (na forma de série infinita) em torno de # = 0 observamos que a origem ¢é

um ponto singular e regular da equacao de Bessel.

5.2 SOLUCOES PARA EQUACAO DE BESSEL

Agora suponhamos que,

o0
Yy = E Cpx™ ™
n=0
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Entao,

Py oy + (P =0y = ) ) (ntr =12 4> e (nt )2t

n=0 n=0
0 e
4 § cnxn+r+2 o U2 § CnZEn+T = ¢ (7“2 —rdr— 02) "
n
1

=0 n=0

- xTch [(n+7)(n+r—1)+ (n+7r) =07 x”+xTch:L’”+2
n n=0

0.@) oo
= ¢ (r*=v’)a" +a Z ¢ [(n+ r)? — v 2" 4 2" Z O
n=1 n=0

Na equacdo acima, que a equacdo inicial é r?> — v? = 0, portanto as raizes indiciais sdo

r1 =v e ry =—v. Quando r; = v a equagao se torna:

o

v

T E cnn (n+ 2v) " +z” E Cp
n=1 n=0

Fazendo mudanca de variavel, kK = n — 2 para n = 2 tem-se que k = 0. Dai segue-se

(14 2v) iz + Z cnn (n+ 2v) 2™ + Z cpx?

n=2 n=0

V(14 20) g+ Z (k+2)(k+2420v) cpyo+ xk”] =0.
=0
Logo, pelo argumento usual podemos escrever:
(142v)c; =0
(k:—l—2)(k:+2+2v)ck+2+ck:0
ou seja,
Chio = , k=0,1,2,..
T 2) (k+ 2+ 20)
A escolha de ¢; = 0 implica em ¢35 = ¢5 = ¢; = 0. Dai para k£ = 0,2,4, ..., encontramos
apos fazer k+2 =2n,n=1,2,3, ..., que:
o = =2
an 22n(n+wv)
Logo,
Co

2T TR Ix1(1+o)



99

C2 Co
C = — —
! 2x202+v) 20x1x2(1+0v)(2+0)
Cq Co
C — — = — -
0 22 % 3(3+0) 6 x1x2x3(1+0)(2+v)3B+v)
o = (=1)" il C n=1,2,3...

22l (14 0) (24 v) -+ (n+v)
Em uma pratica padrao podemos escolher para ¢y um valor especifico, a saber,

1

= Tt 0)

Em que I' (1 + v) é a fun¢do Gama. Usando a propriedade da fungao I' (1 4+ o) = a.T' (),

podemos reduzir o produto indicado no denominador a um termo. Por exemplo,

F'l+v+1) = (1+v)I'(1+v)
Fl+v+2) = 2+v)I'2+v)=0104+v)24+v)I'(1+v)

F'l+v+n) = (I1+v)24v)---(n+v)['(1+v).

Com isso, podemos escrever a nossa equagao como,

(="
22ntopl (1+0)(240)---(n+v) T (1 +v)
1)
- (=1) C n=0,1,2,....
22ntopll' (1 + v +n)

Con

Segue-se que a solucao,

_ > 2n+U: > (—1)” (E)2n+v
Y Zc%x Zn!f‘(l—i—v—l—n) 2

se v > 0 a série converge pelo menos no intervalo [0, 00) .

5.3 FUNCOES DE BESSEL DE PRIMEIRA ESPECIE

Podemos denotar a solugao em forma de série da seguinte forma,

T (@) = Z n!l’ ((1_—1—1)v +n) <§)2n+v '

n=0
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Com ry = v. Quando 7 = —v obtemos,

oo (@) = ; n!l’ (<1_—1)U +n) (g)%_v '

Estas duas fungoes J, (z) e J_, (z) sdo chamadas de Funcoes de Bessel de

primeira espécie de ordem v e —wv, respetivamente. Dependo do valor de v pode conter
poténcias de negativo de x e entdo convergir para (0, 00). Agora devemos levar em conta
alguns aspetos muito importantes, sobretudo as ordens v ¢ —v. Quando v = 0 as duas
equagoes sao iguais. E em seguida se v > 0 e ry —ry = v — (—v) = 2v ndo é um inteiro.
Ou seja, a diferenca entre as raizes nao é um numero inteiro. Podemos notar também que
a diferenca entre as raizes pode ser inteiro, quando v for metade do ntimero impar. Em
outras palavras, a solucdo geral da equacdo de Bessel para ry — 19 = v — (—v) = 2v nao é

um inteiro é dado por:

y=C1J, () + CyJ_, (x), onde C; e Cy sao constantes.

Exemplo 5.1. Encontre uma expressao alternativa para J% (). Use o fato de T’ (%) =
VT

Solucao: Como temos que v = %, substituindo esse valor na fun¢ao geral obtemos:

TL

o T 2n+%
anr 1+ Lin) <§> '

n=0

Agora, vamos utilizar as propriedades de Gamma em que temos I' (14 «) = ol («a),

concluimos que,

1 1\ /1) 1
o r(+3) - (5)r(E) -7
o o{ued) - ()r()- e e
1) - (Jr()-SE -
=3 F(H;) - <;>F<g):276252!!\/%:237><X66><X65>!<2ﬁ 7_3'\/_

No caso geral, temos:
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Logo,
S Uy
K@ =3 = (3)
=0 n: 22n+1 n|
dai segue,
io: TL <x>2n+é
2n+1 )
n=0 n'22"+1 ! 2
e 22n+1

<$>2n+1
— 2n+1 @2n+1D)ly/7 '

n

Fazemos a simplificacao através de potenciacao obtemos que,

RS
J%“):\/%Z%mx B

n=

Como a série na tltima linha é a série de Maclaurin de seno, entao fazendo,

— N (=" 2n+1
sen (x) = nZ:O mx :

J% () :\/gsen (z).

Por outro lado, quando v = —3, utilizando procedimento anilogo, obtemos

() :\/%cos (x).

Essas equagoes acima sao expressoes de alternativa e veremos mais em diante as suas

Concluimos que,

J

=

aplicacoes. [

5.4 FUNCOES DE BESSEL DE SEGUNDA ESPECIE

Se v for diferente inteiro a funcao definida pela combinacao linear

cos (vz) J, () — J, (x)
sen (vx)

Y, (z) = : (37)

se a funcao J, (x) sdo solugdes linearmente independentes da equagio de Bessel. Logo uma,

outra forma para a solugao geral de equacao de Bessel é y = C1J, () +C2Y, (), desde que

v seja diferente inteiro. Quando v — m, m um inteiro, a equacao acima possui a forma

indeterminada —. Porém, pode ser mostrado pela regra de L’Hospital que, lim Y, (x)
v—m

existe. Ainda a funcao
Y, (z) = lim Y, ().

v—m
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J,, (m) sdo solugoes linearmente independentes de x?y” +xy” + (x? — m?) y = 0. Portanto,

para qualquer valor de v a solugao geral de em (0, 00) pode ser escrita como

onde Y, (z) é algumas vezes chamada de Fun¢do de Neumann comumente, Y, (z) é

chamada de fungao de Bessel de segunda espécie com ordem v.

5.5 RELACAO DE RECORRENCIA DIFERENCIAL

Formulas de recorréncia que relacionam fungoes de Bessel de diferentes ordens
sao importantes em aplicacoes. A seguir apresentaremos algumas propriedades de rela-
¢ao de recorréncia diferencial. O Leitor interessado em se aprofundar nesse assunto
recomendamos as referencias Korenev (2002), Coburn (1948) e Bowman (2012).

Vamos apresentar abaixo algumas proposigoes, em seguida demonstraremos
1,4,5,7,8 e 9, também durante as demonstracoes utilizaremos algumas proposicdes nao

demonstradas que sao necessarias para demonstrar outras:

1. J

v

2. (z'J, () = 2" Jy_1 ()

(2) = vy () = xJppa (2)

3. (7, (x) = =27 Ty (2)

4 J () = Jo_1 (2) — %Jv (2)
5. Ty () = ~Jy (2) = Jusa ()
6. T} (2) = 5 s (2) = o (2)]

Demonstracao da propriedade 1: Inicialmente, observe que

xJ! () = in_l)n@n—kv) <£>2n+v

T(1+v+n)\2

- HZ:% n!l’ ((1_%—1)1) +n) (g)Qnﬂ) 2 nz:% n!l’ ((_4—1)1) +n) <§>2n+v

n
T

o (—1) 2n+v—1
- ”J“(”C)”;(n—n!r(uwn) (E) '
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Agora, fazendo mudanca de variavel k = n — 1, obtemos,

(—]_)k—H <3;- 2k+v+1
5)

= UJU(I)+ka:()k!F(2+U+k)

= vy (z) — a1 (2).

]
Demonstracao da propriedade 4: D4 propriedade 2, temos que:
(2", (x) = 2" Jy_1 (2)
aplicando regra derivagao de produto obtemos,
' (z) + vz, () = 2V T,y (2) .
Dividindo ambos lados por z¥ obtemos,
, ,va—l
Jy () + ——Jp (2) = Jy1 (7).
vr'l v .
Observe que = —, entao temos que,
x? T
, v
J, (x) + ;Jv () = Jy_q1 ().
Agora, subtraindo ambos lados por EJU () temos:
x
, v
J(x) = Jy_q1 (z) — ;Jv (x).
[

Demonstracao da propriedade 5: Da propriedade 3, temos que:
(@7 (2)) = =27 " Jpsa (2)
aplicando regra derivagao de produto obtemos,
oI (2) — v, (2) = —2 7 g (2)
Dividindo ambos lados por ™" obtemos,

Ty (@) = T () = T (2).
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Agora, somando ambos lados por 2.J, (x) temos:

Ty (@) = =Ty (2) = Jus (2).

[
Demonstracao da propriedade 7: Pelas propriedade 4 e 5 temos,
, , v v
B@) =T @) = (@) = 2 (@) = |20 (@) = o (@)
2v
0 = Jv—l (.flf) + JU+1 (ZL’) — ;Jv (ZL') .
Concluimos que,
2v
Jv—l (..'E) + Jv+1 (l’) = ;Jv (SB) .
]

Demonstracao da propriedade 8: Pela propriedade 7 temos:
20J, () = x [Jy_1 () + Jpi1 (2)].

Facamos na equacao acima v = % temos,

Ji(@) = a [J,% (x) + Js @)}
EJ% (x) = J_% (:E) + J% (25)

Isolando J3 (x) obtemos,

Js (2) = éjé (x)— J

2

Agora, substituimos J1 (z) =\/Zsen(z) e J_i (z) =1/ Zcos (x), obtemos,

1/2 2
J = — —\/— .
3 (x) ~ lmysen () =/ —_cos (x)
. . [ 2
Evidenciandoy/ — temos,
T

To (2) =y = (“’” @) _ os (x)) |

xZ




Demonstracao da propriedade 9: Pela propriedade 7 temos,
20J, () = x [Jy_1 () + Jpi1 (2)].
- . 1
Facamos na equacao acima v = —3 temos,
2 L J = J J_:
-3) 7@ = e[ @+ @)

~Iy (@) = @Iy (@) + T ()]

——J ;(Z‘) = J%(l')—i-e]f%(m).

Isolando J_s (x) obtemos,

Agora, substituimos, J1 () =\/Zsen(z) e J i (z) =/ 2 cos (x) na equagio

obtemos novamente,

J_

[ 2
Evidenciandoy/ — temos,
T

s (@) == (—w — cos (x)) |

Nlw

(x) = —i\/gsen () —\/gcos (z).

T

5.6 EQUACAO DE BESSEL PARAMETRICA

61

(38)

Na equacao de Bessel, trocando x por Ar e usando a regra da cadeia obte-

mos uma formula alternativa da equacao de Bessel conhecida como equacao de Bessel

paramétrica:

2y + zy + (N2® —0*) y =0.
A solugao geral para (39)

y=C1J, (\x) + CY, (A\x).

(39)



62

Fazendo a mudanca de variavel

=\r— — =\ 40
também podemos observar que
u
= — 41
P=1 (11)
Assim temos que,
dy  dydu dy d*y
=2 =2 =22 =22 42
Y= dr = duds du Y du? (42)
Substituindo (40)), e em obtemos,
1 d*y

dy
U2\ 2 _ 2y, _
2 )\d —l—)\u)\du (u U)y 0.

Fazendo simplificacoes possiveis obtemos

Py | dy
u2w+U@+ (u2—v2)y:().

Todavia, uma outra equacao importante, por escolhas apropriadas dos parametro, muitas

EDO’s ajustam-se em sua forma é

1—2 2 _ 2.2
y”+%y’+(6202+%)y:0p20- (13)

Multiplicando a equagao (43) por 2 obtemos que,
2y + (1 = 2a) 2y + (b°P2* + a® — p*c?) y = 0.
No entanto, mesmo nao apresentando os detalhes a solugao geral de é
y =z [c1J, (bx°) + oY), (bz€)] . (44)

Pode ser encontrada por meio de uma mudanca em ambas as variaveis, independentes e

2\ e e <
dependentes, z = bz‘ e y (z) = <5> w (2). Se ndo é inteiro, entdo y, em pode ser

substituida por J_,.
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6 APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Nessa secao, abordaremos sobre as aplicacoes de equacoes diferenciais de pri-
meira ordem, iniciando com crescimento e decrescimento populacional, circuito em série.
Por outro lado, trataremos da aplicacao de equacoes nao-lineares, velocidade de escape,

embora de forma sucinta apresentando seus exemplos.

6.1 CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO POPULACIONAL

O Problema do valor inicial,

dx

E = k.T, T (fo) = Xy, (45)

em que k é uma constante de proporcionalidade, aparece em muitas teorias fisicas envol-
vendo crescimento ou decrescimento. Por exemplo, em biologia as vezes é observado
que a taxa de crescimento de certas bactérias é proporcional ao ntimero de bactérias
presentes no dado instante.

Durante um curto espaco de tempo uma populacao de pequenos animais tais
como roedores, pode ser prevista com alto grau de precisao pela solu¢ao da equacao .
Em fisica um problema de valor inicial como da equagao proporciona um modelo
para o calculo aproximado da quantidade remanescente de uma substancia que esta sendo
desintegrada através de radioatividade. A quantidade diferencial em pode ainda
determinar a temperatura de um corpo em resfriamento.

Em quimica a quantidade remanescente de uma substancia durante certas
reacoes também pode ser descrita por . A constante de proporcionalidade k em (45])
é positiva ou negativa e pode ser determinada pela solucao para o problema, usando um

valor subsequente de x em instante t; > .

Exemplo 6.1. Em uma cultura hé inicialmente Ny bactérias. Uma hora depois, t =1, o
numero de bactérias passa a ser %NO. Se a taxa de crescimento é proporcional ao nimero
de bactérias presentes, determine o tempo necessario para que o nimero de bactérias

triplique.
Solucgao: Primeiro, resolvemos a equagao diferencial:

AN
— = KN
dt

sujeita a N (0) = Ny. Entao, usamos a condi¢ao empirica N (1) = $N; para determinar a

constante de proporcionalidade K. Agora, é separavel e linear, quando colocada na
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forma:

dN

— —KN=0 46

dt ) ( )
vemos, por inspecao, que o fator de integracao é e~ **. Multiplicando ambos os lados da

equacao por esse termo, obtemos imediatamente,

ey =0,

Integrando ambos os lados dessa ltima equacgao, temos
e "IN =C ou N(t) ="t C.

Em t = 0, concluimos que Ny = Ce® = C, assim N (t) = NoeX'. Em t = 1, temos

3 3

“ Ny = Noe ou e = =,

2 2

logo, K =In (%) = 0,4055 com quatro casas decimais. A expressao para N () é portanto,
N (t) = Nye®1955. Para encontrar o tempo necesséario para que o nimero de bactérias seja
triplicado, resolvemos:

3N0 — N060,4055t

segue-se dessa equacao que 0,4055¢t = [n3, dai segue que t = 0%‘15 ~ 2,71 horas =

2h43man. u

6.2 CIRCUITOS EM SERIE

Circuito em série contendo somente um resistor e um indutor, a lei de Kir-

dt
no resistor (iR) é igual & voltagem (E(t)) no circuito. Logo, obtemos a equagao diferencial

d
chhoff diz que a soma da queda da tensao no indutor | L (—Z)) e da queda de tensao

linear para a corrente i (t),

di
L— = F 4
dt+Rz (t) (47)

em que L e R sao constantes conhecidas como a indutancia, respectivamente. A corrente

é algumas vezes chamada de respostas do sistema. A queda de potencial em um capacitor

t
com capacitancia C' é dada por &C)’ em que g é a carga no capacitor. Entao, para o

circuito em série, a segunda lei de Kirchhoff nos da

1
 + —qg = FE ().
Rz—l—Cq (t)
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Figura 2 — Circuitos em Série L-R Figura 3 — Circuitos em Série R-C

L R

) A4

ay @

—VVNV— |l
R C

Fonte: Proprio Autor (2023). Fonte: Proprio Autor (2023).

d
Mas a corrente 7 e a carga ¢ estao relacionadas por ¢ = d_z’ logo, torna-se
a equacao diferencial linear
dg 1

R+ Za=EB(1). (48)

Exemplo 6.2. Uma bateria de 12 volts ¢ conectada a um circuito em série no qual a
indutancia é de % e a resisténcia, 10 ohms. Determine a corrente ¢ se a corrente inicial é

zZero.

Solucao: De , vemos que devemos resolver

1di
8 10i =12,
sar TV

Sujeita a i (0) = 0. Primeira, multiplicamos a equacgao diferencial por 2 e tiramos o fator

20t

de integragao e”*. Obtemos entao,

d
T [eQOtﬂ = 2420
24
20t ; 20t
= — +C
et 206
6

i = —+Ce
5

Agora, i (0) = 0 implica que 0 = g +CoulC = —g. Logo, a resposta é
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6.3 APLICACOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS NAO LINEARES
Vimos que, se uma populacao P é descrita por

C;—f =kP, k>0, (49)
entao P (t) apresenta um crescimento exponencial nao limitado. Em muitas circuns-
tancias, essa equacgao diferencial proporciona um modelo irreal de crescimento de uma
populacao, isto é, o que se observa de fato difere substancialmente do previsto pela equa-
¢ao.

Por volta de 1840, o matematico-bitlogo P.F. Verhulst preocupou-se com as
formulacoes matematicas para previsao de populacoes humanas de varios paises. Uma

das equacoes estudadas por ele foi:

%:P(a—bp), (50)
em a e b sao constantes positivas. A equacao acima, ficou conhecida como equacgao
logistica (seu grafico é naturalmente chamado de uma logistica). A equacdo (49) nédo
apresenta um modelo apurado para o crescimento populacional quando estd muito grande.
Condicoes de superpopulacao com as consequentes deteriorizacoes do meio ambiente, tais
como poluicao excessiva e competitiva demanda por alimento e combustivel, podem ter um
efeito inibidor no crescimento populacional. Se a > 0, é uma taxa média de nascimento,

vamos supor que a taxa média de 6bito seja proporcional & populacao P (¢) no instante

dP
— ¢& a taxa de crescimento por individuo em uma populacao, entao,

t. L —
080, se &

1dP
—— =a—bP,

P dt

em que b é uma constante de proporcionalidade, a é a taxa meédia de nascimento e P
é a taxa meédia de 6bito. Multiplicando P por equacgao acima, obtemos imediatamente

a equacao de logistica. Como veremos, a solugao para a equacao de logistica é limitada

quando t — N. Se escrevermos 1} como o Pa —bP?%, o termo —bP, b > 0, pode
ser interpretado como um "inibidor", ou seja, "competidor". Ainda, na maioria das
aplicacoes, a constante positiva a é muito maior que a constante b. Curvas logisticas sao
modelos bem acurados para previsao de crescimento populacional em um espaco limitado,
de certos tipos de bactérias, protozoarios, pulgas d’agua e moscas das frutas. Ja vimos a
equagao na forma d_x =kx(n+1—2z), k> 0. Essa equagao diferencial proporciona
um modelo razoéavel para descrever a disseminacao de uma epidemia trazida inicialmente

pela introducao de um individuo infectado em qualquer tempo t¢.
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Solucao: Um método para resolver a equacao é a separacao de variavel. Usando

fracoes parciais, podemos escrever

= dt
P(a—0bP)
1 b
a a P —
J2 + WP d dt
Integrando, temos que:
1 1
—In|P|——Inla—bP| = t+C
a a
P
= at+aC
In p— bP‘ at +a
Portanto,
P
= Cie™. 51
a—bP e (51)
Segue-se da tltima equagao que:
aCie® aCh

P(t) - . (52)

T 14 0bCet  bOy + et

Agora, se for dada uma condigdo inicial P (0) = Py, Py # % a equacao implica que

P,
Cy = ([)) . Substituindo esse valor em 1) e simplificando, obtemos
a — 0l
CZPO
P(t) = ) 53
(*) bPy + (a — bFy) e~ (53)
| |

Exemplo 6.3. Suponha que um estudante infectado com virus da gripe retorne a uma
faculdade isolada no campus onde se encontram 1000 estudantes. Presumindo que a
taxa na qual o virus se espalha é proporcional nao somente a quantidade x de alunos
infectados, mas também a quantidade de alunos nao infectados, determine o ntimero de

alunos infectados apos 6 dias se ainda é observado que depois de 4 dias z (4) = 50.

Solugao: Supondo que ninguém saia do campus enquanto durar a epidemia, devemos

resolver o problema de valor inicial:
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d
& k2 (1000 — 2), 2 (0) = 1.
dt
Fazendo as identificagoes a = 1000k e b = k, concluimos imediatamente de (53) que

1.000% 1.000
- % + 999k —1-000kt ] T 999¢—1-000k (54)

x (t)

Agora, usando x (4) = 50, determine k através da equagao

1.000

50 = 1+ 9996—1.000k:t'

Encontramos

-1 19
k= In— = .
1000999 0, 0009906

Logo, torna-se
1.000

z(t) = 1 + 999¢—0-9906t

Finalmente,
1.000

~ 14 999¢5:9436

= 276 estudantes.

z (6)

Valores adicionais sao dados na tabela

Tabela 2 — Infectados
t(dias) | x(namero de infetados)
50(observados)

124
276
507
735
882
10 953

Fonte: Elaborada pelo autor.

O 00 ~1 O Ot

E a representacao grafica do problema é dado por grafico
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Grafico 1 — Infectados

500

Fonte: Proprio Autor (2023).

6.4 VELOCIDADE DE ESCAPE
Inicialmente, a equagao diferencial de um objeto em queda de massa m proxima
a superficie da terra é dada por:

d?s d?s

m-— = —mMm ou _——
dt? g dt? 9

em que s representa a distancia da superficie da terra ao objeto e a direcao positiva é
considerada para cima. Em outras palavras, essencialmente, esti sendo considerado aqui
que a distancia s ao objeto é pequena quando comparada com o raio da terra R; em
outras palavras, a distancia y a um objeto, tal como um foguete ou uma sonda espacial,
for grande se comparada com R, entao combinamos a segunda lei de Newton sobre
o movimento e sua lei universal de gravitacao para deduzir uma equagao diferencial na
varidvel y. A solucao dessa equacgao diferencial pode ser usada para determinar a veloci-
dade minima, chamada velocidade de escape, necessaria para um foguete se livrar da

atracao gravitacional da terra.

Exemplo 6.4. Um foguete é langado verticalmente, como mostrado na figura [l Se

considerarmos a direcao positiva para cima e se a resisténcia do ar for ignorada, entao a

equacao diferencial do movimento depois de esgotado o combustivel é
d*y _.omM d*y M

T N e

(55)

em que k£ ¢ uma constante de proporcionalidade y é a distancia do centro da terra ao



70

foguete M a massa da terra e m, a massa do foguete. Para determinar a constante k,
usamos o seguinte fato: quando y = R,

mM_

g 9
2 =mg ou =

7

k

Logo, a dltima equac¢ao em cima se torna

d?y R?
@

Figura 4 — Velocidade de Escape

1
Centro da Terra

Fonte: Proprio Autor (2023).

Embora isso nao seja uma equacao de primeira ordem, se escrevermos a acele-

ragao como:

Py _dvdy _ o
a2 dydt dy’

entao, torna-se uma equacao de primeira ordem em v; isto é,

Esta tltima equacao pode ser resolvida por separacao de variaveis. Integrando, temos:
2 RQ

/vdv = —gR? /yzdy obtemos % = g? +C. (56)

Se supomos que a velocidade é v = vy quando o combustivel acabar e que y ~ R nesse
2
momento, podemos obter o valor (aproximado) de C. De 1} encontramos C' = —gR%—%O.



Substituindo esse valor em , multiplicando a equagao resultante por 2, obtemos

R2
v = 29— —29R + vg.
Yy

71
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7 APLICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Nessa secao, iremos tratar sobre aplicacao de equacoes diferenciais de segunda
ordem (movimento harmonico simples). Em especial, essas aplicagdes sao voltadas para
a Fisica nas quais envolvem (Lei de Hooke, segunda Lei de Newton) por ultimo,

equacao diferencial do movimento livre nao amortecido.

7.1 LEI DE HOOKE

Suponhamos, na figura [, uma massa m; atada a uma mola flexivel suspensa
por um suporte rigido. Quando m; é substituida por uma massa diferente mo, o alonga-
mento da mola sera diferente. Pela lei de Hooke, a mola exerce uma forga restauradora
F oposta a direcao do alongamento e proporcional & distancia s. Simplesmente enunci-
ada F' = ks em que k é uma constante de proporcionalidade. Embora, massas com pesos
diferentes distendam a mola com alongamentos diferentes, a mola é caracterizada pelo ni-
mero k. Por exemplo, se uma massa pesando 10kg provoca uma distensao de 2cm em uma
mola, entao 98 = 2k implica k& = 49N/cm. Necessariamente, entdo uma massa pesando

8kg provoca uma distensao na mesma mola de 1,6¢cm.

7.2 SEGUNDA LEI DE NEWTON

Depois que uma massa m é conectada a uma mola, provoca nesta distensao
s e atinge sua posicao de equilibrio na qual o peso é definido por W = mg em que a
massa ¢ medida em slugs, quilogramas e gramas g = 9.8m/s%, 32/s? ou 980cm/s*. Como
indicado na figura [5| a condi¢ao de equilibrio &€ mg = ks ou mg — ks = 0. Se a massa
estiver deslocada por uma quantidade x de sua posicao de equilibrio, a forca restauradora

da mola serd k (x + s) .

Figura 5 - Sistema Massa-Mola

! l
{ [+ s
nio estendida o 73 ””””””
mi +-- Yoo oy
ica X
posicao |
de equilibrio me [--t-—————
mg — ks =0 movimento

(a) (b) ()

Fonte: Proprio Autor (2023).
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Supondo que nao haja forcas de retardamento sobre o sistema e supondo que a massa

vibre sem a acao de outras forcas movimento livre, podemos igualar F' com a forca
resultante do peso e da forca restauradora:

d*x

m— = —k(s+x)+m 57

- (s+2) +mg (57)

= —kx+mg—ks=—kx. (58)

O sinal negativo na equacao (58 indica que a forga restauradora da mola age em dire¢ao
oposta ao movimento. Além disso, adotaremos a convencao de que deslocamentos medidos

abaixo da posicao de equilibrio x = 0 sao positivos.

7.3 EQUACAO DIFERENCIAL DO MOVIMENTO LIVRE NAO AMORTECIDO

Dividindo a equacao pela massa m, obtemos a equacao diferencial de
segunda ordem:
d*z  k d*z 9
ﬁ%—axzo ou ﬁ—l—wxzo, (59)
em que w® = k/m. Dizemos que a equacdo descreve um movimento harmoénico
simples ou movimento livre sem amortecimento. Hi duas condigoes iniciais 6bvias
associadas a equagio (59): = (0) = a e 2’ (0) = j3, representando o deslocamento inicial e
a velocidade respectivamente. Por exemplo, se a > 0, § < 0, a massa parte de um ponto
abaixo da posicao de equilibrio com velocidade inicial dirigida para cima. Se a < 0, § =0,
a massa é solta a partir do repouso de um ponto |a| unidades acima da posicdo de

equilibrio.

Exemplo 7.1. Uma massa pesando 2 libras distende uma em 6 polegadas. Em t =0, a
massa ¢é solta de um ponto de 8 polegadas abaixo da posicao de equilibrio a uma velocidade

de %pé /s para cima. Determine a equagdo do movimento.

Solucao: Como estamos usando o sistema de unidades mais utilizado na engenharia,
medidas dadas em polegadas devem ser convertidas em pés: 6pol = %pé; 8pol = %pé.

Além disso, precisamos converter as unidades de peso dadas em libras em unidades de

W
massa. De m = —, temos que m = 3% = %slugs. Além disso, da lei de Hooke, 2 = k (%)
g

implica que a constante de mola k = 4lb/pé. Logo, (b9)) resulta em

1 d*x d*x
O deslocamento e a velocidades iniciais sdo = (0) = 2, 2/ (0) = —3, o sinal de negativo

na ultima condicao indica a direcao negativa da velocidade inicial, ou seja, para cima.



74
Entdo, w? = 64 ou w = 8 e a solucdo geral para a equacao diferencial é:
x (t) = Cicos (8t) + Cysen (8t) .

Aplicando as condigoes iniciais a z (t) e a 2’ (t), obtemos C; = 2 e Cp = —¢.

[N

Portanto, a equacao do movimento é

z(t) = %cos (8t) — %sen (8t).
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8 APLICACOES DE FUNCOES BESSEL

Nessa secao, vamos apresentar algumas aplicacoes de Funcoes Bessel nas equa-
¢oes diferenciais ordinarias em modelagem dos problemas fisicos, sobretudo MHS (Mo-

vimento Harménico Simples) através de exemplos:

Exemplo 8.1. Calcule o periodo 1" de vibragao de um péndulo simples balancando para

frente e para trds em um arco de 180 graus.

Figura 6 — Péndulo Simples
0

\ ] |
(] ' X
'. .'
\ r ]
\ ]
\ ’
\‘ 'I
\‘ J 'l
\ 0 J
\ 4
\\\ I: o
S 4
N, td
o o P h
-~ -’
et anehae2
vY

Fonte: Proprio Autor (2023).

Solugao: Tomamos os eixos coordenados conforme mostrado na figura[6] de modo que, a
medida que o péndulo P oscila é de —g << g A coordenada polar r = OP permanece
constante. Como sempre, denotamos g a aceleracao causada pela forca gravitacional da
terra e W denota o peso do péndulo P. Naturalmente, consideramos a energia potencial
E.P de P igual a zero, quando P estd em sua posicao mais baixa, ou seja, # = 0. Entao,
o valor de E.P em qualquer instante ¢ igual ao produto de W pela altura alcancada por
P no instante:
E.P=W (r—rcosf).

A energia cinética em cada instante é dada por:

2 2
g lwdd
2 2 g dt?

A medida que P oscila, a energia total permanece constante:

EP+EK=C.

Este fato, nos fornece a equagao diferencial do movimento:

lw ,d*0
Wr (1 — cost) + 537“ o C
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70
Para determinar C' consideramos o tempo t = 0 quando 0 = 5 observando que P esta

do
momentaneamente em repouso, fazendo pri 0. Dessa forma, temos que, C' = Wr Assim,

2
;_g ((fi_f) — cos = 0.

do
Agora, com P oscilando para frente e para tras e as vezes positiva e as vezes nega-

nossa equacao de movimento é:

. o T
tiva. Mas podemos calcular o periodo T, calculando a oscilacao entre # =0 a 6= 5

multiplicando o resultado por 4. Isso nos permite usar apenas a raiz quadrada quando

resolvemos nossa equagao para e entao, obtemos:
r db 1
—— = cos20
2g dt

dt = Lcos_%GdH
V 29
T = 41/L/2 cos_%ﬁdﬁ
29 Jo
= 24 /L/2 92sen’cos™20df
29 Jo
T 11
— |—B(= =
\ 2¢ (27 4)

29 T(3)
_ [T TG G)
29 3T (3)

A partir dos valores da tabela descobrimos que,

T~ 7,416, | —.
29

Exemplo 8.2. Resolva e interprete o problema de valor inicial,

Y 16y =0, y(0)=10. 4(0)=0
d:c2 y_> y - ) y - Y-

Solugao: O problema é equivalente a puxar uma massa atada a uma mola para baixo

10 unidades para baixo da posi¢ao de equilibrio, segurando-a até x = 0, entao solti-la a
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partir do repouso. A equacao acima pode ser representada da seguinte forma
y" + 16y = 0.

Multiplicando ambos os lados por 22 tem-se:
zy” + 16yx® = 0.

Agora, vamos usar a formula geral de calcular a equacao diferencial na forma de Bessel

para equacgoes diferenciais:

2y + (1 = 2a) 2y + (b°P2* + a® — p*c?) y = 0.

A solugao da equagdo acima ¢ y = 2% - Z,(bx°), onde Z,(bx¢) = [c1J, (bx®) + coJ_,, (bx°)].

Fazendo igualdade dos polindmios tem-se:

1—2a=0, 2c=2, a®* — p*c* =0, b*c* = 16.

1

Dai segue que,a =5, c=1, p= % e b= 4. Agora, substituindo os valores de constantes

acima obtemos:

Observe que J1 (z) =/ Zsen (z) =/ =cos (). A solugdo pode ser repre-

sentada da seguinte forma:

y(z) = w2Z1(4z)
_ %[Oljl (42) + CaJ s (43:]

\/—sen (4x) —i—C'Q\/—cos 43:] .

Agora, fazendo os cancelamentos necessario obtemos que y (z) é seguinte:

y () :\/; [Cisen (4x) + Cycos (4x)] .

Aplicando as condic¢oes iniciais tem-se:

10 =y (0) :\/; [Cysen (4.0) + Cycos (4.0)] = Cy = 104/27.
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Aplicando no caso de y'(0) = 0 temos:
0=1y'(0) :\/; [C14cos (4.0) — Codsen (4.0)] = C; = 0.
Agora, substituindo os valores dos constantes encontrados na solugao obtém-se:

y(z) = [O.sen (4z) + 10/27mcos (4x)] :

M‘H
3

Portanto,
y () = 10cos (4x) .

Grafico 2 — Solucao do Problema
:E‘ A

massa abaixo da posi¢dao de equilibri

wive

= 10 cos 4t
K x

10

|

— 10+

massa acima da posi¢ao de equilibri

Fonte: Proprio Autor (2023).

A solucao é a mesma encontrada por via de equacotes diferenciais ordinarias. Em seguida,
a solucao mostra claramente que, uma vez que o sistema seja colocado em movimento,
ele permanece em movimento com a massa oscilando para frente e para tras 10 unidades
em cada posicao do equilibrio x = 0. Como mostrado no grafico [2| o periodo de oscilagao

, 2r _ w
¢ de F = 7 segundos. [

Exemplo 8.3. Resolva e interprete o problema de valor inicial,

PY o5y =0, y0)=—2, (0)=10

de y - D y - ) y - .
Solucgao: O problema é equivalente a puxar uma massa atada a uma mola para baixo
10 unidades para baixo da posicao de equilibrio, segurando-a até x = 0, depois solta-la a

partir do repouso.
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Figura 7 — Posi¢ao do Equilibrio

Fonte: Proprio Autor (2023).

A equacao acima pode ser representada da seguinte forma,
"
Y+ 25y =0.
Multiplicando ambos lados por z? tem-se:
2%y + 2527y = 0.

Agora, vamos usar a féormula geral de calcular a equacao diferencial na forma de Bessel

para equacoes diferenciais:
2y + (1 = 2a) zy + (b°P2* + a® — p*c®) y = 0.
A solugdo da equagdo acima ¢ y = 2 Zp(bz®), onde Z,(bx¢) = [c1J, (bx®) + coJ_,, (bx°)].
Fazendo igualdade dos polindmios tem-se:
1—2a=0, 2¢=2, a*>—p*? =0, b’¢® = 25.

Dai segue que, a = %, c=1, p= % e b= 5. Agora, substituindo os valores de constantes

acima Obtemos:

observe que J1 (z) =\/Zsen(z) e J_1 (z) =1/ 2cos (z). A solucdo pode ser represen-
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tada da seguinte forma:

-

y(x) = w2Z; (5)
[cljl (52) + Cod s (533]

\/—sen (5x) —i—Cm/—cos 5x].

Agora, fazendo os cancelamentos necessario obtemos que y (z) é seguinte:

l\')\»—‘

y () :\/527T [Cysen (5x) + Cycos (5x)] .

Aplicando as condic¢oes iniciais tem-se:

—2=1y(0) :\/g [Cysen (5.0) + Cocos (5.0)] = Cy = —

Pl

Aplicando no caso de y/(0) = 10 temos:

2
10 =y’ (0) =1/ 5 [C15c0s (5.0) — Cybsen (5.0)] = C) =

2
5

s

Agora, substituindo os valores dos constantes encontrados na solugao obtém-se:

y(x) :\/527T %.sen (5x) — %cos (5x)

5w b

Portanto,
y (z) = 2sen (5x) — 2cos (5x) .

Exemplo 8.4. Uma massa pesando 2 libras distende uma mola em 6 polegadas. Em
x = 0, a massa é solta de um ponto de 8 polegadas abaixo da posi¢ao de equilibrio, a uma

velocidade de %pé/s para cima. Determine a equacao do movimento.

Solucao: Como estamos usando o sistema de unidades da engenharia, medidas dadas em

polegadas devem ser convertidas em pés: 6pol = %pé; 8pol = %pé. Além disso, precisamos

converter as unidades de peso dadas em libras em unidades de massa. De m = —, temos

2

que m = o5 = 1—163lugs. Além disso, da lei de Hooke, 2 = k (%) implica que a constante de
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mola k = 41b/pé. Logo, o problema resulta em EDO de segunda ordem:

1 d%y d*y
——— 4+ 4y =0 — + 64y = 0.
a0t e TOY

Agora, multiplicando a equacao acima por x? temos:
z2y" + 642y = 0.
Usando a comparacao com a equacao:
2y + (1= 2a) zy' + (b2 +a® — p*P) y =0

e a solugdo é dada por y = x°Z, (bz°), onde Z,(bz®) = [c1J, (bx®) + caJ_p (bx)] . Assim,
temos que:
1—2a=0, 2¢=2, b*c* =64, a®> —p*c* =0.

Consequentemente, a = %, c=1 b=8¢e p= % Dessa forma temos que,
y = zZ ()\:cl)
Z1 (8z)

{01 J_1 (82) + Coy (8@} .

Observe que Ji (2) =¢/Zsen(x) e J_a (z) =4/ Zcos (z). A solugao pode ser represen-

=

= X

[N

VI

= X

tada da seguinte forma:

l\)\»—l

(81‘)
_1(8z) + CQJl (87) }

1
2

IO‘H

2

\/—cos (8x) +C’2\/—sen 8;5] )
87 87

Agora, fazendo os cancelamentos necessario obtemos que y (x) é seguinte:

yle) = 222
o

1
T2

y(z) = 2\/_ [Cicos (8x) + Cysen (8z)] .

Aplicando as condic¢oes iniciais tem-se:
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Aplicando no caso de y'(0) = —3 temos:

4 16 8
3= v (0) = —gsen (0) + 2\/%Cgcos 0).
: NZ3 o .
Implica que Cy = —3 substituindo os valores dos constantes encontrados na solucao,
obtemos:

y(z) = %cos (8x) — %sen (8x).



83

9 CONCLUSAO

Nesse trabalho, revisamos o conceito de série de poténcias e de solucoes em
termos de pontos singulares e ordinaria como um pré-requisito para solugoes da Equa-
cao de Bessel. Para isso, abordamos sobre as solucoes em termos de pontos ordinarios
e singulares. Apresentamos a equacao de Bessel e a sua solucao a partir de série de po-
téncias, assim como, fungoes de Bessel de primeira e segunda espécie. Como as funcoes
de Bessel estao relacionadas com a relagao de recorréncia diferencial, fizemos algumas
demonstracoes das mesmas.

Por outro lado, tratamos sobre aplicacoes de equacoes diferenciais de primeira
ordem e superior, como as suas aplicacoes, por exemplo,crescimento e decrescimento po-
pulacional e circuito em série. Em relacao as equacoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem abordamos sobre sua aplicacao em Fisica que envolve o sistema de massa-mola, no
qual a lei de Hooke e segunda lei de Newton facilitam na solucao na EDO. No caso das
equacoes diferenciais nao lineares abordamos sobre a velocidade de escape e da equacao
logistica. Finalizamos com as aplicacoes de funcoes de Bessel nas solugoes das equacoes
diferenciais de segunda ordem sujeitas as condigoes inicialmente determinadas, para mais
clareza, modelamos um problema fisico, depois solucionamos-lo por meio das funcoes de
Bessel.

Enfatizamos a importancia do estudo das equacoes diferencias e as aplicagoes
das mesmas com énfase nas equacoes de Bessel e aplicacoes. Ademais, demonstramos
algumas propriedades da Funcao Gamma, Beta e Fungoes Bessel que facilitaram a com-
preensao de alguns calculos. Embora, nao foi possivel apresentar todas as aplicacoes de
funcoes acima mencionadas, mas esperamos que o trabalho desperte ainda mais interesse
de pesquisa nas areas semelhantes ou iguais.

Em sintese, vale ressaltar que, pretendemos continuar com a pesquisa sempre

que houver disponibilidade, no qual procuraremos resultados um pouco mais avancados.
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