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RESUMO

Objetivo do presente trabalho é apresentar a classificagao das algebras de Leib-
niz solaveis de dimensao 4 com nilradical bidimensional. Para atingir esse objetivo ini-
cialmente sera feito um estudo das bases da teoria de &élgebra pura, estudo de algebras
como objeto e tipos particulares de algebras, em seguida iremos considerar alguns resul-
tados sobre as algebras de Leibniz soluveis. Seguindo a classificagao desenvolvida em (4)),
(5), (6), demonstramos com a precisao de isomorfismo que existam 3 algebras de Leibniz

dentro de classe considerado.

Palavras-chave: Algebras de Leibniz. Algebras de Dimensao Finita. Algebras soltveis.
Nilradical.



ABSTRACT

The present work aims at presenting the classification of solvable Leibniz algebras of
dimension 4 with two-dimensional nilradical. To achieve this objective, initially a study
will be made of the bases of the theory of pure algebra, a study of algebras as an object
and particular types of algebras, then we will consider some results on soluble Leibniz
algebras. Following the classification developed in (4)), (5)), (€), we demonstrate with
isomorphism precision that there are 3 Leibniz algebras within the considered class.

Keywords: Leibniz Algebras. Finite Dimensional Algebras. Finite Characteristic Field.
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1 INTRODUCAO

O trabalho tem como objetivo apresentar alguns aspectos da teoria das algebras de Leib-
niz. A algebra de Leibniz é uma generalizacao das algebras de Lie em qual os operadores
de multiplicagao a direita sao derivagoes, porém a anticomutatividade nao é preservada.
Elas foram chamadas pela primeira vez de D-algebras em artigos (2), (3) de Arnold Blokh
publicados na década de 1960 para indicar suas estreitas relagoes com as derivagoes. O
a teoria das D-algebras nao recebeu grande atengao imediatamente apés sua introdugao.
Mais tarde, as mesmas éalgebras foram introduzidas em (8)), (9), (10) por Jean-Louis Loday

em 1993, que as chamou de algebras de Leibniz devido a identidade que satisfazem:

(zy)z = (22)y + z(y2).

A principal motivacao para a introdugao das algebras de Leibniz foi estudar a periodici-
dade fendmenos na teoria K-algébrica.

Hoje em dia a teoria das algebras de Leibniz ¢ uma das areas em desenvolvi-
mento ativo da algebra moderna. Juntamente com resultados cohomoldgicos, estruturais
e de classificacao em Leibniz adlgebras também aparecem alguns artigos com suas diversas
aplicagoes. Mas o objetivo principal do trabalho é classificacao de Leibniz algebras em
dimensao 4 com nilradical bidimensional.

O trabalho contém 5 paragrafos incluindo introducao e conclusao. No segundo
paragrafo iremos expor os fatos da teoria geral de espacos vetoriais e dlgebras com exem-
plos e exercicios desenvolvidos. O terceiro pardgrafo contém a base teodrica para o estudo
de algebras de Leibniz soltiveis com a demonstragao de propriedades caracteristicas do
objeto. Ja o quarto paragrafo contém os teoremas introdutorias e o resultado principal

com demonstragoes.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo introduziremos algumas nocoes basicas, para que a compressao
do estudo das algebras de Leibniz, seja feita de forma mais consistente e de facil compre-
ensao, logo este capitulo que consiste principalmente em defini¢oes de algebra de conceitos
introdutoérios que formam a linguagem basica da teoria da algebra de Lie.

Os conceitos serao abordados com algumas proposigoes, teoremas e exemplos

que devem servir de ajuda na compressao dos proximos capitulos.

2.1 ESPACOS VETORIAIS

Definicao 2.1.1 Seja V' um conjunto nao vazio. O conjunto V' €é chamado de espago

vetorial sobre um corpo K (geralmente R ou C) se satisfazem as oito propriedades:

dados u,v e w elementos de V' e os escalares o e 3,

i. (Comutatividade) v+ v = v + u.

it. (Associatividade) u + (v + w) = (u +v) + w.

iii. (Elemento neutro) Existe 0 em V tal que u+ 0 = u, Yu.

iv. (Elemento simétrico) Existe —u em V tal que u + (—u) = 0, YVu.
v. (Associatividade) o(fu) = (af)u.

vi. (Distributividade) a(u + v) = au + awv.

vii. (Distributividade) (o + B)u = au + Pu.

vidi. (Multiplicagao por 1) Existe um escalar 1 tal que lu = u, Yu.

Exemplo 2.1.1 (Ezemplos retirados do livro ()
1. Para todo numero natural n, o simbolo R™ representa o espaco vetorial euclidiano

n-dimensional. Os elementos de R™ sao as listas ordenadas

u=(,...,00), v=_F,...,0n)

de nimeros reais.
Por definicao, a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéricas a; =
Bi,...,an = B,. Os nimeros aq,...,a, sao chamados as coordenadas do vetor wu.

As operacoes do espaco vetorial R,, sao definidas pondo
u+v= (051+617"‘705n+5n)7

a-u=(aqag, ... aq).

O wvetor zero €, por definicao, aquele cujas coordenadas sao todas iguais a zero:
0 =1(0,0,...,0). O elemento simétrico deu = (a1,...,q,) € —u = (—aq,...,—y,).

Verifica-se, sem dificuldade, que estas definicoes fazem de R™ um espago vetorial.
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Paran =1, tem-se R! = R, reta numérica. R? € o plano euclidiano e R® € o espaco
euclidiano tridimensional da nossa experiéncia cotidiana.

. Os elementos do espago vetorial R sao as sequéncias infinitasu = (aq, ..., 0p, ... ),
(Bi, .-, Bn,...) de numeros reais.

O elemento zero de R® é a sequéncia 0 = (0,...,0,...), formada por infini-
tos zeros, e o elemento simétrico da sequéncia u = (Q1,...,Qp,...y...) € —u =
(—, .oy =y ooy ). As operagoes de adigao e multiplicagiao por wm nimero

real sao definidas por
utv=_(a1+ b1, 0+ Pny--.),

au = (aq, ..., Q0 ...y ... ).

. Uma matriz m x n (real) a = |a;j] € uma lista de nimeros reais a;; com indices
duplos, onde 1 < i < m el < j < n. Costuma-se representar a matriz a como
um quadro numérico com m linhas e n colunas, no qual o elemento a;; situa-se no

cruzamento da i-ésima linha com a j-ésima coluna:

a1 aig ... Q1n
a1 A2 ... dQgp
a =
Am1 Am2 ... Amn
O vetor (a;1, Ao, - .., i) € R™ € 0 i-ésimo vetor-linha da matriz a e o vetor
(a1j,a2j,...,am;) € R™ € o j-ésimo vetor-coluna de a. Quando m = n, diz-se

que a € uma matriz quadrada. O conjunto M(m x n) de todas as matrizes m X n
torna-se um espago vetorial quando nele se define a soma das matrizes a = [a;;] e
b = [b;;] como a+ b = [a;; + b;;] e o produto da matriz a pelo nimero real o como
aa = [aai;]. A matriz nula § € M(m x n) € aquela formada por zeros e o elemento
simétrico da matriz a = [a;;| € —a = [—a;].

. Seja X um congunto nao-vazio qualquer. O simbolo F(X;R) representa o conjunto
de todas as funcoes reais f,g: X — R. Ele se torna um espago vetorial quando se
definem a soma f 4+ g de duas fungoes e o produto - f do nimero « pela funcao f

da maneira natural:

(f +9)(x) = f(z) +9(z), (af)(x) =a- f(z).

Variando o conjunto X, obtém-se diversos exemplos de espacos vetoriais da forma
F(X;R). Por exemplo, se X = {1,...,n} entao F(X;R) = R"; se X = N entao
F(X;R) = R>; se X € o produto cartesiano dos conjuntos {1,....,m} e {1,...,n}
entao F(X;R) = M(m x n).
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Exemplo 2.1.2 (Ezercicio proposto pelo Lima em (7) e resolvidos durante o estudo.)
Em R?, mantenhamos a definicao do produto av de um niimero por wm vetor mas mo-
difiquemos, de 3 maneiras diferentes, a defini¢ao da soma u+ v dos vetores u = (x,y) e
v=(2',y). Em cada tentativa, dizer quais aziomas de espago vetorial continuam vdlidos
e quais sao violados:

L ut+v=(z+vy, 2 +vy)

2. u+v=(z2',yy)

3. u+v = (3x+ 32, bz + 52)
Resolugao:

Lutv=(x+y,2' +vy)

(a) O primeiro azioma falha:
(x+y,2'+y)=utvFvtu=@"+yz+y)

(b) O sequndo axioma € violado:

Para w = (2",y")
(r4y' +a" y+a'+2") = (x+ (2" +y'), o'+ (" +y) = (v, 9)+ (@' +y" 2" +y) =

=u+v+tw)#(u+tv)+w=
— (:L‘+y,71'/+y)+($,/,y//) — ((,ﬁlj—i_y/)—'—y//’x”—‘l—(l’/—l—y)) — (x+y/+y//7y+x/+x//)'

(c) O terceiro axioma falha: 6 = (01, 65):
u+0=(x+6,0+y) =(x,y)=u = 6=(0,0)

0+u=0+y,xz+0)=(y,x) # u.

(d) O quarto axioma € violada, pois nao existe o elemento nulo.

(¢) O quinto azioma estd vdlido:

a(fu) = a(pz, By) = (a(fr), a(By)) = (af)r, (aB)y) = (af)(z,y) = (af)u.
(f) O sexto azioma € vdlido:

alu+v)=alz+y, 2" +y) = (alz+y), (@’ +y)) = (ax+ oy, 02’ + ay) =

= (ax,ay) + (a2’ /) = a(x,y) + a(2',y') = au+ av.

(9) O sétimo azioma é vdlido:

(a+ Bu = (a+ B)(x,y) = ((a+ Pz, (e + B)y) = (ax + B, ay + By) =
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= (ax,ay) + (Br, by) = a(z,y) + B(z,y) = au + Pu.
(h) o dltimo azioma é vdlido:

2. u+v=(z2,yy)

(a) O primeiro axioma é vdlido:
u+v=(z2,yy) = ('z,y'y) = v+ .

(b) O segundo axioma € violado:

Para w = (z",y")
u+ (v+w) = (z,y) + (@'2",y'y") = (x(2'2"), y(y'y")) =

= ((z2)2", (yy')y") = (z2',yy") + (2", ") = (u +v) +w.

(c) O terceiro axioma € vdlido, 8 = (1,1):
u+0=(z-1,y-1) = (z,y) = u.

(d) O quarto azioma falha, pois existe o elemento a = (0,0) nao nulo (diferente de
0 = (1,1)) que nao tem simétrico. Suponha, que u = (x,y) € simétrico para a.

Pelo axioma 3, temos

Logo, esse simétrico nao existe.

(e) O quinto azioma estd vdlido:
a(fu) = a(Bz, By) = (a(Bz),a(By)) = (aB)z, (af)y) = (ab)(z,y) = (af)u.
(f) O sexto azioma falha:
a(u+v) = a(zz’,yy') = (a(zz’), a(yy)) = ((ax)z’, (ay)y') =

= (ax,ay) + (', y) = a(z,y) + (&', y) = au + v # au + av.

(9) O sétimo azioma é vdlido:

(a+ Bu = (a+ B)(z,y) = ((a+ Pz, (o + B)y) = (ax + B, ay + By) =
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= (o, ay) + (B, By) = oz, y) + Ble,y) = au+ Pu.

(h) o dltimo azioma é vdlido:

lru=1-(z,y) =1 -2,1-y) = (x,y) = u.

3. u+v=(3z+ 32,5y + 5Y)

(a) O primeira axioma é vdlido:
u+v = (3z+ 32,5y + 5y') = (32" + 32,5y + 5y) = v + u.

(b) O segundo azioma € vdlido:

Para w = (2", y")
u+(v+w) = (x,y)+ (32" +32", 5y’ +5y") = (3x+ (32" +32"), 5y + (5y'+5y")) =

= ((Bx+32")+32", (5y+5y")+5y") = (Bz+32", 5y+5y )+ (2", y") = (u+v)+w.
(c) O terceiro axioma € violado:
Suponha que existe um 6 = (01, 60) tal que u+ 0 = u, entao
u+ 0= (3z+ 36,5y + 50:) = (x,y) = u.

2
91 = —=X

Logo, 2 ou seja, para cada elemento u temos um 6 diferente, o

02 = Y

que € 1mpossivel.
(d) O quarto azxioma falha, pois nao existe o elemento nulo.

(¢) O quinto azioma € vdlido:
a(fu) = a(pz, By) = (a(fz), a(By)) = (af)r, (aBf)y) = (af)(z,y) = (af)u.
(f) O sexto azioma ¢ vdlido:
a(u+v) = Bz + 32,5y + 5y') = (a(3z + 32'), a(by + 5y')) =

= (a(3z) 4+ a(32"), a(5y) + a(5y)) = (3(azx) + 3(az’), 3(ay) + 3(ay)) =
= (az,ay) + (a2, ay’) = au + av.

(9) O sétimo azioma é vdlido:

(a4 Plu= (a+B)(x,y) = ((a+ )z, (a + Bly) = (ax + Bz, ay + fy) =
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= (o, ay) + (B, By) = oz, y) + Ble,y) = au+ Pu.

(h) o dltimo azioma é vdlido:

lru=1-(z,y) =1 -2,1-y) = (x,y) = u.

Diz-se que o espaco vetorial E tem dimensao finita quando admite uma base B =
{v1,...,v,} com um numero finito n de elementos. Este ntmero, que é o mesmo para
todas as bases de E/, chama-se a dimensao do espaco vetorial £: n = dim E. Por extensao,
diz-se que o espago vetorial F = {0} tem dimensao zero.

Definicao 2.1.2 Se a dimensao de E é n, um conjunto com n vetores gera E se, e

somente se, € linearmente independente L.1..

Definicao 2.1.3 Dados um espaco vetorial V. Um subespago vetorial de V' é um subcon-
gunto W C 'V com as sequintes propriedades:

. 0eW.

1. Se u e v sao vetores em W, entao u+ v estd em W.

1. Se o € um escalar qualquer e u € um elemento qualquer em W, entao au estd em
W.
Exzemplo 2.1.3 (Ezemplos retirados do livro (7).

1. Seja v € V um vetor nao-nulo. O conjunto W = {av;a € R} de todos os muiltiplos
de v € um subespago vetorial de V, chamado a reta que passa pela origem e contém
v.

2. Seja V= F(R;R) o espago vetorial das fungoes reais de uma varidvel real f: R —
R. Para cada k € N, o conjunto C*(R) das fungdes k vezes continuamente derivd-
veis € um subespago vetorial de V. Também sio subespagos de V' o conjunto C°(R)
das fungoes continuas, o conjunto C*°(R) das funcgoes infinitamente derivdveis, o
conjunto P = P(R) dos polinomios p(x) = ay + ayx + - -+ + a,a"™ e o conjunto P,

dos polinémios de grau < n. Para n,k € N quaisquer, tem-se:
C°(R) > C*R) > C*(R) D C*(R) D P D P,.

Notamos que o conjunto dos polinémios de grau n nao é um subespaco vetorial de
V., pois, a soma de dois polindomios de grau n pode ter grau < n.
3. Sejam ay, ..., a, nimeros reais. O conjunto H de todos os vetoresv = (x1,...,x,) €
R™ tais que
a1y + o+ apry, =0
€ um subespaco vetorial de R"™. No caso desinteressante em que a; = --- =a, =0, o

subespaco H é todo o R™. Se, ao contrario, pelo menos um dos a; ¢ # 0, H chama-se

um hiperplano de R™ que passa pela origem.
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4. Sejam v um espago vetorial e L um conjunto de indices. Se, para cada A € L, F) €

um subespaco vetorial de V' entao a intersegao

F:ﬂFA

AEL

€ ainda um subespaco de V. Seque entao do exemplo anterior que o conjunto dos

vetores v = (x1,...,v,) € R cujas coordenadas satisfazem as m condigdes abaizo
anry + aprs + ... + AT, =
ao11 + Qg2x9 + ... + QopnT, =
Am1T1 + amexs + ... + amptn, = 0

€ um subespaco vetorial de R™, o qual € a intersecao F' = Fy N ---NF,, dos hiperplanos
F; definidos, sequndo exemplo anterior, por cada uma das equagoes acima.
Ezemplo 2.1.4 (Ezercicios proposto em livro (7) e resolvido durante o estudo)

Seja V' um subconjunto de M,,,, de todas as matrizes triangulares superiores.
Mostre que V' € um subespago vetorial de M,y .
Solugao: Primeiramente, notamos que matriz nula satisfaz as condigoes da defini¢cao de
uma matriz triangular superitor. Portanto o elemento nulo de M,,y, pertence ao V.

Sejam A e B matrizes triangulares superiores:

@11 QA2 -+ Aip bii bz -+ bip
0 agp -+ ag 0 boy -+ by,
A | 22 2 B_ | 22 2
: 0o . : : 0
0 0 - 0 0 - by,
Temos
a1 +bn aig+bi2 - a, + 01,
0 sy +bay oo aoy, + boy,
A+ B— | 22 22 2 | 2
0 :
0 0 o Qn + bn

Ou seja, a soma das matrizes triangulares superiores de novo € uma matriz
triangular superior. Isto €, A+ B € V.
Seja agora a € R e considerando a matriz A jd dada, sempre que i > j temos

que aa;; = 0, e portanto a matriz «A = (aa;;) € V. Desta forma, podemos concluir que

V' é um subespaco vetorial de M,,xn.

Definicao 2.1.4 Sejam F; e F, subespacos vetoriais de V. O subespaco vetorial de V

gerado pela reuniao Fy U Fy € o conjunto de todas as somas v + vg, onde v € Fj e
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vy € Fy. Ele € representado pelo simbolo Fy + F5.

Mais geralmente, dados os subconjuntos X,Y C V, indica-se com X +Y o
conjunto cujos elementos sao as somas u+ v, ondeu € X ev €Y.

Quando os subespacos Fy, Fy C 'V tém em comum apenas o elemento {0},
escreve-se Fy @ Fy em vez de Fi + Fy e diz que F' = Fy ® Fy € a soma direta de Fy e F3.
Teorema 2.1 (7) Sejam F, Fy, Fy subespagos vetoriais de V', com Fy C F e Fy C F. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. F=F\ & F;
2. Todo elemento w € F se escreve, de modo unico, como soma w = vy + vy, onde
v € F] evqg € F5.
Proposigao 2.1 Provemos que (1) = (2). Para isto, suponhamos que Fy N Fy = {0} e
que se tenha uy + Uy = vy + Vg, com uy,v1 € Fy e ug,v9 € Fy. Entao uy — v; = v9 — Us.
Como uy — vy € F1 e vy —ug € Fy, seque-se que uy; — vy € Uy — ug pertencem ambos a Fy
ealy. Mas Fy N Fy ={0}. Logo uy — vy = vy —ug = 0, ou seja, uy = vy € ug = vy.

Para provar que (2) = (1), sejav € F1NFy. Entao 0+v=v+60 com 6,v € I}
e v,0 Fy. Pela hipdtese (2), isto implica 0 = v, portanto Fy N Fy = {6}.

Exemplo 2.1.5 Em R*, sejam F; o subespaco gerado pelos vetores e; = (1,0,0,0), ez =
(0,0,1,0) e Fy o subespago gerado pelos vetores es = (0,1,0,0), e, = (0,0,0,1). Entdo

Fy € o conjunto dos vetores da forma
(0417 Oa ag, 0)7

enquanto os vetores de Fy tém a forma (0, s, 0, ay). E claro que R* = [} & F.
Exemplo 2.1.6 (Ezercicio proposto em (1)) No espago vetorial V = F(R;R) sejam:

Fy = conjunto das funcoes f : R — R que se anulam em todos os pontos do
intervalo [0, 1];

Fy = conjunto das funcoes g : R — R que se anulam em todos os pontos do
intervalo [2, 3].

Mostre que Fy e Fy sao subespagos vetoriais de V', que V = Fy + F5 e que nao
setemV = F1 @ F5.
Solugao:

Temos Fy = N([0,1]) e F' = N([2,3]). Os dois conjuntos sao subespagos de
V', pois a funcao nula pertence aos dois, a soma de duas fungoes que se anulam em um
intervalo [a,b] também se anula neste intervalo e o produto da func¢ao que se anula em
[a,b] com um escalar tem mesmo valor zero neste intervalo.

Como [0,1]N[2,3] =0, temos Fy + Fy, =V . Além disso, existem fungoes reais
nao nulas que se anulam tanto em [0,1] como em [2,3], logo Fy N Fy # {0}, portanto
V£F ®F.
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2.2 ALGEBRAS

Nesta secao apresentaremos alguns fatos basicos sobre teoria de algebras. Usaremos como
a base de estudo ().
Definicao 2.1 Uma dlgebra A é um espago vetorial V' sobre um corpo F equipado com
uma operagao bilinear A : V xV — V.
Exemplo 2.2.1
1. Cada corpo € uma dlgebra nele mesmo. FEm particular, espacos Q, R e C sao
exemplos de dlgebras.
2. O conjunto de polinémios Flxy,xs, ..., x,]| de varidveis x1,xs, ..., x, com coeficien-
tes do corpo F é uma dlgebra sobre IF.
3. O conjunto de n X n matrizes com os elementos de F ¢ uma dlgebra sobre F.
4. O conjunto de endomorfismos End(V') do espago vetorial V' sobre o corpo F é uma
dlgebra sobre TF.
Definigao 2.2 Sejam Ly, A1) e (Lo, A2) duas dlgebras com operagées bindrias Ay e Ao

respectivamente. A funcao f : L1 — Lo € um homomorfismo, se

FOu(w,9)) = Xa(f(x), () para todos .y € Ly.

Um homomorfismo bijetivo € chamado de isomorfismo.

Um automorfismo de dlgebra L é um isomorfismo de L em L. O conjunto de automorfis-
mos de uma dlgebra Lforma um grupo em relacao a composi¢ao. Esse grupo € denotado
por AutL.

Definigao 2.3 Um subespago S de uma dlgebra (A, \) é chamado de subdlgebra de A, se
A(S,S) C S, ou seja, se A(x,y) € S para todos os x,y € S.

Exemplo 2.2.2 Seja f: Ly — Ly € um homomorfismo de dlgebras. Entao a imagem
Imf={y€Ly|qx € L:y=f(x)

€ uma subdlgebra em Ls.
Definigao 2.4 Um subespago I de uma dlgebra (L, \) € chamado de ideal & esquerda

(respectivamente a direita) de L se
AL, I) C I (respectivamente (I, L) C I).

Um subespago I de uma dlgebra (L, \) é chamado ideal (de dois lados) de L se ele é ideal

a esquerda e a direita, isto €,
ML, I)CIeXlI,L)CI.

Exemplo 2.2.3 1. Cada dlgebra tem dois ideais triviais: o espago que contém somente
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vetor nulo e a dlgebra por se mesmo.
2. O subcongunto de (L, \) definido por

K(L) =A{z € L|A(z,y) = My, x) = 0 para todos x,y € L}

chamado de aniquilador de L é um ideal em L.

3. 3. O nicleo
Ker(f) = {x|f(z) = 0}

de um homomorfismo f : Ly — Lo € um ideal em L.

4. Sejam Iy e Iy dois ideais de L e
L+L={x€ |3z € (i=1,2) tais que x = x1 + 3 }.

Entao

(a) Iy + Iy é um ideal em L

(b) I1 e I sao ideais em Iy + I

(¢) I NIy € um ideal em I; e Iy

5. Seja f: Ly — Lo um homomorfismo de dlgebras.
(a) Se J é um ideal em Ly entdo f~(J) é um ideal em L,
(b) Se f é um epimorfismo e I é um ideal de Ly, entao f(I) é um ideal em L.
Definigao 2.5 Sejam (L1, \1) e (Lo, \2) duas dlgebras sobre corpo F, entao uma dlgebra

com operacgao bindria X\, definida no espago vetorial
L= Ll D L2 = {(1’1,332)‘371 S L1 € Ty € Lg}

pela regra

(1, 22), (Y1, 92)) = (M (21, 72), A2 (Y1, Y2))

€ chamada a soma direta de dlgebras Ly e Ly. Note que Ly e Ly sao os ideais de L.
Definicao 2.6 Uma transformagao linear d : L — L é chamada de derivagao de dlgebra
(L, N), se

d(M(z,y)) = Ad(z),y) + A(z,d(y)) para todos x,y € L.

De agora em diante anotamos a funcdo bilinear A(x,y) por zy.

O associador em uma algebra é uma fungao trilinear
O Jacobiano em uma élgebra ¢é definido por

J(z,y,2) = (zy)z + (y2)x + (z2)y.
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A identidade de Leibniz esquerda (direita) ¢ definida por

z(yz) = (zy)z + y(r2) ((2y)z = (v2)y + 2(y2)).

Exemplo 2.2.4 1. Uma dlgebra L é:
e comutativa, se xy = yx para todos x,y € L
e anticomutativa, se x> = 0 para todo x € L
e associativa, se (x,y,z) =0 para todos x,y,z € L

2. Algebra de Jordan é uma dlgebra comutativa que satisfaz a identidade de Jordan:
(2%, y,7) =0 Va,y € L.

3. Uma dlgebra L € alternativa a esquerda (a direita), se (y,xz,z) =0 ((z,z,y) =0)
para todos x,y € L.

4. Lie dlgebra € uma dlgebra anticomutativa L que satisfaz a identidade de Jacobi:
J(x,y,2) =0Vzx,y,z € L.
5. Malcev dlgebra € uma dlgebra anticomutativa L que satisfaz a identidade
J(x,y,zz) = J(x,y,z)x Vr,y,z € L.

6. Leibniz dlgebra esquerda (direita) € uma dlgebra L que satisfaz a identidade esquerda
(direita) de Leibniz.
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3 ALGEBRAS DE LIE E LEIBNIZ

Neste capitulo, iremos explorar alguns fatos sobre as Lie e Leibniz dlgebras em quais

vamos nos basear no estudo do resultado principal.

3.1 SERIES DE COMPOSICAO E ALGEBRAS NILPOTENTES E SOLU-
VEIS

Definicao 3.1.1 Define-se, por inducao, os sequintes subespacos da dlgebra de Leibniz
L:

£(n) _ L(n—l)Ln—l)'

Esses subespacgos sao ideais de L. Para ver isso basta notar que se I e J sao ideais de L,
entdo IJ também € ideal. Assim, LY = LL é um ideal, bem como L = LOLD)  ete.

Essa sequéncia de ideais € conhecida por série derivada de L.

Definicao 3.1 Uma dlgebra de Leibniz é solhivel se alguma de suas dlgebras derivadas se
anula, isto ¢, L) = {0} para algum ko > 1 (e, portanto, L™ = {0} para todo k > ky) e
Ltko=1) £ L0}, Este ko é chamado de indice de solubilidade de L.

Exemplo 3.1.1 As dlgebras de Lie abelianas, isto €, dlgebras cujo produto de dois quais-
quer elementos € sempre nulo, sao soliveis, pois essa classe de dlgebras € definida por
AWM = {0}.

Definicao 3.1.2 Define-se, por inducao, os sequintes subespacos da dlgebra de Leibniz
L:

0 = ¢

el = LI

e = 1f
e = p-bp

FEssa sequéncia de ideais é conhecida por série central (descendente) de L.

Definicao 3.2 Uma dlgebra de Leibniz € nilpotente se sua série central se anula, isto €,
L* = {0} para algum ko > 1 (e, portanto, L* = {0} para todo k > ko) e L*o=1) = {0},
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Este kg € chamado de indice de nilpotencia de L.
Notaremos que as mesmas defini¢goes estao corretas para as algebras de Lie

com a condi¢ao de substituicao de multiplicagao por comutante.

Exemplo 3.1.2 Lie dlgebra g das matrizes triangulares superiores 3 X 3 € soltivel.

Solugdo: De inicio para verificar se g é soltavel, devemos calcular g(¥) onde:

ay ag as b1 b2 b3 b1 b2 b3 a; Qaz asg
g =1lg,9]=1{0 as as| |0 by bs|—|0 by b5| |0 as as
_0 0 Qg 0 0 bﬁ 0 0 bﬁ 0 0 Qg
(a1 b1 ay-by+as by ar-by+as-bs+as- b
= 0 a4-b4 a4-b5—|—a5-bﬁ
i 0 ag * b6 i
bi-ar by-agx+by-ay bl-a3+b2~a5—|—b3-a6-
- 0 b4~a4 b4'a5+b5~a6
0 0 be - ag J
0 bQ(CLl — CL4) + az(b4 — bl) bg(&lag,) + CL3<b6 — bl) + as - b5 + ag - bg
= (0 0 b5(a4 — (16) + (b@ — b4)5(a4 — (16) + (b@ — b4)
0 0 0

Para simplificar nossas contas, iremos denotar o elemento by(a; — ay) + as(by — by) = ¢4,
bg(a1a5) -+ G3(b6 — bl) “+asg - b5 + ag - bg = Co, b5(a4 — CL6) + <b6 — b4) = C3.

E agora iremos calcular g®, onde g = [gi1), g(V)]

C1 Co 0 d1 d2 0 dl d2 0 C1 Co

g(2) _ [9(1)79(1)] _ cs| - 10

0

0 0

0 Cl‘dg 00 dl'c3
0 0 - (0 0 0
0 0 0

0

0

0

I
o o o oo o o o o

De forma similar para simplificar nossas contas, iremos denotar o elemento ¢, -dz—d;-c3 =

e1. E agora iremos calcular g®, onde g® = [g), g?)]
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S fi
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0
0
0
0
0
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0
0
0
0
0

c o o o o o
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o o o o o

o o o o o O
o o o o o O

O que nos mostra que g algebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3 x 3, é soluvel.

Exemplo 3.1.3 Seja g dlgebra de Lie das matrizes triangulares inferiores 3 x 3, é solivel.
Solugao: O calculo é de forma analoga ao triangulares superiores.

Exemplo 3.1.4 Seja g dlgebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3 X 3, com

sua diagonal principal nula, € solivel.

Solugao: De inicio para verificar se g ¢ soltvel, devemos calcular gV onde:

-O a; as 0 bl b2 0 bl bg 0 a; as
g =[g,9l=10 0 ay 0 byl — 10 0 by|-]0 0 a3
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O
[0 0 a;-bs 0 0 by-as
=10 0 — 10 O 0
0 0 00 0
_O 0 ay bg—bl as
=1(0 O 0
0 0 0
E agora iremos calcular g®, onde g® = [g(V), gM], denotaremos a; - b3 — by - az = ¢;
(0 0 ¢] [0 0 & 00 d] [00 ¢
g =[gW, g =100 0|-]10 0 0] =10 0 0 00 0
0 0 0 00 O 0 0 O 0 0 O
[0 0 0
=0 0 O
0 0 0

como g = 0, temos que g algebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3 x 3, com

sua diagonal principal nula, é soluvel.
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Exemplo 3.1.5 Seja g dlgebra de Lie das matrizes triangulares inferiores 3 X 3, com sua
digonal principal nula, € solivel.

Solucao: Os calculos sao feitos de forma analoga ao triangulares superiores, com sua

diagonal nula.

Definigao 3.1.3 (Algebra Nilpotente) Uma dlgebra de Lie é dita nilpotente se sua

série central descendente se anula em algum momento, ou seja,
L™ =0.

Exemplo 3.1.6 Seja g dlgebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3 X 3, com

sua digonal principal nula, € nilpotente.

Solugao: De inicio para verificar se g é Nilpotente, devemos calcular g* onde:

_O a; das 0 b1 bg 0 bl b2 0 ap as
g =[g,a]=10 0 as|-[0 0 b3| =10 0 by|-|0 0 a3

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
_O 0 ay bg 0 0 bl'a,g

=10 0 — 10 O 0
0 0 00 0
-O 0 al'bg—bl'ag

=10 0 0
0 0 0

E agora iremos calcular g%, onde g? = [g!, g], denotaremos a; - b3 — by - a3 = ¢;

_0001 0 a1 a9 0 a1 as 0 0 ¢
g=g'gl=1(0 0 0 az| — 10 0 az-]0 0 0

00 0 0 0 00 0] [00 0

(0 0 0

=10 0 0

0 0 0

Como g® = 0, temos que g 4lgebra de Lie das matrizes triangulares superiores 3 x 3, com
sua diagonal principal nula, é nilpotente.

Definicao 3.1.4 (Radical) O radical R de uma dlgebra é o maior ideal solivel desta
dlgebra.

Defini¢ao 3.1.5 (Nilradical) O nilradical N de uma dlgebra é o maior ideal nilpotente



desta dlgebra.
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1+ ALGEBRAS DE LEIBNIZ SOLUVEIS EM DIMEN-
SAO 4 COM NILRADICAL BIDIMENSIONAL

Aqui estudaremos algebras de Leibniz soluveis de dimensao 4 com um nilradical de di-
mensao 2. Esses resultados apresentam o estudo de artigos (4), (5) e (6) com explicagoes

e calculos abertos.

Seja L, uma algebra de Leibniz soltvel. Entao, pode ser decomposta como uma
soma direta de espacos vetoriais L = N @ ); onde N ¢é o nilradical e () é o espago vetorial
complementar.

Proposicao 4.1 A Derivada de wma dlgebra solivel € nilpotente, em particular, L C N
e consequentemente, Q> C N.

Prova: Inicialmente, vamos mostrar por que L é um ideal em L. Sejaa € Le b e L®.
O produto ab pode ser expresso como ab = alby, bs], onde by e by sdo elementos de L.
Portanto, a[by, bo] = [aby, by]. Como ab; e by estdo em L, temos que [aby, by] € L?)| o que
implica que L® é um ideal em L.

(2) ¢ nilpotente. Temos que L é solavel logo

Agora, vamos mostrar por que L
considere o ideal:

I = spanp{[z,z]|z € L}

dito isso, é temos que:
ICNCR

I C anng(L)

pois devido a algebra L ser solavel.

Consideremos uma élgebra de Lie L* obtida de algebra L em relagao a operagao de comun-
tante. Definimos o radical e nilradical de L* por R* = R/I e N* = N/I, respectivamente.
Assim [L*, R*| C N*.

Como I C N C R, obtemos:

[L,R] C N.

Como L & soltvel, logo temos que L = R e entdo, [L, L] C N = L® C N e portando L®?
é nilpotente

Por fim, para mostrar que L®? C N, observe que L = N + Q. Isso implica que
L® =[N+Q,N+Q]=I[N,N]+[Q,Q]. JAque [N,N] C N e [Q,Q] C N, concluimos
que L® C N. Além disso, como Q? C N, também temos Q% C N.
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Definicao 4.1 Seja dy,ds, ..., d, derivacoes de uma dlgebra de Leibniz L. As derivagoes
dyi,ds, ...,d, sao ditos nil-independentes, se cada combinagao linear nao trivial delas, nao
é nilpotente. Ou seja, se existir um nimero natural k tal que (ayd; +azds+ ...—i—andn)k =0

entao a; = as = ... = a, = 0.

Lema 4.1 Seja L uma dlgebra de Leibniz soluvel, e N o seu nilradical e () o espago
vetorial complementar, tal que L = N & Q. Se o operador R,|n € nilpotente para algum

xr € Q, entdo o subespago V = span{x + N} é um ideal nilpotente da dlgebra L.

Prova. Uma vez que L C N, o subespaco V ¢é um ideal de L:

Escolhemos quaisquer a € L e (x + N) € V. Temos a(z + N) = ax + aN. Como N é
nilradical (isto ¢, um ideal), temos entao alN C N. Visto que z € @, = ndo ¢ nilpotente.
Daqui ax nao é nilpotente, ou seja, axr € ). Logo, ax +alN € V.

Analogamente, (z + N)a = za + Na € V. Portanto, V' é um ideal em L.

Podemos afirmar também que V' é nilpotente:

Paraa € N e b € N, temos que R,(b) = ba € N, logo R,|ny é um operador nilpotente.
Suponha que seu indice de nilpoténcia seja k, ou seja, (R,|y)* = 0; entdo (R,|y) ! = 0.
Portanto, R,|y ¢é nilpotente, pois R,|y = (z + N)a = za + Na.

Logo, Na é nilpotente. Por outro lado, sabemos que xza € V ¢é nilpotente, pois
(ra)ktl = 2F1g* = 0. Logo, wa + Na é nilpotente, o que implica que R,|y ¢ nil-
potente.

Uma vez que V é um ideal de algebra de Leibniz solivel L, entao o espaco de derivacoes
internas Inner(V) de V' & uma sub-élgebra soluvel de Lie de End(V); e assim, pelo
teorema de Lie, existe uma base em que R, |y e R.|y tém matrizes triangulares superiores;
além disso, R,|y ¢é nilpotente, o que significa que todos os elementos diagonais de R,y
sao nulos.

Por outro lado, pelo pressuposto, R,|y € nilpotente, entdo com um argumento seme-
lhante ao anterior, existe s € N tal que (R,;|N)**! = 0; entao (R,|V)*™ = 0.

Resumindo, obtemos que R,|y e R.|y s@o nilpotentes e triangulares superiores, por-
tanto, R,|y + R.|y também é nilpotente. Assim, pelo teorema de Engel para algebras de

Leibniz, V' é um ideal nilpotente.

Teorema 4.1 Seja L uma dlgebra de Leibniz solivel e N o seu nilradical. FEntdo, a
dimensao do espago vetorial complementar a N nao é maior do que o nimero mdrimo de

derivagoes nil-independentes de N .

Prova: Suponha que para z € @Q; o operador R,|y é um operador nao nilpotente de
derivagao externa de N. Na verdade, se existe x € ) tal que o operador R,|y é nilpotente,
entao o subespago V' = span{z + N} é um ideal nilpotente da algebra L da proposigao
anterior, contradizendo que N é um ideal maximal. Seja x4, ..., x,, uma base de (). Entao

os operadores Ry1|y, Ry2|n, ..., Rym| N , s80 nil-independentes, pois se para alguns escalares
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i, ...,y € C entao temos:
(1R [Ny + qolyy|n + .o + CVmRﬂnm|N)k =0

(1 Ry, + o Ry, + ... + Ry, )*(N) = 0.

Porém como R,;|ny = Nx; entdo obtemos:
(yNzy + agNzxg + ... + amNmm)k =0

[(N) (11 + s + .. + A = 0.

Entao operador R,|ny € (@ entdo nao é nilpotente, logo, R’;|N, onde y = Y ", a;x;.
Portanto, y = 0; e entao a; = 0 para todo ¢« = 1, ..., m. Portanto, vemos que a dimensao

de @ é limitada pelo nimero méaximo de derivagoes nil-independentes do seu nilradical
N.

Como o caso de algebras de Leibniz é andlogo ao caso de algebras de Lie, logo obtemos a

seguinte proposicao.

Proposigao 4.2 Seja L uma dlgebra de Leibniz solivel e N o seu nilradical. Entao temos

dimL
a desigualdade dimN > 5

Teorema 4.2 Seja L uma dlgebra de Leibniz nilpotente bidimensional. Entdao L é C?

(abeliano) ou isomorfa a:

W ler, er] = es.

Teorema 4.3 Seja L uma dlgebra de Leibniz nilpontente tridimensional. Entao L € iso-

morfa a umas das sequintes dlgebras, duas a duas nao-isomofas.

A\ = C3 — abeliano,
Ay = &G,
Az = [er, €] = e3,[en, 1] = —e3,
M) = [er,e1] = e, e, e2] = e, [e1, e2] = e,
As = les,eq] = es,[er, ea] = es,
Xe¢ = le1,eq] = e, [ea, e1] = es.

Além disso, por conveniéncia, consideraremos outra forma de familia de A\;(«). Na ver-
dade, devemos transformar a familia de algebras As(«) & forma em que derivagdes nil-
independentes de novas algebras X, \j(3) tém formas diagonais.

Ou seja, ao escolher uma base apropriada, representamos o parametro « familia \y(«)
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como duas algebras nao isomorfas

o _ /1—-4a—1
N,(8) = ez, 1] = €5 com § =72 n

[61, 62] = [es

[61, 61] = €3

/

4= [62761] = €3
[61, 62] = —€3

Mais tarde, usaremos uma descricao de algebra de derivagao de dimensao 3, algebras de
Leibniz complexas nilpotentes, fornecidas acima. A descrigao necessaria é fornecida em

forma de matriz como na proposicao 4.3 a seguir.

Prova: Para X)(«) definido por A\y(«) := [e1, e1] = e3, [ea, €a] = aes, [e1, ea] = e3 dividire-
mos em 2 casos onde a = 0 e para a # 0
e Para a = 0 logo obtemos as seguintes multiplicagoes
A1(0) := [e1, e1] = [er, 2] = €3

escolhendo as bases tal que: e, = e; — ey,€] = ey e assim temos que verificar as

multiplicagoes:

€], €1] = [e2,€2] = 0

€], €5] = [ea, €1 — 2] = [e2, 1] — [e2,€2] =
€3, €1] = [e1 — ea, e2] = [e1, €] — [, €] =
[eg, €9] = [e1 — €2,e1 — €3] = [e3 — e3] = 0.

e Para a # 0, obtemos as seguintes multiplicagoes:

Ai(@) = [er, e1] = e, [eq, e2] = aes, [e1, 9] = €3
escolhendo as bases tal que: €, = e+ ey, €] = e; tal que f = 1“21’4)‘ — 1“21’4’\ +
—@ e assim temos que verificar as multiplicacoes
/ /

€1, €] = [e1, e1] = es.

€], 5] = [e1, ea + Ber] = [er, ea] + [e1, Ber] = e + Pes = (14 B)es

e, €1] = [e2 + Bex, e1] = [e2, e1] + [Ber, e1] = fBes.

(€5, e5] = [ea + Ber, ex + Ber] = [ez, ea] + [e, Ber] + [Ber, e2] + [Ber, Bei]

2
1++v1—4a 1+ +v1—4a
= ey 4 ey ey = VI (V)

=4a—-2-2v1—-4a+1+2V]1—-4a+1—-4a=0

resultando em:
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[61,6’1] = €3
[62761] = Bes
[61, 62] = (1 -+ 5)63

1

Tomando S # 0, e usando a base €, = Zey logo A\4(5) pode ser escrito da seguinte

forma: ’
[e1,e1] = e3
[62, 61] = €3
le1,e0] = (1 + %)63
Caso 1 se g # —% logo o # i usando a base €| = e; — 25%62 teremos que verificar as
seguintes multiplicagoes:
ral=la g e as 2/36+ [l = le 2ﬁﬁ+ i %)63’ - 265+ 7]
=l 2%111 N 256+ ples = 0.
€], e5] = [er — 2’J%@?@] =(1+ %)63 = el
i) = fenver = el = )
€5, €3] = [e2, €2] = 0.
Vi—da—1

E assim pelas multiplicagoes acima conseguimos montar a algebra X, (5) com § = W=

e =(1+%) ag{01}

lea,e1] =e3 com (= Vi-da-1_

Xy(B) = VI

[61, 62] = Pes

Caso 2 se = —%, obtemos a algebra \)
[61, 6’1] = €3
)\21 = [62761] = €3
[61, 62] = —€3

O que conclui o desejado.

Proposicao 4.3 Existe uma base tal que as derivagoes das dlgebras A1, Ao, Az, Ny, Nj(5), As € Ag

sao dados como:



Der(\;)

Der(Xs)

Der(X3)

Der(X\})

Der(Xy(8))

Der(Xs)

Der(Xg)
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M;3(C)
( a1 as ag
Ae M3(C)JA=10 by, by
L 0 0 2a
ap az as
Ae M3(C)|A= | b by b3
L 0 0 a;+by
( a; as as
Ae M;(C)|A= 2a; b3
L 0 3aq
( a; O as )
A e M3(C)|A = bs b3
. 0 ai+0by) )
a; O as )
Ae M3(C)JA=10 by, b3 ’
0 0 ai+0by/ )
( a; O as
Ae M3(C)|A=|0 2a b
0 0 3a

para todo a;, b;,¢; € C com 4,7,k = {1,2,3}.

Prova: Vamos demonstrar o teorema anterior por meio de verificagao diretamente da

propriedade de derivagao d[z,y] = [d(z),y] + [z, d(y)] e usando a tabela de multiplicagdes

das algebras.

seja:

A =p&dC

p e, er] = e

d(el) =aie1 + ases + ases
d(62) :b161 + b2€2 + 6363

d(eg) =c1€1 + Cc262 + C3€3.
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Logo:
dler, e1] =[d(e1), e1] + [e1, d(e1)]
=[aie; + ages + azes, e1] + [e1, are; + azes + azes]

:2CL1€2 = d(eg)

e assim podemos montar a matriz:

ap as as
D€T()\2) == A € Mg(C)lA = 0 bg bg
0 0 2a4
Para A3, observe que:
Az 1 ler, ea] = e3, [ea, 1] = —e3

temos que:

d(er),e ] [617d(€2)]

aieq + A€o + as€s, 62] [61, 5161 + bgeg + 6363}

d[@l, 62] =

aies + b2€3] = d(eg)
aq -+ 62]63 = d(eg)

[
[
[
[

Como isso temos que, ¢; = c3 =0 e ¢3 = [ag + bs).

dles, e1] = [d(e2),e1] + [e2,d(er)]
= [blel + bgeg + b3€3, 61] -+ [62, aie1 + ages + a363}
= [—5263 - a1€3]

= —[bg + a1]63 = —d(eg).

Logo podemos montar nossa matriz:

a; as as
DeT(A:;) = A c Mg((C)‘A = bl b2 b3
0 0 a+0b

Ny (B) : [e2, e1] = esler, ea] = Pes
dleg, e1] = [d(e2), e1] + [ea, d(e1)]

d[@g, 61] = [blel + b2€2 + b3€3, 61] + [62, aie] + ases + G3€3]



= [bgeg + aleg]
= [bg + CL1]€3 = d(eg),

0 que resulta em ¢; = ¢y = 0.

dley, e2] = [d(e1), €2] + [e1, d(e2)]
dle1, ea] = [a1e1 + azeq + ases, ea] + [e1, breg + baey + bzes]
= [ayPes + byfes]
= la1 + ba]Bes = Bd(es).

e assim podemos montar a matriz:

aq 0 as
Der()\;(ﬂ)) = A€ M3(C)|A = 0 by b3
0 0 ay + bg

)\5 : [62, 61] = 63[61, 62] = €3
dles, e1] = [d(e2), ex] + [e2, d(e1)]

d[eg, 61] = [b161 + b262 + b3€3, 61] + [62, a1€1 + a2€9 + (1363]
= [bg@g + aleg] = d(eg)

= [bg + a1]€3 = d(eg).

dley, o] = [d(e1), ex] + [e1, d(e2)]
dler, es] = [a1e1 + ages + ages, es] + [e1, breg + baey + bses]
= [a1e3 + boes] = d(e3)
= [a1 + bo)es = d(e3).

logo podemos montar a matriz:

ay 0 as
Der()\5) = Ae€ Mg(@)|A = 0 by b3
0 0 a + bg

A6 : [61761] = 62[62761] = €3

34
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dle1, e1] = [d(e1), e1] + [e1, d(e1)]
= [a1e1 + ages + ages, e1] + [e1, a1e1 + azes + azes)
= [a1ey + ases + ajes] = d(ez)
= [2a1e9 + azes] = d(ez),

com isso temos que by = 0,by = 2a1,b3 = as. (%)
dles, e1] = [d(e2), e1] + [e2, d(e1)]

= [b1eg + baes + bses, e1] + [ea, areq + azes + ages]
= [6162 —|— b2€3 —|— CL1€3] = d(63)7

por (x) a ultima equagao se resume a:
3a1€3 = d(€3>

resultando em ¢; = 0, ¢y = 0.

Com isso podemos montar a matriz:

aq 0 as
DGT’(/\G) = Ae M3(C)|A = 0 2a; b3
0 0 3a

E assim terminamos a demostragao das matrizes de derivagao. Consideremos agora as

algebras de Leibniz cujo nilradical é bidimensional. Aqui esté o resultado da classificagao

dessas algebras.

Teorema 4.4 Seja L uma dlgebra de Leibniz solivel de dimensao 4 e com um nilradical
bidimensional. Entao, ela € isomorfa a uma das sequintes dlgebras nao isomorfas pareadas

com a base {ey, e, ,y} :

.
[61,1'] =€
fer, 7] e2,9 el =
e, 2] = e e, y] = €
Ry = Ry = R3 = { [ea,y] = ey
[62>y] = €2 [ZL’, 61] = —€
[yu 62] = —€3
\[y, 62] = —€2

Notamos que a base {ej, €5, x,y} ¢ uma extensdo da base {e, ea} de nilradicais corres-
pondentes.

Demonstragao. Lembramos que a classificacao de Leibniz algebras nilpotentes de di-
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mensao dois é dada no teorema 4.3. Seja L uma Leibniz algebra soluvel de dimensao
4 com nilradical p de dimensao 2. Desde que existe tnica derivagao nil-independente
de p1, concluimos que p deve ser abeliano. Portanto, considerando a base {z,y, e1, ez},

escrevemos a multiplicacao em L como
{ le1, 2] = areq + ages e, x] = age; + aqeq

le1,y] = bier + baea  [e2,y] = bseq + byes.

Uma vez que R, e R, sao derivagoes de p nil-independentes, concluimos que a; # 0.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que a; = 1, e pela transformacao de base
"=y = byx obtemos b; = 0.

Assim, a matriz de R, pode ter umas das seguintes formas:

(10)a (i)

Portanto consideremos os seguintes casos:

1 a 1 0
Caso 1. Se 2] ~ , entao podemos escrever:
az ag 0 Qy

{ le1, x] = eq lea, x] = asey

le1,y] = bier + baey  [ea, y] = bzer + byes.

Aplicando a identidade de Leibniz para [eq, [z, y]] e [ez, [z, y]]:

le1, [z,y]] = [e1,0] =0
lex, [z, y]] = [le1, x], y] — [[e1, y], ] = [e1, y] — [brer + baes, 2] =

= b161 + b2€2 — b161 — CL46262 = b2(1 — a4)62

[62, [flf,y]] = [6270] =0
lea, [, y]] = [[e2, 2], y] — [[e2, y], x] = [ases, y] — [bzer + baes, ] =
= agbze; + agbses — byey — agbges = by(ay — 1)es.

Obtemos as restrigdes by(1 — ag) = 0 e bg(1 — ag) = 0. Assim, podemos considerar os

seguintes subcasos:
0 by

bs by

(o) = (i)

Caso 1.1. Scja ay = 1. E 6bvio que R, ~ ( ) ¢ congruente a uma das

seguintes matrizes:
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0 by

¢ facil de ver, que R, :~ ( b b
3 04

> com by # 1, caso contrario R, — R, seria nilpotente,

o que ¢é impossivel.
by 1 1 1

—_ / PR—
bi— 10 b—1 Y= =1

Com a transformacao de base x' = x, obtemos

yey =
by —1
os seguintes produtos:

le1, 2] = e1, [ea, 2] =0, [e1,y] =0, [ea,y] = eo.

Caso 1.2. Se a4 # 1, entao by = by = 0. Como R, e R, sao as derivagoes nil-

1
independentes de pu, temos by # 0. Consideremos a troca da base 2’ = x — %y, y = b—y,
4 4
de novo obtemos:
[61,1‘] = €1, [6271:] = Oa [elay] = Oa [6279] = €3.
11 . . . .
Caso 2. Se R, ~ 01 ) aplicaremos a identidade de Leibniz para [eq, [x,y]] e

obtemos b3 = by = 0, isso da a contradigao com a suposigao que R, é nao nilpotente.

Portanto

[61,1’] = €1, [6271:] - 07 [eluy] = 07 [627y] = €2.

Agora consideremos possiveis restantes produtos em L. Suponha que

le1, ] = are; + ages  [e2, x| = asze; + aqeq

z,y] = czer + cuen

[

le1, y] = bier + baey  [ea, y] = bzer + byen
[z,x] = cre1 + caea |
[

[y, ] = diey + daes [y, y] = dseq + dyes

Com a troca de base ' = x — c1e1 — cue9, Yy =y = dye; — dyes, obtemos
61262:d1:d420.

Aplicando a identidade de Leibniz, obtemos

CL%—FCLl:O, b§+b3:0

Isso resulta em seguintes casos:
Caso 2.1. Se a; = b3 = 0, temos Rj;.
Caso 2.2. Sea+1=b3=—1, temos Rj.



Caso 2.3. Se (ai,b3 = (0,—1) ou (ay,bs) = (—1,0), obtemos Rj.

Isso termina a demonstracao do teorema.
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5 CONCLUSAQO

Objetivo deste trabalho foi apresentar a classificacao das algebras de Leibniz soluveis de
dimensao 4 com nilradical bidimensional. Para atingir esse objetivo inicialmente fizemos
um estudo das bases da teoria de algebra pura, estudo de algebras como objeto e tipos
particulares de algebras, em seguida consideramos alguns resultados sobre as algebras de
Leibniz solaveis. Seguindo a classifica¢ao desenvolvida em (4), (5)),(6), demonstramos com
a precisao de isomorfismo que existam 3 algebras de Leibniz dentro de classe considerado.

O estudo dentro de trabalho de conclusao de curso incluiu conhecimento de teoria e
exemplos de literatura usada, resolugao de exercicios e averiguacao de fatos de pesquisas

recentes.
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