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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos alguns conceitos introdutério em Teoria de Sin-
gularidades como por exemplo, relacao de equivaléncia, polindomios quase-homogéneos,
nocao de equivaléncia Lipschitz das funcoes de uma tnica variavel, conjunto algébrico e
semialgébrico e simbolo de multiplicidade que sao assunto necessarios para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Estes assuntos sao ferramentas importantes na demonstracao do
Teorema de classificacao que abordamos neste trabalho. O trabalho tem por objetivo
demonstrar a relacdo que existe em dois polinémios [-quase Homogéneos reduzidos ao
triangulo de Hélder T, com mesmo grau d e os Simbolos de Multiplicidade das fungoes

Alturas correspondentes.

Palavras-chave: Triangulo de Holder. Funcao Altura. Equivaléncia Lipschitz Semialgé-

brica .



ABSTRACT

In this work we will present some introductory concepts in the Theory of Singu-
larities such as, for example, equivalence relation, quasi-homogeneous polynomials, notion
of Lipschitz equivalence of functions of a single variable, algebraic and semi-algebraic set
and multiplicity symbol which are necessary subjects for the development of this work.
These subjects are important tools in demonstrating the Classification Theorem that we
address in this work. The work aims to demonstrate the relationship that exists in two
polynomials S-almost Homogeneous reduced to the triangle of Holder T3, with the same

degree d and the Symbols of Multiplicity of the corresponding Height functions.

Keywords: Holder triangle. Height functions. Semialgebraically Lipschitz equivalent.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, temos como objetivo resolver completamente o problema da
classificacao Lipschitz semialgébrica de polin6mios quase homogéneos em um triangulo de
Holder apresentando um invariante completo chamado simbolos de multiplicidade.

Iniciamos o trabalho apresentando um capitulo com alguns conceitos e resul-
tados preliminares. Comecamos revisando o conceito de aplicacoes suaves, relacoes de
equivaléncias, em particular R-Equivaléncia ou Equivaléncia a direita e a L-Equivaléncia
ou Equivaléncia a esquerda, a definicao de germes de conjutos e germes de aplicacdes com
énfase em germes de aplicagoes suaves. Neste segundo capitulo, apresentamos também
os conceitos de conjuntos algébricos e suas propriedades, o conceito de conjunto semial-
gébrico e suas propriedades que sao importantes nesse trabalho. Apresentamos também
a equivaléncia Lipschitz das funcoes polinomiais de uma variavel.

Ainda no segundo capitulo, apresentamos a seguinte defini¢do: Dado f : R" —

R™ & uma aplicacao. Dizemos que f é Lipschitz se existir uma constante ¢ > 0, tal que:

I (@) =) lI<ellz -yl Ve,y e R

Introduzimos também o conceito de conjunto semialgébrico, o qual busca es-
tudar fortemente os sistemas envolvendo igualdades e desigualdades polinomiais. Este
conceito é uma ferramenta muito util dentro do nosso estudo, mas antes definimos con-
junto Algébrico real que é um caminho para conhecer melhor conjunto Semialgébrico real.
Dizemos que X C R"™ é algébrico se existem polinomios f; : R* — R, onde i =1, ... = k,
tal que X = {x € R"|f; = ... = fr = 0}. Podemos pegar os conjuntos dos nimeros
reais, poderfamos simplesmente dizer que X é algébrico se existe uma funcao polinomial
X ={z € R"|f(x) = 0}. A partir deste conjunto podemos falar do conjunto Semialgé-
brico. Dizemos que um conjunto semialgébrico X C R™ é um subconjunto satisfazendo
uma combinacao booleana de equacoes ou inequacoes polinomiais com coeficientes reais.
Em outras palavras, os subconjuntos semialgébrico de R" forma a menor classe SA, de
subconjuntos de R" tais que:

1. Se p € R[Xy, ..., X,,], entdo {x € R";p(z) =0} € SA, e {x € R"; p(x) > 0} € SA,.
2. Se Ae SA, e Be SA, entao AUB,AN B e R" A estao dentro SA,
Na base destes itens e proposicoes nos leva para o tridngulo de Holder.

No terceiro capitulo, abordamos alguns resultados auxiliares e essenciais para
o entendimento do resultado principal. Dividimos esse terceiro capitulo em trés secoes.
Na primeira secao, definimos polindmios homogéneos e destacamos algumas de suas pro-
priedades. Definimos também polindémios quase homogéneos e apresentamos algumas de
suas propriedades. Na segunda segao, apresentamos o triangulo de Holder que é um objeto

indispensavel para este trabalho. Na terceira secao, definimos a funcao altura associado
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a um polindémio quase homogéneo no tridangulo de Holder. A funcgao altura é fundamental
para este trabalho.

No quarto capitulo, enunciaremos e provaremos alguns proposicoes bases para
nosso teorema de classificacao. Também nesse capitulo definimos os simbolos de multi-
plicidades e por fim demonstraremos o teorema Principal. No ultimo capitulo, faremos as

consideracoes finais.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, abordaremos alguns topicos bésicos da teoria de singularidades,
0s quais sao pré-requisitos a serem utilizados para uma melhor compreensao do nosso

resultado principal.

2.1 APLICACOES SUAVES

Nesta se¢ao apresentaremos as nocoes de homeomorfismo e difeomorfismo que
serao importantes para as proximas secoes e também para o proximo capitulo desse tra-
balho. Para o desenvolvimento dessa secao tomamos como norte principalmente as obras
de Lima (2014)), Guidorizzi (2001), Apostol (1993), Saia (2011) e Silva (2022).

-

Definicao 2.1. Um homeomorfismo do conjunto X C R"™ sobre um conjunto Y C RP ¢

uma bijecio continua : X — Y cuja inversa f~1:Y — X também é continua.

Exemplo 2.1. A aplicacao f : [0,27) — S, onde f(¢) = (cost,sent), é uma bijecao
continua mas nao ¢ um homeomorfismo. Sua inversa f~! é descontinua no ponto a =
(1,0) = f(0) € St Com efeito, se tomarmos, para cada k € N;t, = (1 — 1/k) - 27 e
2k = (costy,senty), teremos lim zp = a mas lim f~'(z;) = lim ¢, = 27, logo néo vale
k—o0 k—o0 k—oo

lim f~1(z) = f(a) = 0.

k—o00

Exemplo 2.2. A bola aberta B = B(0;1) C R" é homeomorfa ao espago R". De fato,
as aplicagoes f : R — B e g : B — R”, definidas por f(z) = %Ix\ e g(y) = 1%Iyl
sdo continuas e, como se verifica sem dificuldade, vale g(f(z)) = «, f(9(y)) = vy, para

quaisquer € R" e y € B, logo g = f~L.

Dessa forma apresentaremos a seguinte definicao:
Definicao 2.2. Seja, f: U — R uma funcao real, definida em um subconjunto aberto
U C R™. Dado o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a (onde1 < i <n)

€ o sequinte limite:

quando esse limite acima existe. FEm alguns casos, também se usa a sequinte notagao
dif(a).
Observacao 2.1. Quando estamos trabalhando nos espacos de dimensdes menores ado-
tamos as letras x, y e z para simbolizarmos as direcoes e fazemos uso da notagao com
o indice ¢ para os casos das funcoes de muitas variavéis, a fim de facilitar a compreen-
sao e por conveniéncia ja que a quantidade de letras para ser usadas como simbolo sao
limitadas.

Na situacao em que U C R?, uma funcao f: U — R é o que se chama uma

“funcao real de duas variaveis reais”. Escrevemos f(z,y) para designar o seu valor no ponto
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z = (z,y). Assim, sendo as derivadas parciais de f em um ponto qualquer ¢ = (a,b) € U

podem ser representadas por %(C) e %(c), em vez de g—i(c) e g—mj;(c) Que sao os

seguintes limites:

O (o) =y L2 LH) = Jlab) OF v, Jlabt ti — flab)

8_x t—0 t ¢ 8_y t—0

De modo analogo, podemos estender para o caso em que U C R?, uma funcao
f U — R é& uma “funcao real de trés variaveis reais”. Seu valor em um ponto qualquer

p = (x,y, z) se escreve f(z,y, z) e suas derivadas parciais no ponto ¢ = (a, b, c) podem ser

of | N
denotadas como %(q), 8_y(q) e %(q), e assim temos os limites abaixo:
or t—0 t
ﬂ()_l fla,b+t,¢)— f(a,b,c)
8y 1 = t—0 t
8f - f(a,b,c+t)—f(a,b,c)
@(Q) = lim ; :

Observacao 2.2. Além da notacao acima, podemos denotar as derivadas parciais com

relacao a x, y e z da funcao f da seguinte maneira:

fo(2,y, 2), fy($ay>z) e f.(z,y,2),

respectivamente

Observacgao 2.3. A derivada parcial em relacao a = da funcao f é, de grosso modo, a
derivada da funcao f em relacao a variavel x considerando y e z como duas constantes.
Do mesmo modo, a derivada parcial em relacao a variavel y da funcao f é, a derivada da
funcao f em relacao a variavel y considerando z e z como duas constantes. Assim como, a
derivada parcial em relacao a variavel z da funcao f é, a derivada da funcao f em relacao

a variavel z considerando z e y como duas constantes.

x
. . 2, .2 se (I,y) 7é (070>
Exemplo 2.3. Seja f: R? — R definida por f(z,y) = ¢ T°+¥ )
0, se (z,y)=(0,0)
9 3_ 2 9 3 2
Se z = (z,y) ndo é a origem, temos a—i(w,y) = ﬁ e a—g(x,y) = % Na

origem, vale:

5f . f(tv 0) — f(ov 0) af . f(ovt) — f(ov O)
o OO T S0, T
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A nocao de funcao diferenciavel, que apresentaremos agora, ¢ devida a Fréchet
e Stolz. Ela constitui, para funcoes de n varidveis, a extensao adequada do conceito de

funcao derivavel de uma s6 variavel.

Definicao 2.3. Sejam f: U — R, com U C R", e a € U. Diremos que a funcao f é
diferencidvel no ponto a quando existirem constantes A, ..., A, tais que, para todo vetor
v=(ay,...,a,) €R" coma+v €U, se tenha:

r(v)

fla+v)=fla)+ A -an+---+ A, -, +7(v), onde hmﬁ:().
v

Definicao 2.4. Quando uma funcao f € diferencidvel em todos os pontos de U, dizemos
simplesmente que essa funcao [ € diferencidvel.
Se f é diferencidvel no ponto a entao, tomando v = te;, temos o; = 0 se j # i

e a; = t. Logo, temos:

fla+te;) — fla) n r(te;) A4 r(te;)

t - t T te|
Fazendo t — 0, vemos que existe cada derivada parcial de f no ponto a, sendo
0
8f (a) = A;. A definicao abaixo é, portanto, equivalente & anterior.
Ty
Definicao 2.5. Diremos que a funcao f: U — R é diferencidvel no ponto a € U quando
. . . of L
existirem as derivadas parciais a—(a), .. .,a—(a) e, além disso, para todo vetor v =
xq o
(a1,...,ap) tal que a+v € U, tivermos:
of af
a+v)=Jla)+—@a) - a+---+ a)- o, +1rw),
flatv) = fla) + 5o(@) @i+ 2 @) o, (o)
r(v
onde hm Q =

0 o]
Na igualdade acima, o “resto” r(v) é definido como sendo igual a f(a + v) —

Z 3 - o;. Esta definicao pode ser dada para qualquer funcao que possua
xz

derlvadas parciais. A esséncia da definicao de diferenciabilidade ¢ que, tomando r(v)

r(v
desta maneira, tem-se hm % = 0. Esta é a condicao crucial, que deve ser verificada
v

direta ou indiretamente sempre que quisermos provar que uma funcgao é diferencidvel.

De lim —= rv) _ = 0, concluimos que lim r(v) = 0 pois r(v) = m
v=0 |y v—0 v

que toda funcao diferencidvel em um ponto é continua nesse ponto. Com efeito, para

|v|. Dai resulta

v=(0,...,q), temos:

=0.

v—0 v—0

lim[f(a+v) — = lim [Z o, a)a; + r(v)
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r(v
A condicao liH(l) —| | = 0 significa, entretanto, mais do que r(v) — 0, ela quer
v—=0 |V

dizer que r(v) tende a zero mais rapidamente do que v, isto é, para valores de v sufici-
entemente proximos de zero, a norma de r(v) é uma fragdo arbitrariamente pequena da

norma de v. As vezes, isto se exprime dizendo-se que 7(v) ¢ um infinitésimo de ordem

superior a v. Assim, f é diferenciavel no ponto a quando o acréscimo f(a + v) — f(a) é
n

igual a uma funcao linear de v, Z

(a) - a;;, mais um resto infinitamente pequeno em
=1 "

relacao a v.

r(v)

Observe que a validade da afirmacao lim —= = 0 nao depende da norma ado-

v—0 U|
tada em R".

Em certas ocasides, é preferivel usar, em vez de r(v), a fungdo p = p(v),

r(v
definida para os valores de v tais que a + v € U, do seguinte modo: p(v) = ﬂ se v #£ 0
v

e p(0) = 0. Entao, a fungao f é diferenciavel no ponto a € U se, e somente se, possui

derivadas parciais nesse ponto e, para todo v = («q,...,a,) € R tal que a+v € U, vale:

of .
. (@) - ai + p(v) - [o], onde lim p(v) = 0.

fla+v)=fla)+ )
i=1
Assim, f é diferencidvel no ponto a se, e somente se, a fun¢ao real p = p(v),
definida pela igualdade acima (se v # 0) e por p(0) = 0, & continua no ponto v = 0.
Para funcoes f: I — R, definidas num intervalo aberto I C R, diferenciabili-
dade é 0 mesmo que derivabilidade, pois de f(a +t) = f(a) + A -t + p|t| se tira:

p:j: _A7

fla+1t) = fla)
t

logo Pr%p = 0 se, e somente se, A = f'(a).
%

Exemplo 2.4. Seja f: R? — R definida por f(z,y) = 2%y
Precisamos provar que f ¢ diferenciavel em todo (z,y) € R* = Dy. A funcdo f admite

derivadas parciais em todo (z,y) € R" e

of _ of 2

Por outro lado, para todo (z,y) em R?

BOLK) = flathy+)— ) - @b - L

= (v+h)?(y+k)— 2%y — 2ayh — 2%k
= 2xhk + h*y + h’k.
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Como, para (h, k) # (0,0) \/}JQMW < 1 resulta

E(h,k) 2xhk + h?y + h2k
lim = lim
(hk)—00) || (R, k) | (h,k)—(0,0) Vh2 + k2

k h
= lim + hk
(h,k)—(0,0) \/ k;2 yw/h2_|_]{;2 Vh2 + k2

Portanto, f ¢ diferenciavel em todo (z,y) € R?, ou seja, f ¢ uma funcao

diferenciavel.

Definicao 2.6. Uma funcao real f: U — R, definida no aberto U C R", diz-se de classe
of
) 8_%

C! quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais 8—(x), . () e as
L1

n funcoes U — R, assim definidas, sao continuas.

De forma geral, para k inteiro maior que 0, temos
Definicao 2.7. Uma funcio f: U — R ¢ de classe C* quando ela posswir derivadas
af 0 f

parciais em todos os pontos de U e as fungoes ——,

ceey :U = R forem de classe
8:1:1 81'”
Ck-1L,

Usaremos a notacido f € C*. Diremos que uma funcdo f: U — R & de classe
C° quando ela for continua. Escreveremos também f € C, e diremos que f é de classe
C>, quando f € C* para todo k > 0. Evidentemente C° > C* > ... > Ck > ... D O,

sendo todas estas inclusoes estritas.

Teorema 2.1. Se uma funcao f: U — R possui deriwadas parciais em todos 0s pontos do
aberto U C R" e cada uma delas é continua no ponto c, entao a funcao [ € diferencidvel
no ponto c.

Demonstracao: Por simplicidade, consideraremos o caso n = 2. A situacao geral se
trata de modo analogo, apenas com notacao mais complicada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e
tomemos v = (h, k) tal que c+ v € U.

Seja,
of, of,

r(v):r(h,k’):f(a+h,b—|—k:)—f(a,b)—%h—a—y

onde as derivadas sdo calculadas no ponto ¢ = (a, b). Podemos escrever:

T(U)Zf(a+h,b+kr)—f(a,b+k)+f(a,b+k:)—f(a,b)—%h—%

Pelo Teorema do Valor Médio para funcgoes reais de uma variavel real, existem
01,05 € (0,1) tais que:

of

r(v) = 5 —(a+01h,b+k)-h+ of

dy

of . of



18

Logo,
r(v) of of h
— == 01-h,b+k)— —(a,b)| ———
o = [ enesn - glen)] ot
af of ] k
+ | 5=(a,b+0:- k) — =—(a,b)| ———=.
ab ) - ]
Ora h e b estao, em valor absoluto, co eendidos entre 0
ra, , em valor uto, compreendi ntr
VIEER VR TR b
e 1. Com isso a continuidade das derivadas parciais nos da entao lin% % =0, logo f é
vV—> v
diferenciavel. -
Corolario 2.1. Toda funcao de classe C* é diferencidvel.
Demonstracao: Segue imediatamente pelo Teorema [2.1] n

ZE4

——, se (z,y) # (0,0
Exemplo 2.5. Seja f: R? — R definida por f(z,y) = { 2* +y? (z,y) # ( )
0, se (z,y)=(0,0)
Se z = (z,y) ndo é a origem, temos
22° + 4a3y?
0 ——5 5 s (2,y) # (0,0
O (o) = { 4P (@,9) # (0,0

du 0. se (z.y) = (0,0)

—2zy
g(l‘, y) =4 (22 +y*)?
0, se (x,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)

0 D .
Vamos mostrar que —f e —f sao continuas em todo (z,y) # (0,0), pois sdo quocientes

or 0Oy

de continuas. Na origem, temos:

of 225 + 4a3y? x? x29?
lim —(r,y)= Ilm ——= = lim 20————= +4do—"——| =0,
(2:4)—(0,0) 5z ") @y)=00) (22 +y2)?  (@y-00) | (22 +y?)? (2% +y?)?
ou seja,
of of
li — =0=—=—1(0,0).
(e (0.0) D (:9) (91;< ,0)
of , ) . . )
Logo, g ¢ continua em (0,0). De modo analogo, temos que 0 é continua em (0,0). Da
T Y
o af of 2 . iy 2
continuidade de Iz e 0 em R* segue que f é diferencidvel em R~
z  Jy

Definicao 2.8. Uma aplicacio f : U — RP, definida no aberto U C R", diz-se diferen-
cidvel no ponto a € U quando cada uma das suas fungoes coordenada fi,...,f, : U = R

¢ diferencidvel nesse ponto.
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Neste caso temos entdo, para todo v = (aq,...,q;,...,q,) talque a+v € U e

— 0f; i
J (a) - a; + r;(v), com lim riv) = 0.
Jj=1 axj 0 |U|

paracadai =1,...,p, tem-se f;(a +v) — fi(a) =

Ofi
axj

Definic¢ao 2.9. A matriz Jf(a) = [ (a)} € M(p x n) chama-se a matriz jacobiana de

f mo ponto a.

Definigdo 2.10. A transformacio linear f (a) : R” — RP cuja matriz em relagio as bases

canodnicas de R™ e RP € J f(a), chama-se a derivada da aplica¢io f no ponto a.

Exemplo 2.6. Seja f: R? — R? definida por f(z,y) = (2% + 2zy, —y + dzy?).

A matriz jacobiana de f no ponto (z,y) é

2 2 2
detJ f(x,y) = ‘ +2 Y 5 .
oY —1+ 10zy

Observacao 2.4. O determinante da matriz Jacobiana da aplicacao f é denominado

determinante Jacobiano da aplicagao f.

Observacao 2.5. O determinante Jacobiano de uma aplicacao polinomial é um polino-
mio. Quando a aplicagao considerada f for de R em R o determinante Jacobiano det(JF)
serd, um polindémio de uma variavel real. Quando f : R? — R? o determinante Jacobiano

det(JF') é um polindomio de duas variaveis reais.

Exemplo 2.7. Na aplicacao f do exemplo temos:

2 + 2y 2x 9
detJf = = (224 2y)(—14 10zy) — 5y~ - 2z
f ( 52 —1+ 102y ) ( y)( y) =5y

= 20z%y + 102y* — 22 — 2y.

Definicao 2.11. Sejam U C R",V C RP abertos. Uma aplicagao f : U — V chama-se
um difeomorfismo entre U e V quando é uma bijecio diferencidvel, cuja inversa g = f=':

V — U também é diferencidvel.

Definicao 2.12. Uma aplicacio diferencidvel f . U — R", definida no aberto U C R",
chama-se um difeomorfisrno local quando, para cada v € U existe uma bola aberta B =
B(z,8) C U tal que f aplica B difeomorficamente sobre um aberto V' contendo f(x).
Seque-se dai que se f : U — R™ e é um difeomorfismo local entdo f (z) : R* — R™ é um
1somorfismo, para todo x € U.

Como no caso de funcoes, aplicacoes f : U — RP de classe C* sao definidas
por inducdo: diz-se que f € C* quando f é diferencidvel e sua derivada f~!: U — RP" ¢
de classe C*1. Se f € C* para todo k € N diz-se que f é de classe C(f € C°°). Entao
f~1 € C* também.
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Uma propriedade relevante das aplicacoes diferencidveis é dada pela:
Proposicao 2.1. (Regra da Cadeia.) Sejam U C R", V. C RP abertos, em que
f= (.- f): U= R tal que f(U) C V e cada fungao coordenada fr,: U — R é
diferencidvel no ponto a € U. Seja ainda g: V — R uma funcdo diferencidvel no ponto
b = f(a). Entio a fungao composta go f: U — R é diferencidvel no ponto a e suas

derivadas parciais sao,

gof), . ~= 09, Of
a—xi(a) Zayk(b)'ami(a)-

., ) € R™ tais que a+v € U.

Demonstracao: Seja Uj o conjunto dos vetores v = (aq, ..

Parave Uyek=1,...,p, temos:

fulatv) = ful@) + 3 ot gy ol 1)

i=1 Oz;

onde cada pp = pi(v) € uma fungao definida em Uy, continua no ponto 0, que se anula

ofy  Og
e —— sao consideradas nos

Ox; [ ayk

pontos a e b respectivamente. Consideremos a aplicacdo w = (B1,...,05,): Uy — RP,

quando v = 0. Acima, e no que se segue, as derivadas

continua no ponto 0, cujas fungoes coordenada sao definidas por:

"0
5u0) = S ool )
i=1 "
]
[l

é limitada numa vizinhanca do ponto v = 0. Podemos

<1sewv # 0, logo cada

18]
o]’ |

afirmar, em virtude de 1 ), (2) e da diferenciabilidade de g no ponto b = f(a), que, para
todo v € Uy, vale:

e portanto a fungao —

(9 f)la+v) = g(b+w) = g(b 28—9 Bt o - Jwl,
k=1

onde o = o(v) é uma fungao real continua no ponto 0, que se anula no ponto v = 0 pois

w também se anula nesse ponto. Usando a definicao de [, obtemos,

0 0
(gofllatv) = +Z g[ f’“ ca + plv] | + o |w)

=1

= (gOf)(CL)—f—ZAi-Ozi—f—R,

=1
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onde A; =

Dai,

Quando v tende a zero, sabemos que cada funcao p; tende a zero, que o
e B o o
é diferenciavel no ponto a e suas derivadas parciais sao os nimeros A;. [

quociente — é limitado e que hH(l)O' = 0. Segue-se que hm = 0. Isto mostra que go f

Observacgao 2.6. A notacao classica do Calculo Diferencial, as vezes imprecisa porém
bastante sugestiva, além de compativel com a pratica entao universal de enfatizar gran-

dezas (“y € uma funcdo de 2”) em vez de aplicagdes (“f leva x em y”), seria a seguinte,

11 77 [P R

para a Regra da Cadeia: os pontos de U seriam escritos como e os de V como “y”;

as fungoes fi seriam escritas como y = yx(z). A derivada % seria a “derivada de g
T;
: - 0 . . -
em relacao a variavel x;”, indicada com I A Regra da Cadeia seria entao:

0337;

99 <~ 99 Ou

ox; = oyr Ox;

Corolario 2.2. Se f: U — R € diferencidvel no ponto b e se \: (a—¢e,a+¢) - U CRP
é diferencidvel no ponto a, com Na) = b e A(t) = (Ai(t),..., \(t)), entao a fungdo

composta foX: (a—e,a+¢) = R € diferencidvel no ponto a, e tem-se,

Z 8xl

Se escrevermos A(t) = (z1(t), ..., x,(t)) entdo:
dzq dz
Nt)=—,...,=2 |
0= (%)

Indicando com ﬁ a derivada da funcdo composta, f o A: (a — ¢,a + ) — R dada por
FA@) = f(z1(t),...,zp(t)), a Regra da Cadeia assume a forma classica:
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Corolario 2.3. Sejam U C R"™ um conjunto aberto, f: U — R diferencidvel no ponto
a, com f(U) C I, g: I — R diferencidvel no ponto b = f(a). Entdao go f: U — R ¢
diferencidvel no ponto a e, para cada v =1,...,n vale:

dgof) s Of
i ———(a) =g¢'(b) - 8%()

Demonstracgao: Decorre da Regra da Cadeia que, se f: U — R é diferenciavel no ponto

a € U, ao calcularmos a derivada direcional ——(a) = (f o A)’(0), ndo ¢ necesséario tomar

ov
A(t) = a + tv. Em vez de nos restringirmos a um caminho retilineo, podemos considerar
qualquer caminho A: (—¢,e) — U, diferencidvel no ponto a, com A\(0) =a e N(0) =v =
(a1, ..., ap) e teremos ainda,
of - fOAW) = f(a)
L (a) = (fo N (0) =limm .

t—0 t

Com efeito, pela Regra da Cadeia,

0
Z axl Z 0% . a_}]j(a)'

[

Para concluir, registremos um importante corolario do Teorema (e da Regra
da Cadeia), segundo o qual go f € C* desde que g € C* e cada fungao coordenada de f
também seja de classe C*.

Corolario 2.4. Sejam U C R™, V C RP abertos, f = (fi,...,fp): U — RP tal que
f(U) C V e cada fungio coordenada f;: U — R € de classe C*. Seja ainda g: V — R
uma funcdo de classe C*. Entdao a funcdo composta go f: U — R € de classe C*.
Demonstracgao: Com efeito, pelo Corolario g e cada f; sdo diferenciaveis. (Estamos
supondo k£ > 1 pois o Corolario é simples se k = 0.) Podemos entao aplicar a Regra
da Cadeia, segundo a qual, para todoi=1,...,n e todo x € U:

292Dy =Y g B

ou seja, vale a igualdade de funcgoes,

“io-2 (5 0) 5@

J

Suponhamos, por inducao, que o Corolario foi provado para classe C*~ 1.

Entao, para cada 7 = 1,...,n, a funcado composta 8_9 o f é de classe C*~!, 0 mesmo
Yj
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/i
al‘i

C*=! ¢ ainda desta classe, cada parcela da soma acima é de classe C*~!, donde a soma

ocorrendo com

para todo i, ja que f € C*. Como o produto de funcoes de classe

também é. Assim, todas as derivadas parciais de g o f sdo de classe C*~!, portanto
go feCk n

Teorema 2.2 (Teorema da Funcdo Inversa). Uma aplicacio C>* ¢ : U — R™, U subcon-
gunto aberto de R™, é um difeomorfismo local em x € U se, e somente se, matriz Jacobiana

D¢(x) de ¢ em x é inversivel.

Definicao 2.13. Sejam U C R"™ aberto e x € U. Dizemos que uma aplicacao de classe
C>® f: U — RP é uma imersao em x se df, : R" — RP for injetora (notemos que
necessariamente n < p). Dizemos que f € submersao em x se df, : R™ — RP for sobreje-
tora (n > p). Dizemos que f € submersdo (respectivamente, imersao) se f for submersdo
(respectivamente, imersao) em todo x € U.

Na busca da classificacao de aplicacoes, as duas importantes proposicoes a se-
guir, sao consequéncias do Teorema da Funcao Inversa, nos dao os modelos para aplicacoes

regulares.

Proposicao 2.2 (Forma Local das Submersoes). Sejam U subconjunto aberto do R™ e
f:U — RP uma aplicagao C* tal que f(0) =0 e f € uma submersao em 0. Entdo eziste

um difeomorfismo ¢ : V. — W, (V e W wvizinhangas de 0 em R™), tal que, $(0) =0 e

(fod V) (w1,...,2n) = (21, ey Tp).

Proposicao 2.3 (Forma Local das Imersées). Sejam U subconjunto aberto do R™ e f :
U — RP? uma aplicagdo C* tal que f(0) =0 e f é uma imersao em 0. Entdo existe um

difeomorfismo h : V. — W, (V' e W wizinhangas de 0 em RP), tal que, h(0) =0 e

(ho f)(z1,....,xn) = (21, ..., 2y, 0, ..., 0).

Teorema 2.3 (Teorema do Posto constante). Sejam f : U — RP uma aplicag¢io tal

que em todos os pontos de U, f tem posto constante m, entao existem difeomorfismos
locais h - (U € R™,0) — (R",0) e k : (R?,0) — (RP,0) com ko foh ' (xy,...,2,) =
(1, ., Tm,0,...,0).

Imersoes e submersoes sao exemplos de aplicacoes de posto constante.

2.2 GERMES

A fim de discutir o comportamento local de uma aplicacao, isto é, numa

vizinhanca pequena e arbitraria de um ponto z, é conveniente introduzirmos a noc¢ao de
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germe, entre outros conceitos importantes que podem ser conferidos em Dimca (1992),
Ebeling (1992) e Gibson (1979)).

Definicao 2.14. Sejam z € R*, f : Uy C R* — RP e g : Uy C R" — RP aplicacoes
C™> definidas em vizinhancgas abertas Uy e Uy de x. Dizemos que f e g sao equivalentes,
e escrevemos [ ~ g, se existir uma vizinhanca U > x em R U C U; N Uy tal que
flv = glu, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhanca U de x. Esta é uma relagdio

de equivaléncia.

Definicao 2.15. As classes de equivaléncia sob esta relacdo sao chamadas germes de apli-
cacoes C* de R™ em RP em x. Os elementos de uma classe sao chamados representantes
do germe.

Frequentemente, usamos o mesmo simbolo para denotar um germe ou seu
representante. Notemos que se f e g sao representantes do mesmo germe em x, entao
temos f(z) = g(x). Portanto, qualquer outro representante deve assumir o mesmo valor
em x. Em vista desse fato, é usual a notacdo f : (R",z) — RP para indicar um germe de
aplicacao em z. Sem perda de generalidade, podemos tomar x = 0 € R™.

O conjunto de todos os germes f : (R",0) — R? serd denotado por ¢,, =
{f : (R™,0) = RP}. Quando p = 1 (germes de fungoes), a notacao usada é ¢,,. Geometri-
camente, se f; e fy forem dois representantes da classe de equivaléncia de f, os graficos
dessas funcoes coincidem num aberto contendo a origem.

O germe de uma aplicagao f : (R",0) — RP é dito singular se a matriz Jaco-
biana D f(0) ndo tem rank méximo, caso contrario, f é dito regular.

Denotaremos o conjunto de todos os germes f : (R",0) — (RP,0) por 591710 =
{f:(R",0) = (RP,0)} e quando p =1 (germes de fungodes), denotaremos por V.

Seja X um espago topologico e x € X um ponto. O conjunto P(X) formado
por todos os subconjuntos de X define uma relacao de equivaléncia A ~x B ANU =

B NU para alguma vizinhanca U de x € X.

Definicao 2.16. A classe de equivaléncia da relagao ~x € chamada de germe do conjunto

X no ponto z.

2.3 ALGUMAS RELACOES DE EQUIVALENCIAS IMPORTANTES

Nesta secao, apresentaremos algumas relagoes de equivaléncias envolvendo

germes de fungdes. Para mais detalhes, consultar Sena (2012))

2.3.1 A R-Equivaléncia ou Equivaléncia a direita

Esta relagao de equivaléncia esté relacionada a agao do grupo R = R,, :=={h:
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R™,0 — R™ 0| h & difeomorfismo}, dada por:

riR,xen = e

(h,f) = [foh
Dois germes f,g € 824) estao relacionados se, e somente se, 3h € R,, tal que
foh=g,isto ¢, o diagrama abaixo comuta:
Figura 1 - R-Equivaléncia
(R", 0)—L(R”, 0)

h

(R",0)
Fonte: Autor (2023).

Exemplo 2.8. Pelo teorema da Forma Local das Submersoes (proposigao , se [
(R™*,0) — (R™,0) é tal que f(0) é sobrejetora, entio existe um germe h € R, tal que:
foh(z,y) =z, V(r,y) € R* x R* isto &, f ~gr Idgn

2.3.2 A L-Equivaléncia ou Equivaléncia a esquerda

Esta relacao de equivaléncia esta associada a acao do grupo R x L, dada por:

a:R,xe)  — e
(h,f) = hof

0
n,p?

R, tal que ho f = g. Isto &, o diagrama abaixo é comutativo:

Dois germes f, g € ¢, , dizemos que f ; g, se, e se somente se, existe h € L =

Figura 2 - £L-Equivaléncia

(R, 0)——»(R?. 0)
p h
p7 O)

Fonte: Autor (2023)
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Exemplo 2.9. Pelo teorema da Forma local das imersoes (Proposi¢ao[2.3), se f : (R, 0) —
(R™+*.,0) & tal que f'(0) ¢ injetiva, entdo existe um germe h € R, 4, tal que:
ho f(z) = (z,0) € R" x R¥, ¢ isto, f ~ Idgnxqo}-

De forma mais simples, dizemos que f ~, g quando os germes f e g coinci-
dem, a menos de uma mudanca de coordenadas na fonte (Dominio) e na meta (Contra-

Dominio).

2.4 CONJUNTOS ALGEBRICOS

Nesta secao trabalharemos o conceito de conjuntos algébricas e apresentare-

mos algumas propriedades importantes que podem ser conferidos em Costa (2005]), Coste
(2000) e Mancini (1980))

Definicao 2.17. Um conjunto X C R™ € algébrico se existem funcgoes polinomiais f; :
R" 5 R,i=1,....,=k tais que X ={z € R" | fi(z) = ... = fi(z) =0},

Observacao 2.7. Como pegamos o conjunto dos nimeros reais, poderiamos simplesmente
dizer que X é algébrico se existe uma fung¢ao polinomial f : R" — R tal que X = {z €
R" | f(z) = 0}. Basta considerar f = fZ + ... + f2.

Exemplo 2.10. A esfera padrao unitaria S™ = {(z1, ...,xn41) € R |23+ 422, =1} é

. , . . 1 4
um conjunto algébrico. De fato, considerando f(z1, ..., xp11) = ijl x? —1, é claramente

f710) = sm.
Proposicao 2.4. Sejam X,Y conjuntos algébricos em R™. Entao X UY, e X NY sao

conjuntos algébricos.

Proposicao 2.5. Sejam Y C RP um conjunto algébrico e F' : R — RP uma aplica¢ao
polinomial. Entao, F~*(Y) C R™ é um conjunto algébrico.

A Proposicao (2.5) nos induz a questionar se a imagem de um conjunto
algébrico por uma aplica¢ao polinomial é um conjunto algébrico. Isso nem sempre ocorre.

Observe o contra-exemplo a seguir: Exemplo (2.11)).

Exemplo 2.11. Considere o circulo padrdo unitaria S' em R? e 7 : R? — R projecao
canonica 7(z,y) = x. Pelo Exemplo (2.10), S' ¢ um conjunto algébrico, mas m(S*) =
[—1, 1] nao é algébrico.

Este contra-exemplo nos motiva a definicdo de uma classe mais geral que a dos

conjuntos algébricos, a saber a classe dos conjuntos semialgébricos.

2.5 CONJUNTOS SEMIALGEBRICOS

Nesta secao apresentaremos nocgoes preliminares de conjuntos semialgébricos,
bem como propriedades que podem ser conferidos em Coste (2000), Benedetti (1991) e
Birbrair (1999).
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Definicao 2.18. Um conjunto X C R™ é semialgébrico bdsico se existem fungoes f, g1, . ..
gr - R®™ — R tais que:

X={zeR"[ f(z) ZU}W(ﬂ{x € R" | gi(z) > 0}).

Definicao 2.19. Um conjunto semialgébrico € a reunido finita de conjuntos semialgébri-
cos bdsicos. Logo, se X C R"™ é semialgébrico, existem funcoes polinomiais f;, g;; definidas

em R", tais que

X =Jtte €B" | fie) =0} (N €B" | gu(w) > 01},

j=1

Observacao 2.8.

a) Os conjuntos algébricos sdo, claramente, conjuntos semialgébricos;

b) O conjunto X = {(x,y) € R*|z? + y* < 1} ¢ semialgébrico, mas nao & algébrico;

¢) Em R, um conjunto semialgébrico é a uniao finita de intervalos abertos, fechados, semi-
algébricos e pontos;

d) Se X,Y C R" sao conjuntos semialgébricos, entdo X UY, X =Y R*— X R"—-Y e
X NY sao também semialgébricos;

e) Se X C R" e Y C RP sdao conjuntos semialgébricos, entdo X x Y C R™ x RP é conjunto

semialgébrico.

Definicao 2.20. A classe dos conjuntos semialgébricos de R™ € definida como menor dlge-
bra booleana de subconjuntos de R"™ que contém os subconjuntos de forma {z € R"; f(z) >
0} com f:R™ — R wma fungdo polinomial ou seja (1, ...,z,) em R"™ satisfazendo uma
combinagao booleana de equacoes polinomiais e desigualdades com coeficientes reais. Em
outra palavras, os subconjuntos semialgébricos de R™ forma a menor classe SA, de sub-
conjuntos de R™ tais que:

1 Se P € R[Xy, ..., X,,], entao {x € R"; P(x) =0} € SA, e {x € R"; P(x) > 0} € SA,.

2 Se A€ SA, e Be SA, entaio AUB,ANB e R"\ A estao dentro SA,.

O fato de um subconjunto de R™ ser semialgébrico nao depende da escolha das

coordenadas afins.

Proposicao 2.6. Todo subconjunto semialgébrico de R™ € a unido subconjuntos semial-

gébricos de forma:

X ={zeR"; P(x)=0}n ([ {z e R"P >0}).

i=1
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Proposicao 2.7. Se X C R"™ ¢ um conjunto semialgébrico, entao o fecho de X, denotado

por X € um conjunto semialgébrico.

Definicao 2.21. Seja X C R™. Dizemos que a funcao F : X — R é semialgébrico se, o
grifico de F, graf(F) = {(z,y) € X xR| Y = F(x)} é um conjunto semialgébrico.

Proposicao 2.8. Se X C R" ¢ um conjunto semialgébrico, entao X € um niumero finito

de componentes conexas e cada uma dessas componentes, ainda é conjunto semialgébrico.

Teorema 2.4 (Tarski-Seideberg). Sejam X C R" semialgébrico e por uma proje¢io F :
R™ — R™ ¢ um conjunto semialgébrico. Nestas condi¢oes, F(X) C R"™! (imagem de

conjunto semialgébrico) é semialgébrico.

Corolario 2.5. A imagem de um conjunto semialgébrico por uma aplicacio polinomial é

um conjunto semialgébrico.

2.6 EQUIVALENCIA LIPSCHITZ DAS FUNCOES POLINOMIAIS DE UMA UNICA
VARIAVEL

Nesta secao apresentaremos a equivaléncia Lipschitz das fungoes polinimiais
de uma variavel e para tanto tomamos como norte os trabalhos de Correia (2021), Costa
(2005) e Sena (2012).

Antes de falarmos sobre equivaléncia das fungoes Lipschitz, vamos relembrar

as definicao de funcao Lipschitz e funcao analitica.

Definicao 2.22. Seja f : R" — R™ uma aplicacdo. Dizemos que f é Lipschitz se existir

uma constante ¢ > 0, tal que:

1f(2) = fF@ll = c- llz = yl|, Ve, y € R

Exemplo 2.12. Seja f uma func¢do Lipschitz, definida por f(z) ==

Pela definicao da funcao Lipschitz, temos que ¢ = 1. De fato,

1f () = FW)ll =1 ]|z =yl

é Lipschitz com sua constante ¢ = 1.

Exemplo 2.13. Seja a(t) : X — R é uma funcao lipschitziana. Isto significa que existe

c¢>0tal que t,s € X = |a(t) — a(s)] < ¢|t — s|, entdo a é continua. Dado € > 0, basta
£

tomar 6 = £. Comoc > 0,ex,y € X,|z—y| <d = |a(t)—a(s)| < clz—y| < cd=c—- =e.
c

Entdo, a func¢do a(t) satisfaz a condi¢do da defini¢do de fungao Lipschitz.

Exemplo 2.14. Seja [ : [0,1] — R definida por f(z) = \/x. Entao f ndo é Lipschitz.
De fato, pelo Exemplo (2.13), |f(z) — f(y)| < ¢|x — y|. Entao temos:

Vo — il < do—y| = T <
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Como sabemos que |z —y| = [z — /y||v/x + /Y|

Entao, voltando a nossa equacao a cima, temos:

Vi-vil 1
VT IIVEE VIl VAl

Como z,y € [0,1] entdo, temos: 0 < z < 1e 0 <y < 1. Observe que se pegarmos

proximo de zero e fixar y a equagao vai para infinito. Nesse caso, ¢ nao pode

1
IVa+y/yl

limitar a razio ————.
[vVz+/4l

Portanto, a funcao f nao é Lipschitz.

Definicao 2.23. Seja f : X — Y um homeomorfismo com X C R" e Y C RP. Dizemos

que f € um homeomorfismo bi-lipschitz se existe K > 1 tal que

1
7 e —yl=ll fl@) = fly) s Kz —y ],

para todo x,y € X.

Definicao 2.24. Duas funcoes polinomiais f;g : R — R sao equivalentes de Lipschitz,
escritos f = g, se existe um homeomorfismo bi-Lipschitz ¢ : R — R e uma constante

c>0 tal que gop =c- f.

Definicao 2.25. Uma funcao f: I C R — R, com I C R um intervalo aberto, € dita
analitica se para cada ty € I existe um 6 > 0 tal que (to — d,tg +0) C I e a serie de

poténcia Y cp(t —to)* converge tal que f(t) = > cx(t —to)* para todo t € (tg — 5,19 +9).
k=0 k=0

Definicao 2.26. Seja funcao f: I C R — R, com I C R um intervalo aberto. Dizemos

que [ € bi-analitica se f for uma bijecao analitica cuja inversa f=! também é analitica.

Lema 2.1. Sejam f; g9 : R — R, func¢odes polinomiais nao constantes. Se ¢ : R — R € um

homeomorfismo tal que go ¢ = [ entao, ¢ € semialgébrico.

Demonstracao: Seja s; < sy < ... < 5, 0s pontos criticos de g, entao temos:

R = (—o00, 51] U [s1,82] U ... U [sp_1, 8p] U [}, 00).
E ¢ ¢ monomio e injetiva em cada um dos intervalos [s,, 00). Seja t; = ¢ '(s;), para
1=1,...,p.
Suponha que ¢ seja um homeomorfismo crescente (decrescente pode ser tratada de forma
semelhante). Entao temos: ¢; < ... < t,. Em cada um dos intervalos (—oo,t]; [t1, ta]; ...;

[tp_1,t,] € [ty,00), nos temos ¢ = g~' o f. Mais precisamente:
¢|(*Oo,t1] = (g|(*OO,S1])_1 o f|(foo,t1]7

¢‘[ti7ti+1] = (g’[siwgi-ﬁ—l])il o f|[ti7ti+1]
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para 1 < <p
¢|[tp7+oo) = (9|[sp,oo))_1 © f|[tp7+oo)-

Como f e g sao fung¢des polinomiais, vemos que cada uma das restricoes @|(—oo 1], |t ,ta]
s Blityor ) € Plitpitsoo) € uma fungio semialgébrica (sendo a composicao de duas fungdes

semialgébricas). Assim, ¢ é uma funcdo semialgébrica. [

Lema 2.2. Sejam f,g : R — R funcoes polinomiais nao constantes. Se f e g sao
equivalentes Lipschitz, entao deg f=deg g.

Demonstragio: Sejam f(t) = 3.0 a;it’ e g(t) = 3¢, bit’, onde ag, b # 0. Suponha que
f e g sao equivalentes de Lipschitz, de modo que g o ¢ = ¢ - f, para alguma funcao bi-
Lipschitz ¢ : R — R e alguma constante ¢ > 0. Devemos mostrar que d = e.

Seja A = tEeroo @ Este limite est4 bem definido na reta real e portanto ¢ é semialgeé-
brico. Além disso, como ¢ é bi-Lipschitz, A é um namero real diferente de zero.

Como lim [¢(t)] = +oo, temos:
[t| =400

9o _ . gt

lim = = b,
lt|—+oo  G(t)€ |t —+oo 1€

Por outro lado, como ¢- f = g o ¢, temos:

t t t H\°
c- lim M = lim 9(o()) = lim M lim w , com estas equacgoes temos:
t—+oo (€ t—too  (t)e ltls4o0 G(t)¢  [tlstoo \ T
1- f(t) _ be : Ae
t—i-i-oo te ¢
Como - é um ntimero real diferente de zero, segue-se que d = e. [
c

Lema 2.3. Sejam f,g: R — R duas funcoes polinomiais de mesmo grau d > 1 e suponha
que ¢ : R = R € uma funcao bijetiva tal que g o ¢ = c- f para alguma constante ¢ > 0.
As sequintes condicoes sao equivalente:

t. ¢ € bi - Lepschitz;

1t. A multiplicacao de f em t € igual a multiplicagao de g em ¢, para todot € R e

111. ¢ € bi-analitica.

Demonstracao: i = ii : seja {; € R qualquer ponto. Seja k£ a multiplicidade de f em
to, e seja [ a multiplicidade de g em ¢(ty). Para qualquer par de fung¢oes u,v : R — R
escrevemos u ~ v perto de ty para indicar que existem constantes A, B > 0 tais que
Alv(t)| < |u(t)] < Blo(t)], para t suficientemente proximo de to. Entao, f(t) — f(to) ~
(t—to)* proximo de tg e g(s) — g(é(tg)) ~ (s — ¢(to))! proximo de ¢(tg). Como gog = c- f,
isso implica que (t — t5)* ~ (s — ¢(ty))! proximo de ty. E como estamos assumindo que ¢
& bi- Lipschitz, segue - se que (t — to)* ~ (t — t)! perto de t,.

Portanto k = (.

ii = iii : Escolhendo-se qualquer ponto ¢ty € R. Suponha que f = cf tenha multiplicidade

k em ty. Existe um difeomorfismo analitico crescente u : I — (—¢,€) com ty € [ e uma
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constante p € R\ {0} tais que u(ty) = 0 e fou'(t) = a + pt* para |t| < € onde
a = f(ty) = gop(ty). Como estamos assumindo que ii) é valida, a multiplicidade de g no
ponto ¢(tg) também é k. Entao, como antes, existam um crescente difeomorfismo analitico
v:J — (—€,€) com ¢(ty) € J e uma constante o € R\ {0} tais que v(p(ty)) = 0 e
gov i (t) = a+ ot®, de |t| < €. Reduzindo o intervalo I, se é necessario, podemos
assumir que ¢(I) C J. Portanto, podemos escrever f o u='(tg) = g o v (4(t)), onde
b =vodoul: (—€,€) — (—€,€); e entdo segue que &(t) = vt, onde v = |§\%
dependendo se ¢ estd aumentando (sinal positivo) ou diminuindo (sinal negativo). Em
particular, isto mostra que gz~5 ¢ analitica. Portanto ¢|; = v 'o gE owu ¢ analitica; entao ¢
é analitica em ty. Como ty € R é arbitrario, segue-se que ¢ é uma funcao analitica. Para
mostrar que ¢! também é analitica, observe que ¢! : R — R ¢ uma funcao bijetiva
tal que fo ¢! = c7lg, condi¢ao satisfatoria (ii) com f e g trocados: a multiplicidade
de g em t ¢ igual a multiplicidade de f em ¢~1(t), para todo ¢ € R. Entdo, pelo que j
provamos, segue-se que ¢! é analitica.

iii — i: Suponha que ¢ é bi-analitica. Entao, em particular, ¢ ¢ um homeomorfismo ou
seja ¢ & monotono e lt‘linfm |p(t)] = 4+00. Além disso, pelo Lema , ¢ é uma funcao

semialgébrica. Seja f(t) = S0 ait’ e g(t) = S0, bit!, com ag, by # 0. Desde go¢p = c- f

e lim |¢(t)] = +oo, temos,
—+o00

[¢]
i () = (B) e ®

t t
Seja [, = tliin @ el = tlim @ Segue-se de equacao H que na verdade tem-se
—+oo ——00
ly,l_ € R\ {0} e|ly| =|l_|. (Observe que para obter esta tltima igualdade de equagao
(t t
(3]), use o fato de que d > 0). Pela regra de L"Hopital, lim ¢—<> =l, e lim m =1_.
t——400 1 t——o00

A existéncia destes limites na linha real estendida é garantida pelo fato de que ¢ é
semialgébrico entdo a regra de L’hopital pode ser aplicada). Por isso,tginoo|¢'(t)| =
tLiznoo |¢'(t)] > 0; entdo |¢'| pode ser continuamente estendido para uma fungio positiva
definida no espago compacto R U {oo} = P!(R). Portanto, existem constantes A; B > 0,
tais que A < |¢'(t)| < B, para todo t € R. Portanto ¢ é bi-Lipschitz. n

Dos dois tltimos lemas, segue-se que se as duas funcoes polinomiais f,g : R —
R sao equivalentes a Lipschitz, entao tém o mesmo grau e o mesmo nimero de pontos
criticos. A primeira afirmacao é justamente o conteido do Lema . A segunda afir-
macao é uma consequéncia imediata de Lema (2.3): se ¢ : R — R é um homeomorfismo
bi-Lipschtz tal que go ¢ = ¢ - f, para alguma constante ¢ > 0, entao ¢ induz uma corres-
pondéncia 1-1 entre os pontos criticos de f e os pontos criticos de g, porque preserva a

multiplicidade.
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Os proximos resultados fornecem critérios eficazes para determinar se quaisquer duas da-
das funcoes polinomiais nao constantes f, g : R — R, do mesmo grau, sao equivalentes a

Lipschitz. No Teorema(2.5)), abordamos o caso onde f e g ndo tém pontos criticos.

Teorema 2.5. Sejam f,g: R — R, sao fun¢oes polinomiais de mesmo grau d > 1. Se f
e g nao tém pontos criticos, entao f e g sao equivalentes de Lipschitz.
Demonstracao: Se f e g nao tém pontos criticos, entao ambos sao difeomorfismo bi-

1

analiticos. Portanto f = go ¢, onde ¢ = ¢~ o f & um difeomorfismo bi-analitico. Pelo

Lema (2.3, ¢ ¢ bi-Lipschitz. m
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3 RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo abordaremos as nocoes de polindmios quase-homogéneos, tri-
angulo de Holder e fungao altura. Estes conceitos e resultados sao essenciais para desen-
volvimento do préximo capitulo o qual tem como base Birbrair, Fernandes e Panazzolo
(2009).

3.1 POLINOMIOS QUASE-HOMOGENEOS

Seja K[z1; x9; ...; x,] 0 anel dos polindmios nas variaveis x1; zs; ...; , com coe-
ficientes no corpo K = R ou C: A cada variavel z; associamos um ntmero inteiro positivo
w;; chamado peso de x;:

Definicao 3.1. Um polinomio f(x) = Y azz{*...x% em Klzy;...;x,] € dito homogéneo
acl
de grau d se todos seus monémios tém grau d. Isto é, se f(x) = > auaft..z%

aclICN™ e
entao ay +as + -+ a, =d, Va € I com a, # 0.

Definigao 3.2. Um polinémio p(x,y) € homogéneo de grau d se

d
flay) =D aay*
a=0

Por exemplo, os polindmios homogéneos de grau < 2 tais que o, € sempre 1 sao:
flzy)=1

fley) =a+y

flz,y) = 2" +ay +y?

Note que binémios de Newton sao também polindmios homogéneos:

flay) = (x+y)* = 2% + 22y +y°

flay) = (@+y)? =0, (1) z"y"

Exemplo 3.1. f(z,y) = 2 — 2y* + 3* é homogéneo de grau 3.

Definicao 3.3. Um polinémio f(z) = > azzi*..a% em K|zy...x,] € dito quase-homogéneo
a€l
de grau d com rela¢ao ao pesow = (wy, w1, ..., wy) Sew-a = (w1-a1+wa-ag+...+wp-a,) = d

Vael C N™

Exemplo 3.2. O polinémio,
flz,y,2) = 2%y% + 2ty + y3 + 2y2® + 26,
¢ quase-homogéneo com pesos w = (1,2,1) e de grau d = 6.
Observagao 3.1. Muitas vezes usamos a notagdo d = deg,(f) e as vezes omitimos w.
Um polinémio quase-homogéneo como na observacao anterior é dito quase-homogéneo do

tipo (wy, ...wp;d) ou (w;d).
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Proposicao 3.1. Fizado o peso w = (wi,...,wy), seja Sqg = { os polinémios quase-
homogéneos de grau d com rela¢io ao peso (wy,ws, ...,w,)} U {0}. Entdao Sy é um espago
vetorial sobre K.

Demonstracdo: Dados f(z) = 3 azd..x% e g(z) = 3 Bpab’..alr e r € K tem-se que

h(z) = f(z) +r-g(x) =3 agrf..x% + 3 a2l & claramente quase-homogéneo do
tipo (wy, ..., wy; d). Portando temos que h € Sy. n
Proposicao 3.2. Um polinémio f(z) € Kz, ..., x,] quase-homogéneo do tipo (wy, ..., wy,; d)
se, e somente se, f(tx) = f(t' 2y, ..., t“"x,) = t2f(z), onde (tx) = (@1, ..., t“"2,).
Demonstragao: ={ Se f e quase-homogéneo do tipo (w,d), entdo, ajw; + ...a,w, = d,
Va = (ay,...,a,) € I. Logo: f(tx) = f(t 1, ..., t"x,) = Y ag(t x)™...(tx,)" =
ST qattertetantn g1 pan — 4d N7 82" = tdf ().

k= f(tr) = tf(z) = > au(tra) . (trx, )™ = 1Y agzft...a% =
tawrtetanen — 4d gt — i aq + ... +wya, = dVa € 1. = f(x) é quase-homogéneo do tipo
(W1 ooy d). [
Definigao 3.4. Seja 5 um nimero racional positivo. Dizemos que o polinémio F(X,Y)

¢ B-quase homogéneo de grau d se para todo t > 0 temos:
F(tz, t%y) = t"F(z,y),

tal que (z,y) € R?.

Exemplo 3.3. O polinémio F(x,y) = 2% + zy* é 4-quase-homogéneo de grau 8.
De fato, F(t'z,ty) = (t*z)? + t'z(ty)* = t3(2* + zy*) = °F(z, y).

3.2 TRIANGULO DE HOLDER

Definicao 3.5. O tridngulo de Holder T C R2 ¢ um conjunto semialgébrico definido de
sequinte forma:
Ty ={(z,y) eR*: 0< 2,0 <y <2},

Onde [ ¢ um niumero racional positivo.

Definicao 3.6. Dizemos que um polinomio F(x,y) € admissivel em relagdo a Ts se a
fronteira 0Tz é um subconjunto de {(x,y) € R* : F(x,y) = 0}.

Definicao 3.7. Um polinomio F(x,y) € reduzivel em Ty se F(x,y) é admissivel em
relagio a Ty e F(x,y) # 0 para todos (z,y) € int(Ts).

Definicao 3.8. Dois polinomios F(z,y) e G(x,y), admissiveis em relagio a Ts, sio ditos
R semialgebricamente Lipschipz equivalentes em Tg se existir um germe de homeomor-
fismo bi-Lipschitz semialgébrico ® : (Ts,0) — (T4,0) tal que F = G o ®.
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Definicao 3.9. Dois polinomios F'(z,y) e G(x,y) admissiveis em relag¢io a Ts, sdo semi-
algebricamente Lipschitz equivalentes em relacao Tg se existir um germe de homeomor-
fismo bi-Lipschitz semialgébrico ® : (Ts,0) — (T4,0) e um homeomorfismo bi-Lipschitz
semialgébrico | : [0,€) — [0,¢€) tal que [(0) elo F =Go®

Observacao 3.2. Uma aplicacao é dito semialgébrico se seu grafico € um conjunto semi-

algébrico.

3.3 FUNCAO ALTURA

Seja F(z,y) um polinémio reduzido f-quase homogéneo em Tpz. A funcdo
altura f associada a F ¢é a restricdo de F' ao conjunto de Tz definido por {(z,y) €
Tz : x = 1}. Uma fungdo de altura pode ser considerada como uma fungido polinomial
f:0,1] — R tal que f(0) = f(1) =0.

Dizemos que duas fungoes tais que f, g : [0,1] — R sao lipschitz equivalentes
se existem um homeomorfismo bi-lipschitz ¢ : [0,1] — [0, 1] e uma constante positiva ¢
tal que ¢ f = go¢.

Lema 3.1. Sejam f,g : [0,1] — R duas fungées polinomiais. Seja ¢ : [0,1] — [0,1]
um homeomorfismo tal que f = go ¢. Se g € uma funcdo nao constante, entdo ¢ €
semialgébrico.
Demonstracao: Seja

O=th <ty <..<t,=1,

uma parti¢ao [0, 1] tal que g € mondtono em cada subintervalo [t;, t;11]. Suponha que ¢
seja um homeomorfismo positivo. Neste caso, temos

0=s50<s1<... <5, =1,

seja uma particdo do intervalo [0, 1] tal que ¢(s;) = t;. Entdo, em cada subintervalo
(84, 8i41] temos ¢ = g1 o f. Como f e g sdo polindémios, vemos que g~' o f é uma funcao

semialgébrica. No caso em que ¢ é negativo homeomorfismo é semelhante. [
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4 RESULTADO PRINCIPAL

Neste capitulo estudaremos o Teorema Principal deste trabalho para o qual
usaremos como ferramentas os contetidos trabalhados até aqui. Neste sentido, seria bom
o leitor ler as preliminares, pois serao as principais ferramentas para demonstracao do

Teorema.

Teorema 4.1. Seja 3 > 1 um ndmero racional. Dois polindmios B-quase homogéneos
reduzidos em Tg sao R-semialgebricamente Lipschitz equivalentes se, e somente se, eles
tém o mesmo grau e as funcoes altura correspondentes sao Lipschitz equivalentes . Além
disso, esses polinomios sao semialgebricamente Lipschitz equivalentes em Tg se, e somente
se, eles sao R-semialgebricamente Lipschitz equivalentes em Tpg.

Demonstracao: Sejam F(x,y) e G(z,y) dois polinémios S-quase homogéneos reduzidos
em Tz de grau d. Suponha que as func¢oes altura f e g correspondentes sejam Lipschitz
equivalentes. Pelo Lema , existe uma constante positivo ¢ € um homeomorfismo
bi-Lipschitz semialgébrico ® : [0,1] — [0, 1] tal que ¢ f = g o ¢. Seja (z,tz”) um ponto
de Tj3. Definindo

O (z, ta”) = (A, ¢(t)(\x)?), (4)

onde A = ¢~!. Claramente, ® é semialgébrico. Como c- f = go ¢, temos G o ®(x, ta’) =
GO, o) (Aa)?) = [(A0)'G(1 (0] = (a)lg(o(D) = (a)ief(t) = a)leF(1,t) =
cA2lF(1,t) = cAF(z,t2?) = F(x,t2?), ou seja, F = G o ® em Tsz. Por outro lado,
a aplicagao inversa de ® pode ser construida da mesma forma como em , e concluimos
que ® é homeomorfismo bi-Lipschitz semialgébrico. Vemos que F' e G sdao R - semialge-
bricamente Lipschitz equivalente em Ty e, portanto eles sao semialgebricamente Lipschitz
equivalente em Tpg.

Suponha agora que existe um germe de homeomorfismo bi-Lipschitz semialgé-
brico ® : (Ts,0) — (Ts,0) e um homeomorfismo bi-Lipschitz semiagébrico [ : C' — (0, ¢€)
tal que [(0) = 0eloF = Go®. A aplicacdo ® pode ser escrito na forma ®(z,y) =

(o1(x,y), p2(x,y)). Dois casos sdo possiveis.

Caso 1: ®(z,0) = (p(2),0) e ®(z,2%) = (§(z), [6(x)]?).

Caso 2: ®(x,0) = (6(z),[6(2)]?) e ®(z,2°) = (p(x),0).

Primeiro, estudamos o caso 1. Considere v,(x) = (z,tz") onde t € [0, 1].
)

Proposicao 4.1. O germe da curva ®(v(z)) em 0 pode ser apresentado da sequinte

O (1(x)) = Az +11(t,2), (Ax)a(t) + ra(t, 2)),

o ro(t, )
onde lim

a0t T a0t P
de t.

~~

= 0. Além disso, o valor A\ nao depende da escolha
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Demonstracao: Como ® é um homeomorfismo bi-lipschitz semialgebrico, segue que

r(t,x
O1(1(x)) = Ax + ri(t,z) com A # 0, onde lim+ (o)
z—0 X
Lipschitz, temos uma constante positiva k tal que,

= 0. Em seguida, como @ é

|®(2,0) — ®(z, t2®)| < k- [(z,0) — (z,tz")| = ktz”.
Como ®(z,0) = (Aox + 0(2),0) e 5 > 1, concluimos que A = \g. Por outro lado,
po(x, tz?) < |®(x,0) — B(z, taP)| < ktaP.

Como ¢, é uma funcao semialgébrica, vemos que ¢y(v,(7)) = a(t)(Az)’ +o(2”). Que prova

Proposicao. [

Proposicao 4.2. A func¢ao a(t) é Lipschitz.

Demonstragao: Considere duas curvas 7; e s

@ ((x)) = D(vs(2))] < klt — s]2”.

Portanto,
|P2(7(2)) — Pa(vs ()| < Kt — s\xﬁ.
Mas,
$2(1e(2)) = a(t)Na” + o(”).
Como,

la(t)N 2P — a(s)N28| = NP2P|a(t) — a(s)| < 2k|t — s|2”,
para x > 0 suficientemente pequeno. Portanto,
2k
la(t) — a(s)| < 5t = sl.

Proposicao 4.3. Sejam f e g as funcgoes altura correspondentes a F e G. Entao, existe
um nidmero positivo ¢ tal que ¢+ f = goa, onde a € a funcao definida acima.

Demonstracao: Como F' é [-quase homogéneo, temos
e f(t) = 2 F(1,t) = F(x, ta”),

onde dF ¢é o grau de f-quase homogeneidade de F'. Como F' e GG sao semialgebricamente
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Lipschitz equivalente, pelas proposigoes [4.1] e temos:
I(F(z,t2")) = G(®(x, tz”)) = Gz +ri(t, ), (Ax)Pa(t) + ro(tz))

t t
e como lim r(t, z) =0e lim ra(t, 7)
=0+ T e—0+ P

o(x?)).

Para u suficientemente proximo de 0, temos l(u) = ¢u + o(u), pois [ é um germe de

=0, entdo [(F(x,t2?)) = G(Az+o(x),a(t)(\x)’ +

homeomorfismo bi-Lipschitz semialgébrico, onde ¢ é uma constante positiva. Portanto

~ dF dF\ _ \dG_dG o(z) o(z”)
cx™ F(1,t) + o(z™) = X G(1+v,a(t)+w ,
onde dG é o grau [-quase homogéneo de GG. Claramente, dF' = d = dG. Agora, passando

ao limite quando z — 0T, obtemos

EF(1,t) = MG(1,a(t)).

<

Ad
Agora finalizaremos a prova do Teorema. Como F e GG sao semialgebricamente

Tomando ¢ = obtemos a proposigao. [
Lipschitz equivalentes, temos que [7!G = F o ®~! onde &~ = (41, 1),). Pela Proposicao
.1} @7'(ys(x)) pode ser escrita na seguinte forma:

®~(s(5)) = Az + o(x), (M) a(s) + o(z?)).

Claramente A = AL,
Pela Proposigio (4.2), a(s) é uma fungdo Lipschitz. Pela proposigao 4.3} temos ¢~tg =

! isso significa que a e a sdo aplicacoes bi-lipschitz.

foa. Assim, a =a~
Usando os mesmos argumentos, podemos provar o resultado no caso 2.
Provamos que se F' e GG sao semialgebricamente Lipschitz equivalentes, entao

as funcoes altura correspondentes sao Lipschitz equivalentes. Mas também provamos

que a equivaléncia Lipschitz de funcoes altura implica R-semialgebricamente Lipschitz

equivalente de F' e (G. Essas afirmacoes concluem a prova do Teorema. [

4.1 SIMBOLOS DE MULTIPLICIDADE

Definicao 4.1. Um simbolo de multiplicidade (a,p) consiste em uma sequéncia finita
ap, a, - ,a, de nimeros reais pertencentes ao intervalo [0,1] e uma fun¢ao

p:{0,1,--- . p} = Zy que satisfazem as seguintes condigoes:

(1) a; =0 se, e somente se, i € {0,p};

(2) a; # a1 para todo i =0,1,--- p—1;

(8) Se a;_1 < a; < ajy1 ou a;_1 > a; > a1, entao u(i) € um nimero par;
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(4) Se a;—1 < a; e a; > a;41 ou a;i—1 > a; € a; < a1, entao (i) € um ndmero impar;
(5) p(i) pode ser igual a zero apenas para i =0 ou para i =p
(6) Existe 0 < i < p tal que a; = 1.
Seja f :[0,1] — R uma fun¢do analitica ndo negativa tal que f(0) = f(1) =0
e f(t) > 0 para t € (0,1). Um simbolo de multiplicidade associado a f é construido da

~ t

seguinte maneira. Seja f(t) = L()f)’ onde max(f) = max{f(t) : t € [0,1]}, e seja
ax

t1,- -+ ,tp—1 a sequéncia de todos os pontos criticos de f pertencentes a (0,1). Seja to =0

e t, = 1. Coloque a; = f(tl) e seja (i) a multiplicidade de f no ponto t;. Defina a = (@;);.
Claramente, (a,p) é um simbolo de multiplicidade. Neste caso, (a,u) é chamado de

simbolo de multiplicidade correspondente a f.

Teorema 4.2. Duas fun¢des polinomiais f,g :[0,1] = R tais que f(0) = g(0) = f(1) =
g(1) =0,f(t) >0 eg(t) >0 parat e (0,1), sio Lipschitz equivalentes se, e somente se,
0s stmbolos de multiplicidade correspondentes sao iguais. Além disso, se os simbolos de
multiplicidade correspondentes [ e g sao iguais, entdo f e g sao C°— equivalentes.
Demonstracao: Seja (a, 1) o simbolo de multiplicidade correspondente a f e g. Considere
a particao

O=th <ty < - <tp1 <tp=1,

do intervalo [0, 1] tal que ty,--- ,t,_1 sdo pontos criticos de f em (0,1). Seja
0=150 <81 < <51 < 8p,

seja uma particdo semelhante de [0, 1] correspondente a g. Definimos uma funcdo ¢ :

[0,1] — [0, 1] da seguinte maneira:

¢|[ti7ti+l] = §_1|[ai7ai+1} © f|[ti,ti+1}'

Claramente, ¢ é uma funcao analitica. Pelos resultados classicos sobre Ax— singu-

[titita]
laridades , ¢ é uma funcao C'*° perto de cada t;, pois a multiplicidade de f em t; é igual
a multiplicidade g em s;. Por construcao, ¢ é uma funcao monoétona e f =gog¢em [0,1].
Portanto, f e g sao Lipschitz equivalentes.

Suponha agora que f e g sao Lipschitz equivalentes, isto é, ¢- f = g o ¢ para
alguma constante positiva ¢ e um homeomorfismo bi-Lipschitz ¢ : [0,1] — [0,1]. E claro
que f = jo¢em [0, 1].

Agora, do Lema concluimos que ¢ ¢ semialgébrico. Como ¢ é um
homeomorfismo bi-Lipschitz, vemos que se ti,---,t,_1 sao pontos criticos de f, entao
o(t1), -+, ¢(t,—1) s@o pontos criticos de g. Como ¢ é um homeomorfismo bi- Lipschitz,
segue-se que para todo t;, a multiplicidade de femt; é igual a multiplicidade de g em

¢(t;). Portanto, f e ¢ tém o mesmo simbolo de multiplicidade. [



40

Usando os resultados obtidos, chegamos ao seguinte Teorema de classificacao:

Teorema 4.3. Seja f > 1 um nimero racional. Dois polinémios B— quase-homogéneos
reduzidos em T sao semialgebricamente Lipschitz equivalentes se, e somente se, eles tém
0o mesmo grau e os simbolos de multiplicidade das funcoes altura correspondentes sao
1GUGLS.

Demonstracao: Sejam F' e GG dois polinémios S-quase homogéneos reduzidos em 7. Pelo
Teorema , o spolinomios tem o mesmo grau d e as funcoes altura correspondentes
f e g sao Lipschitzes equivalentes. Do Lema e do Teorema os simbolos de
multiplicidade das funcoes altura f e g sao iguais. Reciprocamente, sejam f e g as fungoes
altura correspondentes aos polinéomios F' e G S-quase homogéneos reduzidos em T3 com o
mesmo grau d. Suponhamos que os simbolos de multiplicidade das funcoes altura f e g sao
iguais. Pelo Teorema as funcoes f e g sao Lipschitz equivalentes e pelo Teorema

os polindmios F' e G sao semialgebricamente Lipschitz equivalentes. [
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho, revisamos o conceito de aplicacoes suaves, germes de funcoes
e algumas relacoes de equivaléncias importantes. Além de termos trabalhado com a
equivaléncia Lipschitz das funcoes polinomiais de uma variavel. Abordamos também os
conceitos de conjuntos, algébricos e semialgébricos.

No terceiro capitulo falamos de alguns conceitos e resultados auxiliares como
por exemplo, Polinomios quase-homogéneo, triangulo de Hélder e funcao Altura.

Finalizamos o trabalho demonstrando a relacao que existe entre dois polino-
mios [-quase Homogéneo reduzidos no 73 com mesmo grau d e os Simbolos de Multipli-
cidade das fungoes Altura correspondentes.

Enfatizamos a importancia do estudo de germes de fungoes com énfase na clas-
sificacao Lipschitz de fun¢oes, em particular classificacao Lipschitz de func¢oes no triangulo
de Holder. Dessa forma, esperamos que este trabalho sirva de fonte de pesquisa para os

discentes interessados no assunto
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