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“Tudo tem o seu tempo determinado, e ha
tempo para todo o proposito debaixo do céu.”
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RESUMO

Neste trabalho, iremos tratar sobre a classificacao de pontos criticos, tais classificacoes
decorrem de um dos problemas centrais da Teoria de Singularidades. Podemos dizer que
singulariade é algo singular, ou seja, que remete & ideia de algo raro, que seja tnico.
Na matemaética quando se estuda funcgoes, essa questao se apresenta facilmente, onde é
visto como descrever estas funcoes a partir dos seus pontos criticos. Uma consequéncia
direta que se pode ter nesse estudo é a respeito de como o grafico de uma determinada
funcao se comporta e em particular ¢ uma ferramenta para a busca na localizacao de
valores méaximos e minimos em funcoes. J& na pratica ocorrem em situacoes que exigem
encontrar a solu¢do para se maximizar ou minimizar alguma coisa, esta dltima aplicacao
por sua vez ¢ mais conhecida como problema de otimizacao que quer dizer, encontrar a
melhor maneira para se obter algo.

Palavras-chave: Classificagao. Otimizacao. Pontos Criticos.



ABSTRACT

In this work, we will deal with the classification of critical points, such classifications
stem from one of the central problems of the Theory of Singularities. We can say that
singularity is something singular, that is, it refers to the idea of something rare, that is
unique. In mathematics when studying functions, this question presents itself easily, where
it is seen how to describe these functions from their critical points. A direct consequence
that can be had in this study is about how the graph of a given function behaves and in
particular it is a tool for the search in the location of maximum and minimum values in
functions. In practice, however, they occur in situations that require finding the solution
to maximize or minimize something, this last application in turn is better known as an
optimization problem, which means finding the best way to obtain something.

Keywords: Classification. Optimization. Critical Points.
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1 INTRODUCAO

Um dos mais produtivos e atraentes ramos da matemaética nos dias atuais, é
a Teoria de Singularidades. A Teoria de Singularidades nao é uma teoria no sentido axio-
matico usual. Na verdade, é precisamente sua dimensao abrangente, suas vagas fronteiras
e suas interacoes com outros ramos, nao s6 da matematica, mas da ciéncia em geral que
a tornam tao atraente.

E comum se pensar que a Teoria de Singularidades é um descendente direto
do Calculo Diferencial e uma vez que este é ferramenta, por exceléncia, para se estudar
fisica, equacoes diferenciais e a geometria de curvas e superficies é de se esperar que a
Teoria de Singularidades tenha aplicagbes nestes ramos.

De certa forma, a Teoria de Singularidades é uma extensao de vasto alcance do
estudo de funcoes em pontos de méximo e minimo, neste caso as funcoes sao substituidas
por familias de funcoes.

Hoje a Teoria de Singularidades é uma das sub-areas mais desenvolvidas da
matematica e ainda muito tem a ser feito, além disso, esta teoria possui diversas aplicacoes
em variados campos, como por exemplo, fisica e robédtica.

A melhor maneira de se introduzir a Teoria de Singularidades é mostrando em
acao uma situagao concreta, onde nao ha davida sobre o que esté ocorrendo e também que
requeira um minimo necessario de conhecimento prévio, como por exemplo, em algumas
situagoes geométricas que de uma maneira conveniente serao introduzidas.

Como bem explica Sena (2016), na mateméatica, ha muitas singularidades.
Uma singularidade é, por exemplo, o que acontece em situacoes como a “divisao por
zero’. A singularidade marca um ponto de transicao entre dois dominios, ou dois mundos,
num ponto ou instante.

A palavra Singularidade é uma no¢ao que tem a sua origem no vocabulo la-
tino: Singularitate. Trata-se do estudo das caracteristicas daquilo que é singular: pouco
frequente, fora do comum, ou extraordinario. A singularidade, por conseguinte, é a qua-
lidade que distingue algo de outras coisas do mesmo género. Ela pode ser descrita entao
como a qualidade que uma pessoa ou ser vivo pode possuir para diferenciar-se do restante
de seus semelhantes. Por exemplo, podemos falar de singularidade de uma planta que
apresenta um tipo de caracteristica diferente do restante do seu tipo, ou de um animal
que, por exemplo, em vez de ter uma cor, apresenta uma tonalidade diferente. No caso
do ser humano, o conceito de singularidade é muito mais complexo, uma vez que pode ser
atribuido as caracteristicas fisicas, bem como aos tracos da personalidade e ai o limite é
muito subjetivo e dificil de estabelecer.

No estudo de aplicacdes f: U — R, onde U é um aberto do R™ e f é de classe
C°, este conceito aparece naturalmente. Diremos que um ponto x € U é um ponto critico

de f se a matriz das derivadas parciais calculadas nesse ponto x nao tem posto maximo.
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O objetivo inicial da Teoria de Singularidades foi justamente estudar esses pontos criticos
e suas imagens por f, que sao chamadas de singularidades de f. Este estudo teve como
primeiro objetivo obter uma classificacao dessas singularidades.

O que seria classificacao? A classificacao é a acao e o efeito de classificar
(ordenar ou dispor por classes). A classificagao biologica, por exemplo, é a Tazonomia.
No seu sentido mais lato, trata-se da ciéncia da classificacao, que consiste em ordenar os
organismos em um sistema de classificagdo composto por hierarquia de grupos taxondomi-
cos. O principal objetivo da taxonomia é organizar a arvore filogenética em um sistema
de classificacdo. A classificacao periddica, por sua vez, é aquela que corresponde a tabela
peridédica dos elementos. Esta é uma organizacao que, atendendo a diversos critérios,
distribui os distintos elementos quimicos de acordo com certas caracteristicas. A tabela
costuma ser atribuida a Dimitri Mendeleiev, quem se lembrou de ordenar os elementos
com base na variacao computacional das propriedades quimicas.

Visto um pouco da aplicabilidade da classificacdo, agora estamos interessado
em analisar o comportamento das funcoes em seus pontos criticos, fazendo uso de ferra-
mentas que permitem essa analise.

No capitulo 2, deste trabalho apresentamos algumas preliminares que servem
como base para a tematica central do trabalho, a saber, Derivadas Parciais, Derivadas
Direcionais, Funcoes Diferenciaveis e Séries de Taylor. Toépicos estes que se relacionam
com a classificacao buscada no capitulo seguinte.

No capitulo 3, abordamos sobre a teoria de pontos criticos, com resultados
importantes na classificacao de pontos criticos. Com enfase para a classicacao via Lema
de Morse para os casos em que os pontos criticos sao nao degenerados e mencionando o
resultado do Splitting Lemma para os casos em que os pontos criticos sao degenerados.

Ainda no capitulo 3, tratamos de algumas aplicacoes que surgem diretamente
quando tratamos sobre pontos criticos de uma funcao, que sao os problemas de otimizacao,
onde os mesmos sao capazes de evidenciar através de problemas do cotidiano situacoes

que recaiam em comportamneto de maximos e minimos de uma funcao.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, abordamos alguns topicos que servem como base tebrica para o
estudo central do trabalho, tomando como norte, principalmente as obras de Lima (2015])
e Apostol (1988)).

2.1 DERIVADAS PARCIAIS

Ao nos depararmos com o estudo de funcoes reais de n variaveis, ou seja,
definidas em subconjuntos do espago R", e para essas fungoes buscarmos uma nocao de
derivada que tenha propriedades similares as da derivada de uma funcao definida em um
intervalo, a idéia mais comum que se apresenta é a de “derivada parcial”, que exibiremos
agora.

No momento de deriva¢do, onde se andlisa o acréscimo f(a + h) — f(a) da
funcao f com o acréscimo h dado ao ponto a, o mais conveniente para o dominio de uma
funcao ¢ considerarmos um subconjunto aberto U C R”™ pois, neste caso, dado a € U,
tem-se ainda a + h € U para todo acréscimo suficientemente pequeno h.

Dessa forma apresentaremos a seguinte definicao:

Definicao 2.1. Seja, f: U — R uma funcao real, definida em um subconjunto aberto
U C R™. Dado o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a (onde 1 < i < n)

é o seguinte limite:

quando esse limite acima existe. Em alguns casos, também se usa a seguinte notacao
dif(a).

Observacgao 2.1. O uso da notagao f, ﬁ, etc. O
ox; Oyi~ Oz

que importa nestas notacoes nao ¢ o “nome” da variavel, que tanto pode ser x, como y ou

terd o mesmo significado que

z, etc, mas sim o que ela representa. O importante na verdade é o indice ¢: que faz mencao
a derivada de f em relacao a sua i-ésima variavel, independente de qual seja o simbolo

usado para indicé-la. Com mais rigor, a melhor notagao para se referir a i-ésima derivada

parcial é 0, f, porém adotaremos para manter a notacao que ¢ mais tradicional na

7
literatura, também pelo aspecto visual e ainda pelo fato de que com esta notacao se torna
mais natural certas formulas, como por exemplo a Regra da Cadeia.

Na verdade, quando estamos trabalhando nos espacos de dimensdes menores
adotamos as letras x, y e z para simbolizarmos as direcoes e fazemos uso da notacao com
o indice 7 para os casos das fungoes de muitas variavéis, a fim de facilitar a compreensao e
por conveniéncia ja que a quantidade de letras para ser usadas como simbolo sao limitadas.

Na situacdo em que U C R?, uma funcao f: U — R é o que se chama uma

“funcado real de duas variaveis reais”. Escrevemos f(z,y) para designar o seu valor no ponto
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z = (z,y). Assim, sendo as derivadas parciais de f em um ponto qualquer ¢ = (a,b) € U

podem ser representadas por %(C) e %(c), em vez de g—i(c) e g—mj;(c) Que sao os

seguintes limites:

O (o) =y L2 LH) = Jlab) OF v, Jlabt ti — flab)

8_x t—0 t ¢ 8_y t—0

De modo analogo, podemos estender para o caso em que U C R?, uma funcao
f U — R é& uma “funcao real de trés variaveis reais”. Seu valor em um ponto qualquer

p = (x,y, z) se escreve f(z,y, z) e suas derivadas parciais no ponto ¢ = (a, b, c) podem ser

denotadas como %(q), 6_3/((]) e %(q), e assim temos os limites abaixo:
g_i(q _ ll_{% f(a—i—t,b,ci— f(a,b,c)7
%(q) - lim f(a,b—i—t,c])j — f(a,b,¢)
Z—Q@ . f(a,b,c%—ti—f(a,b,c)'

Tendo em vista os dois casos mais simples, podemos estender essa mesma
nocao ao caso mais geral, com a seguinte definicao:
Definicao 2.2. Seja f: U — R definida no aberto U C R™. Dados o ponto a € U e o
inteiro ¢ € [1,n], a imagem do caminho A\: R — R", A(t) = a + te;, é o que se chama “a
reta que passa por a e é paralela ao i-ésimo eixo”.

Veja que A(0) = a. Como U é aberto, existe ¢ > 0 tal que —¢ < t < ¢ =

At) = a+te; € U. A i-ésima derivada parcial de f no ponto a é a derivada, no ponto
0

t =0, da funcao fo A: (—¢,¢) = R, ou seja, a—f(a) = (f o A)'(0). Podemos dizer que f,
x.

(]
quando restrita ao segmento de reta aberto J = (a — €e;, a + €¢;), torna-se uma funcao

real, f(a + te;), da variavel real t e (a) é a derivada dessa fun¢do no ponto ¢t = 0.

ox;

No caso, em que n = 2, o g;émﬁco de f & uma superficie em R3 e a restricao de
f ao segmento de reta que passa pelo ponto ¢ = (a,b) e é paralelo ao eixo das abcissas
tem como grafico a curva plana obtida nessa superficie fazendo y constante, igual a b.
Logo g—x(c) ¢ a inclinacdo da reta tangente a essa curva, no ponto P = (a,b, f(a,b)),
relativamente ao plano horizontal.

De modo geral, o calculo da i-ésima derivada parcial de uma funcao real
f(xy1,...,x,) & feito considerando todas as varidveis como se fossem constantes, exceto
a i-ésima, e aplicando as regras ja conhecidas de derivacao com respeito a essa i-ésima

variavel.
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Figura 1 — Derivada parcial
z

Fonte: Proéprio Autor (2022).

O comportamento da i-ésima derivada parcial ao longo de um segmento de
i

reta contido no dominio de f e paralelo ao i-ésimo eixo dé informacoes sobre o crescimento
de f ao longo desse segmento. Assim, por exemplo, se f: U — R estd definida em

U C R? se o segmento de reta J = {(a,t);0 < ¢ < 1}, paralelo ao eixo dos y, esta
contido em U e, além disso ——(2) >0V z € J, entdo f é crescente sobre J, isto é,
0<s<t<1= f(a,s) <f(a,1%).

Nesse mesmo contexto, dizemos que uma funcao f: U — R ndao depende da i-
ésima varidvel quando, dados a = (ay,...,a;—1,%,Gi11,...,a,) € b= (ay,...,a;_1,Y,ait1,
Aiy2,-.-,a,) em U, tem-se f(a) = f(b). Em outras palavras, se a,b € U com b = a + te;
entao f(a) = f(b).

Definicao 2.3. Um conjunto U C R"™ é chamado de ¢-convero quando dados a,b € U,
tem-se a seguinte ocorréncia b = a + te; = [a,b] C U.
Resulta das defini¢oes acima a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1. Sejam U C R™ um aberto i-convexo e f: U — R™ uma funcao tal que

3 (x) =0 para todo x € U. Entao f € independente da i-ésima varidvel.
L

Demonstragao: De fato, se a,b € U com b = a + te;, entdo a fungdo &: [0, — R,
definida por £(s) = f(a + se;), possui derivada &'(s) = g—i(a +se;) =0V s e [0,t], logo
é constante, e assim f(a) = £(0) = &(t) = f(b). ]
No plano, diz-se horizontalmente, ou wverticalmente, convero, em vez de 1-
convexo e 2-convexo, respectivamente.
Exemplo 2.1. Seja X = {(z,0) € R?; x > 0} o semi-eixo positivo fechado das abscissas.
O aberto U = R? — X & horizontalmente (mas nao verticalmente) convexo. A fungio
f: U — R, definida por f(z,y) = 2? quando z > 0, y > 0 e f(z,y) = 0 quando z < 0 ou

y < 0, possui derivada parcial = = 0 em todos os pontos de U, mas f nao ¢ independente

dy

da segunda varidvel, y, pois se tomarmos z > 0, y > 0, teremos f(z,y) = 2> > 0 e



17

f(xv _y) = 0.

Percebe-se que as derivadas parciais por si s6 nao permitem conclusoes a cerca
do comportamento “n-dimensional” da funcao. Por exemplo, a existéncia de todas as
derivadas parciais em um ponto nao implica a continuidade da funcao nesse ponto, como

é o caso da funcao que veremos a seguir.

Y se (x,y) # (0,0)
, T,y ,
Exemplo 2.2. Seja f: R? — R definida por fle,y) = z? + y?

0, se (z,y)=(0,0) .

So 2 = (29) a0 ¢ a origem, temos X (2.) = L= o Oy D2
e 2 = (x,y) nao é a origem, temos —(x,y) = ———55 € —(L,Y) = ———=—. Na
Y g ox Yy (1‘2 + y2)2 ay Yy (l’2 + y2)2

origem, vale:

5_f<0’0> iy [0 = F0,0) 6_f(070> o J0.0) — £(0,0)

or t—0 t dy t—0 t =0.

Dessa forma, f possui derivadas parciais em todos os pontos do plano, e ainda
T Y

V2 +y2 e+ P
cos #-sen 6, onde 6 é o angulo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a semi-reta

assim, f é descontinua na origem. Se x*+y?* # 0, entao f(z,y)

que passa na origem e contém o ponto (x,y). Ao longo de cada uma dessas semi-retas,
f(z,y) tem valor constante, dependendo da semi-reta, logo ndo existe lim f(z,y) na

origem.

Figura 2 — Gréafico da funcao f

/]

N ’ (1Lt

[/
N 177
N
Fonte: Proprio autor (2022).

2.2 DERIVADAS DIRECIONAIS

Observando o fato de que as derivadas parciais, desacompanhadas de hipoteses
adicionais, fornecem apenas informacoes sobre a funcao ao longo de retas paralelas aos
eixos, podemos estender a nogao de derivada a outras direcoes além dessas. A esse estudo
com mais direcoes é o que nos leva ao importante conceito de derivada direcional.
Definicao 2.4. Sejam f: U — R definida no aberto U C R", a € U ev € R". A derivada

direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, é, por definicao, o seguinte limite:
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quando esse limite acima existe.
Vale salientar entao que as derivadas parciais tornam-se casos particulares das

derivadas direcionais:

of ,\_ 9f

(a) = =—(a) = derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor e;.
8$i 861-

A derivada direcional —f(a) é a derivada, no ponto t = 0, da funcdo composta
foX:(—e,e) = R" onde A\: (—e,6) — R™ é o caminho retilineo, \(t) = a + tv, para o
qual se tem A(0) = a e N'(t) = v para todo ¢t. Aqui, € > 0 é escolhido tdo pequeno de
modo que a imagem de \ esteja contida em U.

0
A fungao f do Exemplo possui as derivadas direcionais —f(O, 0) para v =

ov

(cr,0) ou v = (0,3), as quais sao nulas, mas, se tomarmos v = (a, ), com «a e 3 # 0,

veremos que nao existe —f((), 0) pois, temos:

ov

of L 1 ta -t BT a—ﬁ
900 = Gap+ @ e+ )

e o ultimo limite acima, nao existe.

- of . . :
Em nossa definigao de 8_f nao supomos |[v| = 1. Admitimos que v € R" seja
v

um vetor arbitrario porque desejamos que —— dependa linearmente de v. Vejamos se isto

ov

realmente ocorre. Em primeiro lugar, se a # 0 € R entao, existe em um ponto

(aw)

a € U se, e somente se, existe 9 e, no caso afirmativo, temos:
v

@) i FO )~ F@) o flatten) < fa) _ 0f

J(av) t—0 t 50 for ey (a).

. . o 0
Por outro lado, o exemplo abaixo nos mostrara que a derivada direcional 8_f
v
pode existir em todos os pontos do dominio de f, segundo todos os vetores v € R", sem

que se tenha necessariamente a seguinte ocorréncia:

of
d(v+w)

@ =)+ L.

I’y2

— se (x, 0,0
Exemplo 2.3. Seja g: R? — R definida por g(z,y) = { * +¢° (z.9) # ) Por

0, se (x,y)=(0,0)
um calculo direto, a partir da definicao, é possivel mostrar que existem as derivadas dire-
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.. 0 .
cionais a—g em todos os pontos de R? segundo qualquer vetor v = («, ). Em particular,
v

na origem, temos:

99 oy _po 9t tB) o
T
9y ]

)
Evidentemente, para a = (0,0) nao vale m(a} = a—i(a) + S (a).
A funcao g do Exemplo é continua em todos os pontos do plano. Isto
é claro em R? — {0}. Na origem, basta observar que g(x,y) = y - cos 0 - sen 6. Logo

limog(x, y) = 0.

T, y—

Figura 3 — Grafico da funcao g

Fonte: Proprio autor (2022).

Note que nao é verdade, que a existéncia das derivadas direcionais garanta a

continuidade, como veremos no exemplo a seguir.
3

x
—, se (T,¥Y 0,0

Exemplo 2.4. Seja h: R? — R definida por h(z,y) = < 2%+ y? (z.9) # ( ) Em
07 se ({E, y) - (Oa 0)

1
R? — {0}, a funcao h é continua. Mas, note que, h(z,z3) = 3 V x # 0, vemos que h é

descontinua na origem. Verificando as derivadas direcionais, para todo v = (¢, ) temos:

oh h(ta,t t1a? ta?
—(0,0) = limM — ijﬁ — hmoz—ﬁ —0.
v >0 ¢ =0 t7ab + 342 -0 t*ab 4 (2
Dessa forma, todas as derivadas direcionais — na origem existem e dependem

v
linearmente de v. E o mesmo ocorre nos outros pontos ¢ € R? — {0}, como se verifica

h
mediante o calculo elementar de g—(c) = ¢'(0), onde £(t) = h(c+ tv).
v
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Figura 4 — Grafico da funcao h

Fonte: Proprio autor (2022).

Uma outra propriedade desejavel para um conceito adequado de derivada de
uma funcao de n variaveis é que a composta de duas fun¢oes derivaveis seja ainda uma
funcao derivavel. O préximo exemplo mostra uma funcao continua ¢: R? — R, tal que
g—f(z) existe para todo z e todo v, depende linearmente de v, mas o\ nao é diferenciavel

para um certo caminho diferenciavel .
3

——5. se (z,) # (0,0)
9 S€ x? y Y
Exemplo 2.5. Definamos ¢: R? — R pondo ¢(z,y) = { «* + > . Fora

0, se(z,y)=(0,0)
da origem, temos:

(z.7) x? Y 1 +1
pe\r,Yy) =2 : = : )
\/x4 + 92 \/x4 + 2 Y2 ot
1+ 4 — +1
t Y
logo limﬂgo(x, y) = 0. Assim, ¢ é continua. Além disso, para todo v = («, 3), temos:
I,y—>
Iy . ptatp) L ta’p
5000 = lim = = lim e e O

Portanto existem na origem, e dependem linearmente de v, todas as derivadas
.0 -
direcionais a—(’p Nos outros pontos ¢ € R — {0} chega-se & mesma concluséo calculando-se

9% (o

5, (©) = €'(0), com &(t) = ¢(c+tv), por meio das regras basicas de deriva¢ao. No entanto,
v

1
se consideramos o caminho A\: R — R?, definido por \(t) = (t, t?sen (;)), A(0) = (0,0),

veremos que A ¢ diferenciavel e ndo existe a derivada (¢ o A)’(0). Com efeito, seria:

1 1
t. 12 - -
IR 10 0.
p o A)(0) = lim ; = lim o~
1 + sen? (;)

porém esse tltimo limite acima nao existe.
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Figura 5 — Grafico da funcao ¢

Fonte: Proprio autor (2022).

A hipétese da existéncia de derivadas direcionais, por mais que seja fraca, nao
é inteiramente intatil. Ela permite demonstrar o Teorema do Valor Médio, o qual, para
funcoes reais de n varidveis, é verdadeiro sob a forma de igualdade, como no caso de uma
tinica variavel.
Teorema 2.1. (Teorema do Valor Médio). Seja f: U — R definida no aberto U C

R™. Suponhamos que o segmento de reta [a,a + v] esteja contido em U, que a restri¢io

flia,atv) s€ja continua e que exista a derivada direcional ——(x), seqgundo v, em todo ponto

ov
z € (a,a+v). Entao existe 0 € (0,1) tal que f(a+v) — f(a) = %(a—k@v).
Demonstragao: Definamos a fungao £: [0, 1] — R pondo £(t) = f(a+tv). Pelas hipoteses
feitas sobre f, £ é continua em [0, 1] e derivavel em (0, 1). Pelo Teorema do Valor Médio
para fungbes de uma variavel real, existe § € (0,1) tal que &(1) — £(0) = &'(0). Mas
§(1) = fla+v), £(0) = f(a) e

fla+ (0+t)v) — fla+ 6v)

/ _ 1 _
¢'(0) = lim . = lim . —
 lim fla+0v+tv) — f(a+ 6v) _ g(a+6’v),
t—0 t v
o que demonstra o teorema. [

- . . 0
Observacao 2.2. A existéncia de —f em todo ponto de (a,a + v) assegura apenas a

v
continuidade de f |(a7a+v) mas nao de f|4q40), iS50 porque nem sempre nos extremos do
intervalo conseguimos verificar essa possibilidade.

Corolario 2.1. Seja U C R" aberto e conexo. Se f: U — R possui derivadas direcionais

0
em todo ponto x € U e —f(x) = 0 para qualquer vetor v, entdo f € constante.

ov
Demonstracao: Com efeito, fixando a € U. A existéncia de ﬁ garante a continuidade da
restricao f|j) para todo segmento de reta [a, b] contido em U.U Resulta entao do Teorema
do Valor Médio que [a,b] C U implica f(b) = f(a). Ora, qualquer ponto x € U pode em
virtude da conexidade do aberto U ser ligado ao ponto a por uma poligonal contida em

U, com vértices ay = a,ay,...,a; = x. Temos sucessivamente f(a) = f(ay) =--- = f(x).
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Logo f(z) = f(a) para todo = € U, donde f é constante. n

2.3 FUNCOES DIFERENCIAVEIS

A nocao de funcao diferenciavel, que apresentaremos agora, é devida a Fréchet
e Stolz. Ela constitui, para funcoes de n variaveis, a extensao adequada do conceito de
funcao derivavel de uma s6 variavel.
Definicao 2.5. Sejam f: U — R, com U C R", e a € U. Diremos que a funcao f
é diferencidvel no ponto a quando existirem constantes Aq,..., A, tais que, para todo
vetor v = (ay,...,q,) € R" com a+v € U, se tenha:

fla+v)=fla)+ A a1+ -+ A, -, +7r(v), onde }J%% = 0.
Definicao 2.6. Quando uma funcao f é diferenciidvel em todos os pontos de U, dizemos
simplesmente que essa funcao f é diferencidvel.

Se f é diferencidvel no ponto a entao, tomando v = te;, temos o; = 0 se j # ¢

e a; = t. Logo, temos:
r(te;)

f(Ol*l-?f@i)—f(a)_A‘_F —A‘ir(tei)
t - t T Jte]

Fazendo t — 0, vemos que existe cada derivada parcial de f no ponto a, sendo
of
8$i
Definicao 2.7. Diremos que a funcao f: U — R é diferenciavel no ponto a € U quando

of
"0z,

(a) = A;. A definicao abaixo é, portanto, equivalente & anterior.

existirem as derivadas parciais ——(a),. .. (a) e, alem disso, para todo vetor v =

8x1

(a1, ..., qp) tal que a4+ v € U, tivermos:

fla0) = J@)+ 5@ o+

of
ox,,

(a) - ap +1r(v),

onde lim @ =0.
v—0 "U‘

Na igualdade acima, o “resto” r(v) é definido como sendo igual a f(a + v) —

"0
fla) — E 8f (a) - . Esta definicio pode ser dada para qualquer fungio que possua
€
i=1

derivadas parciais. A esséncia da definicao de diferenciabilidade ¢ que, tomando r(v)

. . rw , .~ . .
desta maneira, tem-se hr%% = 0. Esta é a condicao crucial, que deve ser verificada
v— v
direta ou indiretamente sempre que quisermos provar que uma funcao é diferenciavel.
(v . . . r(v )
De lim rv) = 0, concluimos que lim r(v) = 0 pois r(v) = ﬁ\v[ Dai resulta
v=0 |y v—0 [v]

que toda funcao diferenciavel em um ponto é continua nesse ponto. Com efeito, para
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v=(0,...,q,), temos:
liml(a-+v) = f(@)] =l [Z A

A condicao hm % = 0 significa, entretanto, mais do que r(v) — 0, ela quer
dizer que r(v) tende a zero mais rapidamente do que v, isto é, para valores de v sufici-
entemente proximos de zero, a norma de r(v) é uma fragdo arbitrariamente pequena da
norma de v. As vezes, isto se exprime dizendo-se que r(v) é um infinitésimo de ordem

superior a v. Assim, f é diferenciavel no ponto a quando o acréscimo f(a + v) — f(a) é

igual a uma funcao linear de v, g a) - a;, mais um resto infinitamente pequeno em

=1

relacao a v.
r(v
Observe que a validade da afirmacao lim —= = 0 nao depende da norma ado-

v—0 U|
tada em R".

Em certas ocasides, é preferivel usar, em vez de r(v), a fungdo p = p(v),

r(v
definida para os valores de v tais que a + v € U, do seguinte modo: p(v) = ﬂ se v =#£0
v

e p(0) = 0. Entao, a fungao f é diferenciavel no ponto a € U se, e somente se, possui

derivadas parciais nesse ponto e, para todo v = («q,...,a,) € R tal que a+v € U, vale:

fla+v) = +Za ) 0+ p(v) - Jo], onde lim p(v) = 0.

Assim, f é diferencidvel no ponto a se, e somente se, a fun¢ao real p = p(v),
definida pela igualdade acima (se v # 0) e por p(0) = 0, é continua no ponto v = 0.

Para funcoes f: I — R, definidas num intervalo aberto I C R, diferenciabili-
dade é o0 mesmo que derivabilidade, pois de f(a +t) = f(a) + A -t + p|t| se tira:

p:j: _A7

fla+1t) = fla)
t

logo Pr%p = 0 se, e somente se, A = f'(a).
%
Seja f: U — R diferenciavel no ponto a € U. Ja vimos que f é continua e possui

derivadas parciais nesse ponto. Mostraremos agora que f admite derivada direcional

segundo qualquer vetor v = (ay,...,q,), e vale a formula:
of of of
61)( 0331( @)1t Oy, (a) - an.

Com efeito, para todo t suficientemente pequeno, temos a + tv € U. Pela
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definicao de diferenciabilidade, as derivadas parciais sendo consideradas no ponto a temos:

+ tv) ) + by + p(to) - [t] - o],
fla+tw) Za i+ plto) - 1] - [

onde,

fa+tn)= o) 3~ 0f

: oz, a; + p(tv) - |vl.

i=1
Como lir% p(tv) = 0, segue-se a formula enunciada.
t—

of
0

0 . . -
Resulta da expressao 8f E ; que se f é diferenciavel num ponto entao
v ;
1=

. . of , .
a derivada direcional —, nesse ponto, depende linearmente de v, isto é, nao somente se

9
or  oaf ' of  af _of
= a—= como também

Jd(aw) ov (v +w) v T w ow’

Uma propriedade relevante das funcoes diferenciaveis ¢ dada pela:

tem

Proposicao 2.2. (Regra da Cadeia.) Sejam U C R™, V. C R" abertos, em que
f=01, - fn): U —= R" tal que f(U) C V e cada fungio coordenada fr: U — R €
diferencidvel no ponto a € U. Seja ainda g: V — R uma funcao diferencidvel no ponto
b = f(a). Entdo a funcdo composta go f: U — R ¢é diferencidvel no ponto a e suas

derivadas parciais sao,

dgof), . ~=99 .. Of
o e (a) = Zayk b) - 8:1;1()

Demonstracgao: Seja Uy o conjunto dos vetores v = (v, ..., ap,) € R™ tais que a+v € U.

Parave Uye k=1,...,n, temos:

fr(a+v) = Z

S+ pr - |l (1)

onde cada pp = pr(v) é uma funcao definida em Uy, continua no ponto 0, que se anula

. : Ofx  0g .

quando v = 0. Acima, e no que se segue, as derivadas / e 99 sao consideradas nos
L Yk

pontos a e b respectivamente. Consideremos a aplicagdo w = (f4,...,0,): Uy — R",

continua no ponto 0, cujas fun¢oes coordenada sao definidas por:

O fk
Coy - |v]. 9
Z D, %ol 2)
Adotando, por exemplo, a norma da soma, temos % < 1sewv #0, logo cada
v
%’ e portanto a fungao F, ¢ limitada numa vizinhanca do ponto v = 0. Podemos
v

afirmar, em virtude de (1), (2) e da diferenciabilidade de g no ponto b = f(a), que, para
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todo v € Uy, vale:
dg
(9o f)la+v)=g(b+w)=g(b Zﬁ_ B+ o - |w|,
k=

onde o = o(v) é uma fungao real continua no ponto 0, que se anula no ponto v = 0 pois

w também se anula nesse ponto. Usando a definicao de [, obtemos,

(goflatv) = +Zag[ OFk it pulel | + 0+

i=1

= (gOf)(CL)—f—ZAi-Ozi—f—R,

=1

—~ Jg Ofk — Jyg
onde A; = T%-axieR:Za—%-pk-|v|+a|w|.
k=1 k=1
Dai,
R &0
o] 2= oy o

Quando v tende a zero, sabemos que cada funcao p; tende a zero, que o

R

quociente é limitado e que hm o = 0. Segue-se que hm — = 0. Isto mostra que go f
| | —0 =0 [v|

é diferenciavel no ponto a e suas derivadas parciais sao os nimeros A;. [

Observacao 2.3. A notacao cléssica do Calculo Diferencial, as vezes imprecisa porém
bastante sugestiva, além de compativel com a pratica entao universal de enfatizar gran-
dezas (“y é uma funcao de z”) em vez de aplicagoes (“f leva z em 3”), seria a seguinte,

[{9Po%h] W, n,

para a Regra da Cadeia: os pontos de U seriam escritos como “z” e os de V como “y”;
d(go f)
0

%

as fungbes fi seriam escritas como yi = yr(x). A derivada seria a “derivada de g

I A Regra da Cadeia seria entao:

99 Oy
8IZ Z 8yk axi

Corolario 2.2. Se f: U — R € diferencidvel no ponto b e se X\: (a —e,a+¢) - U C R"

em relacao a variavel x;”, indicada com

é um caminho diferencidvel no ponto a, com X a) =b e A(t) = (A1(t), ..., \u(t)), entdo a

fungio composta foX: (a—e,a+¢e) — R € diferencidvel no ponto a, e tem-se,

Z 83:1 Al
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Se escrevermos A(t) = (z1(t), ..., z,(t)) entao:
dxq dx
Nt)=(—,...,— .
0= (% %)

d,
Indicando com —f a derivada da fun¢do composta, f o A: (a —e,a + ¢) — R dada por

FOA(@) = f(z1(t), ..., x2,(t)), a Regra da Cadeia assume a forma classica:

Corolario 2.3. Sejam U C R"™ um conjunto aberto, f: U — R diferencidvel no ponto
a, com f(U) C I, g: I — R diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo go f: U — R ¢

diferencidvel no ponto a e, para cada v =1,...,n vale:

ANgof), .,y Of
d—xi(a) =g'(b) or, (a).

Demonstracao: Decorre da Regra da Cadeia que, se f: U — R ¢ diferenciavel no ponto

a € U, ao calcularmos a derivada direcional a—(a) = (f o N\)(0), ndo é necessario tomar
v

A(t) = a + tv. Em vez de nos restringirmos a um caminho retilineo, podemos considerar

qualquer caminho \: (—¢,e) — U, diferencidvel no ponto a, com A\(0) =a e N(0) =v =

(a1, ..., ap) e teremos ainda,
of / _f(A®) — fla)
ov (a) = (f 2 1)(0) P—m t '

Com efeito, pela Regra da Cadeia,

-~ Of
&’ti

(@)X =Y @) 0= o)

=1

(f o A(0) =

=1

Revejamos agora os Exemplos 2.2] 2.3] 2.4] e 2.5] & luz da definicao de diferen-

ciabilidade. As fungoes que examinamos foram as seguintes:

X

RIS R, fay) =P YO0,

0, se (z,y) =1(0,0)

2

ry
—, se (x, 0,0
g R* 5 R, g(z,y) = 2>+ ¢ ) £ >;

0, se (x,y) = (0,0)
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y
.CE3

—— se (z, 0,0
h:R? 5 R, h(z,y) = 25+ 9y (.9) # >;

0, se (x,y) =(0,0)

-y
5, S€ x,y ;é 070
0:R* =R, o(z,y) = xh 4y (z.9) # ( )

0, se (x,y) =(0,0)

Nenhuma dessas funcoes & diferencidvel na origem de R?: f porque nao é

continua nem possui derivada direcional segundo todo vetor; g porque, embora sendo
9y
v

linearmente de v; h possui derivadas direcionais 0 que dependem linearmente de v, mas
v

continua e existindo (0,0) segundo todo vetor v € R? esta derivada niao depende

nao é continua na origem; finalmente, ¢ é continua em todo o plano, admite derivadas

. . . 2 . .
direcionais em todos os pontos do plano —— que dependem linearmente de v, mas contraria

a Regra da Cadeia porque, considerando o caminho A(t) = (t, t?sen (%)), a composta
poA: R — R nao é derivavel no ponto ¢t = 0.

Estas sao razoes indiretas pelas quais as quatro fungoes acima nao sao diferen-
ciaveis. A razao real é que, embora cada uma delas possua derivadas parciais na origem,
elas nao cumprem a condic¢ao:

T<U)_h 1 O[,ﬂ)—a—f'Oé 8f

onde as derivadas parciais s3o tomadas no ponto (0,0). Acima, y/a? + 52 = |v| é a norma
euclidiana do vetor v = (o, f3).
Definicao 2.8. Uma funcao complexa f: U — C, definida num aberto U C C, diz-se
deriwdvel no ponto z = x + iy € U quando existe o seguinte limite,

f+H)— [f(2)

i H =4,

o quociente acima sendo tomado no sentido dos niimeros complexos. O niimero complexo
A = f'(2) chama-se a derivada da funcdo complexa f no ponto z. A derivabilidade de f

no ponto z = x + 1y equivale a dizer que:

fl(z+H)=f(2)+A-H+r(H), onde lim r(#)

H—0 |H‘ -

0.

Sejam A = a+1b, H =h-+ 1k er =ry +iry. Entao f é derivavel no ponto

z = x + 1y se, e somente se,

f(z+ H) = f(2) + (ah — bk) + i(bh + ak) + 1 (H) +i-ry(H), (3)
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. nm(H) L ra(H)
onde lim H| = Jm, H]|

= 0.

Sejam u, v: U — R as partes real e imaginaria de f, ou seja f(z) = u(z)+iv(2).

Separando a parte real e a parte imaginéria na igualdade acima, obtemos:

o . rl(h7k) _
(et hy+k) =u(w,y)+ah = bk +ri(h k), onde lm —Ze==5 =0,
TQ(hv k)

v(z+ h,y+ k) =v(zx,y) + bh + ak + r2(h, k), onde lim

h,k—0 v/ h2 + k2 =0

Assim, se a funcao complexa f = w + v é derivavel no ponto z = x + w

entao sua parte real u e sua parte imaginaria v sao diferenciaveis no ponto (z,y) e, além
ou Ov ou v

disso, cumprem as condi¢oes —

= — = a’ = ——
or 0Oy y ox
chamadas equacoes de Cauchy-Riemann.

= —b nesse ponto. Estas sao as

Reciprocamente, se u,v: U — R sao fun¢oes diferenciaveis no ponto z = (x,y)

. . ) ou Ov Ou ov .
e satisfazem nesse ponto as equacoes de Cauchy-Riemann — = = ——, entao

ax_ﬁ_yeﬁ_y__ax

podemos reverter cada passo do argumento anterior e concluir que a fungdo complexa

f = w + v possui, no ponto z = x + iy, uma derivada complexa f'(z), com f'(z) =

ou Ou Ov . Ov

8_;1;‘ — Za—y = a_y + Z%.
Definigcao 2.9. A funcdo complexa f: U — C diz-se holomorfa quando possui derivada
f'(z) em todos os pontos do aberto U.

Definicao 2.10. Uma funcao real f: U — R, definida no aberto U C R", diz-se de classe
of
) @_xn

C' quando existem, em cada ponto x € U, as derivadas parciais ——(z),. .. (x) e as

81’1

.0 . : .
n funcoes I U — R, assim definidas, sao continuas.

3@- )

De forma geral, para k inteiro maior que 0, temos

Definicao 2.11. Uma funcio f: U — R é de classe C* quando ela possuir derivadas

.. . 0
parciais em todos os pontos de U e as funcoes ——, ..., /

aZL’l 8xn
Ck-1L,

: U = R forem de classe

Usaremos a notacdo f € C*. Diremos que uma funcdo f: U — R é de classe
C° quando ela for continua. Escreveremos também f € C, e diremos que f é de classe
C>, quando f € C* para todo k > 0. Evidentemente C° > C*' > ... > CF > ... D O,
sendo todas estas inclusoes estritas.
Teorema 2.2. Se uma funcao f: U — R possui deriwadas parciais em todos os pontos do
aberto U C R" e cada uma delas é continua no ponto c, entao a funcao f € diferencidvel
n0 ponto c.
Demonstracao: Por simplicidade, consideraremos o caso n = 2. A situacao geral se

trata de modo analogo, apenas com notacao mais complicada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e



29

tomemos v = (h, k) tal que c+ v € U.
Seja,
af, of

r(v) =r(h,k) = fla+h,b+k)— f(a,b) — %h— a—yk,

onde as derivadas sao calculadas no ponto ¢ = (a, b). Podemos escrever:

7‘(”)Zf(a+h7b+k?)—f(a,b+k)+f(a,b+k)—f(a,b)_g_ih_‘;_ik‘

Pelo Teorema do Valor Médio para funcoes reais de uma variavel real, existem
01,05 € (0,1) tais que:

_of of of of
r(v) = ax(a+01h,b+k) h + ay(a,b+92k) k B h B k.
Logo,
r(v) of of h
— == 01-h,b+k)— —(a,b)| ———
o = [t o noe i - an] g
af of ] k
+ | ==(a,b+02- k) — =—(a,b)| ———=.
[311( 2 R = 5,00 e
Ora h e i estao, em valor absoluto, compreendidos entre 0
e 1. Com isso a continuidade das derivadas parciais nos da entao lin% % =0, logo f &
vV—> v
diferenciavel. [
Corolario 2.4. Toda funcao de classe C* é diferencidvel.
Demonstracao: Segue imediatamente pelo Teorema [2.2] n
Observacao 2.4. Escrevendo,
of of
r(w) = fla+hb+k)— fla,b+k)— a—x~h+f(a,b+k) — f(a,b) — a—y-k;,
vemos que existe 6 € (0, 1) tal que,
r(v) _ [9f of h  [fla,b+k)— fla,b) Of
— == Oh,b+ k) — —(a,b)| — — —(a,b)| —.
k o
Como — e — tém valor absoluto menor do que um, a primeira parcela da

vl [v] o

soma acima tem limite zero quando |v| — 0, desde que 91 seja continua no ponto (a,b).
x

A segunda parcela também tem limite zero, em virtude da definicdo de derivada, sem

que seja preciso supor —— continua. Assim, para que uma funcao f, de duas variaveis,

dy
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L . ) . of . y :
seja diferencidvel num ponto, ¢ suficiente que —— exista numa vizinhanca do ponto e seja

ox
continua no ponto, e que BN apenas exista no ponto em questao. Para funcoes de n
varidveis, a diferenciabilidade num ponto ¢ assegurada quando n — 1 das suas derivadas
parciais sao continuas no ponto e a derivada parcial restante apenas existe ali.

Exemplo 2.6. Um polinémio em duas varidveis ¢ uma funcio p: R?> — R, do tipo
n

p(z,y) = E a;jz'y’. Todo polindmio é evidentemente uma funcao continua e possui
ij=1
p n
derivadas parmals — E iag;x' My, E ja;x'y’~!. Tais derivadas sdo ainda

ij=1 ij=1
polinémios e portanto siao funcoes continuas em R2. Logo todo polindmio p: R? — R é

uma funcao de classe C'. Entao as derivadas de p, sendo polinémios, sao de classse C1,

portanto p € C?. Repetindo o mesmo argumento, concluimos que p € C* para todo k,

logo todo polindmio é, na realidade, uma fungao de classe C*°. Afirmagoes semelhantes

podem ser feitas sobre um polinémio a n variaveis, que é uma funcao p: R® — R, do tipo
n

p(z) = Zail,_%x? S

i=1
Sejam as funcoes f,g: U — R, de classe C¥, tal que U C R", a soma f + g,

o produto f - g e o quociente = (se g(z) # 0 para todo z no dominio de g), sdo ainda
funcoes de classe C*. !

Exemplo 2.7. Como exemplo de funcao diferenciavel que nao é de classe C!, tomemos
f: R — R, com f(x) = 2?-sen (i) se x # 0, e f(0) =0, lembrando que, para fungoes
de uma variavel, diferenciabilidade é o mesmo que existéncia da derivada.

Exemplo 2.8. O produto interno f: R™ x R™ — R, f(z,y) = Zaziyi, sendo um po-
i=1
linbmio em 2m varidveis, é uma funcao de classe C'°. Também é de classe C'*° a funcao
n
g:R*" =R, g(x) = |z]* = fo, por ser ainda um polindmio, em n variaveis.
i=1

Pela Regra da Cadeia, a norma Euclidiana h: R" — R, h(z) =\ /Zmz,

é de classe C™ quando restrita a R™ — {0}. Na origem, a norma euclidiana nao é dlferen—
oh Oh
(01) = (07) = —1. Derivadas
x; T

parciais laterais diferentes. Quanto as normas que nao provém de um produto interno,

ciavel, nem sequer existem as derivadas parciais:

elas podem nao ser diferencidveis mesmo em pontos x # 0. Por exemplo, seja £: R? — R

a norma da soma, {(z,y) = |z| + |y|. Nos pontos (z,0) ndo existe 3, © nos pontos (0, y)
Y

nao existe —

or’

Para concluir, registremos um importante corolario do Teorema[2.2] (e da Regra

da Cadeia), segundo o qual go f € C* desde que g € C* e cada fun¢ao coordenada de f
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também seja de classe C*.

Corolario 2.5. Sejam U C R™, V. C R" abertos, f = (f1,...,fa): U — R" tal que
f(U) C V e cada fungio coordenada f;: U — R € de classe C*. Seja ainda g: V — R
uma funcdo de classe C*. Entdo a funcdo composta go f: U — R € de classe C*.
Demonstracgao: Com efeito, pelo Corolario g e cada f; sao diferenciaveis. (Estamos
supondo k£ > 1 pois o Corolario é simples se k = 0.) Podemos entao aplicar a Regra

da Cadeia, segundo a qual, para todoi=1,...,m e todo z € U:

Ngof), . ~~99 of;
“or (I)—jzla—yj(f( ))8%( ),

ou seja, vale a igualdade de funcoes,

-2 (@) e

J=1

Suponhamos, por induc¢ao, que o Corolario foi provado para classe C* 1.
Entao, para cada j = 1,...,n, a funcao composta 8_9 o f & de classe C*~!, 0 mesmo
J
J para todo i, ja que f € C*. Como o produto de funcoes de classe
i
C*=1 & ainda desta classe, cada parcela da soma acima é de classe C*~!, donde a soma

ocorrendo com

também é. Assim, todas as derivadas parciais de g o f sdo de classe C*~!, portanto
go feCk -

2.4 SERIES DE TAYLOR

Nesta secao abordaremos as Séries de Taylor em dois casos, inicialmente para
funcoes de uma variavel. Suponhamos que f admite derivadas até a ordem n no ponto
x =0, sendo n > 1, e tentemos determinar um poliné6mio P que coincida com f no ponto
x = 0, bem como as respectivas derivadas até a ordem n. Devem entao ser verificadas

n + 1 condic¢oes, a saber:
P(0) = £(0), P'(0) = £(0), ..., P™(0) = f™(0), (4)
e assim ensaiamos um polinémio de grau n por exemplo:
P(z) =co+ a1x + ez + -+ + 2", (5)

com n + 1 coeficientes a serem determinados servindo-nos das condi¢oes .
Primeiramente fazemos x = 0 em e determinamos P(0) = ¢, pelo que
f(0) = ¢o. Em seguida derivamos ambos os membros de , fazendo depois z = 0

para determinamos P’'(0) = ¢;; daqui resulta que ¢; = f’(0). Derivando novamente e



32

_ ["0)

fazendo x = 0, obtemos P”(0) = 2¢, e assim ¢y = 5 Depois de ter derivado k vezes,
determinamos P* = k!¢, donde resulta a féormula:
F®(0)

para k= 0,1,2,...,n. [Quando k = 0, interpretamos f(®(0) como significado f(0)]. Este
raciocinio prova que se existe um polinémio de grau menor ou igual a n que satisfaz a
, entao os seus coeficientes sao necessariamente definidos por @ (O grau de P sera
igual a n se e s6 se f((0) # 0). Inversamente, ¢ facil verificar que o polinomio P cujos
coeficientes sao definidos por @ satisfazem a e por conseguinte temos o teorema
seguinte.

Teorema 2.3. Se f é uma funcio admitindo derivadas até a ordem n no ponto x = 0,
entdo existe um e um so polinomio P de grau menor ou igual a n o qual satisfaz as n+1
condicoes:

P(0) = £(0), P'(0) = f(0), ..., P™(0) = f™(0).

Este polindmio é definido pela férmula:

" fR)
P(z) = Z ) (O>xk

k!
k=0

Do mesmo modo, podemos mostrar que existe um e um sé polinomio de grau
menor ou igual & n que coincide com f e as suas n primeiras derivadas num ponto x = a.
Com efeito, em vez de , podemos escrever P ordenado segundo poténcias de (z —a) e
proceder como antes. Se calculamos as derivadas em a em vez de 0, somos conduzidos ao

polinémio,

(z—a)". (7)

k=

o

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P"(a) = f"(a),

e chama-se o polinomio de Taylor em honra ao matemaéatico Brook Taylor (1685-1731).
Com maior rigor dizemos que o polindémio é o polinomio de Taylor de grau n gerado
por f no ponto a.

E conveniente usar uma notacio que indique a dependéncia do polinomio de
Taylor P a respeito de f e n. Indicaremos esta dependéncia escrevendo P = T, f ou
P = T,(f). O simbolo T,, é chamado o operador de Taylor de grau n. O valor desta

fungdo em x representa-se por T, f(x) ou por T,[f(z)]. Se desejamos também indicar a
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dependéncia a respeito de a, escrevemos T, f(x; a), em vez de T, f(x).

Exemplo 2.9. Quando f é a funcdo exponencial, f(z) = E(x) = €®, temos E®)(z) = ¢*
para todo o k, pelo que E®)(0) = ¢’ = 1 e o polinomio de Taylor de grau n gerado por E
em 0 é dado pela formula:

n k 2 "

X 1 x
25~ taot gt
=0

Se desejamos um polindmio que coincide com E e as suas derivadas no ponto
a =1, temos E®) (1) = e para todo o k, pelo que nos da,

n
(&

T.E(x;1) =) i 1),
k=0
Exemplo 2.10. Quando f(x) = sen z, temos f'(z) = cos z, f"(x) = —sen x, f"(z) =
—cos x, fW(x) = sen z, etc., de maneira que fE"+D(0) = (—=1)" e f?(0) = 0. Assim
aparecem somente poténcias impares de x nos polindémios de Taylor gerados pela fungao
seno em 0. O polinémio de Taylor de grau 2n 4+ 1 tem a forma:

3 5 7 Z.Qn—ﬁ—l
T2n+1(senx)::1:——+———+—|—(—1) (Zn——|—1)|

Exemplo 2.11. Argumentando como no Exemplo verificamos que o polinémio de
Taylor gerado pelo cosseno em 0 contém unicamente poténcias pares de . O polinémio

de grau 2n é dado por:

xQ 334 1,6 IQn

Tgn(cosx):1—54—1_54_...4_(_1)71

Observa-se que o polindémio de Taylor Ts,(cos ) é a derivada do polinémio de
Taylor T5,41(sen x). Isto deve-se ao fato de que o proprio cosseno ¢ a derivada do seno.
Agora continuaremos a tratar sobre Séries de Taylor, para o caso em que as
funcoes sao de duas varidveis, caso seja necessario se trabalhar com as Séries de Taylor
para funcoes de trés ou mais variaveis o raciocinio segue de maneira analoga.
Definigao 2.12. Seja A C R? um conjunto aberto, (zg,30) € A. Consideremos uma
funcdao f: A — R de classe C"*! em A. Definimos o polindbmio de Taylor de grau n

associado a fungao f no ponto (g, o) como sendo o polindomio dado por:

pali,) = £, 90) + 5 0, 0) o = 20) + 50}~ 0

0? 0? 5
_'_5 <3_SCJ;($O’ yo)(l’ — 1'0)2 + Zaxafy (mo, yo)(l“ — xo)(y — yo) + 8_;;(w0’ yo)(y _ y0>2> (8)
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" Z ( ) &z:"—ﬂgyf( 0, %0) (@ = 20)" 7 (y — o).

Observacao 2.5.
(a) A expressao é conhecida como Férmula de Taylor de ordem n associado a
fungao f no ponto Py = (zo,vo)-
(b) Note que o polinémio de Taylor de grau 1 associado a fung¢ao f no ponto Py = (¢, yo)
serd dado por:
of

prlasy) = 1B + G () (o = o) + SR = o)

cujo grafico é o grafico do plano tangente ao grafico da funcao f no ponto Py =

(an yO)
(c) Ja o polindémio de Taylor de grau 2 associado a fungdo f no ponto Py = (¢, yo) sera

dado por:
0 0
paliny) = F(B) + LR = 20) + 5 (R~ w)
0*f 2 o 0°f 0*f 2
(8x2 (Fo)(z — )™ + 28:1583/(130)(3: —20)(y — Yo) + W(Po)(y — o) ),
que sera a quadrica que melhor aproxima o grafico da funcao f perto do ponto

Py = (20, %)

Exemplo 2.12. Encontre o polinémio de Taylor de ordem 2, py(x, y), associado a funcao
f no ponto Py = (zg,y0) = (0,0), onde a fun¢ao f: R* — R é dada por f(z,y) =
z sen(y), (x,y) € R%
Solucao: A func¢io acima é de classe C* em R2. Logo podemos considerar o polinomio de
Taylor de qualquer ordem associado a funcao f em qualquer ponto de R?. Em particular,
consideraremos o polinémio de Taylor de ordem 2 associado a funcao f no ponto F, acima
fixado.

Para isto precisamos calcular todas as derivadas parciais da funcao f até a

segunda ordem no ponto Py = (zo,y0) = (0,0). Fazendo isso, teremos:

f(z,y) =2 sen(y) = f(0,0) =0,

0 0

L (2.y) = senly) = L(0.0)=0.

o 0

e =z wsty) = SLo0) =0
0? 0
8;26(%9)20 = 8_£(070>:O7
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0? 0
ax(j)fy(x,y) = cos(y) = 8_£(0’0) =1le
82
a—yJ;(:c,y) = —x sen(y) = %(0,0) =0
Assim,
paliny) = F(B) + LR = 20) + 5 (R — )
1 [/0? 0? o?
i (G B = o+ 23 L (R = )y = ) + G (R~ 0.
e que ao aplicarmos no ponto Py = (0,0) ira resultar em:
0 0
p2(0.0) = £0,0) + 52 0,00+ ZL 0.0}

1 (0°f , o O*f % f ) 1 ,
+§ (ﬁ(0,0)x + anay(oao)ﬂ??/ + a—yQ(O,O)y ) = Q(Qxy) = 2y,onde (z,y) € R?.
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3 PONTOS CRITICOS

Um dos problemas centrais da Teoria de Singularidades é a classificagao de
tipos de pontos criticos, neste capitulo inicia-se esta classificacao provando-se o Lema de
Morse, que classifica pontos criticos para qualquer nimero de variaveis. Estes pontos

criticos serao chamados pontos criticos de Morse.

3.1 CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS

Seja f: R® — R uma fung¢do de classe C*°, isto ¢, uma fungdo que possui
derivada de todas as ordens e cada uma dessas derivadas é uma funcao continua.

Definicao 3.1. Um ponto u € R™ é dito um ponto critico de f se as derivadas parciais de

f se anulam em wu, isto é, se 01 (u) = 0f(u) == M =0, onde u = (z1,22,...,T,).

83:1 0952 axn

O valor f(u) é entao chamado um valor critico de f.

Geometricamente, pontos criticos ocorrem quando o grafico de f possui uma
tangente horizontal. Se n = 1, ou seja, tem-se uma funcao f: R — R, os pontos criticos
de f sao classificados como maximo local, minimo local e pontos de inflexao.

Para n = 2, quando f: R? — R, existem mais possibilidades. Os mais comuns
sao os maximos, minimos e as selas. Exemplos destes casos sao dados respectivamente
por, f(z,y) = —2* —y* f(z,y) =2° +y% flz,y) =2 —¢*.

Observe que nestes trés casos o ponto critico é a origem. Ja que se calcularmos
as derivadas parciais e verificarmos as condigoes, percebemos que em (0,0) é justamente
onde se tem essa ocorréncia. Faremos essa verificagdo a seguir de que os pontos criticos
ocorrem de fato na origem.

2

Exemplo 3.1. Considere a fun¢ao f(x,y) = —x* — y? e verifiquemos a ocorréncia de

pontos criticos.

Para esta funcao f(z,y) = —2% — y?, temos as seguintes derivadas parciais:
of of
— =2re — = —2y,
ox y Y

e de fato, temos que a condicao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:

—2r=0=x=0e —2y=0=y =0,

2 g2,

De modo, anélogo ao caso da funcao acima, podemos mostrar que a origem é

e assim, mostrando que a origem ¢é o ponto critico para funcao f(z,y) = —x

de fato onde se localiza os pontos criticos para as demais fungoes mencionadas anteriore-
mente. Vejamos a seguir:
Exemplo 3.2. Considere a funcao f(z,y) = 2> +y? e verifiquemos a ocorréncia de pontos

criticos.
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Para esta funcao f(z,y) = 2 + y?, temos as seguintes derivadas parciais:

af:Qxeg:Zy,

oz oy

e de fato, temos que a condicao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:
2r=0=2=0e2y=0=9y =0,

e assim, mostrando que a origem ¢ o ponto critico para funcao f(z,y) = 2 + y>.

Por fim, examinaremos o tltimo destes exemplos que foi mencionado.
Exemplo 3.3. Considere a fungao f(z,y) = 2% —y? e verifiquemos a ocorréncia de pontos
criticos.

Para esta funcao f(z,y) = 2? — y?, temos as seguintes derivadas parciais:

af—Qxea—f:—2y,

or oy
e de fato, temos que a condigao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:
2c=0=2x=0e —2y=0=y =0,

e assim, mostrando que a origem & o ponto critico para fun¢ao f(z,y) = 2% — °.

Existe, entretanto uma grande variedade de tipos mais complicados de funcoes,
onde a analise de pontos criticos nao é tao simples. Por exemplo, as fungbes f(x,y) =
x’ — Sxyz; f(x,y) = 1‘2; f(xay) = $2y2.

Destes trés tltimos a fungdo f(z,y) = 23 — 3xy? é a menos complicada, no
sentido de que o ponto critico é isolado, ou seja, suficientemente proximo a ele nao existe
outro ponto critico.

Nos outros dois casos, a origem nao é um ponto critico isolado: no caso
f(x,y) = 2* tem-se uma reta de pontos criticos e no caso f(x,y) = z%y* tém-se duas
retas de pontos criticos.

Vejamos com mais detalhes esses exemplos a seguir:

Exemplo 3.4. Considere a fungao f(z,y) = 23 — 3xy? e verifiquemos a ocorréncia de
pontos criticos.

Para esta funcao f(z,y) = 2° — 3zy?, temos as seguintes derivadas parciais:

8_f =327 -3y’ e 8_f = —6xy,
ox

dy
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e teremos que a condicao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:

322 -3y =0
—6zy =0

e assim, implicando que a dnica solucao para esse sistema ¢ na origem, e que neste caso
¢ o ponto critico para funcgao f(x,y) = 2> — 3zy>.

2 ¢ verifiquemos a ocorréncia de pontos

Exemplo 3.5. Considere a funcao f(z,y) = x
criticos.

Para esta fungao f(z,y) = 22, temos as seguintes derivadas parciais:

of

— =2re — =0,

ox dy

e assim, temos que a condicao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:
20 =0=2=0,

e dessa forma, mostrando que nao s6 a origem é ponto critico mas todos os pontos do eixo
y sao pontos criticos para a fun¢ao f(z,y) = 22, e com isso concluimos que a origem se
trata de um ponto critico nao isolado.
Exemplo 3.6. Considere a fungao f(z,y) = z?y? e verifiquemos a ocorréncia de pontos
criticos.
Para esta funcao f(z,y) = x?y?, temos as seguintes derivadas parciais:
of af

L —9p? e =L =922

e assim, temos que a condicao de zerar as derivadas parciais ocorrem quando:

221% =0
222y = 0

e dessa forma, a origem é uma solugdo para esse sistema, logo em (0,0) temos um ponto
critico, mas também se tivermos pontos na forma (z,0) e (0, y) estes também serao solugao
para o sistema e assim mostrando que nao sé a origem é ponto critico mas todos os pontos
dos eixos z e y sao pontos criticos para a funcao f(z,y) = 2?y?, e com isso concluimos
que a origem se trata de um ponto critico nao isolado.

Apesar de aparecerem em situagoes tao simples e corriqueiras, os pontos cri-
ticos nao isolados nao ocorrem com frequéncia nas aplicacoes, e além disso, o estudo de
pontos criticos nao isolados possui um nivel de complexidade elevado, assim aqui nesse

trabalho trataremos as situagoes em que as singularidades sao isoladas.
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A distincao mais importante, entretanto, se faz entre pontos criticos nao de-
generados e pontos criticos degenerados.
Definigcao 3.2. Seja u € R" e f: R" — R. Considere que u seja um ponto critico de f.
Se a matriz Hessiana de f em u possui determinante nao-nulo, entao u é um ponto critico
nao degenerado de f. Caso contrario, u ¢ um ponto critico degenerado de f.

A matriz Hessiana de f: R"™ — R em um ponto u € R" é a matriz quadrada

de ordem n dada por,

0% f
aIZ’ Gyj
Exemplo 3.7. Seja f: R? — R tal que f(z,y) = 2% + >

Hess(f)u =

Assim, a matriz que faremos uso para obter o determinante seré:

er ot
2
Hess(fu=| 9 "% | (9)
oy oz Oy
onde,
of : -
— =2z e —— = 2y e as derivadas segundas serao,
ox oy
2 2 2 2
Pf o Of _\ BF P,
0x? 0xdy 0yox 0y?

logo, o determinante serd dado pela seguinte matriz:

2 0

Hess(f), = 0 o

Y

mas como ja sabemos que o ponto critico dessa fun¢io ocorre na origem pelo exemplo [3.2]

temos que a matriz Hessiana da funcao f calculada na origem seré:

2 0
0 2

Hess(f) o0 =

Esta matriz tem determinante igual a quatro, entao pela Defini¢ao a origem
¢ um ponto critico nao degenerado da fungao f(z,y) = 2% + >

Por outro lado, se considerarmos o seguinte exemplo:
Exemplo 3.8. Seja a fungao f: R* — R tal que f(z,y) = z° — 32y

De modo, analogo ao que fizemos no exemplo acima, fazendo uso do modelo
de determinante @, precisaremos das derivadas parciais de segunda ordem da funcao,

que obteremos a seguir:

of
ox

of

= 32% — 3y* e = = —6xy e as derivadas segundas serdo,

y
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O oo BF _ g OF _ 6 O
ox2 7 Oxdy v oydxr J oy? ’

assim, a matriz que nos permitira a classificacao sera:

6r —6y

Hess(f), = ,
(f) 6y —6a

pelo exemplo [3.4] sabemos que o ponto critico dessa func¢ao ocorre na origem, logo apli-

cando esse determinante na origem segue que:

0 0

Hess(Poo = |,

cujo determinante é nulo.

Desta forma pela definicao a origem é um ponto critico degenerado para a
funcao f(z,y) = 2> — 3zy>.

Pode-se provar que pontos criticos nao degenerados sao sempre isolados, porém
a reciproca nao ¢ verdadeira, ou seja, nem toda singularidade isolada se trata de um ponto

critico nao degenerado.

3.2 O LEMA DE MORSE

Os pontos criticos nao degenerados sao completamente classificados por um
teorema, conhecido na literatura matematica como Lema de Morse.
Teorema 3.1. (Lema de Morse): Seja uw € R™ um ponto critico nao degenerado da
fungao f: R™ — R de classe C*>. Entao existe uma mudanca de coordenadas i) em R",
1sto €, uma funcao ¥: U — R™, onde U é uma vizinhanc¢a do ponto u, tal que a funcao

fow:U — R € dada por,

(fo)(u)=f(u)—yi —v3 — - =y} +yi + -+ v,

para todo y = (y1,Ya, ..., yn) €U, 1 <1 < n.

Antes de provar o Lema de Morse, enunciaremos um lema que serd usado na
demonstracao do mesmo.
Lema 3.1. Seja f: R® — R uma funcao de classe C*° em uma vizinhang¢a da origem,
com f(0) = 0. Entao existem funcées fi: R — R, de classe C, i =1,... ,n, definidas

iy 4 4 af(0
em uma vizinhanca da origem tais que f = E zifi, ©; € R com f;(0) = g( )
T

i=1
A seguir, enunciaremos e provaremos o lema que contempla o Lema para

=0.

0 caso em que n = 2.

Lema 3.2. Seja f: R? — R uma funcdo de classe C™ em uma vizinhanca da origem.

1 se fo 2L 01

= =0 em (0,0), entao existem fungdes g1, ga, gs, definidas

%8@/
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em uma vizinhanca de (0,0), tais que f = x°g1 + xygs + y>g3, para z,y € R.

_of _of o*f  of 0f o
2. 8¢ f= or 9y 0 ooy 9p 0 em (0,0), entdo existem fun-

coes g1, g2, g3, Ga, definidas em uma vizinhanga de (0,0), tais que f = x3g, + 2%ygs +

2y*gs +y°ga, para z,y € R,
3. Se f € como no item 2, entdo existem funcgoes g, go, definidas em uma

vizinhanga de (0,0), tais que f = 2%g1 + y*go.

Demonstracgao:
0 0
1. Seja f: R? — R tal que f = 8_f = 8_f = 0em (0,0), para (z,y) € R% Pelo
T Y
Lema existem funcoes fi: R? — R e fo: R? — R definidas em uma vizinhanca da
. : 9/(0,0) 9/(0,0)
origem tais que f =z f) + yfo, com f1(0,0) = 5 =0e f2(0,0) = 5 =0.
z Y

Agora, pode-se aplicar o Lema a funcao fi, obtendo-se funcoes fi;: R? —
R e fi2: R? — R definidas em uma vizinhanga de (0,0) tais que f; = zfi1 + yfio-
Analogamente, aplicando o Lema [3.1] a fun¢ao fs, tem-se fo = xfo1 + 3 foo.

Assim,

f=a(xfii+yfi2) + y(@fa + yfaz) = 2 fi1 + 2y fr2 + 2y for + > fo,

e portanto resultando em

f=2fu+zy(fiz + for) + ¥ foo.

Desta maneira, existem fungoes g1, g, g3, definidas em uma vizinhanca da
origem em R? tais que f = 22g; + xygs + y2gs, que é o resultado desejado.
of of 0*f af 0 f
8_x:8_y:8x2:8x8y:8y2

2. Tem-se agora [ = =0 em (0,0), para

(z,y) € R2.

Do item anterior tem-se que f = x(x fi1 + vy fi2) + y(@fa1 + yfo2). Desta forma

df1 0 0 o2

f11, consegue-se obter funcdes f,: R? — R e f,: R> — R definidas em uma vizinhanca

de (0,0) tais que fi; = xf, +yfs.

_9h(0) _ 0 9f(0) _ 9°f(0) _ 9 f(0)
oy dy Ox Oy Ox ox Jy

9 f(0
Assim f12(0) = (%féy) = 0, por hipo6tese. Aplica-se, entdo, o Lema a

funcdo fio; logo se escreve fio = xf,; + yfi, onde fi,: R? = Re fi,: RZ — R sdo

= 0, por hipotese. Aplicando o Lema [3.1| 4 funcao

Temos f12(0) , pois f é de classe C?.

definidas em uma vizinhanca de (0,0).
0f2(0) _ 9 9f(0) _ 0*£(0)
També = = — =
ambém. f51(0) ox dr dy  Ox dy B
aplicado a fungao fo1, tem-se fo; = Tfo; + Y foy, onde fo: RZ2 - Re fyn: R? — R sdo

definidas em uma vizinhanca de (0,0).

= 0, por hipotese. Pelo Lema
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0R0) _ 907(0) _ 3F(0)

Oy Oy Oy dy?
pelo Lema [3.1] escreve-se fyy = xf1 + yfs, onde fi: R2 — R e fo: R? — R sdo definidas
em uma vizinhanga de (0,0).

Dai,

Finalmente, fa(0)

= 0, por hipotese. Entao

f=x (l‘(l’71 +yfy) +ylafy + 9712)) +y (l’(l’?m +yfyn)+ y(xfl + yﬁ)) )

trabalhando-se esta expressao, teremos:
f=a@f +ayfy+yefin + 92 1) + (@ fa + 2y fon +yzfi + 42 f2),

f=2f +2%yfy+ 2%y 1 + 2y Fro + 2%y for + 2y’ fon + 20 f1 + 4P fo,
f=2"f + $23/(?2 + /1 +?21) + 953/2612 + fo + )+ 92 o,

e portanto se observa que existem funcgoes g1, g2, 93, gs, definidas em uma vizinhanca da
origem, tais que f = x3g; + 2%ygs + xy%g3 + y3g4, como se queria demonstrar.

3. Tem-se f como no item anterior. Desta forma pode-se escrever f da seguinte
maneira, f = z*(zg1 4+ yg2) + y*(2gs + yga).

Entdo existem fungbes ¢;, go definidas em uma vizinhanca de (0,0) tais que
f = 2291 + y%g2, o que demonstra o item 3. n

Agora faremos a demonstracao do Lema de Morse para o caso em que n = 2,
o caso geral segue exatamente a mesma linha de raciocinio.
Demonstracao: Pode-se supor, sem perda de generalidade, que o ponto critico nao
degenerado u € R? é a origem, ou seja, u = (0,0).

Como u é um ponto critico da funcao f: R? — R deve-se ter g—i = g—‘;j =0em
(0,0). Desenvolvendo a fun¢ao f em série de Taylor, até a ordem 2, em torno do ponto
(0,0) obtém-se (note que f é de classe C*):

B af(0,0) af(0,0) 192£(0,0) 192£(0,0)
flay) = £0,0)+—— ($—0)+a—y(9—0) §W($—0)2+§8x—ay($y—0)
102£(0,0 102£(0,0
3 g — 0y + 5 HLED 0 + gl
como f é de classe C'*°, vamos ter que 828];(—%,;)(xy —-0) = %((yw —0), logo:

192£(0,0)
dy (y—0)+§ 0x?

flz,y) = f(0,0) + (z —0)?

192£(0,0 192 (0,0
2 (5%@)@ = 0)) + 5%@ —0)*+g(x,y),
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Assim,
af(0,0 af(0,0 10%£(0,0
) = 10,0+ L0 o -0y 200, gy JETOO
92£(0,0 10%£(0,0
LD oy 0+ 3 L0 — 02 )

onde g(z,y) sdo os termos de ordem superior no desenvolvimento.

Como 3fgi; 0) =0e (9f((9(1)/, 0) =0, tem-se f(z,y) = f(0,0) + % (ax? + 2bzy + cy®) +
_ 20,0 2f(0,0) _ 9°f(0,0) ,
g(x,y), onde a = o "7 Toroy ec= o Observe que como f é de

0%£(0,0) _ 9*£(0,0)
oxr 0y  Oyor
Note que f(0,0) = f(0,0) + g(0,0), logo g(0,0) = 0. Note também que

classe C?, se tem que

9£(0,0)  9F(0,0)  g(0,0) 9F(0,0) IF(0,0)  g(0,0) 99(0,0)
0z o T or ¢ oy oy gy Cportanto /5
d¢g(0,0 92¢(0,0 92¢(0,0

e ggy’ ) = 0. Temos também, % =0e % =0.

Assim, g e todas as suas derivadas de primeira e segunda ordem se anulam em

(0,0).

A hipotese de que v = (0,0) é um ponto critico ndo degenerado de f é equi-

valente & condi¢ao b — ac # 0, uma vez que:

a b

Hess(Pow = | |

Y

entdao o determinante de Hess(f)o,0) ¢ igual a ac — b? que ¢é diferente de zero, pois (0, 0)
¢ ponto critico ndo degenerado. Observe que ac — b% # 0 equivale a b? — ac # 0.
Assim, se a # 0 pode-se completar quadrados na parte quadratica de f

obtendo-se,

b\’ b?
az® + 2bzy + cy’ = a (:B—I——y) + (c— —) Y2
a a

Também se ¢ # 0, tem-se:

b\’ b’
az? + 2bxy + cy? :c(y—i——x) + (a— —) 2.
c
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Se a =c =0, entao b # 0 e assim pode-se escrever,

| oS

a’ + by + ey’ = 2bay = 3 [(v +9)" = (r = )]

No caso em que a # 0, faz-se a seguinte mudanca de coordenadas,

1

ac—b*|92

Y

b

e entdao a parte quadratica de f toma a forma £X2 4+ Y2,

Tem-se que a aplicagao ¢: R?> — R? dada por ¢(z,y) = (X,Y) & invertivel.
Na verdade ¢ é um difeomorfismo, ou seja, que é diferencidvel, invertivel e sua inversa é
diferenciavel.

Formulas semelhantes se verificam para os outros dois casos; assim deduz-se
que existe uma mudanga de coordendas 1) em R? (ou seja, um difeomorfismo local) tal que
a composta fo1: R? — R tem a forma (z,y) — d +2? +y* + h(z,y), onde d = f(0,0).

Observe que os sinais + sao independentes e, portanto existem quatro casos.
Também se tem que h e todas as suas derivadas de ordem 1 e 2 se anulam em (0, 0).

Aplicando o item 3 do Lema 3.2| & funcao h, obtém-se funcoes h; e ho definidas
em uma vizinhanca de (0,0) tais que h = x?hy + y*hy e entdo a expressdao acima de f o)
se torna:

(z,y) = d £2*(1+hy) £y*(1+ ha),

onde hy e hy se anulam em (0, 0).

Para valores pequenos de x e y, 1 + hi(z,y) e 1 + hs(x,y) sdo nao nulos.
Colocando X = z\/(1+ hi(z,y)) e Y = y/(1 + ha(z,y)), tem-se que a aplicacdo f o
¢: R? — R dada por (z,y) = d + X? £Y? ¢é um difeomorfismo em uma vizinhanca de
0,0).

Usando esta mudanga de coordenadas obtém-se as seguintes formas normais:

(z,9) —d+ X*+Y?
(z,y) = d+ X*—Y?
(xvy) ’_)d_XQ_YQa

onde d = f(0,0). Isto conclui a demonstragao. ]

Veja a seguir algumas observagoes referentes ao Lema de Morse.
Observagdo 3.1. Nao ¢ necessario incluir a forma d — X2 + Y2, pois (z,y) — (y,x) é
uma mudanca de coordenadas, o que significa que se trocando x por y e y por x se tem
0 mesmo resultado.

Observacao 3.2. Os trés casos do Lema de Morse correspondem, respectivamente, a um
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minimo (ﬁgura@, uma sela (ﬁgura@ e um maximo (ﬁgura para a fun¢do f em (0,0).

Figura 6 — Ponto de Minimo

Fonte: Proprio Autor (2022).

Figura 7 — Ponto de Sela

Fonte: Proprio Autor (2022).

Figura 8 — Ponto de Maximo

/ZZ?’ 7/
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Fonte: Proprio Autor (2022).

Observacao 3.3. O Lema de Morse diz que a fung¢ao nao apenas se comporta como
uma das trés formas normais acima, além disso, f é igual a uma delas a menos de uma

mudanca de coordenadas no plano.

3.3 PONTOS CRITICOS DEGENERADOS

Os pontos criticos nao degenerados sao completamente classificados pelo Lema
de Morse. Quanto aos pontos criticos degenerados, a situacao é diferente.

Inicia-se nesta secao o estudo dos pontos criticos degenerados no caso mais
simples, ou seja, de uma funcao f: R — R. Assume-se que f tem um ponto critico na

origem e que f(0) = 0. Desta maneira, deve-se ter f'(0) = 0.
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Pelo que foi visto, a origem é ponto critico nao degenerado da fungao f: R — R
se, e somente se, f”(0) # 0, uma vez que Hess(f)o = f”(0).

Pelo Lema de Morse existe uma mudanca de coordenadas 1: R — R, definida
em uma vizinhanga U da origem tal que fo: R — R é dada por (fo)(0) = f(0) &+ 22,
e como f(0) =0 se tem que (f 01)(0) = f(0) &+ z2.

Neste caso, (f o)(0) = 22, se f/(0) >0 e (fo)(0) = —z? se f(0) < 0.

Entretanto, se f”(0) = 0, obtém-se uma classifica¢do mais refinada tomando-se
mais termos da série de Taylor de f. Esta classificacao, porém, nao diz nada sobre funcoes

—1

tais como exp (—2> para as quais a série de Taylor é zero.
x

Nota 3.1. Considere a fungao f: R — R dada por:

fo) = exp (?), se x # O’

0, sex=0

Expandindo esta fungao em série de Taylor em torno do ponto x = 0 obtém-se
que todos os termos da expansao sao iguais a zero, visto que qualquer derivada da funcao
f no ponto x = 0 é igual a zero (a fun¢ao f definida desta forma é conhecida como fungao
chata). Por esta razao se diz que a série de Taylor desta funcao f é zero.

Lema 3.3. Seja ¢: R — R uma funcao de classe C* tal que, q(0) = ¢'(0) = ¢"(0) =
..+ =¢*(0) = 0. Entdao em alguma vizinhanca da origem, existe uma fungio |: R — R de
classe O tal que q(z) = 2"'(z) e, além disso, se ¢**+V(0) # 0, entdo 1(0) # 0.
Demonstracao: A prova é feita por inducao sobre k. Quando £ = 0, o Lema se
aplica e segue o resultado.

Para k£ # 0, usa-se 0 mesmo lema para mostrar que ¢(x) = zly(z), onde
[; : R — R é uma fungao de classe C*°.

Como ¢ é de classe C'*°, diferenciando esta relacao m vezes, obtém-se que
¢ (@) = ali"™ (@) +mly" (@),

Observe que esta relacao é obtida uma vez que,
¢ (z) = h(z) + zly(2);
¢"(z) = ly(z) + I (2) + 2l{(2);

q"(x) = I(x) + 1 (z) + /() + 21" (2);

¢ (z) = 2l (x) + ml" "V (x).

Fazendo x = 0 deduz-se que [1(0) = 5(0) =1{(0) =--- = lgk_l)(()) = 0.

Como a fungao [ satisfaz a hipétese de inducado, tem-se que em alguma vi-
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zinhanga da origem, existe uma funcdo [: R — R de classe C*° tal que [;(x) = 2¥i(x).
Assim, ¢(z) = za*l(z) = ().
Note que,
¢ () = 2" ((k + 1)i(z) + 2l (x)),

¢"(z) = k" (k + Dl(z) + 2l () + 25 (2) (k + 2) + 21" (x)),

¢* ) (x) = (k + D(z) + (b + Db (2) + 2% (1F(2) 2k + 1) + 2" 1% D (2))

logo, ¢**1(0) = (k + 1)1(0) e dai, se ¢**+V(0) # 0 segue que 1(0) # 0. Isto conclui a
demonstragao. [

Com este LLema em maos, pode-se enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Seja f: R — R uma funcgao de classe C*, tal que f(0) = f'(0) = f"(0) =
o= fED0) = 0, mas f®(0) # 0. Entdo existe uma mudanca de coordenadas sob a
qual f toma a forma =¥, se k é impar, e x* ou —2*, se k € par.

Demonstragao: Pelo Lema [3.3 tem-se que f(z) = 2*I(x), com [(0) # 0.

Considere os casos:

1. k é impar: Defina h(z) = x(I(z))"*. Observe que h'(z) = (I(z))* +
z(1/k)(1())3=R/% (1), logo h'(0) = (1(0))/* # 0, entdo h ¢ um difeomorfismo em alguma
vizinhanca da origem.

Além disso, se tem que (h(z))* = 2z*I(z) = f(r). Desta maneira segue que
a composta (foh™!)(z) = f(h~(x)) = 2F, visto que colocando y = h~1(x), tem-se
1) = (B, Togo (f o h)() = (h(y)* = (h(h~ (@) = (Id(z))* = 2*.

2. k é par: Tém-se duas possibilidades:

a) [(z) > 0, ¥ z: neste caso, define-se h(x) = z(I(z))"/*, e o resultado segue
como no item 1, isto é, f se transforma em z*.

b) I(z) < 0, V 2: neste caso, define-se h(z) = z(—I(x))"/*. Desta maneira
(h(2))* = 2*(=l(x)) = —2*(I(x)) = — f(x). Assim, tem-se que a composta (foh™!)(z) =
f(h=(z)) = —a*, visto que colocando z = h~1(x), tem-se f(z) = —(h(2))¥, logo (f o
) (@) = () = —(h(2)* = —(h(h(@))) = —(Id(2))F = —a*.

Estes dois casos concluem a demonstracao. [

O Teorema (Lema de Morse) e o Teorema motivam uma importante
nocao.

Definicao 3.3. Sejam u; € R", us € R, U; C R", Uy, C R” onde Uy, U, sao vizinhancas
dos pontos u1, us, respectivamente. Diz-se que fi1: Uy — R e fo: Uy — R sao funcoes R -
equivalentes se existirem vizinhancas V; C U;, com u; € V;, ¢ = 1,2, um difeormorfismo
h: Vi — V, e uma constante ¢ € R tal que h(uy) = u? e fi(u) = fo(h(u)) +¢, Vu € V.

Nota 3.2. Seja up € R™. Entao f: R" ug — R denota uma funcao definida em alguma

vizinhancga de uy. Duas tais funcoes sao equivalentes se elas coincidem em alguma vizi-
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nhanca de uyg.

A sentenca, f ~ g < as funcdes f e g coincidem em uma vizinhanca de wug, é
uma relagao de equivaléncia (é reflexiva, simétrica e transitiva). Para mais detalhes sobre
relagdo de equivaléncia consultar Gongalves (2006).

As funcoes que se relacionam com f segundo ~, formam uma classe de equi-
valéncia que é chamada um germe de f em wy.

Definicao 3.4. Suponha que f: R, ty — R seja A - equivalente a + z**!. Entdo, para
k > 0, dizemos que f tem tipo Ay em ¢y, ou uma Ay singularidade em ¢.

Por exemplo, tipo Ay significa simplesmente que f'(ty) # 0.

Um dos problemas centrais na Teoria de Singularidades é classificar funcoes
segundo R - equivaléncia. Um exemplo disto ja foi feito no Lema de Morse, onde uma
funcao f definida em uma vizinhanga de um ponto critico nao degenerado é R - equivalente
a funcao g dada por:

9=~y — =y =yl T

No Teorema [3.2] se tem que uma funcdo f: R — R com série de Taylor nao
nula é equivalente a + ¥ para algum k.

Como existe o Lema de Morse para pontos criticos nao degenerados, também
se tem um resultado para os pontos criticos degenerados, que permite encontrar formas
normais para uma funcao f em uma vizinhanca de tal ponto em dimensdes maiores que
1. Este resultado é conhecido como Splitting lemma e é enunciado a seguir.

Teorema 3.3. (Splitting lemma): Seja f: R™ — R uma func¢ao de classe C*, com
derivadas parciais de primeira ordem iguais a zero na origem e cuja matriz Hessiana na

origem tem posto r. Entao f é R - equivalente, na origem, a uma funcao da forma:
+ai+ -+ 22 9T, T),

onde g: R"™" — R é uma funcao de classe C*°.

Este teorema mostra que o comportamento de uma funcao préximo a um
ponto critico degenerado pode ser determinado estudando-se uma funcao envolvendo um
namero de variaveis menor (igual a n — r: este numero ¢ chamado o coposto (ou corank)
de f). Esta reducao do namero de variaveis é que torna o Splitting lemma tao ttil e
surpreendente. Uma prova desse resultado por ser encontrada em Dimca (1987).
Exemplo 3.9. Seja uma funcdo f: R?> — R, com a origem sendo um ponto critico
degenerado, sob certas condicoes pode-se mostrar com o auxilio do Splitting lemma, que
esta funcao é R - equivalente a uma das seguintes formas normais:

(z,y) — 23 — xy? (umbilico eliptico),
(z,y) — 23 + y* (umbilico hiperbolico),

(z,y) — 2%y — y* (umbilico parabélico).



Figura 9 — Umbilico eliptico

Fonte: Proprio Autor (2022).

Figura 10 — Umbilico hiperbdlico

Fonte: Proprio Autor (2022).

Figura 11 — Umbilico parabélico
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Fonte: Proprio Autor (2022).
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3.4 APLICACOES

Apesar do foco maior neste trabalho ser a classificacao de pontos criticos via
Lema de Morse, neste capitulo, sera apresentado problemas de otimizacao que recaiam
na classificacao de pontos criticos, usaremos o conceito de derivada para funcoes, para
determinarmos esses pontos criticos, quando houver.

O ato de classificar é importante pois nos permite agrupar algo por meio de
caracteristicas similares, apos ver como classificar alguns tipos de pontos criticos no ca-
pitulo anterior, podemos ver em situacoes praticas o que acontece na realidade com esse
tipo de problema. Para mais aplicagbes neste sentido, consultar Stewart (2013), Freitas
(2017) e também Tognon e Nogueira (2007).

Exemplo 3.10. Um o6nibus de 40 lugares foi fretado para uma excurs@ao. A empresa
exigiu de cada passageiro R$ 30,00 mais R$ 1,00 por lugar vago. Vamos determinar o
ntimero de passageiros que deverao ir a excursao para que a empresa tenha o maior lucro
possivel.

Solugao: Sendo x o ntmero de lugares vagos e R(z) o valor arrecadado pela empresa
em fungao dos lugares vagos, escrevemos a funcdo R(x) = (z + 30) - (40 — x) e entdo
R(x) = —2? + 10z + 1200.

Logo, R'(x) = —2x + 10 e obtemos que para x = 5 ocorre o valor méaximo.
Portanto, como o lucro méximo ocorre quando ha 5 lugares vagos, entao, deverao ir na
eXCUrsao 35 pessoas. |
Exemplo 3.11. Para construir uma caixa retangular sem tampa sera usado um papelao
de formato quadrado de 1 m? de 4area, de modo que o volume da caixa seja o maior
possivel. Vamos determinar as dimensoes dessa caixa para que o volume seja maximo.
Solugao: Representando o volume da caixa por V(z), temos V(z) = z- (1 —2x)- (1 —2x)
e entao V(x)lz 43 — 411132 + . Logo, V'(x) = 122*> — 8z +1 ¢ entdo para 1222 — 8z +1 =0

temos 25 e Ty = —.

6

1 1
Determinando as dimensoes, para r; = 5 temos 1 — 2 - 5= 0, o que nao é
1 1 2
possivel pela condicao de existéncia da caixa. Para zo = 5’ temos 1 — 2 - 5= 3
2 2
Portanto, as dimensaoes da caixa para que o volume seja maximo sao gm, gm
1
e —m. [
6

Exemplo 3.12. Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12m? de papelao.
Determine o volume méximo dessa caixa.

Solucao: Sejam x, y e z 0 comprimento, a largura e a altura da caixa em metros. Entao,
o volume da caixa é:

V =xyz.

Podemos expressar V' como a funcao s6 de x e y usando o fato de que a &rea dos quatro
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lados e do fundo da caixa é:
20z 4+ 2yz + xy = 12.

Isolando z nessa equacao, obtemos z =

12—zy 122y — 2%y?
V=uxy =
2(x +y) 2(x +y)

Calculando as derivadas parciais, temos:

oV (12 —2zy —2?) OV 2*(12 —2zy —y?)

Ox 2(x +y)? ¢ y 20 +y)?
. (o - ov .
Se V' é um méximo, entao (9_:8_:0’ mas r =0ouy=0daV =0, de modo que
T Y

precisamos resolver as equacoes:
12—2zy —a2®°=0e 12 — 22y — y°> = 0.

Isso implica que x? = 3% e, portanto, x = y. Perceba que ambos devem ser positivos neste
problema, para que o volume faca sentido. Se colocarmos x = y em qualquer uma das
12—-2-2

oes obt 12—-322 =0 dax =2y =2 = ——— = 1. Assim,
equacoes obtemos x , 0 que x Yy e z 22+2) ssim
V =2-2-1=4, e o volume méiximo da caixa é¢ 4m3. n
Exemplo 3.13. Seja f: S — R uma fungao tal que f(x,y) = 2*> +y*> — 3z — 2y + 3zy e
sendo z = f(x,y), vamos mostrar que a func¢ao é de Morse e classificar o ponto critico.
Solucao: Temos,

of

of
o x 3+3yeay Yy + 3z

As derivadas parciais se anulam paraz =0e y = 1.

As derivadas de segunda ordem sao:

Of_ o 8F_, Of _Of _
oxz 7 oyr oxdy  Oydr
2 3

Logo, Hess(f)0,1) = 5 9 =4—-9=-5.

Como Hess(f)0,1) = —5, temos um ponto de sela. Substituindo (x,y) = (0,1)
em z = f(z,y), obtemos o ponto P = (0,1, —1), que é ponto de sela da superficie S.

Escrevendo o polindémio A referente 4 matriz Hessiana, tal que,

h=22%+2- 3zy + 21
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e fazendo o completamento de quadrados, temos:

3\ 9
h—2x2+2‘3xy+2y2—2~(a:—|—§y> —|—(2——)y2

e assim chegamos em:

>

I

)
VRS

)

+

|

Ned
~~_
(Y]

|
| ot

<@
[\

3\ 5
Entao, fov — f(0,1) =2- <x + éy) — §y2. Tomando entao,

3\? 5
2_o. 2 2 _ 9 2
X <x—i—2y) e} 22/7

a forma quadratica fica f o — f(0,1) = X? — Y2 e portanto, a fungao f é de Morse,

tendo apenas um ponto critico ndo degenerado, que é o ponto de sela P = (0,1,—1). =

Figura 12 - Gréfico da fungao f

77
I 7 7T
e )
7 7 /

7 7/

Fonte: Proprio autor (2022).
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4 CONCLUSAO

Inicialmente, mostramos alguns topicos que servem de base para a temaética
central do trabalho, permitindo ao leitor entender as ferramentas matematicas necessarias
para o estudo dos pontos criticos a partir da classificacdo que vem a ser estabelecida no
trabalho.

Assim conseguimos através deste trabalho, entender como ocorre a classificacao
de pontos criticos nao degenerados e degenerados a partir dos resultados de Lema de
Morse e Splitting Lemma respectivamente, e ainda sendo mais especifico percebendo que
é possivel estabelecer uma classificacao em valores méximos e minimos de uma funcao.

Conseguimos ainda, perceber aplicacoes diretas que tratam da classificacao
de pontos criticos, por meio de alguns problemas simples do cotidiano, mas que pelo
senso comum muitas vezes se passa despercebido e que se olharmos em uma perspectiva
matematica, entendemos belissimas explicagoes para fendmenos em que 0 nosso interesse
¢ maximizar ou minimizar alguma situagao. Espero que este trabalho possa servir de

motivacao e, a0 mesmo tempo, contribuir para quem buscar estudar sobre essa tematica.
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