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RESUMO

A necessidade de entender como ocorre um fendmeno fisico e o porqué ele ocorre, € 0 que
move a ciéncia. Os modelos matematicos surgem como ferramenta na busca por essas
respostas, como por exemplo, as funcdes hiperbdlicas e as equagdes diferenciais que
integram o processo de modelagem do comportamento de um cabo flexivel suspenso entre
dois pontos, sustentando apenas o seu peso. Esse problema que € descrito por uma catenaria,
por vezes foi confundido com a parabola até o seu entendimento completo, tratando-se de
uma funcdo hiperbdlica. Utilizada em diversas aplicacdes, como na arquitetura e na
engenharia, a catenéria é parte fundamental no dimensionamento das linhas de transmiss&o,
sobretudo nas definicGes de distancias e faixas minimas de seguranca. Este trabalho vem
mostrar uma breve trajetdria do estudo da catenaria, a modelagem matematica e fisica do
problema e as suas diferengcas em relacdo a paradbola. Culminando na resolucdo de um
exercicio de dimensionamento e na modelagem grafica da curva. Os resultados foram de
acordo com o esperado, conseguindo demonstrar o papel e a importancia da utilizacdo da

catendria na defini¢do dos parametros de seguranca em projetos de linhas de transmissao.

Palavras-chave: Catenaria. Funcdes hiperbolicas. Linhas de transmissao.



ABSTRACT

To undersrand how and why a physical phenomenon occurs it is whar moves sciene. The
mathematical models emerge as a tool in the search for these answers. As an example, the
hyperbolic functions and differential equations. These functions integrate the modeling
movements process of a flexible cable suspended between two points and that sustains its
own weight. In addition, the modeling used a catenary, which was usually confused with a
parabola, until grasped that it was a hyperbolic function. Used in several applications such
as architecture and engineering, the catenary is a fundamental part of the dimensioning of
transmission lines, especially in the definition of distances and minimum safety ranges. This
this paper will bring a brief trajectory of the study of the catenary, the mathematical and
physical modeling of the problem., and its differences concerning the parabola. It culminates
in the resolution of a sizing exercise and the graphical modeling of the curve. The results
were as expected, demonstrating the role and importance of using the catenary to define the

safety parameters in transmission line projects.

Keywords: Catenary. Hyperbolic functions. Transmission lines.
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1 INTRODUCAO

A necessidade de entender e explicar fendbmenos fisicos é algo intrinseco ao ser
humano, desde a era pré-histdrica é possivel notar os efeitos da curiosidade humana no curso
da sociedade. Com o tempo foram desenvolvidos métodos mais eficientes de se estudar esses
fenémenos, sendo bastante influenciado pelas escolas filoséficas gregas. Constituindo assim
0 pensamento critico, a formulacdo e a comprovacao de hipoteses, ferramentas fundamentais
para a modelagem de problemas. Problemas estes solucionados atraves de modelagens fisicas
e matematicas.

Modelos matematicos sdo frequentemente utilizados em diversas &reas do
conhecimento tais como nas engenharias, na arquitetura e em ciéncias da natureza. No
processo de modelagem de sistemas fisicos, as equacdes diferenciais desempenham papel
fundamental tendo em vista que muitas leis e relagdes fisicas surgem matematicamente sob
a forma desta classe de equactes (KREYSZIG, 1986).

As equac0es diferenciais possuem uma aplicabilidade em significantes problemas na
engenharia, como por exemplo, escoamentos de fluidos, problemas de conducéo de calor,
sistemas de vibra¢es mecanicas e em modelos que descrevem o comportamento de um cabo
flexivel e homogéneo suspenso entre dois pontos (ZILL, 2001).

O problema de determinar a forma tomada por um cabo flexivel, suspenso em dois
pontos e sujeito ao seu préprio peso desafiou alguns matematicos por um longo periodo. De
acordo com Talavera (2008), o estudo da curva, atualmente conhecida como catenaria, teve
inicio com o matematico Galileu Galilei (1564 — 1642), o qual acreditava erroneamente que
tal curva se tratava de uma parabola. Por volta de 1690, Jakob Bernoulli chamou a atencédo
da comunidade matematica para o problema. Sendo ele solucionado por seu irmao Johann
Bernoulli, Huygens e Leibniz que deu o nome de catenaria a curva ocupada pelo cabo.

O problema da catenaria é modelado por uma equacdo diferencial ordinaria de
segunda ordem, cuja solucéo é descrita por funcées hiperbdlicas. O estudo destas funcdes é
deveras relevante, haja vista que as catenarias podem ser encontradas na natureza, em
projetos arquitetdénicos, em construcdes de pontes pénseis e no dimensionamento das linhas
aereas de transmissdo de energia elétrica. Sendo fundamental para a determinagdo do
comportamento de fios e cabos em diferentes cenarios, servindo de parametro para a
realizacdo de projetos em suas diversas areas de aplicacéo.

Tal aplicacdo demonstra-se relevante devido a crescente utilizagdo de energia desde

0 inicio da revolucdo industrial até a era globalizada, sendo ela atrelada ao desenvolvimento
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da sociedade. Em um pais continental como o Brasil, fez-se necessario a utilizacdo de grandes
linhas aéreas de transmissdo, visando atender o maximo de pessoas e levar a energia elétrica
para lugares mais afastados dos grandes centros urbanos. Torna-se um grande desafio para
engenheiros e engenheiras, projetar essas linhas de forma que sejam economicamente

viaveis, ndo tenham grandes perdas de energia e sejam seguras em seus entornos.

1.1  Objetivos

Desse modo, este trabalho tem como objetivo principal apresentar um estudo das
funcdes hiperbolicas mostrando algumas aplicagdes na modelagem de problemas de
engenharia e arquitetura, com énfase no estudo das linhas de transmisséo.

Para tal, os objetivos especificos sdo:

e Estudar os principais conceitos das func6es hiperbdlicas;
e Mostrar o estudo da catendria como modelo de utilizacdo destas funcgoes;
e Mostar a importancia da catenaria no dimensionamento das linhas aéreas de

transmissdo de energia.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo serdo expostos os principais elementos para a conducéao deste trabalho.
Sera abordado o historico do estudo das fungdes hiperbolicas e da catenaria, a funcdo que da
origem a esses estudos e as ferramentas desenvolvidas através dela. Destacando a catenaria

como uma aplicagéo das ferramentas abordadas.

2.1  Um Breve Historico das Funcdes Hiperbolicas

Em sua obra, Maor (2008) afirmou que: “Entre 0s notaveis problemas que ocuparam
a comunidade matemaética, nas décadas que se seguiram a inven¢do do célculo, estava o
problema da catenaria”. As discussdes a respeito da hipérbole e de suas caracteristicas, foram
bastante recorrentes no meio cientifico. Determinar a curva que descreve o formato de um
cabo, uma corda ou mesmo uma corrente, flexivel suspenso por dois pontos foi um tanto
quanto desafiador para estudiosos como Leonardo da Vinci e Galileu, que acreditavam que
essa curva era descrita como uma parabola (TALAVERA, 2008).

Ainda de acordo com Talavera (2008), esse problema sé alcangou sua solucgéo final
gracas a Huygens, Leibniz e Johann Benoulli em 1691, que demonstraram de forma
geomeétrica e analitica que a curva assumida ndo correspondia a uma parabola, e sim a outro
tipo de curva, a qual Leibniz denominou como catenaria. Vasconcelos (2013) cita que outros
matematicos também debrucaram-se nos estudos das fungdes hiperbdlicas, como o italiano
Vincenzo Riccati que descobriu as férmulas de adicdo e subtracdo das funcdes hiperbdlicas
e sua relacdo com a funcdo exponencial e suas derivadas. Porém os estudos dessas funcdes e
de suas aplica¢fes ndo pararam por ai, eles acompanharam a evolucdo da tecnologia e das
grandes invenc6es, como telefones e motores, além da criacdo de redes de distribui¢do de

energia elétrica que cruzavam cidades e estados.

2.2  Hipérbole

De acordo com Vasconcelos (2013) e Santos (2015), a hipérbole é definida como um
conjunto de pontos de um plano cartesiano o, cuja a diferenca das distancias entre um ponto
qualquer da curva e os pontos F; e F,, em valores absolutos, seja uma constante. Essa
constante € igual a 2a, onde a sera o ponto medio entre os vertices da hipérbole. Sendo P um

ponto qualquer da hipérbole, a expressdo que descreve a hipérbole sera:

13
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h={P € a/|PF, — PF,| = 2a} 2.1)

Na Figura 01, esta representada uma hipérbole no plano xy. Onde, F; e F, s&0 0S
focos da hipérbole, A; e A, s&o os Vvértices do eixo real da hipérbole, e B, e B, representam

0s Vértices do eixo imaginario.

Figura 01 - Hipérbole

Fonte: Adaptada de Vasconcelos (2013, p. 16).

A distancia entre os vértices A, e A, é igual a 2a, enquanto a distancia entre os focos
corresponde a 2c, sendo 2¢ > 2a. As linhas pontilhadas d, e d, simbolizam os intervalos

entre o ponto P da hipérbole e os focos da equacdo, como mostra a Figura 02, portanto:

Figura 02 - Distancia entre um ponto e os focos da hipérbole

Y

Fonte: Adaptada de Vasconcelos (2013, p. 19).

Considerando que a hipérbole ilustrada acima (Figura 02) é equilatera, sendo

caracterizada pela igualdade entre os valores de a e b, é possivel obter a equacdo reduzida



da hipérbole. A Figura 03 demonstra de modo genérico esta funcdo, com seus focos

localizados no eixo X.

Figura 03 - Hipérbole equilatera

Fonte: Adaptada de Vasconcelos (2013, p. 17).

Partindo da relagéo fundamental a® + b2 = c?, e considerando as coordenadas (c, 0)

e (—c, 0) para os pontos F; e F,, respectivamente, é alcangado a partir da expresséo 2.2:

o+ + -0 -Ja-o2+ -0 =2a

Apos a retirada do mdédulo, desloca-se o segundo radical para o outro lado da

igualdade, de modo que seja obtido:

Jo+ o2 +y2=+2a+(x—0)? +2

Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, alcanca-se a expressao a

sequir:
(x+)2+y2=4a%+ 4a*J(x— )2 +y2 + (x — ©)? + y?
x2+2xc+c*+y2=4a’+ 4ax(x —c)?+y%+x?—2xc+ c* +y?
Isolando o termo com radical e dividindo a equagéo por 4, é alcangada a expresséo:
xc—a?=+ax(x—c)?+y?
Elevam-se mais uma vez a equacgdo ao quadrado, para obter:

x%c? —2a%cx + a* = a®* (x? — 2xc + c2 + y?)

x%c? — 2a*cx + a* = a®x? — 2a*xc + a*c? + a®y?

15
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x%c? +a* = a’x? + a’c? + a*y?

(c?2 —a?) »x2 — a?y? = (c? —a?) * a?
De acordo com a relagdo fundamental da hipérbole, sabe-se que:
CZ _ aZ — b2
Substituindo a relacdo na expressdo obtida anteriormente, chega-se a:
bz*xz_azyz = b2 % g2

Dividindo ambos os lados da igualdade por h*a?, é obtida a equacdo reduzida da

hipérbole:

N
N

<

=1 (2.3)

SEN| =

Caso os focos da hipérbole estejam situados no eixo y, a equacdo reduzida também
podera ser obtida através do mesmo processo. Sendo ela:

2 2

y: x
Z =1 (2.4)

2.3 Funcdes Hiperbdlicas

As funcges hiperbdlicas sdo combinag6es das funcbes exponenciais e* e e~ devido
as suas frequentes aparicbes em estudos matematicos e aplicacbes, e para fins de
simplificacdo, elas receberam nomes especiais (FLEMMING; GONCALVES, 2014). De
acordo com Stewart (2013, p. 232), “Elas sdo analogas, de muitas maneiras, as funcdes
trigonométricas e possuem a mesma relagdo com a hipérbole que as fung¢bes trigonomeétricas
tém com o circulo”. No entanto, para compreendé-las de fato é necessario conhecer suas
relagcbes com a hipérbole.

Utilizando uma hipérbole unitaria da funcdo x? — y? = 1, retratada na Figura 04,
serdo determinadas as funcGes hiperbdlicas seguindo 0s mesmos passos que constroem as
funcgdes trigonométricas. Cabe ressaltar que essa hipérbole é equilatera e seu foco esta situado

Nno €ixo X, e por isso foi escolhida para tais determinacdes.



Seja P um ponto sobre a hipérbole de forma que a area do setor OAP tenha valor igual

0 . : i o T 4
as, onde 6 é o angulo hiperbodlico e AM é uma reta tangente a curva no ponto A.

Figura 04 - Triangulo da hipérbole

Fonte: Adaptada de Vasconcelos (2013, p. 21).

Dito isso, é possivel determinar as funcGes hiperbolicas basicas, como seno e cosseno,
e a partir delas definir as demais funcées. Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na obtencédo

das funcGes trigonométricas, demonstradas nas equacdes:

) = cateto oposto ok
Semiy) = hipotenusa (2.5)

©) = cateto adjacente 2.6)
cos\v) = hipotenusa '

conclui-se que as fungdes hiperbdlicas basicas serdo:

senh(@) = g—i 2.7)
cosh(0) = % (2.8)

Tendo em vista que se trata de uma fungéo hiperbolica equilatera, como demonstra a

Figura 4, sabe-se que o segmento 0A tem comprimento igual a 1. Assim, elas se tornaro:

senh(6) = FP (2.9)

cosh(0) = OF (2.10)

Utilizando o conceito das demais fungGes trigonométricas, serdo obtidas a tangente,
a secante, a cotangente e a cossecante hiperbdlicas. As fungdes encontradas estdo presentes
na Tabela 01.

17
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Tabela 01 - Fungoes trigonométricas

Trigonométrica Circular Trigonométrica Hiperbolica

tg(0) = ii:gz; tgh(8) = 5

sec(0) = cosl(H) sech(0) = 0—1F

cotg(6) = EZZEZ; cotgh(6) = I(z—i
cse(6) = — @) csch(8) = %

Fonte: Adaptada de Santos (2015, p. 52).

Como dito anteriormente AM é uma reta tangente, dada a semelhanca entre os
triangulos OAM e OFP, a tangente hiperbdlica também sera:

AM _ PF
0A  OF
Sendo o segmento OA igual a 1, a tangente seré igual a
tgh(8) = AM

(2.11)
Assim como as funcbes trigonométricas circulares, as fungdes hiperbdlicas também

possuem algumas propriedades, na Tabela 02 € mostrado o paralelismo entre essas relacdes.

Tabela 02 - Propriedades das fungdes trigonomeétricas

Trigonométricas Circulares ~ Trigonométricas Hiperbdlicas

cos?(0) + sen?(8) = 1 cosh?(0) — senh?(8) = 1

tg*(0) + 1 = sec*(9) 1 — tgh?(8) = sech?(6)

1+ cotg?(8) = csc?(0) cotgh?(8) — 1 = csch?(6)

Fonte: Adaptada de Santos (2015, p. 51).

E importante salientar que apesar de inimeras semelhancas, essas funces tém
diferencas, principalmente no que tange a sua periodicidade e a sua imagem. As funcgdes

hiperbdlicas ndo sdo periddicas e ndo sdo limitadas a pequenos intervalos. Assim, de acordo
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com Freitas (2015), o seno hiperbdlico varia de - até oo, enquanto o cosseno hiperbdlico
tem a imagem definida pelo intervalo [1,+o0). A exce¢do nesse caso, € da tangente

hiperbdlica, que se limita ao intervalo entre -1 e 1, diferente de sua homdnima trigonométrica.

2.3.1 Funcdes hiperbdlicas e funcdes exponenciais

Como citado anteriormente, as funcdes hiperbdlicas séo vistas como combinacdes de
funcbes exponenciais recorrentes. De posse das fungdes hiperbdlicas genéricas, é possivel ir
mais a fundo nas relagdes entre a hipérbole e as fungdes exponenciais.

Na Figura 05, a hipérbole x? — y? = 1 é representada nos eixos X,Y e nos eixos
rotacionados x,y. A rotagdo desse novo eixo ¢ dada pelo angulo B e se aplica a hipérboles

fora dos eixos adotados.

Figura 05 - Triangulo da hipérbole em eixo rotacionado

Fonte: Adaptada de Vasconcelos (2013).

Com essa mudanca, faz-se necessario a conversao das coordenadas dos pontos para o
novo sistema. As relacfes entre as coordenadas (x,y) e (X,Y) sdo dadas pelas seguintes

equacoes:

x =X *cos(B) —Y xsen(B) (2.12)

y =X x*sen(B)+Y xcos (B) (2.13)

Para o ponto P, as coordenadas nos eixos X,y s&0 x = OR e y = RP = 0Q. Enquanto
nos eixos X,Y sdo X = OF = cosh (8) e Y = FP = senh (0). Sendo g = 45°, tém-se que:

V2

x=— X-Y)= g(cosh(e) — senh(H))



y = g X+Y)= g (cosh(@) + senh(e))

Como se trata de uma hipérbole equilatera, o ponto A possui coordenadas (1,0) em

X,Y e x = OB, y = 0C em x,y. Portanto, suas coordenadas serao:

i

S

I
NN

I
S
)

I

NIy

y

A partir dai, € possivel calcular as areas sob a curva, mais especificamente as areas

dos setores CAPQ e RBAP. Ambas sdo dadas, respectivamente, pelas equacoes:

1. 00Q

ACAPQ - Eln% (214)
1. OB
Agppapr = Elnﬁ (2.15)

Substituindo os valores ja obtidos nas equaces (2.14) e (2.15). elas serdo:

g (cosh(8) + senh(8))| 1

Acapg = Eln N = Eln(cosh(@) + senh(H))
2
1 Q 1
Appgap = =In V = —Eln(cosh(e) — Senh(H))

g (cosh(@) — senh(@))

Sabe-se que a area do setor OSA ¢€ igual a g, como dito na secdo 2.3, de posse desta

informacdo e dada a similaridade com os setores CAPQ e RBAP, é determinado que:

6 1
> = Eln(cosh(@) + senh(H))

0_ 1 o nea
>="3 n(cos () — senh( ))

Redistribuindo as equagdes, chega-se a:

ef = (cosh(@) + senh(G)) (2.16)
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e~% = (cosh(0) — senh(0)) (2.17)

Assim, o seno sera dado pela subtracdo das equacdes (2.16) e (2.17), enquanto o

cosseno sera dado pela soma de ambas. Elas serdo, respectivamente:

0 _ ,-6

senh(0) = % (2.18)
el +ef

cosh(0) = — (2.19)

Utilizando o Quadro 02, é possivel encontrar as demais funcdes hiperbdlicas, em
termos de exponenciais. Sendo elas:

29_1

tgh(6) = =5 (220)
sech(0) = P (2.21)
cotgh(0) = Zzz t i (2.22)
csch(f) = # (2.23)

A Figura 06 demonstra o seno, o cosseno hiperbolico e a tangente hiperbdlica,

permitindo uma comparacdo entre as curvas e 0s seus limites de atuacao.

Figura 06 - Seno, cosseno e tangente hiperbélicos
y

cosh(x)
senh(x)

tgh(x)

Fonte: Elaborada pela autora (2021).



2.3.2 Funcdes hiperbolicas inversas

De acordo com Flemming (2014), é natural deduzir que as fungdes hiperbolicas
possuem suas versdes inversas, a grande maioria delas possuem um valor de y em sua
imagem, que por sua vez correspondem a apenas um valor X no dominio. Fogem a regra o
cosseno e a secante hiperbdlicos, que possuem dois valores de X em seus dominios, e por isso
tém seus dominios restringidos a valores positivos.

Como as funcgdes hiperbdlicas podem ser expressas em termos da fungdo exponencial,
é possivel utilizar essas relagdes e expressar as suas inversas em termos de logaritmos
naturais, uma vez que sdo tratadas como opostas. Desta maneira, as equagdes 2.24 a 2.29

apresentam as funcgdes hiperbolicas inversas e as suas definicbes em logaritmos naturais.

senh™1(0) =1n (6 + V6% + 1), para qualquer valor de 6; (2.24)
cosh™(6) = In (8 +62-1), 621, (2.25)
1 146

gy — 1 _ : 2.26
tgh™1(0) 2ln(1_9), 1<0<1; ( )

0++1— 62
sech™1(8) = In — ) 0<6<1; (2.27)

1 6+1
-1 =— : 2.28
cotgh™'(6) 2”‘(9—1)’ 8] > 1; ( )

PR (2.29)

1 \/1+92>
.0 #0.

csch™1(0) = In (— +

Na Figura 07 sdo expostas as representacfes graficas das funcdes hiperbolicas
inversas do seno, cosseno e da tangente. Percebe-se a restricdo imposta ao c0sseno

hiperbdlico inverso, uma vez que apenas metade de seu arco € utilizado.
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Figura 07 - Seno, cosseno e tangente hiperbdlicos inversos

Tv

| tghTi(x)

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

2.3.3 Tabela de derivadas das func¢des hiperbolicas

A Tabela 03 relaciona as principais funcées hiperbdlicas e hiperbolicas inversas, com
as suas respectivas derivadas.

Tabela 03 - Derivadas de fungdes hiperbdlicas e hiperbodlicas inversas

d d
£(6) - f(®) f(6) 2 [ @
-1 1
senh(6) cosh(6) senh™(6) JoT 11
cosh(0) senh(0) cosh™(6) 921_ 1
tgh(6) sech?(6) tgh='(6) 1 _192
1
sech(6) —sech() * tgh(6) sech™ (6) o1 02
cotgh(8) —csch?(9) cotgh™(6) 1 _1 02
1
csch(6) —csch(8) = cotgh(6) csch™(0) 61/1 + 62

Fonte: Elaborada pela autora (2021).
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2.3.4 Tabela de integrais das funcdes hiperbdlicas

Na Tabela 04 encontram-se as integrais das funcBes hiperbdlicas mais utilizadas,

sendo possivel utilizar as suas identidades para a obtencdo das demais.

Tabela 04 - Integrais de fun¢des hiperbdlicas

£ [ 1@ as £6) | @ o
senh(0) cosh(0) +C sech(9)  argtg(senh(8))+C
cosh(6) senh(0) + C cotgh(8) In(senh(6)) + C
tgh(6) In(cosh(6)) + C csch(8) In (tgh <§>> +C

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

As funcdes hiperbolicas inversas sdo mais frequentes como resultado da integracéo
de funcgdes irracionais, e por isso, suas integrais ndo estdo presentes na tabela logo acima

(Tabela 04). Sao algumas dessas funcdes irracionais:

du (U
j— = senh (—) +C, a>1; (2.30)
va?+u? a
] e _ h-l(u)+c >a>0; 231
—— = cos " , u>a>0; (2.31)
du 1 u
— -1(_= .

]az mw i atgh (a) + C, selu|<a; (2.32)
f du _1 th-l(u)+c u| > (2.33)
az_uz—acog " , selul > a; )

j du _ 1 h‘l(u)+c O<u<a
el T EEee 30

1 u
= ——csch™! |—| +C, a#+0; (2.35)
a

j du
uv a? + u? a
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2.4 Catenaria

O entendimento da catenéria foi uma absoluta incdgnita ao longo de décadas,
rondando o imaginario de grandes nomes do meio cientifico. Determinar qual funcédo
descrevia tal problema era um desafio diante de suas semelhangas com outra funcéo ja
estudada, a parabola.

Em suma, a catenaria € definida como um cabo flexivel suspenso em dois pontos de
seu comprimento, sustentando apenas o seu préprio peso. (TALAVERA, 2008). A Figura 08
representa esse problema, em uma de suas principais aplicac6es, 0s cabos de transmissdo de
energia ou linha de transmissdo (LT). A catenaria também pode ser encontrada em outras
aplicacOes na arquitetura e na engenharia, como em pontes pénseis e linhas de telefonicas.
Para além disso, seu formato também pode ser observado na natureza, como é o caso da teia

de aranha, exibida na Fotografia 01, e do contorno de asas de uma borboleta.

Figura 08 - Catenaria em linhas de transmissdo

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

Fotografia 01 - Teia de Aranha

Foto: Stebra (2005)



Apesar do problema ser descrito e ilustrado como uma curva com a concavidade
voltada para cima, a catenéria também pode ser encontrada com a concavidade voltada para
baixo, principalmente em suas aplica¢des na arquitetura. A chamada catenéria invertida, pode
ser encontrada, de acordo com Freitas (2015), em diversas obras arquitetdnicas, como a Ponte
Juscelino Kubitschek em Brasilia e os arcos na Basilica da Sagrada Familia em Barcelona,
projetada pelo arquiteto espanhol Antonio Gaudi (1823-1926). As Fotografias 02 e 03
mostram uma Visdo panordmica desses monumentos e possibilitam a visualizagdo da

catenaria nessas aplicacoes.

Fotografia 02 - Ponte Juscelino Kubitschek

Foto: Ortiz (2007).

Fotografia 03 - Fachada da Paixao, Basilica da Sagrada Familia

il
Foto: Daudé (2018).

De acordo com Santos (2015), Leibniz propés em seus estudos que a catenaria
também fosse aplicada no calculo, como uma espécie de tabela logaritmica. Porém,
mostrando-se contraria ao seu ideal, a catenaria ndo poderia ser representada por uma fungéo
logaritmica, mas sim por um cosseno hiperbolico. Como ja é sabido, as funcdes hiperbolicas
podem ser descritas como fungbes exponencias e as suas inversas sao representadas por
funcgdes logaritmicas, o que poderia justificar tal proposta.
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A Figura 09 apresenta os elementos de uma catenéria, onde f é a flecha maxima, ou
seja, a distancia entre o ponto médio C e o eixo imaginario dos pontos de suspenséo A e B.
A letra s representa o comprimento do fio entre o ponto médio e um ponto genérico de tracéo
T, e d é a distancia entre os dois pontos que suspendem o cabo, em outras palavras, o vao

livre da catendria. A distancia entre a catendria e 0 eixo x, é representada por c.

Figura 09 - Catendria genérica

Fonte: Soares (2008).

Pelo diagrama de forcas que atuam sobre o cabo flexivel, sabe-se que ele sofre apenas
com a gravidade agindo sobre o seu prdprio peso e com o tensionamento do cabo ou corda,
além da acdo do vento em certas aplicacGes. Em regiGes mais afastadas da linha do equador,
também € necessario levar em conta o peso da neve sobre ele, uma preocupacdo sazonal para
projetos de pontes pénseis e linhas de transmissdo. Na Figura 10 é representado um diagrama
dessas forcas atuantes, considerando que a densidade € uniforme e desconsiderando qualquer

acdo do vento.

Figura 10 - Diagrama de forcas da catendria

AY T

P o e s o e

xY

- H e}
G
Fonte: Adaptada de Bassanezi (1988, p. 91).
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Considerando a origem das coordenadas x e y no ponto mais baixo da curva, o ponto
C, 0 eixo y ira coincidir com a flecha maxima da catenaria. P representa um ponto qualquer
na curva, onde T serd a tracao que atua tangencialmente no ponto, formando o angulo « em
relacdo ao eixo x. No arco CP a forca atuante é G, sendo G = ps, onde p € o peso do cabo
por unidade de comprimento e s € 0 comprimento do arco. Ja no ponto C a tracdo atua
horizontalmente e é representada por H.

Para obter a equacdo geral da catendria parte-se do principio de equilibrio estético do
cabo, onde a soma das forc¢as atuantes e a soma dos momentos é nula. Assim, 0s somatorios

das forcas seréo:
XE =0 XF =0, XF=0
Desta maneira, o somatdrio de forcas nos eixos x e y sera:

ZFx =—-H+Tcosa=0 (2.36)

sz =—G+Tsena=0 (2.37)

Redistribuindo os membros das expressdes obtém-se:

H
" cosa

G
sena

Assim, igualando as expressdes e substituindo G pela equacao correspondente, chega-

Se a.
14
tga = qs (2.38)

Observando que p e H sdo constantes, é possivel simplificar a equacdo 2.38 fazendo
uso da constante K, conhecida como a Constante de Especificidade do Cabo. onde K = p/H.

Outro ponto a se observar ¢ a tangente, que ¢é dada por:

t —dy
ga_dx

Portanto, a expressdo 2.38 sera:

y' =K=*s (2.39)
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Derivando ambos os lados da igualdade em relacdo a x, sera obtido:

" =K % — 2.40
y * (2.40)

De acordo com Bassanezi (1988) e Vasconcelos (2013), a partir do comprimento de

um arco chega—se a.

£ @)

Substituindo a expressdo em 2.40, chega-se a equacao diferencial da catenéria:

y' =K~ /(1 + %) (2.42)

Para a resolucdo de 2.42 é necessario introduzir a variavel » como um artificio, sendo

d ~ s
r= d_ic/ Desta forma a expressao sera:

dr—K*\/1+r2

e
dr

V1+47r?

Através da Tabela 03 sabe-se que o lado esquerdo da igualdade é a derivada do

=K x dx (2.43)

senh™1(7), realizando a integraco da expressdo 2.43, chega-se a:
senh™(r) = Kx + ¢; (2.44)
Como mencionado na subsecdo 2.3.2, as funcdes inversas podem ser expressas em
termos de funcdes logaritmicas. Sendo assim, pela equacéo 2.24:

In(r+vr2+1) =Kx+c, (2.44)

A partir da Figura 10 é possivel identificar que para x = 0, a variavel r serd r(0) =
y'(0) = 0. O que leva a deducdo da constate c;, que devera ser igual a zero para satisfazer

as condi¢Oes. Logo, apos o rearranjo dos membros, a expressao 2.44 podera ser escrita como:

r+r2+1=ek* (2.45)



Retirando a raiz presente em um dos lados da igualdade, torna-se viavel isolar a

variavel r. Desta forma:

r’+1=e%* —2r«ef*¥ 42

1
r=s (ef* — e7KX) (2.46)

Revertendo a mudanca de variaveis utilizada como artificio para a resolucdo dessa

diferencial de segunda ordem, serdo alcancadas as expressoes:

1
y = Ef(er — e K%Y dx

1
y = o (e 4 oK) e, (247)

Para satisfazer a condicdo inicial, y(0) = 0, a constante da expressdo 2.47 devera ser
1 . ~ 7 ‘ - . . ~
€2 == Analisando a expresséo é possivel identificar a presenca de uma combinagéo de

exponenciais ja conhecidas, o cosseno hiperbdlico. Substituindo a constante e a equagédo 2.19
em 2.47, chega-se a equacdo da catenaria:

y = 7 (cosh(Kx) ~ 1) (2.48)

Sabendo que x representa a distancia entre o eixo das abscissas e um ponto P no cabo.

A flecha no ponto mais baixo da curva, para um vao de comprimento d sera:

b (dn)-

De acordo Pinto (2014), em um cabo suspenso por dois apoios no mesmo nivel, a
relacdo flecha-vdo é determinante na caracterizacdo da curva como uma catenaria. Pois
segundo ele, quando a flecha é muito pequena em relacdo ao véo entre 0s apoios a curva é
caracterizada como uma parabola. Quando a relagéo flecha-véo é menor que 0,5, € possivel
utilizar as equagdes para um cabo parabdlico sem grandes perdas por aproximagao.

De acordo com Labegalini et al. (1992), para estes casos em que a curva assume o
formato parabolico, as equacdes da curva, da flecha e do comprimento do cabo serdo
respectivamente:
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f= @ (2.51)
8 2
s=d+ % (2.52)

Evidenciando assim a diferenca entre as curvas, como demonstra a Figura 11 para as
curvas de um cosseno hiperbdlico e de uma parabola. De acordo com Talavera (2008), essa
diferenca reside na formulacéo do problema, onde a parabola descreve a atuacdo de cargas
uniformemente distribuidas ao longo de uma linha horizontal, o0 que néo é o caso da catenaria.
A catendria descreve a distribuicdo de cargas, ao longo de um cabo, correspondentes ao seu
proprio peso. Para alem disso, segundo Vasconcelos (2013), a catenaria transcende a
modelagem polinomial da pardbola para se tornar uma curva modelada a partir do cosseno
hiperbdlico. Assim, apesar de serem visualmente similares, € possivel distinguir as curvas ha

muito tempo estudadas.

Figura 11 - Curvas da catenaria e da parabola

\ a, /
AN U //
AN 4 /)
AN s

N_/ == y=cosh(x)

—_—y =X+

-3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: Adaptada de Hubbard (2013).
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3 METODOLOGIA

Atualmente, uma das principais aplicacbes da catenéria reside no campo da
transmisséo de energia, via linhas aéreas. Ela determina o comportamento de uma linha de
transmissdo (LT), flechas maximas e minimas, distanciamento entre as fases, a altura das
torres, entre outros fatores. A flecha da catenéria € um pardmetro importante em diversos
fatores no dimensionamento de uma LT, como as faixas de passagem e de seguranca.

Para reduzir perdas, efeitos elétricos e aumentar a seguranca ao longo de toda a
extensao da rede de distribuicdo, existem normas que limitam cada um desses parametros.
Dentre essas normas, é possivel citar a NBR 5422 de fevereiro de 1985, que trata das
condicOes basicas para a realizagdo de um projeto de linhas aéreas de transmissao de energia
elétrica. Essas condicdes variam de acordo com o local de realizacdo do projeto, o clima na
regido, o porte da linha de transmissdo, a presenca de obstaculos e centros urbanos, entre
outros. Ainda assim, fica a critério da concessionaria responsavel pela construcdo da LT os
parametros a serem seguidos tomando como base a NBR 5422/1985.

Nessa norma também sdo tratados os afastamentos minimos entre condutores e seus
acessorios energizados e quaisquer partes, sejam elas energizadas ou ndo, da propria linha,

do terreno ou dos obstaculos que venham a ser atravessados pela LT.

3.1 Faixa de Servidao

A faixa de terra abaixo de uma LT aérea, por razdes de seguranca, ndo deve conter
obstaculos maiores como arvores, construcdes e arbustos. Para isso é delimitada uma zona
de exclusdo nas suas proximidades, chamada de faixa de serviddo. Também é vetada a
construcdo de edificacdes nessa zona apos a instalacdo das LTs, a depender dos niveis de

tensdo da linha, como € ilustrado na Figura 12.



Figura 12 - Faixa de serviddo de uma LT aérea

Fonte: Elaborada pela autora (2021)*.

De acordo com Moura (2019), a largura dessa faixa ira depender dos efeitos elétricos,
do movimento dos cabos advindo da acdo do vento e do posicionamento das fundacoes de
suportes e estais da LT. Para dimensiona-la é necessario ja ter realizado o flechamento desses
cabos, ou seja, ja ter determinado as flechas maximas e minimas do condutor. Esse processo
ocorre apés a determinacdo da catenaria, como mostrado na secdo 2.4, e também leva em
consideracao fatores climéticos que afetam o comportamento dos cabos.

Existem também outras duas faixas, a de seguranca e a de passagem, o que as difere
é o nivel de atividade permitida em cada uma e questdes legais a respeito dos direitos a
propriedade. A faixa de seguranca tem tamanho menor ou igual a de passagem ou servidao,
de acordo com NBR 5422/1985 a sua largura para uma LT Unica é dada pela equacéo:

L=2(b+d+D) (m) (3.1)

Onde, b é a distancia horizontal entre o eixo central da estrutura e o ponto de fixacdo do
condutor mais afastado, d ¢ o resultado da soma das projecdes horizontais dos comprimentos
da flecha e da cadeira de isoladores (I;) considerando seu deslocamento angular g devido a
acdo do vento, e D é um parametro determinado de acordo com a tensdo maxima de opera¢do
da LT (kV). As equagOes abaixo (EquacOes 2.37 e 2.38) demonstram a determinacdo dos

parametros d e D, respectivamente.

d=(f+1)*sen(B) (m) (3.2)
Vméx
D = 150 (m) (3.3)

1 Arvore criada por OpenClipart-Vectors. Disponivel em: https:/pixabay.com/pt/vectors/arvore-floresta-porta-
malas-576850/. Acesso em: 12 jul. 2021
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A Figura 13 ilustra esses elementos para LT descrita. E importante reforcar que o
nivel de tensdo da LT também ird influenciar na largura da faixa e em outros fatores, como é

percebido ao se observar o parametro D.

Figura 13 - Faixa de servidao para condutores dispostos horizontalmente

im

8

i'

D d b QWWW"\"
L L

Fonte: NBR 5422 (1985, p 42).

De acordo com a NBR 5422, a determinagédo do deslocamento angular (f) da cadeia

de isoladores, resultado da acdo do vento sobre os cabos, € feita a partir da equag&o:

B =tg™ (K *tgfr) (34)
Onde o parametro K é dado através de um grafico, demonstrado pela Figura 14, que relaciona

os valores dessa constante com a velocidade do vento de projeto adotado.

Figura 14 - Pardmetro K para determinacdo do angulo de balanco
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Fonte: NBR 5422 (1985, p 21).



E o0 angulo de balango teorico tg B € obtido atraves da expressdo 3.5.

qo *d
p*(V/H)

Sendo g, a pressdo dinamica de referéncia (N/m?), d o diametro do condutor (m), p

tgfr = (3.5)

€ 0 peso unitario do condutor (N/m), V o véo de peso (m) e H é o vao de vento (m). Cabe
ressaltar que o vao de peso e vao de vento sdo definidos, respectivamente, como a média
aritmética dos vaos adjacentes ao suporte e a distancia entre 0os pontos com tangente
horizontal das catenarias nos vdos adjacentes, segundo a NBR 5422/85.

Na Figura 15 sdo mostradas as dimensdes de algumas LTs no Brasil. Vale salientar
que as dimensdes podem variar de acordo com os critérios minimos da concessionaria

responsavel pela construcao da LT.

Figura 15 - Faixa de serviddo para torres, em LTs de 500, 230 e 138 kV

500 kV 230 kV 138 kV
x I sVATAVAVAYAY, 7

Fonte: Pinto (2014, p 21).

3.2 Distancia Minima do Condutor

O cabo condutor de uma linha de transmisséo deve ter uma margem de afastamento
de quaisquer elementos da natureza ou obstaculos localizados nos arredores ou abaixo dessa
linha. Para isso sdo determinadas distancias minimas, visando garantir a seguranca de todos
os envolvidos e o0 bom funcionamento da LT ao longo da sua vida Gtil. A Figura 16 ilustra
essa distancia entre o ponto mais baixo do condutor e esses elementos ou apenas o terreno,

como & 0 caso.
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Figura 16 - Distancia de seguranca

Distancia de
Seguranga

W=l S S ST EA/E/AS 7S/ S s /.-ij-'/ﬁ’ ==

Vio |

Fonte: Adaptada de Labegalini et al. (1992).

A NBR 5422/85 considera dois métodos para a determinacao das distancias minimas
entre o condutor e o solo, ou obstaculo. Neste trabalho sera abordado o método convencional
estabelecido pela norma, assim as distancias de seguranca serdo obtidas através das equacgdes
3.6 e 3.7. Parauma LT com uma tensdo maxima superior a de 87 kV, a distancia sera:

Dy
D=a+0,01x <ﬁ - 50) (3.6)

Ja para uma linha com uma ordem de grandeza inferior ou igual a 87 kV, a distancia

de seguranca sera:
D=a (3.7)

Onde, D,, representa uma distancia, em metros, numericamente igual a tensdo maxima de
operacdo da linha (kV). A constante a representa a distancia basica entre o condutor e
quaisquer elementos sob ele ou préximos, determinada pela Tabela 05 e D é a distancia de
seguranga.

Para agua navegaveis, o parametro H a ser utilizado é a altura, em metros, do maior
mastro e deve ser fixada pela autoridade responséavel pela navegacdo da via. Também deve

se levar em consideragdo o nivel maximo de cheia nos dltimos 10 anos (NBR 5422, 1985).
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Tabela 05 - Distancias basicas

Natureza da regido ou obstaculos  a (m) Natureza da regido ou obstaculos a (m)
Locais acessiveis apenas a 6.0 Aguas nfo navegaveis 6.0
pedestres

LO(EaIS onde circulam maquinas 6,5 Linhas de energia elétrica 1,2

agricolas

Rodovias, ruas e avenidas 8,0 Linhas de telecomunicacdes 1,8
Ferrovias ndo eletrificadas 9,0 Telhados e terragos 4,0
Ferrc_>v~|as eletrlfl_cgdas~ou com 12.0 Paredes 3.0
previsdo de eletrificacao

fSupor'ge de linha pertencente a 4,0 Instalacdes transportadoras 3,0
errovia

Aguas navegaveis H+20 ;/elcul_qs_ rodoviarios e 3,0

erroviarios

Fonte: Adaptada da NBR 5422 (1985, p. 25)

Em regiGes com altitudes superiores a 1000 metros em relacdo ao nivel do mar, o
segundo termo da equacdo 3.6 recebe um acréscimo de 3% a cada 300 metros acima dos
1000 metros iniciais. Para areas com acesso restrito a pessoal autorizado, é permitido que
sejam utilizadas distancias menores que as determinadas pelas formulas (NBR 5422, 1985).

Outro ponto a ser citado é a existéncia de outra LT nas proximidades, a norma
estabelece que a distancia vertical entre quaisquer partes dessas L Ts é determinada utilizando
termos da expressdo 3.6, acrescida da distancia basica. Entre outras determinacdes e casos
especificos de obstaculos proximos, é salientavel a distancia dos condutores as paredes cegas,
onde ndo é autorizada a abertura de qualquer tipo de acesso a LT. Sendo essa distancia
determinada através equacéo 3.3.

Cabe ressaltar que o método alternativo, de acordo com Pinto (2014), é utilizado para
calcular as distancias de seguranca em LTs que possuem o nivel de tensdo fase-fase acima
de 169 kV e em situacdes que o fator de manobra é conhecido. Ainda segundo Pinto (2014),
os valores obtidos nesse método devem ser superiores aos valores calculados pelo método
convencional. Caso sejam inferiores é estabelecido pela norma que devem ser adotadas as

distancias do método convencional para tensdes superiores a 169 kV.



4 RESULTADOS

Diante de tudo que foi apresentado, pretende-se determinar a curva caracteristica de
um condutor, a sua flecha, a altura minima de fixacéo dos suportes e a largura da faixa de
serviddo minima para essa linha de transmissédo. Para tanto, serdo utilizados dados fornecidos

em exemplos sugeridos por Labegalini et al. (1992) e por Meriam (2011).

4.1 Catenaria em Linhas de Transmissao

Tomando como base uma linha de transmiss&o descrita por Labegalini et al. (1992)
em seu exemplo 3.1, serdo solucionados os exemplos 3.3 e 3.4 deste mesmo livro. Esses
exemplos determinam a os valores da flecha e do comprimento do cabo para véos de 350 e
1000 metros, utilizando as equacgdes para cabos parabdlicos e para cabos em catenéria.
Labegalini et al. (1992) também faz uso de uma expanséo da série de Taylor nesses exemplos,
para mostrar a convergéncia dessas curvas e provar que € valido empregar as equacdes para
cabos parabolicos como forma de aproximacédo e simplificagdo do problema. Para isso é
calculado também o erro entre os valores obtidos, como forma de demonstrar a eficacia dessa
aproximacao.

Neste trabalho serd adotado apenas o vdo de 350m para a determinacdo da curva, da
flecha, do comprimento deste cabo, da distancia de seguranca e da faixa de servidao dessa
linha, para ambas as curvas que esse condutor pode assumir. Desta forma, serdo aplicadas as
equacdes apresentadas nas secdes 2.4 e 3.2. Vale ressaltar que esta LT esta suspensa entre
dois suportes rigidos em uma mesma altura e assume-se que em um dado ponto dessa linha
ha uma rodovia sob ela.

Dados:

+ Linha de transmissao de 138 kV;
« Cabo Oriole (CAA);

+ Secdo do cabo —210,3 mm?;

» Carga de ruptura — 7735 kgf;

* Peso (p) —0,7816 kgf/m;

» Tragéo horizontal (H) — 1545 kgf;
* Véo (d) — 350 m.
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De acordo com a se¢do 2.4, a curva do condutor em catendria sera descrita pela equacéo

2.48, assim tém-se que

1545 h (0,7816 ) 1] 1)
= * k -_ .
y(*¥) = 37816 * 1M (545 **

Sabendo que o vao adotado é de 350 m e fazendo uso da equacédo 2.49, a flecha do

condutor sera:

1545 (0,7816 350

= 1545 = 2 >_1]=7’7515m

07816 L

Considerando utilizagdo de uma torre de transmissdo com estrutura autoportante de
30 metros de altura, onde a LT localiza-se sobre uma rodovia, a distancia entre o condutor e
o0 solo sera de 17 metros. Vale ressaltar que sdo consideradas nessa estimativa as distancias
entre o condutor e a sustentacdo do suporte, além do restante da armacdo acima dos cabos.
Supondo que essas estruturas totalizam cerca de 5 metros e somando a flecha, chega-se ao
resultado apresentado.

A distancia minima entre o condutor e a rodovia, é dada pela equacéo 3.6, onde a é
igual a 8,0 m de acordo com a Tabela 05. Dessa forma a distancia minima de seguranca, sera

aproximadamente:

) )
3

Distancia muito inferior a estimada para essa LT, o que indica uma boa margem de

— 50) =83m

seguranca e o correto dimensionamento da linha de acordo com os célculos realizados. E
necessario considerar que essa diferenca se dara pela estrutura adotada, sendo preciso uma
distancia vertical de pelo menos 16,05 m entre o0 solo e o ponto de fixacdo do suporte.

O comprimento do cabo é determinado a partir da equacdo 2.41, para tanto sera
necessario derivar a catenéria desse condutor. Assim,

') d { 1545 h(0'7816 ) 1]} h(0,7816 )
] * * _ = *
Y= x 07816 19" (1545 S\ 545 7

Integrando ambos os lados da equacdo 2.41, que determina o comprimento de um
arco, sera obtido do comprimento desse condutor para um vao de 350 m. Assim, chega-se a

expressao:

sS=2% fx 1+ [y'(0)]?dx (4.2)
0
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A derivada da catenaria que descreve esse problema, é obtida através da Tabela 03,

sendo ela

d { 1545 h (0,7816 ) 1]} h (0,7816x)
— % * — = -
dx 10,7816 %"\ 1545 ** S\ T1545

Substituindo os valores na equacéo 4.2, tém-se que o comprimento do condutor sera

aproximadamente:

=2 f175 1+ [ h(—0’7816x)]2 dx = 350,4574
*k
s ) sen 1545 X , m

Os resultados séo confirmados pelos exemplos propostos por Labegalini et al. (1992)
e pela simulacdo da curva obtida, demonstrada na Figura 17, que apresentam 0s mesmos

resultados para os valores de flecha. Sendo A e B 0s pontos de fixagdo do cabo nas estruturas.

Figura 17 - Curva do condutor em catendria

y
75

50

B = (-175, 7.7515) A= (175, 7.7515)
e ———

X

-225 -200 -175 -150 -125 -100 -75 =50 -25 [} 25 50 75 100 125 150 175 200 225

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

Para uma linha de 138 kV, segundo Pinto (2014), a faixa de servidao sera 30 m de
largura, como mostra a Figura 15, que apresenta exemplos de valores da faixa de serviddo no
Brasil, para diferentes valores de tens&o.

Ao assumir o condutor descrito no exemplo como um cabo parabdlico, sera preciso
dimensiona-lo de acordo com as equacGes que regem seus parametros. Assim, a curva deste
condutor seré descrita pela equagéo 2.50 como:

_0,7816 * x?

) = s *3)
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Para a determinacéo da flecha deste condutor, utiliza-se a equacéo 2.51. Desta forma,
para um vao de 350 m, ela seré:

_0,7816 * (350)?

8+ 1545 =7,7464 m

Conforme a equacgdo 2.52, o comprimento deste cabo parabdlico é igual a:

_ 350 4 3574 oo 4s7a
5= 3350  oolem

A Figura 18 apresenta o gréfico simulado da equacdo que descreve essa parabola,
atestando o valor de flecha obtido, onde C e D sdo os pontos de fixa¢do do condutor na

estrutura de su porte.

Figura 18 - Curva do condutor parabdlico

Y
75

50

D = (-175, 7.7464) % C =(175,7.7464)

T —

-225 —200 -175 -150 -125 -100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225

25

50

75

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

Apesar de possuirem valores um pouco diferentes dos parametros obtidos para um
cabo em catenaria, as distancias minimas de seguranca e da faixa de servidao nao se alteram.
Assim como a estimativa para a altura da estrutura de suporte dessa linha. No exemplo
abordado, a diferenca entre os valores € minima e representa um erro de aproximadamente

- (7,7515 — 7,7464)
r— 7,7515

* 100 = 0,0658%

no caso dos valores de flecha. Para os valores de comprimento, o erro sera de:

_ (350,4574 — 350,4572)

* 3504574 + 100 = 0,00006%

Isso ocorre devido a relacdo entre a flecha e o vao. De acordo com o que é dito na

secdo 2.4, é preciso que essa relacdo ultrapasse valores de 0,5 para que o erro tenha uma
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influéncia maior nos valores de flecha e de comprimento obtidos. Nesse caso, a relacdo sera
de:

7,7515
350 = 0,022
Labegalini et al. (1992), confirma essa diferenca minima, apesar de obter um
resultado diferente em relacdo ao erro para os valores de comprimento. Em seus exemplos é
demonstrado através da serie de Taylor que ha de fato uma convergéncia entre essas curvas
e que a utilizacdo dessa aproximacao através das equagdes para um cabo parabélico é valida.
Para fins de comparagédo, a Figura 19 mostra as duas curvas para esse condutor

sobrepostas. Confirmando tudo que foi discutido neste trabalho, sobretudo na secéo 2.4.

Figura 19 - Curvas do condutor em catenéria e parabélico

Yy
1800

1400
Em catenaria
1200

1000

800 |
Parabdlico

X

2600 -2400 -2200 -2000 -1800 -1800 -1400 -1200 -1000 -800 600 400 200 0 200 400 800 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

Cabe considerar que para notar tal diferenca fez-se necessaria a observacéo das curvas
para grandes valores de x e y. Além disso, ao se analisar as curvas para valores de X proximos
aos das Figuras 17 e 18, ndo é perceptivel tal diferenca e as curvas se sobrepdem. Porém,
pelos valores de flecha é possivel notar que apesar de proximos, 0s pontos de apoio tém
valores diferentes de altura, desconsiderados apés o arredondamento dos valores para duas

casas decimais.
4.2  Caboem Catenaria
Utilizando os dados presentes em todo o exemplo 5/17, proposto por Meriam (2011),

serdo obtidos neste trabalho: a curva; a flecha e o comprimento de um cabo descrito como

uma catenaria. Esse problema é ilustrado através da Figura 20 e originalmente o objetivo



desse exemplo é a obtencdo da tragdo maxima, da tracdo na metade do comprimento e do
comprimento total do cabo em catenéria. Para isso, Meriam (2011) faz uso da equacdo da
catenéria (Eq. 2.48) para obter o valor da tracdo minima de forma gréfica e a partir desse
valor encontrar a tracdo maxima. Também ¢é utilizado em seu exemplo a equacdo do

comprimento do cabo (Eq. 4.2) para determinar o comprimento desse cabo em catenaria.

Figura 20 - Cabo em catenaria

Fonte: Meriam (2011, p. 220).

Assim, para um cabo suspenso entre dois pontos e sustentando apenas o0 seu proprio
peso, 0s dados seréo:

e Massa— 12 Kg;
e Vi0-300m;

e Tracdo minima na metade do comprimento — 23,2 kN

Antes de determinar a curva do cabo, sera preciso obter o seu peso em kN/m. Desta
forma:

p=12%x9,81=117,72 N/m = 0,1177 kN/m

Seguindo os mesmos passos da resolucgéo anterior, utiliza-se a equacao 2.48 para obter

a equacao que descreve a curva desse cabo em catenaria. Sendo ela

23,2 h(0,1177 ) 1] 44
= E3 —_— — .
Y(X) = 51177 ¥ |cosh 537+ % (44)

Da mesma forma, a flecha sera:

f

23,2 (0,1177 300) 1] <0882 -
= £ * —_ = .
01177 1°9°"(232 "2 eosm

Resultado muito préximo ao valor de flecha utilizado no exemplo base, mostrado na

Figura 20, tendo um erro aproximado de 0,2% em relagédo ao valor de flecha utilizado no
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exemplo. Esse erro advém do arredondamento realizado por Meriam (2011), utilizando
valores inteiros, no caso da flecha e do comprimento desse cabo. A Figura 21 demonstra a
representacdo grafica da curva descrita acima, equacdo 4.4, para este cabo e endossa 0s

resultados obtidos até o0 momento.

Figura 21 - Curva do cabo em catenéaria

y

100

B =(-150, 59.882) A =(150, 59.882)

50

—200 -150 -100 -50 ] 50 100 150 200

Fonte: Elaborada pela autora (2021).

Dando sequéncia, o comprimento deste cabo serd dado pela equagdo 4.2. Sendo a

derivada da curva igual a

dy(x) _ (0,1177 . x)
dx 23,2

Assim, o comprimento deste cabo em catenaria é aproximadamente

150 0,1177x\1?
s=2 *f 1+ [senh (—)] dx = 329,806 m
B 23,2

Valor muito proximo ao alcancado por Meriam (2011) em seu exemplo. A diferenca
ocorre por questdes de arredondamento e ndo representam grandes prejuizos nesse caso, uma
vez que ao arredondar o valor obtido, de modo a torna-se um inteiro, o valor sera igual ao

apontado por Meriam (2011).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Através deste trabalho evidencia-se as contribui¢Ges substanciais que as funcdes
hiperbdlicas realizam em suas diversas aplicacdes, destacando a curva catenaria em linhas de
transmissdo aéreas. Demonstrando-se presente e efetiva em diversos pardmetros que definem
o dimensionamento de um projeto de linha de transmisséo.

Também é importante destacar as diferencas pontuais entre a pardbola e a catenaria,
que apesar de serem bastante aproximadas quando a relacdo entre flecha e vdo é muito
pequena se diferem bastante quando sdo definidas pela distribui¢do de forgas em suas curvas.

A utilizacdo incorreta das equagdes que delimitam um cabo parabdlico, quando a
relacdo entre a flecha e o vdo é consideravel, pode acarretar no mal dimensionamento de
cabos e em casos de linhas de transmissdo pode trazer prejuizos a salde e a seguranc¢a dos
individuos que habitam naquela regido. Por isso é fundamental entender as suas diferencas e
até que ponto é possivel aproximar uma catenaria de uma parabola.

Entender ndo s6 quais func6es utilizar, como também compreender os fundamentos
por tras dela e a sua origem é algo intrinseco a engenharia. E o que a torna Gnica e faz com
que a sociedade possa se desenvolver sobre bases fortes, garantindo a seguranca e o bom

convivio social.
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