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RESUMO

O estudo das propriedades eletronicas de materiais é uma area fundamental da Fisica do
estado sélido que desempenha um papel crucial no desenvolvimento da tecnologia moderna.
Quando estudamos os comportamentos de elétrons em sélidos cristalinos, deparamo-nos
com o conceito central de bandas de energias. As propriedades dessas bandas e seu
entendimento possibilitou a criacao da eletronica moderna. O modelo original de Kronig-
Penney [I] é um método amplamente empregado para calcular essas bandas em sélidos
cristalinos com potenciais periédicos. Este modelo enfatiza a importancia da teoria de
Bloch na compreensao do comportamento dos elétrons em redes cristalinas, simplificando
o tratamento tedrico. Em contrapartida, o trabalho de Hung-Sik Cho e Paul R. Prucnal
[2] busca simplificar e ampliar a descri¢ao de super-redes de semicondutores, motivado
pela necessidade da melhor compreensao desses sistemas. Esse formalismo alternativo,
baseado em propriedades de simetria das funcoes de onda, surge como uma alternativa
valiosa a abordagem de Kronig e Penney. Buscando aprofundar a compreensao das
diferencas conceituais e metodoldgicas entre esses dois modelos, realizamos um estudo
comparativo detalhado dos dois procedimentos usados na determinacao das bandas de
energia, enfatizando as vantagens de cada abordagem. Vale resaltar que este estudo
comparativo nao esta presente nos livros-texto tradicionais, de forma que este trabalho

tem o potencial de contribuir para o ensino de fisica do estado sélido.

Palavras-chave: Bandas de energias. Modelo de Kronig-Penney. Superredes de Semicon-

dutores. Teoria de Bloch.



ABSTRACT

The investigation of electronic properties of materials stands as a fundamental domain
within the realm of Solid State Physics, playing a central role in the advancement of
modern technology progress. Exploring the behaviors of electrons in crystalline solids
leads us to the central concept of energy bands. The comprehension of these bands and
their properties has underpinned the development of modern electronics. The original
Kronig-Penney model [I] remains a widely employed method for computing these bands
in crystalline solids with periodic potentials. This model underscores the significance of
Bloch theory in understanding electron behavior in crystal lattices, offering a simplified
theoretical treatment. Conversely, the work of Hung-Sik Cho and Paul R. Prucnal [2]
seeks to streamline and broaden the description of semiconductor superlattices, driven
by the necessity for a better understanding of these systems. This alternative formalism,
rooted in the symmetry properties of wave functions, emerges as a valuable alternative
to the Kronig-Penney approach. Persuing a deeper understanding of conceptual and
methodological differences between these two models, we conduct a detailed comparative
study of the two procedures used in determining energy bands, emphasizing the advantages
of each approach. It is worth to mention that this comparative study is not present in

traditional textbooks, which enhances the value of the work for physics education.

Keywords: Energy bands. Kronig-Penney Model. Semiconductor Superlattices. Bloch’s
Theory.
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1 INTRODUCAO

A histéria da Eletronica pode ser rastreada até o desenvolvimento do primeiro
diodo de tubo a vacuo por John Ambrose Fleming, em 1904, que permitiu o controle
do fluxo de corrente elétrica [3]. Em seguida, a invencao do transistor em 1947 por
John Bardeen, Walter Brattain e William Shockley, representou um marco fundamental,
possibilitando a miniaturizacao e o desenvolvimento de circuitos eletronicos mais eficientes
[4]. Esses avancgos foram fundamentais para a criacdo dos primeiros computadores e para

o desenvolvimento subsequente da tecnologia da informacao.

No cenério contemporaneo, a Eletronica é um pilar fundamental da tecnologia
e inovagao. Seus principios e dispositivos permeiam uma infinidade de aplicagcoes, desde
comunicagoes e processamento de dados até medicina e engenharia aeroespacial [5]. Ela tem
um papel crucial na nossa vida diaria, sendo responsavel por avancos como smartphones,
computadores pessoais e a Internet das Coisas (IoT), que conecta bilhées de dispositivos
ao redor do mundo, facilitando a comunicacao e a troca de informacoes em tempo real
[6]. Olhando para o futuro, podemos esperar avancos significativos em vérias areas
da Eletronica. A nanotecnologia, por exemplo, promete revolucionar a forma como os
dispositivos eletronicos sao fabricados, tornando-os menores, mais rapidos e mais eficientes
[7].

A evolucao da eletronica estd profundamente ligada ao entendimento e ma-
nipulacao de propriedades de materiais em escala atomica, um campo abordado pela
fisica do estado sélido. A compreensao de como os elétrons se comportam em solidos foi
fundamental para o desenvolvimento de dispositivos eletronicos, desde os primeiros diodos
até os transistores de efeito de campo utilizados em circuitos integrados modernos [4]. A
fisica do estado solido é uma area da fisica que estuda as propriedades e comportamentos
dos sélidos cristalinos, onde os atomos estao organizados em padroes regulares e repetitivos
que se estende em todas as trés dimensoes espaciais. Essa organizacao é conhecida como
rede cristalina. Cada ponto dessa rede representa a posicao de uma entidade que se repete
periodicamente, formando o que chamamos de célula unitaria. Ela, por sua vez, é a menor
unidade de um cristal que retém suas propriedades caracteristicas e, ao se repetir, constroi
toda a estrutura cristalina [8]. A Fig. mostra o exemplo de uma rede cristalina, a

cibica simples e a Fig. (1b)), ilustra a célula unitaria que compoe essa rede.

O estudo dos sélidos tem uma longa histéria, que remonta a antiguidade, quando
os filésofos gregos comegaram a especular sobre a natureza da matéria [9]. No entanto, foi
apenas no século XIX que ele comegou a se desenvolver de forma mais sistematica, com o
advento da termodinamica e da teoria cinética dos gases. Essas teorias permitiram aos
ciéntistas comegar a entender como os atomos e moléculas se comportam em diferentes

estados da matéria. No inicio do século XX, o desenvolvimento da mecanica quantica
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Figura 1: (a) Rede cristalina cibica simples e seus vetores primitivos, retirada da Ref. [4].
(b) Célula unitétia ctibica simples, retirada da Ref. [§]

e da teoria da relatividade trouxe uma nova compreensao sobre a natureza dos sélidos.
A mecanica quantica, em particular, foi essencial para o desenvolvimento da teoria das
bandas de energia, que é a base para a compreensao de muitas propriedades dos sélidos,

como a condutividade elétrica e o magnetismo[8] [9] [10].

Dentro desse cenario, é interessante notar como a organizagao cristalina influ-
encia diretamente as propriedades eletronicas e magnéticas dos materiais. A estrutura
regular e simétrica dos cristais permite que os elétrons se movam de maneira organizada
através do sélido [§]. As redes cristalinas sao classificadas de acordo com a simetria e a
forma geométrica da célula unitaria. Existem sete sistemas cristalinos basicos e quatorze
tipos de redes de Bravais. Uma rede de Bravais é um conjunto infinito de pontos discretos
gerados pela repeticao de um conjunto de vetores de base, de forma que a disposi¢ao dos
pontos é idéntica, independentemente do ponto de observacao. Em outras palavras, se
voceé estiver em um ponto da rede e se mover para outro ponto, a disposicao deles ao
seu redor parecera exatamente a mesma. E importante notar que ela descreve apenas a
disposicao geométrica dos pontos no espaco, e nao leva em conta a presenca de atomos ou
moléculas nos pontos da rede. O conjunto de pontos da rede de Bravais juntamente com a
disposicao dos atomos ou moléculas nos pontos da rede forma a estrutura cristalina do
material [4] [§].

Uma vez que a simetria de translagao dos sélidos cristalinos tém uma influéncia
direta em suas propriedades fisicas, a manipulacao e combinacao de materiais diferentes
em variadas geometrias abre um enorme leque de possibilidades no que diz respeito a
fabricagao de nanoestruturas com caracteristicas desejadas. Dentro desse contexto, uma
estrutura de grande interesse cientifico e tecnolégico sao as super-redes cristalinas, que sao

estruturas formadas pela repeticao periddica de diferentes materiais cristalinos em escala
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nanométrica, podendo ser semicondutores, metais ou isolantes, criando uma nova simetria
que nao ¢é encontrada na natureza. Esta combinacao resulta em um padrao singular,
caracterizado por sua periodicidade e precisao no empilhamento das camadas. Essas
caracteristicas conferem a elas propriedades tnicas, advindas do confinamento quantico e
da interacao entre os diferentes materiais, resultando em fenomenos fisicos inovadores e
atributos aprimorados. A analise dessas estruturas é possivel através de técnicas como
difracao de raios-X e microscopia eletronica, permitindo aos pesquisadores detalhar a
estrutura e as caracteristicas das super-redes, além de compreender como sao influenciadas
pela composicao e espessura das camadas. A capacidade de ajustar suas propriedades para
aplicacoes especificas é uma das principais vantagens dessas estruturas, abrindo caminho
para o desenvolvimento de novos dispositivos com funcionalidades desejaveis, que seriam

inalcangaveis com materiais convencionais [4] [11] [12].

Os métodos de sintese de super-redes incluem técnicas de deposicao de vapor,
como a epitaxia por feixe molecular (MBE) e a deposigao de vapor quimico (CVD), que
permitem o controle preciso da espessura e da composicao das camadas. Essa sintese é
um processo complexo que requer equipamentos especializados e conhecimento técnico
avancado. Um exemplo especifico de super-rede é a combinagao de camadas alternadas
de GaAs (arseneto de galio) e AlGaAs (arseneto de gdlio e aluminio), que é amplamente
utilizada em dispositivos optoeletronicos, como lasers de semicondutores e detectores de
infravermelho [4] [11] [12].

Com base no entendimento das estruturas cristalinas e suas propriedades, é
possivel explorar o conceito de bandas de energia e sua influéncia nos materiais cristalinos.
A teoria das bandas em cristais foi desenvolvida no inicio do século XX como uma forma
de entender o comportamento elétrico dos sélidos. A descoberta e o desenvolvimento
desta teoria estao relacionados ao advento da mecanica quantica e foram essenciais para o
desenvolvimento da fisica do estado sélido moderna. Esse conceito é baseado na ideia de
que os atomos em um solido cristalino tém seus elétrons organizados em niveis de energia
que se sobrepoem e formam bandas continuas e sao separadas por lacunas de energia,
conhecidas como band gaps [4] [13]. A Fig. [2| ilustra como a aproximagao dos dtomos em

um sélido contribui para essa formacao.

Os materiais podem ser classificados como condutores, semicondutores ou
isolantes, diferenciados pelas caracteristicas de suas bandas de energia. Em condutores,
como o cobre, as bandas de valéncia e conducao se sobrepoem, permitindo que os elétrons
se movam livremente e facilitem a conducao de eletricidade. Exemplos comuns desses
materiais incluem metais, usados amplamente em fios, cabos e componentes eletronicos,
devido a sua alta capacidade de permitir o fluxo elétrico. Por outro lado, em isolantes,
como o diamante, observa-se um band gap substancial, nesse caso por exemplo de 5,47eV |

que restringe o movimento dos elétrons, impedindo assim a passagem de corrente elétrica.
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Figura 2: Tlustracao esquemadtica da formacao de bandas de energia retirado da Ref. [4]

Esses materiais sao essenciais em diversas aplicagoes, como no isolamento elétrico e térmico,
protegendo condutores e evitando curtos-circuitos. Os semicondutores ocupam uma posicao
intermediaria, com um band gap moderado. Esta caracteristica tinica permite que eles
conduzam eletricidade sob certas condigoes, como a aplicacao de campos externos. Além
disso, a condutividade elétrica dos semicondutores pode ser significativamente alterada

por meio de dopagem, tornando-os pecgas fundamentais em dispositivos como diodos,
transistores e células solares [4] [8] [12] [14].

Em um contexto mais técnico, nos sélidos, os elétrons estao distribuidos nas
bandas de energia permitidas, ndo existindo nos gaps. A relagao entre a banda de valéncia
e a banda de conducao ¢é crucial para determinar o comportamento elétrico do material.
Em condutores, a banda de valéncia preenchida ou parcialmente preenchida e uma banda
de conducao vazia ou parcialmente vazia, com pequena ou nenhuma lacuna de energia
entre elas, permitem uma grande mobilidade dos elétrons. Nos semicondutores, a presenca
de um pequeno gap entre estas bandas limita a conducao em condig¢oes normais, mas

permite aumento da condutividade sob influéncia de fatores externos [4] [8] [12].

Focando agora no movimento dos elétrons, compreender sua interacao com
barreiras de potencial em cristais é crucial para explorar o potencial de aplicacoes em
dispositivos eletronicos. Quando se deslocam por um cristal, podem encontrar essas
barreiras, regides de energia potencial elevada, surgindo de defeitos na rede cristalina,
impurezas ou interfaces entre diferentes materiais. Estas afetam tanto o movimento dos
elétrons quanto as propriedades elétricas e Opticas do material. Seu comportamento ao
encontra-las é diretamente influenciado pela estrutura de bandas de energia e é regido

pelas leis da mecanica quantica, que diferem significativamente das da fisica classica [15].
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O Modelo de Kronig-Penney, um aprimoramento do Modelo de Elétrons Quase-
livres, incorpora o potencial periddico dos fons em um cristal para tratar elétrons em uma
rede cristalina [12] [1], sendo fundamental para explicar a formagao de bandas de energia
e zonas de Brillouin em sélidos. A primeira zona de Brillouin, definida pelos planos de
Bragg no espago reciproco, representa os estados eletronicos mais estaveis, sendo crucial
na compreensao do comportamento dos elétrons em semicondutores e isolantes. Por sua
vez, 0 espaco reciproco, uma construgao matematica que representa vetores de onda, é

essencial para analisar interagoes onda-particula em cristais [§].

Os modelos de Elétrons Quase-livres e Kronig-Penney compartilham seme-
lhancas, como a consideracao dos elétrons em um potencial gerado pelos ions, diferindo,
no entanto, em termos de complexidade e aplicabilidade. O primeiro é mais simples e
geralmente aplicado a metais, enquanto o segundo ¢ mais complexo e aplicado a sélidos

cristalinos, incluindo semicondutores e isolantes [15].

Desenvolvido por Ralph Kronig e William Penney em 1931, o Modelo de
Kronig-Penney foi uma resposta a necessidade de explicar resultados experimentais que o
modelo de elétrons livres nao conseguia descrever adequadamente. Seu contexto histérico
¢é relevante, pois ajudou a estabelecer uma base solida para o entendimento dos sélidos
cristalinos durante um periodo inicial de desenvolvimento da fisica do estado sélido. Apesar
de suas limitagoes, como ser um modelo unidimensional e assumir um potencial periédico
simples, ele é uma ferramenta valiosa para entender as propriedades eletronicas dos soélidos,

sendo aplicado em pesquisas recentes [16].

Para compreender o formalismo do modelo, é essencial conhecer o Teorema
de Bloch, que descreve o comportamento das fungoes de onda eletronicas sob efeito
de um potencial periédico, sendo um alicerce para a compreensao das propriedades
eletronicas dos sélidos e essencial para explicar fenomenos como a condutividade elétrica e

o comportamento dos semicondutores.

1.1 Teorema de Bloch

O teorema de Bloch, formulado por Felix Bloch em 1928, afirma que as funcoes
de onda eletronicas em um cristal periédico podem ser expressas como o produto de uma
funcao de onda plana e uma funcao periddica que tem a mesma periodicidade da rede

cristalina [§] [I7]. Matematicamente, isso pode ser expresso como:

—

V() = ¢ Tug(7),
ik

onde 9;(7) ¢ a funcao de onda eletronica para um estado com vetor de onda k, " ¢é

—~

1.1)

uma fun¢do de onda plana e ug(7) é uma fungao periédica com a mesma periodicidade do
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cristal:
up(F + R) = ug(7), (1.2)

sendo R um vetor de rede. Quando um elétron se move em um cristal, ele ”sente” um
potencial periédico devido aos ions da rede. O teorema de Bloch nos diz que, apesar dessa
periodicidade, podemos usar funcoes de onda planas, que sao mais simples de lidar, para
descrever o comportamento dos elétrons. Uma das principais implicagoes do teorema é a
existéncia das bandas de energia permitidas e proibidas para os elétrons em um cristal,

sendo consequéncia direta da periodicidade do potencial cristalino.

A prova do teorema inicia-se ao explorar o modo como o teorema de Bloch
emerge da equagao de Schrodinger através da sugestao de representacoes em série tanto
para o potencial quanto para a funcao 1. Escrevendo nossa Eq. de Schrodinger para um

unico elétron,
X 72
Hy = FEy = (—%V + V(F)) . (1.3)

Para iniciar a expansao em séries, é essencial entender as condigoes de contorno que as
fungoes cumprem. Conhecemos a periodicidade da rede definida por U, porém nao se
pode presumir a mesma periodicidade para 1, conforme o teorema de Bloch estabelece.
Portanto, adotamos uma condicao de contorno peridédica conhecida como condi¢ao de
Born-von Karman, que estabelece que apds uma extensa sequéncia de células primitivas, a
estrutura cristalina é considerada como reiniciando, fazendo com que ¥ se repita apds uma
distancia significativa L. Finalmente, vamos negligenciar os efeitos de superficie, dado que

sua complexidade dificulta o tratamento.

Em termos matematicos, a periodicidade em 1) assume a seguinte forma:

onde @; sao trés vetores primitivos, N; é o numero de células em uma determinada direcao
e N = N;N;N3 o numero de células primitivas em um cristal, sendo um nimero muito

grande. Dado as seguintes expansoes para substituir na equacao de Schrodinger:
V(K) =Y Vge'kT, (1.5)
K

inclui somente vetores de onda que pertencem a rede reciproca e que atendem a condigao

de contorno. Para a funcao de onda, a expansao fica,
Y(F) = g™, (1.6)

como a funcao de onda nao tem a periodicidade da rede, logo a expancao de 1) envolvem as
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ondas planas que satisfazem a condicao de contorno de Born-von Karman. Por enquanto,
vamos considerar os ¢’s vetores de ondas consistente com a condi¢ao de contorno, sendo
revelado apenas posteriormente quem sao eles. Agora vamos substituir as Eq. e
na , no entanto, vamos trabalhar por partes, primeiro comecando com a energia

cinética da equacao de Schrodinger,

W, | o R,
—%Vl/}:—%v Z%‘eq ZZ%Q cqe'”, (1.7)
q q
agora a energia potencial,
Vi = Z Vlgeiﬁ;z cq-ei‘ﬁ = Z VRC(;ei(I?+@'F, (1.8)
R q Kq
fazendo
K+q=¢ (1.9)
e
=7 -K, (1.10)
obtemos:
V= Vecs ge™. (1.11)
Kq

Substituindo as Eqgs. ((1.7) e (1.11)) na ({1.3)) chegamos a

D) iq iq’ T
Hqﬁzz%q%@eq +ZVgcqﬂ,7lgeq = E. (1.12)

Se fizermos uma troca,

K — K’ (1.13)
e
¢ —=q (1.14)
assim,
I .
D oo™+ D Ve g = BY (1.15)
q K'q

reorganizando a equagao e substituindo a Eq. (|1.6) no lado direito,

q

igr [ P iq
Zeq %qQC(ﬁ—ZVg,CJJQ, = EZquq : (1.16)
K’
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passando tudo do lado direito para o esquerdo da equacao, encontramos

o h?
Z 62q~7" (%QQ _ E) C(T+ Z V[E/Cq‘_lf/ = 0 (117)

i %

Observe que a nossa equagao diferencial foi transformada em uma equagao algébrica,
ainda assim equivalente a equagao de Schrodinger original, com as incégnitas sendo os
coeficientes de expansao. Para obter uma solucao que nao seja trivial, o termo que esta

dentro dos colchetes na equagao acima deve ser igual a zero, da seguinte forma:

h2
(—q2 — E) i+ Y Vit iz =0. (1.18)

2m —
K/

Primeiramente, para encontrar a solucao, faremos algumas manipulagoes de indice, seja

—

{=k-K, (1.19)

dado que K é um vetor da rede reciproca para k ficar na primeira zona de Brilloin (1?

Z.B.). Substituindo a Eq. (1.19) na (1.18)), alcangamos

|
<%(k—K)Q —E) c,;_lg%—ZVIg,c,ngf}g/ =0. (1.20)
K’

E importante enfatizar que q s sdo restritos a 1% Z.B. j4 que K foras, sao pontos equivalentes
da rede reciproca e podem ser transladada por vetores de onda da rede reciproca, o K.
Ainda assim,

K - K' - K, (1.21)

isso ¢é possivel ja que a soma ou subtracao de dois vetores da rede ceciproca, resulta em

um vetor também da rede reciproca, logo substituindo na Eq ((1.20)), encontramos

h - 5
(%(k’—K)Q —E) CE—I?—{_ZVW*I?CE*I?/ =0. (1.22)
K’

Perceba que existe um conjunto de equacoes correspondente a cada k na 12 Z.B., pois
as equacoes interligam coeficientes cujos vetores de onda se diferem de k por um vetor

pertencente a rede reciproca:

Cis Co_ Ry Cri_ gy Co_ g+ (1.23)
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isso nos leva ao teorema de Bloch. Na Eq. (1.6)) podemos substituir a Eq. (1.19)

Vg = cpge T, (1.24)

—

K

onde notamos que a expansao de 1 envolve apenas os coeficientes c;_z. Perceba o que

acontece se colocarmos e em evidencia:

vp =[N e ge T (1.25)

K

Agora, o termo entre parénteses representa a expansao de uma funcao que incorpora
unicamente vetores da rede reciproca, constituindo uma funcao com a periodicidade da

rede. Portanto:

u(r) = ch_ge_“?'F (1.26)
K

1.2 Forma alternativa do teorema de Bloch
Outra forma do teorema de Bloch pode ser expressa a partir das Eqgs. (1.1)) e

(.2): o
Vp(F+ R) = e R (7). (1.27)

Para prova-lo vamos definir um operador de translacao Tﬁ que
() =v(F+ R), (1.28)

como a Hamiltoniana é periddica, ja que estd submetido ao potencial periddico, temos que:

~

sHy = H(F + R)y(F + R) = HY(7 + R) = HT)(7), (1.29)

logo:
TsH = HTg. (1.30)

[5Ta0 =TT = (F+ R+ R) = ¢(F + R+ R'), (1.31)
implicando:
TR’TR', = 31 R’ :T( _’Uré) :T(E+ -’,). (132)

Como H e Tz comutam entre si, eles possuem autoestados simultaneos:

Hiy = Ev (1.33)
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Trp = Ao (1.34)

Além disso, como os operadores de translacao também comutam entre si, temos que:
Nty = AR (1.35)

Isto sugere que a funcao Az, quando avaliada em uma posicao de rede R combinada
com outra posicao R , € o produto das funcgoes avaliadas em R e R individualmente.
Considerando que @; sejam os trés vetores primitivos para a rede, a fungao Az, é escrita
como uma exponencial complexa, o que é consistente com a forma da funcao de onda de
Bloch:

g = e, (1.36)

T
Ainda assim, temos que o indice do operador R pode ser escrito como

—

R = nl&'l -+ n262 -+ ngc_ig, (137)

assim, pela Eq. (1.35) o autovalor de uma soma de vetores é igual ao produto dos

autovalores, logo,

)\R‘ - )\(61)"1 )\([1’2)712 )\(63)’@3. (138)
Substituindo [[.36] em .38}
)\ﬁ — 6i27r(x1n1+x2n2+a:3n3)‘ (139>
Podemos dizer que:
A =eF R, (1.40)
em que,
E = xlgl + [L’Qgg + [E3gg, (141)

onde b; sao vetores da rede reciproca que obedecem

Finalmente:

—

Trip(r) = ¥ (r + R) = Agib(r) = e (r). (1.43)

Agora, revisando as condigbes de contorno de Born-von Karman, Eq. ((1.4)),

temos que pelo teorema de Bloch

—

U (74 Nyd;) = e NP (r) - (1.44)

a translacdo que ocorre deve equivaler a multiplicagdo por essa fase. Como as Eqgs. (1.4) e
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(1.44) devem ser coerentes entre si, logo:

e Nikdi — 1 (1.45)
de modo que,
e?m N = 1, (1.46)
nos dando a seguinte condicao
my
i = —, 1.47
5= (1.47

onde,
3
F=Y "1 (1.48)

Sendo assim, de acordo com as condicoes periddicas de Born-von Karman, o vetor de
onda k é quantizado de tal forma que ¢é expresso como uma combinacao linear dos vetores
reciprocos da rede cristalina b;, com coeficientes que sao razoes de inteiros m; e o nimero

de células unitarias N; na diregao do vetor de rede correspondente.

1.3 Um formalismo alternativo para o modelo de Kronig-Penney

Na década de 80 do século passado, Hung-Sik Cho e Paul R. Prucnal propuseram
um formalismo alternativo para o modelo de Kronig-Penney [2], oferecendo uma abordagem
inovadora e mais intuitiva, focada em simplificar os calculos para encontrar as bandas de
energia e introduzindo as fungoes de onda de envelope nas bordas das bandas, seguindo uma

légica de paridades das fungoes de onda, algo nao abordado pelo formalismo convencional.

Este trabalho visa fazer um estudo comparativo detalhado do formalismo
original de Kronig e Penney com a abordagem proposta por Cho e Prucnal, investigando
em que aspectos o método do segundo pode superar as limitagoes do primeiro e proporcionar
uma compreensao mais profunda e completa das propriedades eletronicas dos materiais
solidos. No capitulo 2, vamos desenvolver o formalismo convencional do modelo de
kronig-Penney para, assim, encontrar as banda de energia da super-rede. No capitulo 3,
desenvolveremos o formalismo alternativo e discutiremos suas implicagoes. No capitulo
4, apresentamos sucintamente nossas conclusoes. No ambito deste trabalho, é crucial

ressaltar que a comparagao abordada nao figura nos convencionais livros-texto de fisica.
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2 FORMALISMO CONVENCIONAL DO MODELO DE KRONIG-PENNEY

Nesse capitulo iremos desenvolver matematicamente o formalismo convencional
para o modelo de Kronig-Penney a partir do artigo de Kronig e Penney, utilizando do
teorema de Bloch e aplicando um método desenvolvido por Ram Swaroop Meghwal para
resolver o determinante complicado que encontramos no caminho. Apds sua solucao, a
equagao transcendental sera utilizada para entender a geracao de bandas de energias. Em
seguida, abordamos um método mais simples, que utiliza de um potencial delta de Dirac e
da forma alternativa do teorema de Bloch para posteriormente chegar na equacao desejada,
evitando o determinante complicado e chegando nas mesmas conclusoes discutidas para o
primeiro caso. E importante enfatizar que contas foram abertas em detalhes, permitindo

uma compreensao minuciosa do processo.

2.1 Desenvolvimento matematico do modelo de Kronig-Penney

Kronig e Penney investigaram o comportamento dos elétrons em um potencial
periodico utilizando um modelo relativamente simples e unidimensional. Eles assumiram
que a energia potencial de um elétron poderia ser representada por uma sequéncia de
pocgos quadrados separados por barreiras de potencial, conforme ilustrado na Fig. [3| O
periodo do potencial é d = a + b, onde a e b sao as larguras dos pocos e das barreiras,

respectivamente.

Vix)

Vo

—b 0 a T
Figura 3: Visao esquematica de uma sucessao periédica de pocos quadrados finitos, onde
a € a espessura do poco, b é a espessura da barreira, e Vj é a altura da barreira.
Fonte: Préprio autor.

Sabe-se que para estudar o comportamento de um elétron em um potencial V'(z) deve-se

resolver a equacao de Schrodinger dada por
— —— 4+ V(2)¥ = E, (2.1)

podemos manipuléd-la e deixar da seguinte forma

%’f + K2E — V(x)]p = 0, (2.2)



23

onde v é a funcao de onda do eletron e

o= V2 (2.3)

Dado que o potencial é periddico, as solugoes das equagoes devem assumir a forma de

funcoes de Bloch, isto é,

Y(r) = u(z)e'”, (2.4)
em que
a= #, (2.5)

onde k ¢ um numero inteiro qualquer, L = G(a + b), onde G é um inteiro grande e u(x)
uma funcao periédica em x com o periodo (a + b). Para a regidgo de —b < z < 0 temos
que V = Vj e a equagao de Schrédinger toma forma de

d*)

o + K*[E = Voly = 0, (2.6)

e para a regiao 0 < x < a temos que V' = 0, logo

22

Tt K2EY = 0. (2.7)

Supondo que F, a energia de um eletron, é menor que Vj podemos fazer com
que

8 =rVE, (2.8)
v=kryVo— E, (2.9)

logo as Eqs. (2.6) e (2.7) tomam a seguinte forma, respectivamente:

d2
o —u=0, (2.10)
d2
ot B%) = 0. (2.11)

Usando o resultado de Bloch descrito pela Eq. (2.4]), obtemos:

T2 + QZCE% — (@ +77)u; =0, (2.12)
dQUQ . dU2 2 2
T 2204% — (a® = B%)ug =0, (2.13)
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onde u; e up representam o valor de u(z) nos intervalos —b < x < 0e 0 < z < qa,

respectivamente. A solucao dessas equacoes sao dadas por:
uy = Ael7tNe 4 Bel-ia=mz, (2.14)
Uy = Ce'"tAT 4 peil-a=fr, (2.15)

em que A, B, C e D sao constantes arbitrarias que podem ser determinadas pelas seguintes

condigoes de contorno:

[ur]e=0 = [u2e=0; (2.16)
%] e
[ur)e=—p = [u2]o=a, (2.18)
Ea M b 2o

Aplicando essas condigoes de contorno nas Eqs. (2.14)) e (2.15)), iremos obter,

A+ B=C+D, (2.20)
(—ia+y)A+ (—ia —y)B =i(—a+ )C +i(—a — 8)D, (2.21)
Ae(ia—'y)b + Be(ia-i-’y)b — C’ei(—a"‘ﬂ)a + Dei(_o‘_ﬁ)a’ (222)

(—ia +7)Ael @b (o — 4) Bl = j(—q + B)Ce' P 1 j(—a — B)Del"7 P,

(2.23)
Para que esse sistema admita solugao nao trivial, precisamos que:
1 1 -1 -1
—ia+y —io — 7y —i(—a+ B) —i(—a — ) 0
elia—)b eliot )b _ei(—atPa _¢i(=a—Pa o
(—ia +y)elte™b (—ja — 7)etot M —j(—a + Blell—othe —j(—aq — B)eil-a=ha

(2.24)

Visando uma andlise mais clara da estrutura dos dados, escolhemos reorganizar as in-
formacoes, de modo que trocamos as colunas 1 e 3, bem como as colunas 2 e 4, nao
afetando em nada o resultado de nosso determinante. Essa abordagem nos permite uma

disposicao dos dados mais propicia para a interpretacao, sem que isso interfira nos calculos
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ou conclusoes a serem extraidas a partir do determinante.

-1 1 1 1
—i(—a+ ) —i(—a — f) —jo+ —ior— Ly
—eti(—a+p)a _gi(=a—P)a olio—)b O—" .
—i(—a + ﬁ)ez’(—aJr,B)a —i(—a — ﬁ)ez’(—a—ﬂ)a (—iov + ,y)e(z'a—v)b (—ia — ,.)/)e(ioz—i-w)b
(2.25)

Certamente é mais atraente trabalharmos com expoentes positivos, sendo assim, vamos

multiplicar as colunas 1 e 2 por —1 e em nada alteramos o resultado, logo:

1 1 1 1
i(—a+5) i(—a—p) —ia + 7y —ia — 7y 0
ei(—atB)a ei(—a—Pa elia—)b eliat)b ’
i(—a 4 B)elt—otha j(—a — Bletl=e=fe (_ja + v)eleMb  (—jaq — y)elietb
(2.26)

Para resolvermos esse determinante, sera utilizado o método desenvolvido por
Ram Swaroop Meghwal [I§] que, apds reconhecer o desafio que os alunos enfrentam ao
tentar resolvé-lo, destaca a necessidade de uma abordagem sistematica e atraente para
sua resolucao, visando desenvolver o interesse dos estudantes oferecendo uma solucao
completa e original para esse desafio. A partir de agora, a notacao R sera utilizada para
linha e C para coluna. Observe que na segunda e quarta linha, —ia aparece em cada
termo, portanto, podemos remové-lo. Em qualquer determinante, uma das operagoes
elementares de linha (ou coluna) que nao afetam o seu valor é adicionar ou subtrair uma
linha (ou coluna) a outra linha (ou coluna, desde que a linha (ou coluna) adicionada seja

multiplicada por uma constante adequada), assim, fagamos

R2 — R2 + iOéRl; R4 — R4 -+ iOéRg. (227)

Isso nos leva imediatamente a uma simplificacao:

1 1 1 1
ci(B—a)a e~ i(B+a)a e~ (y—ia)b e(y+ia)d ’ ’
iﬁei(ﬂ—a)a _iﬁe—i(ﬁ-i—a)a ,Ye—(’y—ia)b —’)/6(7+ia)b

Agora perceba que temos —ia apenas nos expoentes. Sera ¢timo fundi-lo com o periodo
espacial do potencial. Como o valor do determinante é 0, qualquer linha ou coluna podem

ser multiplicado por nimeros finitos nao nulo. Explorando esse fato, aplicaremos

Rg — €_iabR3; R4 — e_mbR4. (229)
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Ainda assim, por questoes de brevidade podemos introduzir o parametro abaixo:

w = 0t o = eie(ath). ot = 1, (2.30)

Esta consideragao deixa nosso determinante acima da seguinte forma

1 1 1 1
) —1 -
b b LN ) (2.31)
w*ezﬂa w*e—zﬁa e—'y e’y
iﬁw*eiﬁa —ifwre P ve "’ —ryet?

Agora, perceba que as duas tultimas colunas aparentam ser mais simples que as duas

primeiras, nesse sentido, vamos remover w* nas duas ultimas linhas das duas primeiras

colunas:
Cl — ?D'Cl; Cg — WCQ, (232)
logo,
w w 1 1
e —ipw (2.33)
ez,Ba efzﬁa ef'yb efyb
iBetfe  —jpeiPe ve " e

Antes de mais calculos, substituimos

Ba =wv (2.34)
e
vb = w (2.35)
assim,
w w 1 1
SR ) (2:36)
e e e e
Z'Beiv _iﬁefiv ’}/Biw —’}/€w

O determinante serd facilmente tratavel se seus elementos se tornarem 0 de alguma forma,

nessa perspectiva,
(Cy + Ch)
2

oy (Gt ) (2.37)

CQ—> 5
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Desta forma, os expoentes negativos serao removidos e 0 serao criados:

w w 1 1
' 0 0 —
ihw T =o. (2.38)
e” cos v cosh w e’
iBe®” —Bsinv —ysinhw —vye¥
Agora vamos tratar os expoentes positivos:
Cl — Cl — CQ; 04 — 04 — 03, (239)
assim,
0 w 1 0
' 0 0 —
i = (2.40)
1 sinw CoS v coshw sinh w
1fcosv —fsinv —ysinhw —vcoshw

Podemos perceber que na primeira coluna todos elementos multiplicam ¢, com intuito de

remové-lo, com isso facamos

C
i
com isso,
0 w 1 0
0 0 —
feo = (2.42)
sin v cos v cosh w sinh w
fcosv —fsinv —ysinhw —vycoshw

Podemos notar também que na tltima linha a maior parte dos elementos possuem sinal

negativo, sendo assim, vamos deixa-los positivos a fim de simplificar a expressao:

nessa logica,
0 w 1 0
0 0 —
bw = (2.44)
sin v cosv coshw  sinhw
—fcosv fPsinv ~ysinhw ~coshw

Se nos atentarmos, mais zeros podem ser criados com as duas colunas do meio e as duas



colunas externas, nesse ponto de vista,

Cy — Cy — wCs: Cy — Cy + %w*cl,

logo,
0 0 1 0
B 0 0 0 _0
sin v cosv —wcoshw  coshw  sinhw + %w* sin v '
—fcosv Psinv —wysinhw vysinhw 7 coshw —~yw* cosw
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(2.45)

(2.46)

Agora vamos resolver o det 4 x 4 pela regra de Chié [19], nesse sentido, podemos

escolher um elemento igual a 1, no caso aj3, e eliminar a linha e a coluna em que ele esta,

para em seguida montar um det 3 x 3 subtraindo cada elemento pelo produto das margens,

das quais eliminamos. Nessa légica, nosso novo determinante assume a seguinte forma

B 0 0
sinv cosv — w cosh w sinh w + %w* sinv | = 0.

—fBcosv Bsinv —wysinhw vcoshw — yw* cosv
Para resolver o novo determinate, vamos ultilizar a regra de Sarrus:

pw(cosv — w coshw)(ycoshw — yw* cosv) — fw <sinhw + Lot sin v)

(Bsinv — wysinhw) = 0,

Bw|(y cosv coshw — yww* cos? v — yw cosh® w + v cos v cosh w) — (B sin v sinh w
2
—~w sinh? w 4+ yww* sin? v — 7 & sinvsinh w) =0,

Bww((2y cos v coshw — yw* (cos® v + sin? v) — yww(cosh® w — sinh® w)
2
— (G sinvsinhw + 7w sinvsinh w)] =0,

2
w | (27 cosvcoshw — y(@w* + w) + sinvsinh w —B—i—l =0

dividindo os dois lados da equagao por 2 e reorganizando:

* 2 2
By cosvcoshw — By (w ;—w) + o sin v sinh w (%) =0,

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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agora, dividindo os dois lados da equacao por fwy:

R 2 _ 32
cosv coshw — (w ;—w) + sin v sinh w (72576 ) =0, (2.53)

substituindo as Eqgs. (2.30)), (2.34) e (2.35) na Eq. acima, obtemos

—ia(a+b) ia(a+b) 2 _ 12
cosfa cosh vb — (6 re ) + sin fa sinh b (7 p ) =0. (2.54)

2 28y

Se observarmos bem, podemos ultilizar a férmula de Euler que relaciona a exponencial

complexa com as fungoes cosseno e seno, assim:

2 _ B2
cosfa coshyb — cos a(a + b) + sin fa sinh vb <7 b > =0, (2.55)

passando tudo que nao depende de (8 para o lado esquerdo da equacao e reoganizando-a,

obtemos

2 2
(7 2575 ) sin fa sinh yb 4 cosfa cosh vb = cos a(a + b). (2.56)

Substituindo as Egs. (2.8) e (2.9) em (2.56]) e lembrando que a + b = d:

(v Vo — B)* = (nWE)?
2(rVE)(kV/Vo — E)

> sin Ba sinh b + cosfa cosh vb = cos ad. (2.57)

Vi — 2F . .
sin Ba sinh vb + cosBa cosh vb = cos ad. 2.58
(2 o E)> Basinhy Ba coshy (2.58)

Note que a equacgao [2.58| é para Vy > E, se considerarmos Vy < F precisamos
modificar a Eq. (2.9)), assim, vamos fazer 6 = iv, logo:

0=iyv=rVE—-V,. (2.59)

Jogando o i para o lado esquerdo da equagao, ficaremos com vy =
tuindo essas ultima expressao na Eq. (2.56)):

0

%

ou vy = —if. Substi-

(—i0)* — 5] . . . :
~——————| sin fasinh [(—i0)b] + cosfa cosh [(—if)b] = cos ad. (2.60)
2p(—10)
No entanto, a fungao sinh é impar e cosh ¢é par, logo sinh —:6b = — sinh ¢6b e cosh —ifb =

cosh 16b, logo nossa Eq. (2.60|) assume a seguinte forma:

i292 _ 52
{W} sin fa sinh i0b + cosPa cosh ifb = cos ad. (2.61)
i
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Mas sinh i0b = ¢ sin 0b e cosh i0b = cos 0b. Assim, nossa Eq. é expressa como:

i292 _ 52
[TBG} ¢ sin Ba sin 0b + cosfa cos b = cos ad. (2.62)

Substituindo as Egs. (2.8) e (2.59) em (2.62) e reorganizando-a, vamos encontrar a

expressao desejada para V) < E:

Vo —2F
0 sin Ba sin 0b + cosPBa cos b = cos ad. (2.63)
2/E(E — Vy)

Trabalhando agora com a Eq. , consideramos uma barreira extremamente
alta, com V — 00, e a0 mesmo tempo, sua largura é muito estreita, com b — 0, de modo
que o produto 72b permaneca finito. Nessa perspectiva, surge uma configuracao de uma
série de pocos separados por uma sequéncia de barreiras infinitas. Para lidar com essa
situacao, empregamos séries de Taylor para realizar aproximacoes das funcoes hiperbdlicas
sinh e cosh, assumindo que b é pequeno. Dessa forma, aproximamos sinh(yb) por (vb)
ao truncar a série apds o termo linear, e cosh(yb) por 1 ao truncar a série apds o termo

constante, assim:

72 _ 52
~vbsin fa + cosfa = cos aa, 2.64
( 20y ) (264)
2 _ 2
g (7 255 ) bsin Sa + cosfa = cos aa, (2.65)
Zb :
(72 a> sngfa + cosfa = cos aa, (2.66)
fazendo
v2ba
lim voo =P, (2.67)
(5%)
vamos obter, .
P ba + cosPa = cos aa. (2.68)

Ba

Para abordar a andlise das raizes das Eqs. e foi gerado um grafico
do lado esquerdo de cada equacao, representadas por f(E), em fungao da energia, onde
obtemos uma curva em preto para a primeira, considerando uma sequéncia de barreiras de
larguras 2, bnm e alturas de 100meV, separadas por pogos de 10nm de largura. Ja para a
segunda, encontramos a curva tracejada vermelha onde conforme especificado no artigo de

referéncia [I], adotamos o valor P igual a 2.

Podemos observar que os valores de Sa que satisfazem a Eq. (2.68)) estao entre

o intervalo de —1 a 1 regido por cos(wa). Nem todas as energias sao admissiveis, e isso
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— Barreiras quadradas
— - Barreiras do tipo delta

\®)
N S

—————
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~

V4

P

-

. | . |
_40 50 100

] ] ]
150 200 250 300
E(meV)
Figura 4: Diagrama de bandas do modelo de Kronig-Penney, onde a curva preta é plotada
a partir do lado esquerdo da Eq. e a curva vermelha tracejada a partir do lado
esquerdo da Eq. . Essas equagoes do lado citado sao representadas por f(F) e a
primeira curva, é referente a uma sequéncia de barreiras de larguras 2, 5nm separadas por
pocos de 10nm de largura. A altura das barreiras é 100meV. A curva tracejada vermelha
é para o caso de barreiras do tipo funcao delta de Dirac para P = 37/2. As bandas de
energia também estao especificadas, onde as retas pretas verticais que intersectam as duas
retas pretas horizontais indicam as bandas de energia para a curva preta e retas vermelhas

tracejadas verticais que intersectam essas duas retas ilustram as bandas para a segunda
curva.

decorre do fato do lado esquerdo da Eq. (2.68) poder assumir valores fora do intervalo de
—1 < x < 1, que corresponde a valores de k imaginarios, indicando ondas enfraquecidas.
Em termos mais simples, o espectro de energia dos eletrons consiste em faixas de energias

permitidas, valores de Sa que satisfazem a (2.68)), e proibidas, que nao satisfazem.

No caso limite em que P — oo a regiao permitida se torna infinitamente estreita

e assim essas pogoes permitidas do eixo fa sdo reduzidas aos pontos nm (n = £1+£2, £3,...):

Ba = nm. (2.69)
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Por consequeéncia, o espectro de energia agora se torna discreto

2,272
nmh
ma
Os valores de energia sao de um elétron confinado a se mover entre duas
barreiras de potencial impenetraveis a uma distancia a. Este é o resultado que obtemos
para uma particula em uma caixa de dimensoes atomicas com um potencial constante,
ou seja , eletrons fortemente ligados onde o tunelamento através das barreiras torna-se

improvavel. Isso mostra o caso de um isolante.

Ja para o caso de P — 0,

cos ffa = cos aa, (2.71)

logo,
8= a. (2.72)

Isso representa a energia de um elétron completamente livre para o qual qualquer valor de

energia ¢é possivel, mostrando o caso de um condutor.

2.1.1 Modelo de Kronig-Penney considerando um potencial Delta de Dirac

Uma forma de chegar na equagao transcendental bem mais rapido, sem que
seja necessario se depara com o determiante 4 x 4 e preservando as discussoes sobre as
bandas de energia é considerar uma longa série de pontinhos estreitos b — 0, bastante
altos Vy — oo e uniformemente espacados, com distancia a, de funcao delta, ao invés
de trabalharmos com barreiras de potencial, no caso, uma rede de Dirac unidimensional,
Fig. |5l Metodos similares podem ser encontrados em [15], que exprime ser o modelo mais
simples possivel, e [§], que o chama de caso especial do formalismo convencional do modelo
de Kronig-Penney. Com isso, vamos considerar um elétron submetido a este pontencial

V(x), confinante e periddico, no caso:
V(z)= Y Us(z — na), (2.73)

em que Uy é um parametro que nos diz a intensidade do potencial, onde se for negativo,
teremos potenciais atrativos muito intensos e de curto alcance e se positivo, serao barreiras

de potencial, estreitas e elevadas.

Como estamos trabalhando com um potencial peridédico, vamos resolver
para as regides I, de —a < x < 0, e I, de 0 < < a, que sdo mostradas na Fig. [5 onde

V =0, e posteriormente vamos transladar o nosso potencial com o intutito de generalizar
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Vix)

L e L]
—4a —3a —2a —a 0 a 2¢ 3a 4a 5a =«

Figura 5: Visao esquemaética de uma sucessao periodica de pontos espacados com distancias
multiplas de a, conhecido como rede de Dirac unidimensional, contendo a funcao
de onda 1; da regiao I, intervalo de 0 < x < a, e 17 da regiao II, intervalo de
—a < x < 0. Fonte: Préprio autor.

em todo o dominio das posicoes x. As funcoes de onda em cada regiao toma a forma de:

Yr(z) = A’  Be " (2.74)
e
Urr(z) = Ce'* + De 9%, (2.75)
em que
h2Q2
E = 2.
< (2.76)

onde @) é o parametro reduzido da energia.

Temos entao que a particula viaja nas duas regioes e quando se choca com
a barreira de potencial delta de Dirac espalha podendo ser transmitida ou refletida. O
teorema de Bloch nos diz que para um potencial periédico, as solugoes para a Eq. (2.1)

podem ser selecionadas a fim de atender a condicao
U(z) = e* )z — a). (2.77)

Em sequéncia, vamos relacionar a regiao I, Eq. (2.74)), com o lado direito da Eq. (2.77)) e
a regiao I, Eq. (2.75]), com o lado esquerdo dela:

Ce'9% 4 Demi0% — pika( feiQe=a) 4 BemiQle—a)), (2.78)
passando tudo para o lado esquerdo da equagao e organizando a expressao, encontramos
(C — e Ae™9") " (D — ei'*k@ Bel@)e 4" = (). (2.79)

Para a igualdade ser valida, os coeficientes dos termos e™** precisam ser nulos,

C = Aeilk=Qea (2.80)
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D = Beilk+@a, (2.81)

Pode se observar que A, B, C e D sao analogos e deve ser oferecido uma fase para transitar

de A para C e de B para D, e vice e versa.

Agora vamos determinar a energia, no caso, o parametro (), com isso, vamos

de inicio avaliar a continuidade de ¢(x) em z = 0.

¥1(0) = 1 (0), (2.82)

logo,
A+B=C+D, (2.83)

substituindo os valores as Eqgs. (2.80]) e (2.81]) e deixando tudo do lado esquerdo da equagao

e posteriormente colocando A e B em evidencia, obtemos:
[1— e F=@aA 4 [1 — "9 B = . (2.84)

Vejamos a outra relacao entre A e B. Temos que a primeira derivada das duas regioes
também deve ser continua em x=0. Avaliando o que ocorre com a Eq. (2.1)) em x =0

(Ponto em que temos a descontinuidade devido a Up), encontramos:

h2

2m

(Y7 — ¥1) + Untho = 0, (2.85)

onde pela translacao de simetria, conseguimos saber o que acontece em todos os outros
pontos delta de Dirac. As derivadas das fungoes de ondas nas regioes I e II assumindo

x = 0, sao dadas por:

Vi(0) = iQ(C — D) = iQ(Ae ™" — Be'@®)eitk, (2.86)
€
Y(0) = iQ(A — B). (2.87)
Chamando: B
up = ”7; 0 (2.88)

a Eq. (2.85)) toma a seguinte forma:

¥1(0) = ¢7(0) = uoyp(0), (2.89)
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substituindo as Eq’s (2.87)) e (2.86) em (2.89)), obtemos:
iQA(F=9 _ 1) 4 iQB(—e'* P 1 1) = yy(A + B), (2.90)

dividindo ambos os lados por () e passando tudo para o lado esquerdo da equagao, obtemos

a segunda relagao entre os coeficientes A e B:

Afett-@a M0\ L p(_gitkt@a M) g 2.91
(e 0 + e + i0 ( )

As Eq’s (2.84)) e (2.91) formam um sistema linear homogeneo capaz de determinar A e B e
para que ele adimita solugoes nao-triviais, precisamos que:

1 — eik—Q)a 1 — ik+Q)a

. 4 =0, 2.92
el(k’*Q)a 1= % _ez(kJrQ)a +1— % ( )

resolvendo o determinante:

(1 o ei(k*Q)a) (_ei(k+Q)a + 1 . %) . (1 o ei(k+Q)a> (ei(kQ)a o 1 o %) — 0’ (293)

manipulando a equacao, chegamos em:

upa sin Qa
cos ka = cos Qa + iy @

2 Qa ’

(2.94)

se ug = 0 = k = @, que cairia em uma solucgao trivial. Ainda assim, o potencial adiciona
o fator extra em nossa equagao, no caso, ele introduz a relagao entre a fase que ocorre

durante uma translagao e a energia associada a (). Vamos considerar

f(k) = cos ka, (2.95)
e n0
wpa sin Qa
= — 2.96
9(Q) = cos Qu+ T2, (2.96)
fazendo
e _p (2.97)
2
nossa Eq. (2.96]) toma a seguinte forma
9(Q) = cos Qa + i Qa. (2.98)

Qa

Temos que a Eq. (2.95) pertence ao intervalo de -1 a 1 para qualquer k e o comportamento

da curva da Eq. (2.98) se considerarmos T = 2I assim como fizemos com P na Eq.

[2.68)), ¢ 0 mesmo da curva vermelha tracejada da Figura [ Assim, chegamos nas mesmas
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conclusoes que o formalismo convencional, no entanto, de uma maneira mais simples e

rapida.
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3 DESENVOLVIMENTO MATEMATICO DO FORMALISMO ALTERNA-
TIVO PARA O MODELO KRONIG-PENNEY

Nessa secao iremos revisitar um formalismo alternativo para o modelo de
Kronig-Penney a partir do artigo de Cho e Prucnal [2]. Ele é destacado por ser mais
simples e direto do que o convencional, permitindo nao apenas a determinacao das bandas
de energia dos portadores, mas também das funcoes de onda de envelope nas bordas de
cada banda. Em seguida, vamos discutir as diferencas entre os formalismos e faremos o
diagrama de bandas baseado nas equacoes encontradas. Vale ressaltar que este estudo
comparativo apresentado nao se encontra nos livros-texto tradicionais, destacando sua
relevancia no ensino de fisica, em especifico, na ampliacao da compreensao do modelo de

Kronig-Penney.

3.1 formalismo alternativo do modelo de Kronig-Penney

Da Eq. (2.58) e (2.63)) facamos ad = ¢, assim:

Vo — 28 . .
sin Ba sinh vb + cosfBa cosh vb = cos ¢. 3.1
(2 T E)> Pasinhy Ba coshy ¢ (3.1)
e
—2F
Yo sin Ba sin 0b + cosBa cos 0b = cos ¢. (3.2)
2/ E(E - V)

em que ¢ ¢ a diferenca de fase da fungao de onda apds uma translagao espacial de d = a+b.

Para um periodo de —b < x < a as solugoes propostas para V' > FE sao as
seguintes:
V() = AeP@3) 4 BemB@=3), (3.3)

no intervalo 0 < x < a e
dp(x) = CrF3) 4 De 43 (3.4)

no intervalo —b < x < 0, onde A, B, C' e D sao numeros complexos. Ja para um periodo

adjacente, de a < © < d + a, as solugoes sao dadas por:

Yo(x) = e?[AeP@3-D 4 BemiBlz=3-d)] (3.5)
para o intervalode d < x < d-+a e

Yy(x) = ei¢[067(x+g_d) + De”(”%_d)], (3.6)

para o intervalo de a < x < d, em que € é o fator de fase. Considerando os mesmos

periodos, temos que para V < FE, as solugoes propostas se repetem para 1, € 1., no
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entanto, elas precisam ser alteradas para ¢, e 4. Da Eq. (2.59)), fagamos 7 = —if, similar
ao que fizemos na se¢do 2, assim, nossas Eqgs. (3.4) e (3.6) tomam a seguinte forma:

Uy(z) = Ce ™@+s) 4 Deiflots) (3.7)

ve(r) = ei‘z’[C’e_w(”%_d) + Dew(“%_d)], (3.8)

Podemos visualizar as fungoes (3.3)), (3.4) ou (3.7), (3.5)) e (3.6) ou (3.8]), nos pogos e nas

barreiras na Figura [0 Ainda assim, do teorema de Bloch:

Uz +d) = e“Y(x), (3.9)

onde ¢ (x) é fungao de onda associada a uma particula em uma posicao = e (x +d) é a
funcao de onda associada a mesma particula, mas agora deslocada por uma distancia d

em relagao a posigao original. Vizualizando de outra forma, a epressao (3.9) fica:

U(x) = Pz —d), (3.10)
e assim, podemos notar que .(x) = e, (z — d) e y(x) = Yy (x — d).

1 V(x)

— Vo
Yy Yy Vg Ve

- 0 a d d+a =

Figura 6: Visao esquemaética de uma sucessao periodica de pogos quadrados finitos similar
a Figura 3] no entanto, mostrando as fungoes de ondas presentes nos pocos, v,
e 1., e barreiras, 1y e 1¢4. Fonte: Préprio autor.

Observando o lado direito das Egs. e , nota-se, como ja realizada
uma discussao parecida na se¢ao 2, que cos ¢ varia de -1 a 1 e observando a Fig. [7] esses
valores correspondem aos extremos das bandas de energia permitidas. Com isso, entre
Y(zx) e Y(z + d) a diferenga de fase ¢ pode ser 0 (cos¢ = 1) ou £7 (cos¢ = —1) para
1) correspondente a energia minima e maxima de cada banda, ou seja, fungoes de onda
associadas a esses extremos das bandas. A diferenga de fase ¢ entre 1,(0) e 1.(d) é dado
por:

¢ = ¢p + @, (3.11)
onde ¢y, é a diferenga de fase entre ¥, (a) e 14(d) e ¢, entre 1,(0) e ¥,(a).
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Como para os extremos das bandas ¢ deve assumir o valor de 0 ou 4+, entao
0, € ¢p também deve assumir esses valores, de forma que a igualdade da Eq. seja
respeitada. Assim, na expressao , caso A seja diferente de B ou —B, ¢, assume
valores diferentes de 0 ou 7. Similarmente, para a condicao em que C é diferente de D
ou —D na Eq. ou , ¢p também se diferencia de 0 ou 7. Em uma perspectiva
mais abrangente, quando ¢, e ¢, nao compartilham paridade par ou impar, indicando
que A # B ou —B, ou C # D ou —D, a diferenca de fase total nao pode ser nula ou +.
Este cenario implica que essas funcoes de onda de envelope, correspondentes aos valores

minimo e maximo de energia de cada banda, devem exibir paridade par ou fmpar.

Prova: Se A = B, nossa Eq. (3.3) toma a seguinte forma:
¢a(x) = A[eiﬁ(:r—%) +6iﬂ(w_%)]‘ (312)

Aplicando a formula de Euler para o cosseno,

e 4 e = 2cos ¥, (3.13)
obtemos,
a
a(x) = Acos [6 <m — 5)] . (3.14)
Ja quando A = — B,
Vo(z) = A[eP@=2) — ihle=3)], (3.15)

Assim, da formula de Euler para o seno,
e’ — e = 2jsin v, (3.16)
substituindo em nossa expressao (3.15)):

Y (z) = Asin [B (x — %)} . (3.17)
Agora para C' = D, a nossa Eq. se transforma em:

Up(x) = O"+3) 4 03], (3.18)
recorrendo a expressao da fungao cosseno hiperbdlico,

e’ + eV =2coshd, (3.19)

encontramos:

vn(z) = C cosh [V(x + g)] | (3.20)
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Por ultimo, para C' = —D
() = Cle(#T8) — e=r@+)], (3.21)
Lembrando da expressao da fungao seno hiperbdlico:
e’ — eV = 2sinh 9, (3.22)

substituindo na Eq. (3.22), obtemos:

itey= s (=4 Y] o2

Ainda assim, note que as func¢oes acima estao relacionadas a V' > FE, estritamente as Egs.

(13.20) e (3.23]), assim, vamos modifica-las para V < E. Se C' = D, nossa Eq. (3.7) toma a

seguinte forma:
() = Cle"+D) 4 e~ 0etD)], (3.24)

aplicando a formula de Euler para o cosseno, obtemos:

Yp(x) = Ccos {9 (m + g)} (3.25)

Ja quando C=-D
wb<x) _ C[ew(erg) . e*i@((EJr%)], (326)

utilizando da formula de Euler para o seno, chegamos na seguinte expressao:

wtor = csno(+2)] oo

Logo, ao se considerar A = B ou —B e C'= D ou —D obtemos funcoes pares,
Eqgs. (3.14)), (3.20) e (3.25), e impares, Eqs. (3.17)), (3.23) e (3.27). Com isso, vamos agora

trabalhar com as paridades das func¢oes de onda de envelope para encontrar as energias

minimas e méximas das bandas, separando a discussao em bandas de indice impar e indice
par. Essa separagio vai de uma andlise da Fig. [] onde para todas as faixas de indice
impar, a curva mostrada pela Eq. comeca de cima para para baixo, onde a energia
minima F,,;, corresponde a ¢ = 0 e maxima F,,,, a ¢ = £, sendo o inverso para as

bandas de indice par.

3.1.1 Bandas de indice impar (n=1,3,5,...)

A FE,.;, para n impar corresponde a ¢ = 0 pois cos¢ = 1, assim ¢, e ¢, devem

ser ambos pares ou impares, ja que a diferenca de fase é nula. Para qualquer valor de b,
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Y™ e )™M devem ter a mesma paridade, pois para a largura da barreira muito grande,
as bandas se tornam tao estreitas que as energias permitidas ficam muito préximas umas
das outras, quase se transformando em um tnico nivel de energia. Assim, podemos dizer
que a largura de banda desaparece e estas fungoes tornam-se iguais. Além disso, 9, é par
para o primeiro estado (fundamental), impar para o segundo e alternando entre par e

fmpar com n crescente. Dada essas consideragoes, 1™ e ¢! de cada banda de indice
impar tem paridade par, logo, das Eqs. (3.14)) e (3.20) temos:

v = Acos 8 (v - g)] . (3.28)
) ;" = C cosh ['y (x + g)} : (3.29)

respectivamente. Ultilizando as seguintes condicoes de contorno:

[wa]xzo = [wb]xzoa (330)
d% o d"vbb
|: dx :|CCO B [%] 1:07 (331>
obtemos respectivamente:
A cos (ﬁg) = C cosh (’y%) (3.32)
) . a : b
ApBsin (ﬁ’E) = Cysinh <fy§) : (3.33)

Para que esse sistema admita solugao nao trivial, precisamos que:

cos(B%)  —cosh(v2)

. . | =0 (3.34)
Bsin(f3) —sinh(y3)

Resolvendo o determinante:

— Cos (B%) ~ sinh (vg) + [sin (,8%) cosh (’yg) =0. (3.35)

Dividindo os dois lados da equagio por cosh (y2) cos(32):

—~ tanh <fyg> + [ tan (6%) = 0. (3.36)

Agora dividindo ambos os lados da equagao por f3:

tan (6%) — %tanh (”yg) =0, (3.37)
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obtemos a energia minima de cada banda de indice impar considerando V' > E. Agora, se
considerarmos V' < E, ™" e 1)!"" de cada banda de indice fmpar continua tendo paridade

par, ou melhor, as paridades nao irao se alterar considerando V' < E, como podemos ver
nas equagoes obtidas na prova, assim, das Eqs. (3.14) e (3.25]) temos:

S = A cos [5 (:10 - g)] (3.38)

min — O cos {0 (m + g)} , (3.39)

respectivamente. Aplicando as condigoes de contorno, obtemos, na devida ordem:

A cos (ﬁg) = C cos (0%) (3.40)
’ . a . b
Af sin <ﬁ§> = —(Cysin <9§), (3.41)

onde novamente caimos em um determiante:

cos(B%)  —cos(6%)

=0. 3.42
Bsin(B5) Gsin(fyg) ( )

Resolvendo essa equacao, obtemos a enégia minima de cada banda de indice impar mas,
para V < E:

a 0 b
¢ ( —> Ztan (02) =0, 3.43
an ( 5 + 3 an ( 2) (3.43)

A menor solucao da Eq. (3.37) corresponde a n = 1, ja a solugao seguinte a
n = 3, e assim por diante. No entanto, para saber o indice de banda correspondente a
menor solugao da Eq. (3.43)), enfatizando que V' < E, vai depender de quantas bandas
estao confinadas dentro do poco, logo é importante saber o valor da altura da barreira de

potencial.

Agora para encontrar E,,,, de cada banda de indice impar, observe que ¢ = +7
pois cos @ = —1 e pelo que foi descrito anteriormente, ¢, = 0 pois ¥7*** é par, sendo assim
¢p = £, ou melhor, ¢, é fmpar, ja que da Eq. (3.11)), £ = ¢, + 0, logo, das Egs. (3.14)
e B23):

BT — A cos [5 (x _ g)] (3.44)
) mae — ('sinh {7 (x + g)] (3.45)

respectivamente. Ultilizando das condigbes de contorno, Egs. (3.30) e (3.31)), obtemos
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respectivamente:

A cos (5%) = C'sinh (”yg), (3.46)

Apsin (Bg) = Cycosh (’yg) : (3.47)

Do mesmo procedimendo seguido previamente, montando o determinante 2 x 2, resolvendo-
o e simplificando o resultado encontrado, encontramos a energia maxima de cada banda

de indice fmpar para V > E:

tan (5%) - %coth (’yg) = 0. (3.48)

Para V < E, das Eqgs. (3.14) e (3.27) obtemos, na devida ordem:

Yt = Acos [5 (:1: — g) , (3.49)
e P\
7% = C'sin {(9 (x + 5) : (3.50)

Repetindo o mesmo procedimento anterior, encontramos a energia maxima para as bandas

de indice impar para V < E:

tan (6%) - %cot (9%) = 0. (3.51)

Para dar continuidade, veremos agora as bandas que possuem indice par.

3.1.2 Bandas de indice par (n=2, 4, 6,...)

A E,., para n par corresponde a ¢ = +7 pois cos¢ = —1, assim ¢, e ¢
possuem paridades diferentes e como visto anteriormente, v, para indices pares é impar,
consequentemente ¢, = 0 ja que ¢, = +m, logo, 1, é par, assim, das Eqgs (3.17)) e (3.20):

M = Asin [ﬁ (g; - %)} , (3.52)
min — (' cosh {7 (a: + g)} : (3.53)

Fazendo o mesmo que fizemos para as bandas de n impar, dado a aplicacao das
condigoes de contorno, em seguida trabalhando com o determinante 2 x 2 e simplificando

logo depois, obtemos a energia minima de cada banda de indice par para V > E:

cot (5%) + %tanh (fyg) = 0. (3.54)
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Agora para V' < E| respectivamente, das Eqgs (3.17)) e (3.25)), expressamos:

P = Asin [ﬂ (:c - %)} : (3.55)

min — (' cos {9 (95 + g)] . (3.56)

Executando o procedimento anterior novamente, identificamos a energia maxima para as

bandas de indice impar quando V' < E.

cot (5%) - %tan (Gg) = 0. (3.57)

Obviamente, o mesmo argumento para as bandas de indices impares sao validas
aqui, onde nesse caso a menor solucao da Eq. corresponde a n = 2, ja a solucao
seguinte é a n = 4, e assim por diante, e da mesma forma, para saber o indice de banda
correspondente a menor solucao da Eq. , ir4 depender de quantas bandas estao

confinadas dentro do pocgo.

Agora para encontrar F,,,, de cada banda de indice par, observe que ¢ = 0
pois cos ¢ = 1, assim ¢, e ¢, devem ter a mesma paridade, no entanto, sabemos que para

energias maximas em indices pares v, é impar, implicando ¢, = +m e consequentemente

¢p = £ também, ja que ¢, + ¢, = 0, assim, das Egs. (3.17)) e (3.23):

Y = Asin [5 (33 - g)]’ (3.58)
) " = C'sinh {7 (x + g)}, (3.59)

respectivamente. Seguindo a légica do procedimento ultilizado acima obtemos a energia

maxima de cada banda de indice par para V > E:

b
cot (ﬁg) + % coth <7§> =0. (3.60)

Considerando V' < FE, representamos, respectivamente, das equagoes (3.17)) e (3.27)).

Py = Asin :5 (m - g)] (3.61)
¢ [ b
4 = C'sin |0 (x + 5)] , (3.62)

Ao repetir o procedimento anterior, determinamos a energia maxima para as bandas de
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indice par quando V < E.

cot (6%) + %cot (9%) =0. (3.63)

Durante o desenvolvimento do formalismo alternativo, foram utilizadas exclusi-
vamente as condi¢oes de contorno em x = 0, conforme expressas nas Eqs. e .
Este método difere do formalismo convencional, no qual suas condigoes, Eqs. , ,
e , consideram nao apenas x = 0, mas também a interface em x = a e x = —b.
A explicacao para essa abordagem distinta reside na diferenca fundamental entre os dois

formalismos.

O formalismo convencional abrange todas as energias de 0 a oo, conforme
indicado por Egs. e , nas quais ¢ pode assumir qualquer valor real de 0 a
2m para energias dentro das bandas, ou qualquer valor complexo para energias fora das
bandas. Nesse contexto, nao existem paridades definidas para 1, e v, e nenhuma relacao
de simetria é estabelecida entre ¢,(0) e ¥, (a), ou entre 1,(—b) e ¥(0). Portanto, na Fig.
6] as condigoes de contorno em = = 0 e x = a divergem, exigindo a consideragdo de ambas

as condigoes.

Em contrapartida, o formalismo alternativo concentra-se exclusivamente nas
energias de borda das bandas, onde ¢ assume apenas os valores 0 ou +7. Dessa forma, v,
e 1, possuem paridades definidas. As relagoes ¢, (0) = £1,(a) e ¥p(0) = £1)4(a) indicam
que a condicao de contorno em x = 0, determinando a relacao entre v, e v, é analoga
aquela em z = a. Essa ¢é a justificativa pela qual apenas uma condi¢ao de contorno é

necessaria no desenvolvimento do formalismo alternativo.

Fazendo b ser muito grande, as Eqs. (3.37) e (3.48)), e as Egs. (3.54) e (3.60))

degeneram respectivamente para

a Y
¢ (-)—-:0, 3.64
an (95) =3 (364
paran =1,3,5,... e
cot <59> +21 =0 (3.65)
2 B ’ '
para n = 2,4,6,.... Naturalmente, estes resultados sao iguais aos de uma 1inico pogo.

Na ilustrag¢ao do formalismo alternativo, como pode ser visto na Fig. [7] foi
considerado a = 100A, b = 25A, e V = 375 meV, mostrando assim as 5 primeiras bandas
de energia. A curva (a) corresponde a fungao do lado esquerdo das Egs. e e
a curva (b) as da Egs. e (3.51)). J4 as curvas (c) e (d) correspondem as fungoes do
lado esquerdo das Eqgs. (3.54) e (3.57)), e (3.60) e (3.63)), respectivamente. Obviamente

a curva (e) é obtida a partir do formalismo convencional, assim como mostrado na Fig,.
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Figura 7: Gréfico retirado da Ref. [2] que ilustra as primeiras cinco subbandas de energia
de elétrons de uma superrede GaAs/AlxGal-xAs, com parametros z = 0,5,
a = 100A, b = 25A, e V = 375meV. n é o indice de banda. As curvas
tracejadas (a) e (b) correspondem as fungoes no lado esquerdo das Egs.
e (3.43)), e (3.48) e (3.51)), respectivamente. J4 as curvas pontilhadas (c) e (d)
correspondem as fungdes no lado esquerdo das Eqgs. (3.54)) e (3.57)), e (3.60) e
, respectivamente. A curva sélida (e) corresponde ao lado esquerdo das

Eqgs. e .

, e cruza o valor de f(E) =1 ou —1 exatamente nos mesmos pontos no eixo E que as

energias minima e maxima encontradas nas curvas (a), (b), (¢) e (d), indicando dessa
maneira que as bandas de energias obtidas pelo formalismo alternativo sao equivalentes
as obtidas pelo tradicional, como é de se esperar. Embora tenhamos empregado curvas
completas das fungoes dessas equacoes para deduzir as bandas de energia por meio do
formalismo alternativo, este passo é frequentemente dispensavel, pois as faixas de energia
podem ser determinadas de maneira simplificada através de técnicas numéricas ou graficos

simples.



47

4 CONCLUSOES

O objetivo deste estudo foi conduzir uma andlise comparativa entre os dois
formalismos do modelo de Kronig-Penney apresentados, visando identificar diferencas
significativas e contribuir para o aprimoramento do entendimento dessas variagoes. Vale
ressaltar que esta abordagem comparativa nao é encontrada nos livros-texto tradicionais
de fisica, conferindo, assim, um valor adicional a este trabalho no contexto do ensino de

fisica do estado sdlido.

No capitulo 2, desenvolvemos o formalismo convencional, onde a equagao
transcendental é rotineiramente encontrada a partir do determinante de uma matriz
4 x 4, resultante de quatro condi¢oes de contorno na funcao de onda e sua derivada.
Posteriormente, trabalhamos com o limite em que as barreiras tendem a deltas de Dirac,
de forma que para chegar na equagao desejada, tivemos apenas que passar por um
determinante 2 x 2. Diferente do convencional, temos apenas duas condigoes de contorno,
sendo a continuidade da funcao de onda em = = 0 e a descontinuidade da primeira derivada

nesse mesmo pOHtO.

No capitulo 3, desenvolvemos uma nova forma de obter as bandas de energia a
partir de consideracoes de simetria. A simplicidade notacional da presente formulacao é
vantajosa quando uma forma alternativa da equacao transcendental é derivada, Eqs. ,
(3.48), (3.54) e (3.60) para V > E e (3.43)), (3.51), (3.57) e (3.63)) para V' < E, sendo elas

apenas em termos de tangentes, cotangentes e suas hiperbdlicas para o primero caso e

tangentes e cotangentes para o segundo. As novas equagoes imediatamente reduzem para a
solucao de um pogo quadrado isolado no limite de espessura de barreira infinita, equacoes
e . Diferente da consideracao do potencial delta de Dirac, aqui relacionamos
as contante A com C ao invés de A com B e seguimos uma légica das paridades das
fungoes de onda. Certamente isso causa bastante diferenca pois a intengao do formalismo
alternativo é manter A=B ou -B e C=D ou -D para assim trabalhar com as diferengas de

fase de 0 ou =+m.

Como vimos, o formalismo alternativo tem varias vantagens conceituais sobre
a equacao transcendental padrao e podem servir como uma alternativa aos tratamentos
existentes. Destaca-se por sua simplicidade, elegancia e pela determinacao das funcoes de
onda nas bordas de cada banda, uma capacidade nao encontrada no formalismo tradicional.
Este método facilita andlises numéricas, cruciais para calcular bandas de energia e fungoes
de onda. Ele é particularmente eficaz na analise de propriedades de super-redes, com
destaque para a facilidade na identificacao de energias de borda de banda em diversas

estruturas.
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