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RESUMO

O estudo do comportamento do elétron ao longo da histéria da fisica tem sido uma
jornada notavel, fixada na compreensao progressiva de sua interagdo com campos elétricos
e magnéticos. No cruzamento entre a fisica cldssica e quantica, a importancia do estudo
do comportamento do elétron na presenca de campos elétricos e magnéticos se destaca,
pois a capacidade de prever e manipular o movimento do elétron nesse ambiente é crucial
para uma gama diversificada de aplicagoes cientificas e tecnoldgicas. No presente trabalho,
nos propomos a analisar o comportamento do elétron submetido a campos elétricos
e magnéticos nas perspectivas da mecanica cldssica e quantica. Assim, apresentamos
inicialmente uma breve histéria do elétron, destacando a importancia do estudo do seu
comportamento quando submetido a campos elétricos e magnéticos. Nessa transicao
entre a compreensao da mecanica classica e quantica, discutimos a relacdo dos campos
elétricos e magnéticos com os respetivos potenciais, a forga de Lorentz na descricao
do movimento no formalismos newtoniano, lagrangiano e hamiltoniano; posteriormente,
analisamos essa intera¢ao na perspectiva da mecanica quantica, apresentando o analogo
classico da equacgdo do movimento e aplicamos o teorema de Ehrenfest para obtencao
dos resultados previstos classicamente. discutimos, ainda, os niveis de Landau, o gauge
simétrico, as fungoes de onda do estado fundamental e a precessao de Spin. Finalmente,
percebemos como que diferentes potenciais vetores podem nos levar ao mesmo campo
magnético, demonstramos a invariancia de gauge e vimos que a escolha do gauge nao
altera a fisica do problema, enquanto os campos impactam classicamente o movimento
do elétron. Dependendo da configuracao de cada sistema, podemos obter movimentos
circulares, cicloidais e helicoidais. Na interacao quantica, construimos o analogo classico
da equacao do movimento e percebemos que difere a menos de um termo, associado
ao campo magnético, constatamos que as energias sao quantizadas e que apresentam
espectro energético similar de um oscilador harmonico, entretanto, a degenerescéncia
para este caso é infinita e esta relacionada ao centro da orbita. Discutimos também o
gauge simétrico algebricamente e analiticamente, compreendemos que as funcoes de onda
do estado fundamental sao infinitas. discutimos no apéndice o spin do elétron, vimos
que precessiona quando submetido ao campo magnético externo. Esperamos que essas
discussoes possam contribuir para a ampliacao da nossa compreensao das interacoes do
elétron com campos elétricos e magnéticos e destacar a relevancia desses estudos através

de um tratamento que passa entre a fisica classica e a quantica.

Palavras-chave: Elétron. Mecanica Classica e Quantica. Campo Elétrico e Magnético.



ABSTRACT

The trajectory of the electron throughout the history of physics has been a remarkable
journey, grounded in the progressive understanding of its interaction with electric and
magnetic fields. At the intersection of classical and quantum physics, the importance of
studying the electron’s behavior in the presence of electric and magnetic fields stands
out. The ability to predict and manipulate the electron’s movement in this environment
is crucial for a diverse range of scientific and technological applications. In this work,
we aim to analyze the behavior of the electron subjected to electric and magnetic fields
from the perspectives of classical and quantum mechanics. Initially, we present a brief
history of the electron, emphasizing the significance of studying its behavior when exposed
to electric and magnetic fields, from both classical and quantum perspectives. In the
transition between the understanding of classical and quantum mechanics, we discuss
the relationship between electric and magnetic fields and their respective potentials, the
Lorentz force in the description of motion in Newtonian, Lagrangian, and Hamiltonian
formalisms. Subsequently, we analyze the interaction in quantum mechanics, presenting the
classical analogue of the motion equation and applying the Ehrenfest theorem to obtain
classically predicted results. We delve into gauge invariance, Landau levels, symmetric
gauge, ground state wave functions, and spin precession. Finally, we explore how different
vector potentials can lead to the same magnetic field, demonstrate gauge invariance, and
observe that the choice of gauge does not alter the physics of the problem. We perceive how
fields impact the electron’s motion classically, resulting in circular, cycloidal, helical, and
complex trajectories depending on each system’s configuration. In quantum interaction, the
classical analogue of the motion equation differs by a term associated with the magnetic
field. In this quantum analogy, energies are quantized, presenting the same energy spectrum
as a harmonic oscillator, with infinite degeneracy related to the orbit’s center. Ground state
wave functions are infinite, and the electron’s spin precesses when subjected to an external
magnetic field. In conclusion, we hope that these discussions contribute to the expansion
of knowledge and understanding of electron interactions with electric and magnetic fields,
highlighting the relevance of these studies through an approach that bridges classical and

quantum physics.

Keywords: Eletron. Classical and Quantum Mechanics. Electric and Magnetic Field.
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1 INTRODUCAO

A historia da compreensao do elétron, a particula fundamental que desempenha um
papel importante na estrutura da matéria, remonta ao final do século XIX. A origem dessa
descrigao esta entrelagada com as investigacoes iniciais sobre eletricidade e magnetismo.
A trajetéria investigativa de cientistas como J.J. Thomson e seus experimentos cruciais
com tubos de raios catddicos levou a identificacao e caracterizagao do elétron como uma
particula subatémica com carga negativa. Esse marco conceitual representou um passo
gingasteco em direcao ao entendimento da estrutura interna dos atomos e a emergéncia da

teoria do modelo atomico.[1]

A combinagao dos campos elétricos e magnéticos desempenha um papel funda-
mental na fisica moderna, proporcionando a base para a eletromagnetismo, dando origem a
forca eletromagnética, que é uma das quatro forgas fundamentais da natureza. Os campos
elétricos, resultantes de cargas elétricas, sdo vetores que exercem forcas sobre outras cargas
e desempenham um papel crucial nos processos eletroquimicos, na eletronica e em intimeras
aplicagoes tecnologicas. Paralelamente, os campos magnéticos, gerados por cargas em
movimento e dipolos magnéticos e sao essenciais na geragao de energia, como nos principios

dos geradores elétricos e nas ressonancias magnéticas.

O processo de compreensao do elétron e suas propriedades tem sido uma jornada
notavel, fixada na compreensao progressiva de sua interagdo com campos elétricos e
magnéticos. Desde os primeiros experimentos com eletricidade estatica até os avancos
contemporaneos em fisica de particulas, o elétron tem se destacado como uma peca
fundamental do quebra-cabega da natureza. A emergéncia das equagoes de Maxwell no
século XIX unificou a descricdo dos campos elétricos e magnéticos, revelando a conexao
entre eles e estabelecendo as bases para o entendimento da interacdo com o elétron.
A fisica classica ofereceu uma representacao inicial dessa interacdo, através das leis de
movimento de Newton e das equacoes de Lorentz, permitindo solugoes especificas em

regimes macroscopicos [1].

No entanto, a medida que adentramos no mundo das dimensoes subatomicas e
das classificagoes de alta energia, a fisica quantica surge como o quadro tedrico principal.
A mecénica quéntica trouxe consigo uma nova compreensao da natureza dual do elétron,
apresentando-o como uma particula e uma onda simultaneamente. Esse avango revolucionou
a visao sobre a interacao do elétron com os campos elétricos e magnéticos, levando a
formulagao da eletrodindmica quantica (QED), uma das teorias mais precisas da fisica

atual. Nesse contexto, as interagoes do elétron com os campos sao descritas nao apenas
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como uma ac¢ao mecanica, mas como trocas provaveis de particulas mediadoras, como os

fotons, permitindo uma compreensao mais profunda da dinamica.

E nessa passagem da fisica cldssica para fisica quintica que a importancia do estudo
do comportamento do elétron na presenca de campos elétricos e magnéticos se destaca. A
capacidade de prever e manipular o movimento do elétron nesse ambiente é crucial para
uma gama diversificada de aplicagdes cientificas e tecnoldgicas, como espectroscopia [2],
e fisica do plasma [3]. A compreensao dessas estudos é essencial para o funcionamento
de dispositivos eletronicos, desde transistores até circuitos integrados, bem como para a
criagao de aceleradores de particulas, como o LHC ( The Large Hadron Collider). Além
disso, a exploracao dessa interagao fornece visoes fundamentais para a compreensao da

estrutura da matéria e a busca por particulas desconhecidas até entao.

Nesse contexto o presente trabalho propoem analisar o comportamento do elétron
na presenca de campos elétricos e magnéticos numa perspectiva da fisica classica e quantica.
Por conesguinte, dividiu-se em 4 capitulos, com objetivo de facilitar o entedimento do
leitor, os contetidos foram desenvolvidos de maneira sequencial, tendo uma certa ligagao.
O capitulo 1 apresenta uma breve histéria do elétron, destacando a importancia do estudo
do comportamento do elétron na transicdo entre a compreensao da fisica do ponto de
vista classico e quantico. No capitulo 2, realizou-se um estudo da interacgao classica do
elétron com campo eletromagnético e com destaque a forga de Lorentz, apresentando
uma discussao sobre campos elétricos e magnéticos e com os respectivos potenciais,
posteriormente, as abordagens nos formalismos Newtoniano, Lagrangiano e Hamiltoniano.
No capitulo 3, discutiu-se a interacao quantica do elétron com campo magnético, onde
comegamos construindo os operadores, e na sequéncia discutisse o andlogo classico da
equacao do movimento aplicando o teorema de Ehrenfest para obter os valores esperados.
Na sequéncia, os niveis de Landau, o gauge simétrico, as fung¢ées de onda do estado
fundamental, Finalmente, no capitulo 5, realizou-se a conclusao do trabalho. Na secao de

apéndice descreve-se a invariancia de calibre e a precessao de Spin.
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2 INTERACAO CLASSICA DO ELETRON COM CAMPO
ELETROMAGNETICO

A fisica classica é um campo vasto e fascinante, repleto de imensas teorias intrigan-
tes e complexas que desvendam os segredos do universo. Entre essas tendéncias, a mecanica
classica se destaca, com o teor deterministico do movimento, com énfase nas leis de Newton
que nos permite conhecer o estado de um sistema sem nenhuma restricao imposta. Neste
capitulo nos debrugamos sobre o estudo da forga de Lorentz para a descri¢do da interagao

do elétron submetida aos campos elétricos e magnéticos.

A forca de Lorentz, nomeada em homenagem ao fisico neerlandés Hendrik Lorentz,
é uma forca que atua sobre uma particula especifica quando esta se move em um campo
magnético e/ou elétrico. Ela desempenha um papel crucial na fisica, desde a eletricidade

estatica até o funcionamento de dispositivos eletronicos complexos.

A expressao matematica para a forga de Lorentz é dada por:
F=q(E+7x B) (1)

onde: F' é a forca de Lorentz, g a carga da particula, Eo campo elétrico, v a velocidade do
eletron, e Bo campo magnético. Esta descri¢ao revela como a forca de Lorentz resultado
da combinacao de duas forgas distintas: a forca elétrica F = q.E e a forca magnética
F = (7 x B).

A primeira depende da carga da particula (eletron, para o nosso caso) e do campo
elétrico ao seu redor, enquanto a segunda depende da carga, da velocidade da particula e

do campo magnético.

2.1 CAMPOS E POTENCIAIS

Para entender melhor a forga de Lorentz, é crucial compreender os campos
elétricos e magnéticos que os influenciam. Por conseguinte, é conveniente pensarmos o
campo elétrico E como sendo uma uma entidade fisica real, que preenche o espago em
torno de qualquer carga elétrica do espacgo. [4]. Ele é gerado por cargas elétricas e se
estende indefinidamente no espaco. A forcga elétrica que age sobre uma carga especifica
¢ em um campo elétrico é dado por F = qE . Uma forma de entender o campo elétrico
é imaginar que ele atribuia um valor a cada ponto do espaco, estabelecendo a forga que
uma carga unitaria positiva experimentaria se colocada nesse ponto. O potencial elétrico
¢ ¢ uma quantidade relacionada ao campo elétrico e desempenha um papel importante

na fisica. Ele é definido como energia potencial elétrica por unidade de carga. Em outras
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palavras, o potencial elétrico nos diz quanto trabalho deve ser realizado para mover uma

carga unitaria de um ponto A para um ponto B no campo elétrico; como mostra figura 2.1.

Figura 2.1 — Movimento de uma particula na presenca de campo elétrico

Fonte: Figura retirada da ref. [5].

A relagao entre o campo elétrico Eeo potencial elétrico ¢ na eletrostatica é dado
por:

=

E=-Vo. (2)

Essa relagdo mostra como o campo elétrico é derivado do potencial elétrico e

fornece uma maneira alternativa de entender e trabalhar com campos elétricos.

Lembrando que o potencial escalar ¢ nao estava completamente especificado pela
sua defini¢do, se encontrarmos ¢ para algum problema, podemos sempre encontrar um
outro ¢’ igualmente apropriado, pela adi¢do de uma constante, que fornecera o mesmo
campo elétrico [6]. Note que,

o' =p+c (3)
fornece o mesmo campo, uma vez que o gradiente da constante ¢ é zero, entao,

— - —

E=V¢ =V(p+c)=Vp (4)
ou seja, p e ¢’ representam a mesma fisica.

O campo magnético interage com particulas carregadas em movimento, como
elétrons em um fio condutor. Ao contrario do campo elétrico, nao ha cargas magnéticas

isoladas (monopolos magnéticos) observadas na natureza. Os imas tém sempre um polo
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norte e um polo sul, de forma que os campos magnéticos formam linhas fechadas, como

mostra a figura 2.2.

Figura 2.2 — Linhas de campo magnético em um ima.

Fonte: Figura retirada da ref. [7].

O potencial vetor magnético A é uma quantidade que desempenha um papel
importante na descricao dos campos magnéticos. Ele é usado principalmente em contextos
amplos da teoria eletromagnética, tal como na formulagao de Maxwell das equagoes
eletromagnéticas. O potencial magnético nao é tao diretamente observavel quanto ao

campo elétrico, mas é ttil para simplificar a descricao de sistemas complexos.

Em eletrostatica sabemos que VxE= 0; que nos possibilitou escrever £ como o
gradiente de um potencial escalar E = —ﬁg@, mas na eledrodindmica isso nao é verdadeiro,
j& que o rotacinal de E ndo é nulo. Entretetanto, é verdade que o divergente de Bé sempre
nulo, pois nao ha carga magnética. Sabemos também que todo campo com divergéncia

nula pode ser colocado na forma do rotacional de um vetor, assim
V-B=0=V-(VxA) =0. (5)
Logo

B=VxA. (6)

Analogamente ao caso elétrico, aqui podemos ter diferentes potenciais vetores que
A que fornecem os mesmos campos magnéticos. Ele possui uma liberdade ainda maior,

podemos adcionar a A qualquer campo que seja o gradiente de algum campo escalar sem
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alterar a fisica. Note que se

— — —

B=VxA=VxA (7)
VXA —VxA=Vx(A—-A4A)=0 (8)
se o rotacional de um vetor vale zero, ele deve ser o gradiente de algum escalar.

- — —,

Vx (A —A)=0= A — A=V, (9)
entdo se A for um potencial vetor satisfatério para algum problema, entdo para qualquer p
A= A+ vy, (10)

sera um potencial igualmente satisfatério, conduzindo ao mesmo campo magnético B.

Normalmente é conveniente reduzir a liberade de A impondo arbtrariamente que
ele obedeca algumas condigoes. Ora, do curso de eletrodinamica, por exemplo, é conveniente
fixar o potencial escalar ¢ como sendo zero a longas distancias, assim, é possivel também
restringir A escolhendo arbitrariamente seu divergente, é possivel sempre fazer isto sem
afetar B. Isso ocorre porque embora A’ e A possuam o mesmo rotacional e fornecem o

mesmo B, eles nao precisam ter o mesmo divergente.[6]

De fato
V-A=V-A+ V% (11)

para a escolha de pu adequada, podemos fazer VA , igual a qualquer valor que desejarmos.

Para V - A a escolha é feita de acordo a alguma conveniente matematica e do
problema que esteja sendo abordado. No caso da magnetostatica, a escolha é V-A= 0,

que nos sera util mais adiante com a escolha do gauge simétrico.
V-A=0 (12)

BV x4 (13)

Das equagoes de Maxwell do eletromagnétismo, é sabido que

V-B=0, (15)
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.- - 0A
VXE——VX((%), (17)
. Y

notemos que, todo campo com rotacional nulo pode ser escrito na forma de gradiente de

uma func¢ao escalar. Logo,

Y -
E+—=-Vop. 19
o © (19)
Se A = 0 ou % = 0 caimos na situacao eletrostatica, por conseguinte, estamos em

condigoes de escrever o nossos campo elétrico em funcao dos potenciais. Isolando E da

equagao (19), temos

. . 04
EFE=-Vyo——
Ve~ 5

(20)
Essa forma de expressar os campos em funcao dos potenciais sera bastante ttil

para determinarmos a equacgao a lagrangiana mais na frente.

2.2 FORMALISMO NEWTONIANO

As trajetérias do elétron na presenca de campos elétricos e magnéticos dependem
das relagbes entre esses campos e a velocidade inicial do elétron. A partir do momento em
que sabe-se como um campo magnético é formado e as defini¢des da forca e do campo
magnético, passa-se agora ao estudo da interagao eletromagnética com o elétron a partir

da forca de Lorentz.

Assim, partindo da segunda lei de Newton, a equacao de movimento de um elétron

na presenca de campos elétricos e magnéticos é

e

mizzqﬁ+ax§y (21)

Nesta topico, vamos apresentar a solucao de trés problemas relacionados ao movimento da
particula em um campo eletromagnético, sendo que esses problemas sao apresentados em
[4]; sendo que aqui usamos essa revisdo como uma etapa que complementa o aprendizado.
Com essa investigacao queremos compreender como a trajétoria do elétron é afetada

quando sujeito a campos elétricos e magnéticos.

2.2.1 MOVIMENTO CIRCULAR

Nesta secao, vamos descrever esse movimento partindo do seguinte problema: Em
1897 J.J Thomson ‘descobriu’ o elétron medindo a razao carga-por-massa de uma particula

de ‘raios catédicos’ (na realidade, feixe de elétrons, com carga e massa ) como se segue.
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(a) — Primeiro ele passou o feixe através de campos cruzados £ e B (mutuamente
perpendiculares e ambos perpendiculares ao feixe), e foi ajustando o campo elétrico até

atingir deflexdo zero. Qual seria, entao, a velocidade das particulas (em termos de F e B

)?

(b) — Ele, entao, desligou o campo elétrico e mediu o raio da curvatura, R, do
feixe, sujeito apenas a deflexdo do campo magnético. Em termos de F, B e R, qual a razao

entre carga e massa -~ das particulas? Consideremos a figura 2.3

Figura 2.3 — Particula em movimento entra em uma regido de campo magnético

\
!
\.
-~
)

Regido do campo

Fonte: Figura retirada da ref. [4].

Analisando a primeira regiao, considerando agora o elétron com carga —e e massa
m, animada de certa velocidade v medida em relacao ao refencial inercial. Neste regiao
temos o campo elétrico o campo elétrico uniforme orientado verticalmente para baixo e

campo magnético uniforme que estd perpendicularmente a E e a ¢/, entrando no plano.

Como o campo elétrico é ajustado para que a trajetoria do eletron nao sofra
deflexao , entdo, o eletron passa por essa regiao descrevendo uma trajetéria retilinea com

velocidade constante.

Assim derterminando as forgas que atuam no elétron, pela regra da mao direita,
podemos orientar a forca magnética agindo no elétron. Usando a figura 2.4. Podemos
afirmar que a forca magnética atua verticalmente para baixo devido ao sinal negativo da

carga. Como o elétron passa nessa regiao sem alteracao na sua trajetéria.

m — Lle (22>
ek = e x B, (23)

entao,
eF = evBsin 90, (24)

que nos fornece

E
v=g (25)



Figura 2.4 — Regra da mao direita

Fonte: Figura retirada da ref. [9]
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Para resolvermos a segunda parte do problema, vamos analisar a regiao onde a

particula descreve um movimento circular uniforme.

Bom, a forca magnética representa nesse movimento a resultante centripeta,

—

Fm :Fca
assim,
— = ?—_}Q
el x B| = M-

tirando em modulo )

v
ev.B = m.E,
temos entao a razao carga massa
v
e.B = m.§7
e v
m  B.R’

(28)

(29)

(30)

como v permanece constante ao longo de todo movimento, e podemos subtituir sua

inntensidade v = %; finalmente:

e FE
m  B2R’

2.2.2 MOVIMENTO CICLOIDE

(31)

Uma trajetéria mais exética ocorre se incluirmos um campo elétrico uniforme

formando um angulo reto com o campo magnético. Suponhamos, por exemplo, que B
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aponta na direcao x e F na direcao z, como mostra a figura 2.5. Uma particula em repouso

é liberada da origem; qual serd o seu caminho? [4]

Figura 2.5 — Particula carregada positivamente em movimento em uma regido de campo
eletromagnético

Xy

Fonte: Figura retirada da ref. [4]

Inicialmente, fazendo uma analise qualitativa da trajetéria executada pela particula
de carga e. Ora bem, no instante t = 0 ela est4 em repouso na origem do sistema de
coordenada adotado, consequentemente a for¢ga magnética tem intensidade nula, no entanto,
a forca elétrica vai acelerar a particula na mesma dire¢ao e sentido do vetor campo elétrico.

Vamos assumir a carga da particula positiva, sem perda de generalidade.[4]

Assim, o médulo da velocidade da particula aumenta nesses instantes iniciais
do movimento, a partir dai, surge a for¢a magnética. Ao compor esses dois movimentos,
ao mesmo tempo que a particula se movimenta a favor do eixo z, ela é puxada para
direita devido devido a acao da for¢a magnética, logo ela descreve uma curva no plano yz,
podemos entao concluir que o movimento da particula esta confinado a ocorrer apenas
nesse plano. Assim, quantitativamente, como nao ha for¢ca na direcdo z, a posicao da

particula em qualquer instante ¢ pode ser descrita pelo vetor:

r(t) = (0,9(t), 2(2)), (32)

a velocidade é, portanto
U(t) =02 + yy + 22. (33)

Retomando a analise qualitativa, se a particula esta acelerada, o médulo da sua
velocidade aumenta, aumentando assim a intensidade da forca magnética que esta puxando
a particula para direita, consequentemente, a trajetoria da particula vai sendo cada vez

mais defletida em relacao ao eixo Z de forma que em certo tempo do movimento, ela comeca
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a retornar para o eixo Y, e nesse intervalo do movimento ela se move em oposi¢ao a forca
elétrica, passando a ser desacelerada, o médulo da velocidade agora diminui, diminuindo
assim a intensidade da forca magnética, fazendo prevalecer a forca elétrica, que desacerela
a particula, por consequéncia, o modulo da sua velocidade vai diminuindo até ela atingir
novamente o eixo Oy, no ponto a (em repouso) trazendo a carga ao repouso, Ali o processo

reinicia levando a particula ao ponto b, assim sucessivamente. Temos entao os campos:

—

E

03 + 09 + E2, (34)

B = Bi + 0§ 4 02. (35)

Determinando a equacao da trajetéria matematicamente, assim, se 0os campos sao

uniformes:

—

F =eBzj+ (eE —eBy)2, (36)

de acordo com a segunda lei de Newton,
m(i2 +§9 + 22) = eBzj + (eE — eBy)?2, (37)
vamos igualar as componentes vetoriais correspondentes, teremos:

my = eBz,
(38)
mz = el — eBy.

Temos aqui duas equagoes diferenciais acopladadas, para resolver esse problema,
primeiramente é determina-se a componente da trajetoria no eixo y e depois em z. Vamos
isolar i e Z, temos
o 5 (39)
. eE _ eB,
2= m Y

derivando em relacao ao tempo a primeira equacao do sistema, e substituir Z da segunda

equacao na primeira equacao do mesmo sistema.

E eB
B (2= i) =my, (40)
m m
e’B?\ = €’EB
y+<m2>y— 5 =0 (41)

e?B?\ . ¢’EB
v+ ( - )y = , (42)
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Tem-se uma equacao diferencial ndo homogénea de terceira ordem com coeficientes

constantes. Vamos obter a solucao da parte homogénea.
L. (B .
y+<m2>y=0, (43)

a solugao para esta parte homogénea é escrita como :

y(t) = c1 exp(At) cos ut + co(exp At) sin ut + Cs exp ht, (44)

ficamos com :

y(t) = 1 coswt + ¢y sinwt + Cs, (45)

determinando agora a solucao da particular,

. e¢’EB
et = (46)
fazendo 2pg
— = (47)
U+ Wiy =k (48)

rescrevendo a solucao geral, temos

)2
y(t) = ¢1 coswt + cosinwt 4+ Cs + () t. (50)
w

Resolvendo a equacao diferencial associada a cordenada z recorrendo ao sistema
de equagoes diferenciais acopladas. Derivando a segunda equacao do no sistema em relagao

ao tempo e relacinando com a primeira equagao do mesmo sistema, obtemos;

2w =0, (51)

analogamente ao movimento na direcao y, teremos como solucao da nossa equagao

2(t) = ¢4 cos pt + ¢z sin pt + Cs. (52)

Finalmente temos as solugoes do movimento em funcao do tempo nas cordenadas
yez:
. k 2
y(t) = ¢y coswt + ey sinwt + C3 + (;) t (53)
2(t) = ¢y coswt + s sinwt + Cy
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Vamos agora aplicar as condi¢oes de contorno para determinar as nossas constantes,

derivando as duas solugoes em relagao ao tempo, obtemos:

§(t) = —crwsinwt + cow coswt + (£)? (54)
£(t) = —cywsin wt + csw cos wt
2
i(t) = —crwsinwt — (5w coswt + (£
i) = —e (%) (£) 55)
2(t) = —cqwsinwt
derivando mais uma vez y(t),
. _ 2 . ﬁ 2 .
j(t) = —cyw” coswt (wg)w sinwt 4+ 0 (56)
2(t) = —cqwsinwt

vamos substituir a primeira equacao de (56) na primeira equagao do sistema (39), obtemos

el - 2 N 2
——cwsinwt = —cw” coswt — | — | w”sinwt, (57)
m w

desta feita, a solucao fica:

—(f}—i) sin wt + (ﬁ—i)t (58)
—(i—i) coswt + (fji)

para visualizar melhor essa trajetéria, relacionamos as duas equagoes, isolando seno e

cosseno.
y(t) — (w—i) t= (fi% sin wt (50)
z(t) — (o’ji) =— (j—i coswt
3
—y(t) (%) + wt = sinwt
—2z(t) (%) + 1 = coswt
esta expressao (‘z—j) = % assumindo que % = % e explorando a identidade trigonométrica,
sin® wt + cos® wt = 1 (61)
ficamos com: ) )
y(t) z(t)
— L twt| + (=541 =1, 62

determinando o denominador comum, chegamos finalmente
(y(t) —wRt)* + (2(t) - R)* = R?, (63)

esta é a equagao de uma circunferéncia de raio R = w% , centro C'(0,wRt, R) e v =wR. a

particula se move como se estivesse na beira de uma roda, rolando pelo eixo y a velocidade

V.
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2.2.3 MOVIMENTO HELICOIDAL

Consideremos uma particula carregada entrando em uma regiao de campo magné-
tico uniforme B- por exemplo, o campo da Térra - como mostra a Figura. Determine seu

movimento subsequente.[10]

Figura 2.6 — Particula em movimento adentra numa regidao de campo magnético

Movimento

subsequente
| \1‘,, /d:t particula

Fonte: Figura retirada da ref. [4]

Solucao: Escolhemos um sistema de coordenadas cartesianas com o seu eixo I
paralelo ao campo magnético. Se e é a carga da particula; v, sua velocidade; a, sua

aceleragao; e B, o campo magnético da Terra, entao:

U= 2; +y; + 2k, (64)
d = d; + g + Z, (65)
B = Byj, (66)
a forgca magnética é :
ma = e(U x B), (67)
m(&; + 45 + 2k) = q(@ + 9 + 21) % (Boj)- (68)

bem, tendo determinado o produto vetorial, a nossa equagao do movimento fica:
m(d; + g; + Z) = eBo(@y — %), (69)
igualando as componentes vetoriais correspondentes, teremos:

mi = —eByz
my =0 (70)

mz = eByx
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a integracao da segunda dessas equagoes, mj = 0 produz:
¥ = 3o, (71)
onde 7y ¢ uma constante e ¢ o valor inicial de . Integrando novamente, temos,
Y = Yol + Yo, (72)

onde yo também é uma constante. Assim, nos resta as duas equacoes diferenciais acopladas

’

mi = —eByz
(73)
mz = eByx
vamos isolar & e Z, obtemos:
i =—hz
(74)
=y
m
vamos chamar % = w, entao, e substituir na equacao diferencial.
T =—-wz
(75)
Z =wx

Para resolver essas s equagoes diferenciais acopladas vamos primeiramente derivar

em funcao do tempo a primeira e substituir na segunda.

2 .

T =wi=-—-wa
(76)
Y = —wi=—w?2
de modo que ,
74w =0
(77)

7w =0
Temos duas equagoes diferenciais homogéneas de terceira ordem com coeficientes
constantes. Elas tém a mesma forma de solugao. Vamos resolver primeiramente em x.
i+ Wit =0, (78)
A a solucao para esta equacao diferencial homogénea é escrita como :
x(t) = Ay exp(At) cos ut + By(exp At) sin ut + Cy exp ht, (79)
ficamos com a solugao geral no eixo x

x = Aj coswt + By sinwt + o, (80)
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analogamente, para z, temos como solugao

2 = Ay coswt + By sinwt + 2, (81)

Onde Ay, Ay, By, Bo, xg € zg sao constantes de integracao determinadas pela posigao
e velocidade iniciais da particula e pelas equagdes do movimento. Bom, podemos escrever
as solugoes:
r = Aj coswt + By sinwt + xg
Y = Yol + Yo (82)
z = Ay coswt + By sinwt + 2z
reescrevendo, temos:
(x — xp) = Ay coswt + By sinwt
(v — Yo) = Yot (83)
(z — 29) = Ag coswt + By sinwt
as coordenadas z e z sdo conectadas pela equacao (75), de maneira que subtituindo as

derivadas de x e z da equagao (83) na primeira equagao de (75) ficamos com:

—w? A coswt — w? B sinwt = —w(—wAj sin wt + wBy coswt), (84)
uma vez que essa equagao ¢ valida para todo t, particularmente para ¢t = 0 e ¢ = 3= entao
a equagao (31) nos d4 :

—w?A; = —w?By, (85)
entao ,
Al = By (86)
e
—W2B1 == —W2A2, (87)
fornecendo
Bl = _A27 (88>
ficamos agora com a nossa equagao
(x — x9) = Ay coswt + By sinwt
(¥ — ¥o) = yot (89)

(2 —29) = —Bj coswt + Ay sinwt

usando as condigoes de contorno para determinar A; e Bj. Inicialmente t =0 e

Z =%y e i =0 entdo a partir da equagao (36), diferenciando e definindo em ¢ = 0, temos:

wB1 = 0, (90)
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WAl = Zo, (91)

desta feita,

(x — x0) = 2 coswt

(z — 29) = Lsinwt

sabendo que % = w, finalmente, temos que:

(¥ — yo) = ot (93)

Essas equagoes sao as equagoes parametricas de uma espiral circular cujo o raio é:

2:'0771
R=—. 94
B (94)

Desta forma, verificamos que, quanto mais rapido a particula entrar no campo,
ou quanto maior for sua massa, maior sera o raio da espiral; e quanto maior for a carga
da particula ou quanto mais intenso for o campo magnético, mais comprimida sera a
espiral. observamos tambem como a particula carregada é capturada pelo campo magnético-
simplesmente desviando na direcao do campo. neste e caso particular, a particula nao
tinha nenhuma componente inicial de sua velocidade ao longo do eixo x, porém, mesmo se
tivesse, ela nao desviaria ao longo desse eixo. Observamos também que, a forga magnética
sobre a particula atua sempre perpendicularmente a sua velocidade e, dessa forma, nao

poderd aceleré-la.[10]

Ao considerar a solucao classica das equagoes de movimento de Lorentz, é possivel
observar como o elétron responde a esses campos, resultando em trajetorias interessantes.
A interacao entre a forca elétrica e a forca magnética é crucial para moldar a trajetoria
do elétron, levando a movimentos circulares, cicloidais e trajetorias helicoidais, como

observado nos problemas resolvidos.

2.3 FORMALISMO LAGRANGIANO

O formalismo newtoniano da mecanica caracteriza-se pelo conjunto de equacoes
diferenciais que determinam o movimento de uma configuracdo, uma vez especificadas

todas as posigoes e velocidades num dado instante inicial.

Entretanto, quando existem restricoes de natureza geométrica ou até mesmo

cinematica que limitam a principio o movimento de um determinado sistema mecanico;
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por exemplo, imaginemos que o movimento de uma determinada particula esteja restrita,
e nao possa se mover livremente no espago modo que suas coordenadas nao sao todas
independentes entre si, isto ¢, ha uma equagao que as conecta, essas restri¢oes sao chamadas
vinculos [11]. Em determinada configuracao tornasse invidvel a formulacao Newtoniana,
pois que, ela precisa de mais coordenadas para especificar a configuracao do sistema em
cada instante [8]. E neste contexto, que mecanica Lagrangiana emerge neste trabalho, pois

que, é uma abordagem poderosa para descrever o movimento de sistemas fisicos complexos.

Proposta por Joseph-Louis Lagrange no século XVIII, ela oferece uma alternativa
a tradicional Mecanica Newtoniana, permitindo uma descricao satisfatoria e eficaz do
comportamento de sistemas fisicos. A Mecanica Lagrangeana se baseia no Principio da
Ac¢ao Minima, que postula que o caminho real seguido por uma particula é aquele que
minimiza a ac¢ao; este principio esta relacionado ao principio de Hamilton, que configura
uma formulagdo mais geral de Hamilton, que destaca a ligagdo continua com os principios

de minimos na fisica [10].

De de acordo com esse principio, todos os caminhos possiveis nos quais um sistema
dindmico pode se mover de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (
consistente com quaisquer vinculos), o caminho real seguido é aquele que minimiza a
integral temporal da diferenga entre as energias cinética e potencial [10]. Para o calculo
varacional fica:

58 =0, (95)

to
S=6[ Ldt =0, (96)

t1
o integrando L da integral da acdo é chamado de Lagrangiana. A energia cinética de uma

particula expressa em coordenadas fixas é uma fungao somente de iy, e se a particula se
move em um campo de for¢a conservativo, a energia potencial é uma fungao somente de
L.

T =T(ix) (97)

U =U(xy), (98)

Chamando L a diferenca dessas duas quantidades, temos

logo
t
5 [ Liwy,a)dt =0, (100)
t1
A equacao de Euler-Lagrange correspondente a essa equacao é
oL d ( oL )

O, di \iy,

=0 101
833k dt ’ ( )
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com k = 1,2,3. Equacao de movimento de Lagrange.

Uma das caracteristicas mais distintivas da Mecanica Lagrangiana ¢é a capacidade
de trabalho com articulagoes generalizadas. Em vez de utilizar as coordenadas cartesianas
tradicionais (xz,y, z) para descrever o movimento de um sistema, introduzimos coordenadas
generalizadas (q1, g2, ..., ¢n) que sao fungoes das coordenadas originais e que simplificam a
descricao do sistema . As equacoes de Lagrange, também conhecidas como equacoes do
movimento de Euler-Lagrange, sao utilizadas para derivar as trajetorias das particulas
em termos dessas distribuigoes generalizadas, tornando a analise mais conveniente em
casos complexos, como sistemas com restrigoes. Consideremos um sistema composto por
n particulas distribuidas em um espaco tridimensional. A posicao da i-ésima particula é
especificada por um vetor 77, de forma que 3n coordenadas sdo necessarias para determinar

o estado do sistema. Se houver m relagdes do tipo :
fi<xjvyj72j7:éj7ijzj7t>207 (102>
coml=1,2,...mej=1,2...,nentao existe 3n —m coordenadas independentes, chamadas

também graus de liberdade.

Assim, coordenadas generalizadas sdo o conjunto de niimeros que especificam o

estado do sistema .

Esse conjunto costuma ser denotado por ¢;,t =1,2,3,..,3n e ¢;,2=1,2,3,..,3n.
Assim, as s = 3n — m coordenadas generalizadas formam o espago das configuragoes.

Reenunciamos o principio de Hamilton :

De todos os caminhos pelos quais um sistema dinamico pode ir de um ponto a
outro no espaco das configuracoes em um dado intervalo de tempo, ele escolhe sequir aquele

que minimiza a integral no tempo de sua lagrangeana. [10].

Uma vez que a lagrangiana é uma grandeza escalar, ela é invariante por uma

mudanca de coordenadas, assim:

de forma que o principio de Hamilton,
to
t1

leva as equacgoes de Euler-Lagrange para as coordenadas generalizadas.
oL d ( oL )

90 @ \oe

=0 105



35

No caso de um sstema nao-conservatvo (ou dissipativo):

oL d ,0L
— — — — p— 1
5 dt(aq.k) Q, (106)
onde N
L OF
=N F . 107
Qr ; s (107)

é chamada de forga generalizada associada a coordenada generalizada ¢, e F; as forcas

aplicadas sobre a k-ésima particula do sistema.

Bom, a forca generalzada pode ser relacionada com a energia cinética.

jt(gq.j;) T (108)

Bom, podemos enchergar aqui que as forcas abrangidas por essa equagao é mais
ampla do que o conjunto das forcas conservativas, pois que, U neste caso, pode depender
das velocidades generalizadas e do tempo, evidenciando assim o caso do conjunto de forgas

conservativas como caso particular desta.

Vamos agora determinar a Lagrangeana de um particula carregada em um campo
eletromagnético externo. Assim, ja vimos que a forga que atua em uma carga elétrica e em

movimento num campo eletromagnético é a forga de Lorentz (1).

F=e(E+7x B), (109)

Das equacoes de Maxwell escrevemos os campos em termos de um potencial escalar

¢ e de um potencial vetor A da seguinte forma;

B=VxA (110)
S —
= -~ 0A
EF=-Vyp—— 111
Y= a0 (111)
subtituindo essas duas expressoes na equacgao de Lorentz, temos
. . 0A Lo
F=e|-Vp——+7x(Vx )] (112)

Tomando como base as proprias coordenadas cartesianas da particula, as com-
ponente da forca generalizada coincidem com as componentes cartesianas da forga de

Lorentz.
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Pretende-se aqui mostrar que essa forca F' pode ser representada como uma forca

em coordenadas generalizas para alguma funcgao U.

d o1 —-U oT —-U
2Ty _oT=0) _ g (113)
dt Ik Iqr,
Entretanto, nesta expressao aparece uma derivada total em relacdo ao tempo, ao
contrario da equacao (149), que aparece a derivada parcial, desta feita, vamos procurar

expressar a equgao (149) de modo que tenhamos uma derivada total.

Assim, o duplo produto vetorial, de acordo com [12], vamos obter a seguinte
relacao:
Tx (VxA)=V(@-A) = (A-V)o— (7-V)A—Ax (V xD), (114)

como o operador V s6 opera nas variaveis de posi¢ao, entao:

Ax (Vx7) =0 (115)
e
(A-V)7 =0, (116)
tem-se
Tx (VxA)=V(@-A) - (7-V)A, (117)
subtituindo em (155) em (112), obtemos
a - 0A - . o Lo
F:e[—v-¢—§+v<ﬁ- ) — (- V)A), (118)
de modo que chegamos a seguinte expressao:
F = - dA
P S-r0-4 (119)

Vamos fazer uma nova leitura para o potencial vetor A levando em conta que as
coordenadas e a velocidades generalizadas sao tratadas como quantidades independentes,

assim, tomamos,

- 0
V=€, 120
2 (120)
aplicando V, em A temos,
V(7 A) = Azi+ Ajk + Azk = A, (121)

Esta transformacao s6 é possivel porque A independe da velocidade, entao,

-

V(7 A) = 4, (122)
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podemos escrever,

W+ A)), (123)

Como o potencial escalar ¢ depende apenas das coordenadas de posigao ¢(z,v, 2),
logo,

—

Ve =0, (124)

assim, nada nos impede de escrever escrever ,

F; — = —. d — > —,
—= Ve -7 Dt - (Vop— (Vo7 - A))), (125)
por conseguinte,
L Sp—7- A+ L (V-7 ) (126)
e - ' v dt v ¥ v )

observe que a expressao do qual calculamos o gradiente espacial V é 0 mesmo do qual
estamos calculando o gradiente dependente da velocidade, ou seja, estamos redefinindo o

potencial para a situagao eletromagnética.

Na eletrostatica ( o potencial ¢), quando a carga se move com certa velocidade
sobre um campo magnético externo, precisasse corrigir o potencial elétrico, pois que, a
contribuicao do potencial elétrico mais um termo que depende da velocidade que aparece

tanto para parte espacial quanto para temporal. ¥ - A.

Redefinindo o potencial,

-

UF, 7)) =e(p—7-A), (127)

ou seja, o potencial generalizado, logo, podemos escrever a lagrangiana para o campo

eletromagnético:
L="T(7)— U7 7). (128)
Finalmente chegamos a Lagrangiana para as coordenadas cartesianas da particula.
1 -
L= MU — ey +ev- A, (129)

Desta feita, o formalismo Lagrangiano para os campos elétricos e magnéticos é
de grande relevancia na fisica teorica, destacando a construcao da forga generalizada e a
Lagrangiana para esses campos. Essa abordagem revela como as interagoes eletromagnéticas
estao embutidas no principio da agao minima, proporcionando uma compreensao mais
abrangente da fisica eletromagnética. A utilizacdo do formalismo Lagrangiano permite
expressar essas equagoes de uma forma unificada , simplificando a andlise de sistemas

eletromagnéticos nao muito simples. além disso, essa abordagem ¢ essencial na formulagao
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da teoria eletromagnética de Maxwell, que unifica os campos elétricos e magnéticos em
um unico conjunto de equagoes, revolucionando nossa compreensao da eletricidade e do

magnetismo.

2.4 FORMALISMO HAMILTONIANO

O formalismo da dindmica hamiltoniana é uma abordagem matematica que serve
para descrever o movimento de sistemas fisicos, especialmente em mecanica classica e
mecanica quantica. Ele ¢ uma alternativa ao formalismo da dindmica lagrangiana e é
frequentemente usado quando se deseja descrever sistemas conservadores, nos quais a

energia total é preservada [13].

A formulagao hamiltoniana da mecéanica é baseada em uma fungao chamada de
Hamiltoniana H, que é definida em termos das coordenadas q e momentos conjugados p do

sistema. A Hamiltoniana é uma fungao de energia que descreve completamente o sistema.

As componentes da quantidade de o movimento linear é dado por:

oL
Pi= 5,

= ma, (130)

J& em coordenadas generalizadas, podemos introduzir o momento generalizado,

oL
Pi= g (131)
De forma que as equagoes de movimento Euler-Lagrange fica ,
oL
5, = : 132
Bi= 5 (132)

Neste formalismo o papel central da Lagrangiana é sobreposto pela fun¢ao Hamil-
toniana, para isso ocorre uma mudanga nas variaveis (g, ¢,t) para (g, p,t). Essa mudanca
resulta em uma nova base que define o espaco de fase, onde agora tem-se 2n equagcoes de
primeira ordem. Com isso pode se definir a funcao de Hamilton ou hamiltoniana, que é

calculado utilizando a defini¢ao usual de H como a transformagao de Legendre [14].

H(q,p,t Zqz y L(q,q,t sz(b — L(q,4,1), (133)

A lagrangiana é tida como funcao de coordenadas generalizadas, velocidades
generalizadas e provavelmente do tempo, onde essa ultima pode surgir caso as restri¢oes

dependerem do tempo. podemos resolver a equagao (131) para as velocidades generalizadas
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e aprsenta-las ¢; = ¢;(q;, pi, t). A diferencial total de H é, portanto,

" OH OH OH
dH =S (g + Sap,) + S, 134
de acordo com a equagao (134), podemos escrever,
" " OL OL OL
dH = S (Gsdps + pidis) — [ S (S dgs + S2 dg) + & at], 135
gg(q pi + pidds) [;;(a%~q % Qi) + 5 ] (135)
" oL 0L oL
;(q pi+ pidds — 5 ~d a%q) 5 ] (136)
utilizando as equagoes (131) e (132) obtemos,
i L
dH = (¢:dp; — pidg;) — %tdt’ (137)
i=1

comparando a equacao (134) com a equacao (137), obtemos as equagoes de movimento

Hamilton ou equacgoes candnicas de Hamilton, que sao:

OH
“= 3 (138)
OH
= ——— 139
P i (139)
obtemos também a seguinte equacao.
oL 0H
D 140
ot ot’ (140)

com 7 = 1,..,n. as equagoes (138)e (139) formam um conjunto de 2n equagoes diferenciais
de primeira ordem que sao equivalentes ao sistema de n equacoes de segunda ordem
de Lagrange. Entretanto, a equagao (140) ndo é uma equagao de movimento, porém se
trata de uma relagao de grande relevancia das dependéncias temporais explicitas entre a

lagrangiana e a hamiltoniana [8].

Bom, estamos em condigoes de determinar a hamiltoniana,que é dada pela soma
das energias cinética e potencial do mesmo sistema, diferente da lagrangiana, que é obtida
pela diferenca dessas energias.

H=T+U, (141)

que é igual a energia total do sistema, expressa como funcao das coordenadas e momentos.

A Lagrangiana apresentada na equagao (174) fica ,
1 . S
L= imfg —e(p—7-A), (142)

o momento generalizado para essa lagrangiana sera dado por :

L ) o
p= f;.ﬂ = mr+ e4, (143)
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a expressao mi representa o nosso momento mecanico, ao passo que, p € 0 N0sso momento

conjugado, assim sendo,

Assim, isolando a velocidade 7,
. p—eA
= ,

m

Bom, a hamiltoniana para esse sistema é:
R RN L - N
H=¢p- —L:p-r—[fmr —e(gp—r-A)}

Substituindo a equagao (145) na equagao anterior, ficamos com

H=yp- —m
m 2 m m
simplificando essa expressao,
D= eA 1 - p— eA
H—p( - )—%(p—eA) +690—( -
podemos fazer o seguinte,
P—edy . o (F—eA)
H= — —
( - (5~ ed) 5 T e,
logo,
7—eA)?  (f—eA)?
g P—ed) (F-ed +ep,
m 2m

que nos da, finalmente,

1 }
H= %(ﬁ— eA)’ + egp.

ﬁ—eg_[l (]5'—6/_1’)2_6010_]7—614'

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)

(150)

(151)

Esta é a expressao para a hamiltoniana de uma particula sobre influéncia de um

campo magnético externo.E importante ressaltar que esta hamiltoniana ¢é a energia total

T+U,sepe A ndo dependem explicitamente do tempo. 8]
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3 INTERACAO QUANTICA DO ELETRON COM CAMPO
ELETROMAGNETICO

Esta capitulo tem como objetivos apresentar ferramentas necessérias para o estudo
quantico da interacao do elétron com o campo eletromagnético. Para isso, eventualmente o
contetdo tratado nas subsecoes anteriores serao resgatados, porém aplicados na proposta
especifica deste capitulo. Assim, vamos descrever a equagao do movimento, aplicar o
teorema de Erhenfest para os valores esperados, verificar a invariancia de calibre, os niveis
de Landau, o gauge simétrico, as fun¢des de onda do estado fundamental e a precessao do

spin.

3.1 EQUACAO DO MOVIMENTO. ANALOGO CLASSICO

O processo de primeira quantizag¢ao consiste, primordialmente, na obtencao do
operador H por comparacao com a hamiltoniana classica do movimento. Para uma particula
carregada sob acao da forca de Lorentz, a hamiltoniana poderd ser obtida da lagrangiana
como vimos anteriormente. Assim,

H= 21”(:‘6 —eA)? +ep, (152)
onde p'= ?ﬁ, ¢ o momento sendo V o gradiente, que atua sobre as componentes de posi¢ao.
Podemos escrever,

H= L(ﬁﬁ — eﬁ)(ijﬁ — eA) + ey, (153)

2m 1 1

A construcgao do operador hamiltoniano pode ser estabelecido por uma comparagao
com a hamiltoniana na Mecanica Classica. Esse processo esta baseado em um dos postulados
da Mecéanica Quantica, que enuncia que toda quantidade fisica “A” mensuravel é descrita
por um operador adjunto A que atua no espago de estados[15]. Desta feita, o operador
hamiltoniano é gerado da hamiltoniana classica, transformando as quantidades fisicas em

operadores. Esse processo é conhecido como primeira quantizagao.

Trocando, entao ,

=7
(154)

p—=p
Onde 7 e p sao os operadores de posicdo e momento respectivamente; e a hamiltoniana é

escrita como na equagao (152).

A equacao de movimento de Heisenberg é dada por:

Loy(t) = £ 10,0+ (52, (155)
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Se o operador nao depender explicitamente do tempo, que é o nosso caso, descartamos o

ultimo termo na equacgao (155).

L d :
ih za(t) = ihi(6) = (a5, H),

Desta feita, tomando,
L d
Zh%%’(t) = [%7 H] )

e ficamos com

d
Zh%qg'(t) = (g, H],

Substituindo a Hamiltoniana,

1 -
(7 eA) + g

d
ih—q;(t) = {qj, T

dt

1 e

z'ij(t) = % [Qjap2] - [Qj7p . A]

Para completar o calculo, vamos usar a seguinte relagao:

e

2m 2m

{qj,pz} = inhp" L.
obtemos entao,

. A
i, (t) = z‘h[% - %

J

1
U:E(p_eA)7

Bom, vamos agora obter os comutadores de de[v;, v;] ,
1
[Ui,'Uj] = w [pz - 6Ai7pj - GA]] )
1 e e e?
i p] = —5 Ipis Aj] = —5 [Ai pi] + —5 [Ais A

Os operadores p; e p;] comutam, assim como A; e A;, portanto,

i vl = 75 me

[pzapj] - 07
[AivAj] =0,
€ (&
[vi, v5] = s [pi, Aj] — g [Ai, ps] 5

e . 8AJ (& . 8Al
[vi,v;] = 3 (—zh 94, ) — (Zhaq]) ,

1he (8A] . 8A,>
dq; an .

[vi, v5] = oo

Por outro lado, sabemos que

1 2

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)
(168)

(169)

(170)

(171)
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assim,
1he
[’U,’,Uj] = ﬁgijkBk- (172)

Essa equacao ¢ invariante de gauge lembrando que,
€ijkBr = €ijk(EpnOiAn) = €ijk€mr01An = (0100 — 6:n0;1)01An, (173)

ijkBr = (040;n, — 0indj1) O1A, = 0; Ay — 0, A, (174)

desta feita, recorrendo novamente a equacao de Heisenberg para determinar a equacao do

movimento. Por conseguinte,

d
ihaﬁ(t) = [v, H], (175)
podemos escrever ,
1
H= imﬁz, (176)
substituindo o hamiltoniano,
Ld 1
zhavj = [1;, %vi + ek, (177)
Ld R
@ﬁ%vj = [v;, %vk - Uy, + epyl, (178)
.d . m oo oo .
zh%vj =5 (Ve [U;, U] + [U;, Tiok) + [0}, e, (179)
.d _ m [ieh 1eh .
Zh%Uj = E (ngklkal —+ T)’LerlelUk> + [Uj, egok], (180)

nesta equacao ha uma mudanca de sinal, no segundo termo, por meio de uma permutagao
impar nos indices do simbolo de Levi-Civita.
1he

T X E)J—%<§xﬁ)J+[ﬁj,e¢k], (181)

 2m
note que o ultimo termo desta equacao pode ser obtido por analogia com uma relacao

proposta por Gottfried [16].

o F(@) = 120 (152)
fazendo F(q) = ¢(q) , -
[V}, ep;] = —:718?7 (183)

onde —g—‘g =F (q) sdao as componentes de um campo elétrico independente do tempo (que

tomamos atengao, pois que, nao é um operador). Logo,

ZHUZM<UXB)J_%<BXU>J+m i (184)
&7 efl, . = - -
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através da seguinte relacao de comutacao:

Pk €
Byl = 18, 25 - 213, 4 (156)
B B; = —— 188
B0 = | B, 2] = 2 (158)
consegue-se a equagao do movimento geral na forma:
&7 e - e, = iheo =

Esta equacao descreve como um observavel varia com o tempo, porém, considerando
estados estacionarios. obtemos "
mne = —

SV xB (190)

é um termo ausente em um sistema classico.

3.1.1 CALCULO DO VALOR ESPERADO DA EQUACAO DE MOVI-
MENTO

Da equagao (185), que expressa a segunda derivada do observavel de posicao, difere
do seu anélogo classico por um novo termo que é proporcional ao campo magnético. Por
intermédio dessa diferenca, podemos dizer que, a aceleracao de uma particula carregada
na mecanica quantica, na presenca de um campo magnético constante, varia com o tempo

de modo diferente do caso cléssico.

Assim, usando a notagao de Einstein, vamos determinar o valor esperado para a

equacao do movimento,

d*(ry  d{p) e dr; e dr
mer = g = g\ Br) — glem Byl ) + e(B), 1oy
fazendo o seguinte,
d*(ry e dr; e dr; dr; dr;
i = (e G Be) + 5~ ow B e G B~ e Gl +el) 152
d?(r e dr; dr; e dr; dr
e ) (- B ) ), 9
d*(ry  2e dr; e dr; dr;
M T <5l~’f’f @ By) + 2<€”’“B’“d7] gy By) +e(E) (194)
d*(r) _ d{p)

= 6<E> + <5ka dr] Bk> ‘ <5ijkBkd 5%Jk:dr] Bk> (195)

" T a dt 2 dt dt
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ora, da equagao (234), escreve-se o ultimo termo da eq. (249) como,

e dr; dr; | R Lo |
§<5ijkBkE - 5ijk%Bk> = %Qvi,vﬂw - Uj[”ianD = %<[[Ui7vj],vj]>7 (196)

d*(r) _ d(p) dr;
mea = :e(El>+e<5ijkd—;Bk>+

b
2thm

(117 5], pi])s (197)

Desta feita, esse resultado nos mostra que os valores esperados desse observavel
nao mudam com o tempo tal e qual como seu analogo fornecido pelas leis classicas. Assim,
este resultado difere do que diz o teorema de Ehrenfest. Ou seja, esse é um dos sistemas

fisicos onde esse teorema nao ¢ satisfeito, neste caso, pelo acréscimo de um fator .

1

= 517 )21 (198)

Vi

Quando o campo mangético é uniforme ou nulo, v = 0, o teorema ¢é satisfeito,
ao contrario, de maneira geral nao é. Podemos entao afirmar que o campo magnético ¢ a
grandeza fisica responsavel por afincar essa diferenga dos valores esperados previstos pelas

leis classicas e quinticas [17].

3.2 NIVEIS DE LANDAU

Os niveis de Landau surgem quando um material é exposto a um campo magnético
intenso. Nessa situagao, os elétrons presentes no material nao se movem livremente, como
aconteceria em um ambiente sem campo magnético. Em vez disso, eles passam a se mover
em Orbitas quantizadas, chamadas de orbitas de Landau, ao redor das linhas do campo

magnético [18].

A energia dos elétrons nesses niveis é quantizada e depende da quantidade de
energia cinética associada ao movimento orbital e da interagdo com o campo magnético.
Esses patamares energéticos sao conhecidos como “niveis de Landau” e estao espagados
discretamente, o que significa que os elétrons s6 podem possuir valores especificos de

energia.

Um dos resultados mais notaveis dos niveis de Landau é a quantizacao da condu-
tividade. A medida que os elétrons se movem em suas érbitas, eles tém uma mobilidade
limitada ao longo das linhas do campo magnético. Isso resulta na quantizacao da con-
dutividade elétrica medida perpendicularmente ao campo magnético. Esse fendmeno é
denominado “Efeito Hall Quantico” e representa uma das formas pelas quais os niveis de
Landau influenciam as propriedades elétricas dos materiais quando submetidos a campos

magnéticos intensos, de tal modo que a interacao magnética se sobresseia a agitacao
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térmica [19]. Que foi contemplanda com o prémio Nobel de fisica na década de 80 e teve

uma grande importancia em vérias areas da fisica [20].

Por conseguinte, os niveis de Landau desempenham um papel crucial na fisica do
estado sélido quando sujeito a campos magnéticos intensos. Eles geram orbitas quantizadas
dos elétrons ao redor das linhas do campo magnético e influenciam diversas propriedades
eletronicas dos materiais. Possuindo diversas aplicagoes sofisticadas, como o problema de

uma particula livre apresentada com a equacao de Schrodinger em espagos curvos [21].

Considerando B = (0,0, B), B > 0 ¢ E = 0 0 operador hamiltoniano em termo

das velocidades, é dado por:

H= % (02 + 0% +0:2), (199)
sabemos que,
D=
z = 200
0 =2 (200)
e que
[V, 5] = [vy, 0] =0, (201)
sendo que,
1eh
[U:Ea Uy] = WB’ (202)

¢ o unico comutador nao nulo de velocidades.

O momento paralelo a B é uma constante de movimento, como no caso cléssico.
O movimento ao longo de B é simplesmente o de uma particula livre, ou seja, livre no

sentido que nao ha restricdo do campo nessa direcao.

Assim, vamos nos preocupar, por enquanto, com o que acontece no plano XY

perpendicular a B para o qual,

Hyy = % (Uzz + U2y) ) (203)

os operadores de velocidade ndo comutam com o Hamiltoniano

[Uza Uy] # [Uam H:vy] # [Uya ny] # 0, (204)

entretanto, [v,,v,] pertence ao conjunto dos niimeros complexos.

O movimento no plano perpedincular a B é semelhante ao de um oscilador

harmanico quantico.

Vamos entao definir os operadores escados, de levantamento (criagdo) e de abaxa-

mento (aniquilagao) [15].
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m .
al = o, (vp — 1vy), (205)
Operador de levantamento.
m .
a= Thwc(% + ivy), (206)
Operador de abaixamento.
Onde: 5
we =" (207)
m

é a frequéncia ciclotron, e podemos escrever o comutador,

ieh LW
[Ua”'Uy] = WB = /LhE (208)

Queremos obter uma relacao direita que nos possibilite escrever o nosso hamilto-
niano com relacao aos operadores de levantamento e abaixamento. Assim, podemos partir

da produto entre eles

m , m :
ala = ( S, (v — wy))( z—h%(vz + wy)), (209)
a'a = QZLC(UI — 10y (Vg + 10y, (210)
T m 2 . . 2
a'a = Do, [v z T iUV — UV, + U y}, (211)
m .
a'a = 2o, {021 + (Vv — VyUL) + vzy}, (212)
bom, podemos escrever,
. . We
(V0 — VyU,) = zha, (213)
assim,
b M2 24 We 2
aa—QMC[vx—kzhm—kvy}, (214)
t, M 2 2 m .o, We
aa_2hwc(vx+vy>+2hwcz hm, (215)
m 1
afa = S (02> +v,%) - 5 (216)
note que,
Hay m 2 2
e = (v + %), (217)
finalmente,
H,, 1
ala = hwy — 3 (218)

H,y = hw, (a'a + ) : (219)



para o movimento no plano perpedincular a B .

E facil mostrar o comutador dos operadores a e a™ |

[a,a'] = aa’ — d'a,

( 2o, (Vs —I—ivy)) ( Thwc(vx —ivy)> — ( 2hwc(vx - ivy)> ( Tf’wc(vw + 1vy)

m .
((1)21 — (Vv — vyvg) +0%) — (Ve + (v, — vyvy) + v2y)) ,

2hw,
m _ .
T <v2x — (Vg0 — VyU) + 07y — V7 — (00, — V) — 02y> :
simplificando,
m .
T (—2i(vpvy — vyv,))
temos que,
m . m dhw,
[a,a'] = aa’ — a'a = Do [—2i(v,vy — VyV,)] = ZMC(—QZ - ),
[a,a'] = aa' —ala =1,
assim,
ad'a'a = aa’ — 1
entdo a equagao (219) tambem pode ser escrito como,
H,y = hw.(a'a + 5) = hw.(aa" — 5),

48

(225)

(226)

(227)

(228)

Escrevendo o hamiltoniano em termos dos operadores de abaixamento e levanta-

mento, por conseguinte, em analgia com o oscilador harménico quantico, pode-se afirmar

que conhecemos as solugdes para o espectro energético [4].

E:—GHB (n—|—1>,
m 2

comn =1,2,3,.., temos finalmente, "os niveis de Landau".

Bom, quando B ¢é uniforme a equagao de movimento se simplifica,

e ficamos com,

(229)

(230)

(231)
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Assim, a solucao é a mesma tal como no caso classico, se considerarmos e > 0, temos um
movimento circular no sentido horario com frequéncia angular w., se e < 0, o movimento é

anti-horario. desta feita:

(232)

we (233)

o comutador de [z, yo] ,
1 1

[I07 1/0] = [‘T + ;Uya Yy — Jvz]a (234>
Uy v v, Uy
[$07y0] = [I‘,y] - [SL’, ;] + [;yay] - [Jy7 ;]7 (235>
1 1 1
[z0,90] = [7,y] — —[7,v,] + ;[va] - E[vy?vx]a (236)

os operadores de posi¢do comutam entre si, [z, y] = 0,entretanto, os comutadores [z, v,],
[vy, Y] € [vy,v;] ndo comutam, mas sabemos determinar as expressoes dessas comutagoes,
assim,
ih ih 1hw,
(%0, 0] = ——— — +— (237)

Wem  wem o wim

somando os termos,

ih

- _ 238
[3307 yO] wcm’ ( )
chamando
h
ln = 239
B mwe (239)
logo
[z0, yo] = —il*p (240)
Pela equacao de movimento de Heisemberg,
1
v, (t) = =[2(t), Hyy), (241)
th
1 1
0et) = = (o H) = —[0,(0). ] ). (212)
ora, veja que,
m m .
[vy (1), Hay) = [0 (2), 5(“21 + U2y)] = [y (1), 5”21] = —ihwev,(t), (243)
sabendo que,
m
[0y(t), 0%, =0, (244)
(1) = = ([0, o) = —— (=i (t) (215
Uy — ih To, 1y We 1 Vg )
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V(1) = v,(t), (246)

portanto, é possivel afirmar que [zo, H,,] = 0, assim, analogamente, [y, H,,] = 0. logo, z¢
e 1o sao constantes de movimento, mas nao podem ser simultaneamente diagonalizados,

ou seja, s6 uma delas pode ser diagonalizado simultaneamente com o hamiltoniano.

Vemos que, o raio da érbita é proporcional a energia ,

[o(t) = wof? + [y(t) — yol? = 5 o, (247)

C

R2

podemos aplicar R? na base dos autoestados de energia, obtemos,

2 1

R2|E,) = WHME”) = 025“’0(” + 5)|En> (248)

substituindo w, e simplificando,

2n + 1)hm
R*E,) = (@2n + Dhm E,), 249
B = S ) (249)
Desta feita,
h

H,=0C2n+1)—— = 2n+ 1A, 250
()0 = @n-+ 1)t = @nt Dl (250)

Os raios dos estados estacionarios cresce com /n. Esses niveis de Landau sdao
niveis de energia bem definidos, e tém o mesmo espectro energético de um oscilador

harmoénico quantico.

3.3 GAUGE SIMETRICO: METODO ALGEBRICO

Para essa descrigao, fazendo uma analogia semelhante de [15], desta feita, vamos

escrever o vetor potencial como sendo:

1
1
Ay = 5oB. (252)

L= — A, =P =y, 253
v m m m+2y ( )
e
Dy Cy Py % 254
Yy m m Y m 2$’ (254)

O hamiltoniano sera

2 2 2 2
m m pg: wc p wc
Hey = 0% %) = 5 (05 + 39" Tupay + 15+ 7pa” —wpe). - (255)
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juntando os termos semelhantes,

L, 2 ng 2 2 We
H,, = 5 (p; +p,) + e (% +y°) + 5(pxy — Dy, (256)
tomando w = £c consegue-se,
2 2 2 2
_ (b W 2 by W 2 1 _
Moy = (g + 5 m0) (g 5 m) gy =), (257

lembrando que o ultimo termo desta equacao, a menos de um sinal, é proporcional O

momento angular da particula na direcao do campo magnético,

L, = Yp> — 2Py
L:Txp: Ly:sz_xpz (258)
Lz = TPy — YPxz

Assumindo natureza do sistema em questdao, em uma unica particula cujas varidveis
candnicas sao os operadores de posicao e momento x e p; neste caso, 0 momento angular é
puramente orbital [16].

L= (rxp)/h. (259)

O ultimo termo da equagao (257), a menos de um sinal, é proporcional ao momento

angular orbital da particula na direcdo do campo magnético.

Lz - (xpy - ypm)/ha (26O>

pode-se escrever a equagao da seguinte maneira

2 2 2 2
(P W 2 Py W 2y L _
H,, = <72m + 5 me ) + (2m + -5y ) awc(xpy Ypz) (261)
substituindo L, na equacao anterior,
2 2 2 2
_ (P Y2 Py W 2)
H,, = <2m + e ) + <2m + 5 my ) whL,, (262)

¢é perceptivel que ha dois osciladoreres harmonicos, um em z, outro em y somados ao

momento angular L,.

H,, + whL, = (2% + u;mx2) + (2]95’1 + C‘;myQ) (263)

o espectro de energia para cada oscilador unidimensional é conhecido,

E:hw(nx+;)+hw(ny+;), (264)
E:hw(nx+;+ny+;), (265)
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E = hw(ng +n,+1) =hw(n' +1). (266)

Se a particula estiver em um estado onde o momento angular é bem definida, tera
autovalor, que chamaremos p, e isso parece sugestivo que o espectro de energia também

dependa do autovalor do momento angular.
/ 1 /
B, p) = 5m;c(n —p+1) (267)
Entretanto, é fato que, o espectro de energia depende apena dos valores de n,

como ja mostramos anteriormente. Desta feita, uma correcao é necessaria para este caso.

Por conseguinte, vamos primeiramente determinar o comutador de [H,,, L.].

Y
[H,,.L.] = [(%+“2mx)+(p§+“2m ?) —wL., L.] (268)
w7y om 2 om 2"
(H,,, L.] = 1[2L]+w2m[2L]+ 1[2L]+w2m[2L} (L.,L], (269)
Yo 2m x) "z 2 .7), z 2m py7 z 2 y7 z w zZy Hzh

note que [L,, L,| = 0, e substituindo L, = (zp, — yp,)/h na expressao,

w?m 1 w?m

1
[Hay, L] = 51 TPy —YPa)+ o7 2, apy— ypx]Jr%[pf,,xpy—yprﬁ[yz,:cpy—ypz].
(270)

Bom, vamos usar as seguintes propriedades de comutador,
[AB,C| = A[B,C] + [A,C]B, (271)

[A, BC] = BJA,C] + |A, B|C. (272)

Vamos comegar pelo primeiro termo [p2, zp, — yp.).

(02, 2py — ypa) = (P2, 2py] — (P2 yDa), (273)
[pi’ xpy} = Pz [pxa xpy] + [pam xpy]pac (274)
(D2, ypa] = PalPay YPy) + (Do YY) Do
12, 2py) = po (22 2] + [P 2lpy ) + (2[pes py) + [P 2Py ) Pa
(275)
(2, ype] = e (ylDes o] + [P 9192 ) + (ylD2s 2] + [ YIP2 )P
(02, 2py| = (=ih) (papy — PyP) (276)

P2, yp] =0

(P2, 2py — yps| = (—ih) (pepy — PyD2), (277)



analogamente, o terceiro termo sera,

(02, 2py — ypa] = (—ih)(pyDe — Paby)
invertendo os termos, ganhamos um sinal negativo, assim,

(02, 2py — ypa] = (ih) (Papy — PyPa),

pegango o segundo termo [z2, xp, — yp.] ,

[I2’ TPy — ypa:] = [Z‘Q, xpy} - [xZ’ yp:c]

analogamente, o ultimo termo serd,

[v*, xpy — yp.] = ih(yz — zy),

invertendo os termos, ganha-se um sinal negativo, assim,

[y27 xpy - ypx] = —Zh(.]?y - yx)v

substituindo as equagoes (277), (279), (284) e (286) em (270) obtemos:

w2

1 .
[wa LZ] = _TZh(pxpy_pypx)“‘

mh 2h 2mh

somando, obtemos finalmente que,

[Hyy, L] = 0.

m . 1 wm
izh(:vy—yw)Jrizh(pxpy—pypx)—ﬁ

93

(278)

(279)

(280)

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

: ih(xy—yz),
(287)

(288)

Como L, comuta com o hamiltoniano H, podemos afirmar que L, é uma constante

do movimento, e que, portanto, ele pode ser diagonalizado simultaneamente a H. E isto é

sugestivo que neste gauge em particular,com o hamiltoniano que comuta com o momento

angular nessa dire¢ao, que podemos procurar estados que sao simultaneamente autoestados

de Hyy e L.
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Mas antes disso, vamos ver qual é a relagao de L, com as outras constantes de

movimento que ja vimos, xg € yg, que sao os operadores do centro da orbita.

Escrevendo de fato L, da seguinte maneira,

hL, = x(t)py, — y(t)pa, (289)
A equagao (253), (254) nos permite escrever,

— w
Pz = MUz — fcmy

(290)
py = muy + Smr
substituindo em (284)
We We
hL, = x(t) (mvy + 5mx> - y(t)(mvx - ?my), (291)
hL, = m(xvy — va) + %m(xZ + y2), (292)
da equagao (232), pode-se escrever que,
Uy (t) = welxg —
J(0) = el — ) 03,
v(t) = we(y — wo),
substituindo (293) em (292),
hL, = m[ch(xo — ) — yw(y — yo)} + %m(af + yz), (294)
hL. = maw.(zo — x) — myw(y — yo) + %m(ﬁ +97), (295)
hL, = mw.xre — mw.(2* + y*) + mw.yyo + %m(mQ + yQ), (296)
Wel 2, 2
hL, = mw.(xxo + yyo) — mo (m +y ), (297)

Pode-se desenvolver a expressao do operador R?,

2
c

2
R? = [2(t) — o) + [y(t) — vo)* = 2% — 2zxo + 22 + v* — 20 + 12 = WHW, (298)
R? = (2% 4+ %) — 2(zzo + yyo) + (22 + ), (299)

fazendo R2 = x2 + y2, que ¢ um operador que define a distancia da centro da érbita da
origem, e que comuta com H,,, uma vez que ele é formado por operadores que comutam

com H.
R? = (2% +?) — 2(zzo + yyo) + RZ, (300)

R* — R} = (2% + y*) — 2(xxo + yyo), (301)
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Multiplicando ambos os lados desta equagao por —*3= teremos,

m;C (R — R?) = muw(xxo + yyo) — m% (2* +97), (302)
desta feita,
AL, = 55y — R?), (303)

bem, vamos substituir a expressio de R?

_ MW 2
MW, mw, 2
hLZ - 2 RO 2 WHIZ/, (305)
C H$
L. = ”;;; R -2, (306)
j4 definiu-se 1% = mZC, portanto,
1 H
L,=—>Rj——L. 307
203" weh (307)

Bom, conseguimos encontrar uma relacao direta de L, com H,,, bem como os
operadores do centro da 6rbita que sdo constantes do movimento, e esta equacao (307) nos
mostra que é possivel encontrar uma base de estados que sdo autoestados dos operadores
L. com H simultaneamente; para fazer isso, vamos definir um outro conjunto de operadores
adimensionais, um conjunto que estamos propondo, de modo que, esses operadores sao
combinagoes dos operadores xg, 7o que definim o centro da érbita e sdo constantes de

movimento. Por conseguinte,

1 .
Qf = m(% + i10) (308)

e ) |
Q= \/—TlB(xO — 1Y) (309)

¢ o conjunto proposto, logo, determinando a relacdo de comutagao deles,

[Q, Q" = QQ" - Q'Q, (310)

1 . 1 .
[Q,Q" = <\/§l3 (w0 — Zyo))(\/—lB (zo +iyo)) — (\/_ZB (zo + Zyo))(\/_TZB(xO —iyo), (311)

Q,Q = 2l12 [z + Toiyo — iyozo — (iY0)® — g + Toiyo — iYoTo + (iv0)?], (312)
simplificando,
[Q.Q" = 2112 [Zoiyo — Yoo + Toiyo — iYoo), (313)
somando temos,
Q,Q = [33090 YoTo) (314)

2l2
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Q.Q') = rlon ] = (i), (315
Q=1 (316

Esses operadores eles nao comutam, e relacao de comutagao ¢ igual a 1, assim

como [a,a™]. Podemos escrever, entao:

QQ" = (o = i)+ i) = g (o + 20 — oo — (i), (317)

QRQ" = 20, (5 + y5 + i(zoyo — Yoo)], (318)
QQ' = oy (a3 +17) + oil—il}) (319)
2[2 0 0 2[23 B/
R: 1
f= 2 04 -
QRQ" = 2l2 (RE+13) = 22 +5 (320)

da equagdo (307), podemos escrever,

R? H
oo 321
2~ T (321)
substituindo (321) em (320) obtemos o seguinte operador,
H 1
= 1) =1L = 22
QQ 2l2 (R0+ ) z+hwc+27 (3 )

ainda pode-se relacionar esse QQ' operador com aa™ substituindo o hamiltoniano perpen-

dicular ao campo magnético.

1 1.1
QQT =L, + — huwe(a*ta + 5) +3 (323)
QQ'=L.+a"a+1, (324)

Agora, supondo que esses operadores sobem e descem o valor do momento angular na

direcao z de uma unidade.

Q'[n, p) = Cyln, p+ 1)
Qln, p) = C-|n,p— 1)

QQ””? M> = Ci|n7 Pt 1>7 (326>

podemos calcular estes coeficientes C1. fazendo a projecao,

(325)

substituindo a equacao (324) em (327),

|C4* = {n, pl Lz + ata+ 1|np), (328)
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que sera entao igual,
O = p+n+1, (329)
ICil=Vu+n+1 (330)
e que por analogia, é facil perceber que,
|IC_]> = pu+n, (331)

IC_| =i +n, (332)

desta feita, escrevendo,

QYn, ) = Vpr+n+Tn, p+1)
Q|n,,u) = vﬂ+n|naﬂ_1>

(333)

Pois bem, se de fato ao supor que os operadores Q' e () atuando neste autoestado
|n, 1) desta maneira, entdo, eles devem levantar e abaixar respectivamente o momento
angular de uma unidade. Pecerbemos tmbém que, tanto n, que sdo estados do oscilador
harmonico, como u, que sao os autovalores do momento angular orbital sao nimeros reais,
inteiros e positivos, podendo ser nulos, entao, se formos aplicar cada vez mais o operador de
abaixamento, percebe-se que ha um valor minimo para p. Consequéntemente, escolhendo

as fases arbitréarias, de forma apropriada, comecando pelo estado fundamental de modo

que:
Qln —n) =0, (334)

Implicando que o valor de p = —n,—n+1,—n+2, ..,
Assim, o espectro do momento angular no supespaco degenerado de energia F,, é
limitado inferiormente e toma os valores inteiros = —n, —n + 1, —n + 2, .., Assim, como

sera visto posteriormente a construcao desse auto estado, que é auto estado simultaneo
de energia e que cada estado de energia tem infinitos valores possiveis para o momento

angular nesse gauge escolhido.
Vamos propor o seguinte:

a™ e a sdo os operadores de levantamento e abaixamento de energia, e propomos

que abaixam e levantam L, de uma unidade 1 respectivamente.

alnp) = Vi FIln+ 1 - 1)

alnp) = /nln =1, p+ 1).

(335)

Desta feita, é fundamental demonstrar as equagao (335).
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Por conseguinte, comecando pelo estado fundamental, aplicando a' na base dos

estados de energia, podemos construir todos os outros estados na sequéncia, assimm,

1
= (aT\" | —
@)= m) (330
escrevendo,
1 c :
a' oc v, — v, = E(px —ipy) + z%(x — 1Y), (337)

assim, as equagoes (205) e (206) podem ser apresentadas da seguinte forma:

= [, 338
a hwc ﬁ(vx “}y)a ( )
operador de levantamento,
1
0=\ [ (v + ivy), (339)

operador de abaixamento.

Pois bem, um operador vetorial V' na base esférica pode ser apresentado como,

1 , hw,
V+ = —E(Ux + ZUy> = WCL (340)
e
1 fuw,
V_ = _E(UI —ivy) = - al, (341)

a relagdo de comutacao do momento angular L. com o operador na base esférica Vy é:
(L., Vi =+V4, (342)
uma vez que essa relacao é obtida pela seguinte relagao:
[Viy L] = dei Vi, (343)
ora, note que ¢ sugestivo abrir a relagao de comutacao,
LV, FViL, =+Vy, (344)
partindo de um auto estado de L, definido como,
Le|l, ) = pll, ), (345)
multiplicando V4 na expressao acima
VLol ) = pVall, ), (346)
usando a equagao (431),

VLol p) = pVall, p) = LVl p) F Vill, p). (347)



99

Portanto,
L(Vell, ) = (p £ 1) (Vell, 1)), (348)

isso implica que, (Vi|l, 1)) é um autoestado de L, com autovalor (u =+ 1),

Vall, ) oc |l p£ 1), (349)

Pois bem, se os operadores vetoriais V. levantam e abaixam o o momento o
momento angular de uma unidade, podemos dizer que os operadores a e af também
levantam e abaixam os valores do momento angular da mesma forma respectivamente,

pois que, eles sdo combinacoes de operadores vetoriais na base esférica. Assim,

all, ) o [l p+1) (350)

a'll, ) oc |1, p = 1) (351)

dessa maneira, o mesmo vale para o operador @ e Qf, podemos partir do estado fundamental

e escrever um estado |n, i) qualquer a partir do af.

1
|TL7 :U’> - 7(QT>H+M(GT)H|07 0> (352)
n!(n + u)!
por uma questao de clareza, a figura 3.1 nos ajuda a perceber como esses operadores
atuam nesse auto estado. Quando o operador a' atua no estado fundamental sobe o valor
de energia de uma unidade e abaixa o valor de momento angular de uma unidade, assim

sucessivamente, entretanto, o Q' atua no estado fundamental sobe o valor de momento

angular de uma unidade sem alterar o nivel de energia.
Funcoes de onda do estado fundamental

Nesta secao vamos comegar Definindo dois nimeros complexos, que vao servir

como nossa base para descri¢ado das fungoes de onda que queremos determinar, desta feita,

z=x+ 1y (353)
ZF=x—1y
fazendo,
9. = % = %(Vz —iVy) (354)

Oz = 82* - %(V:v +iVy)

Bom, fizemos essas consideragoes porque queremos escrever de uma forma particular o a

na base das cordenadas de z e z*. Vejamos que,

m2 , m2 1 _ ,
a=\| Shol (vp —ivy) =1/ QheB%@x —eA, +ip, —ieA,), (355)
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Figura 3.1 — Espectro de energia e momento angular
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Fonte: Préprio autor.

logo, pode-se descrever,

0— ’/2711@3(7;(%“%) —623(—y+z':c)), (356)

1 eB .
T ( 20« — 2@2) : (357)
rescrevendo,
| R eB
analogamente,

| h 0 eB ,

Bom, lembrando que pretende-se construir o estado fundamental, ou seja, a funcao de

onda do estado fundamental.

J& é sabido que,

al0) =0, (360)

Entao, precisa-se simplesmente aplicar o a no estado fundamental escrito na base definida

zz"|a|0) = —i\/i (288* + 632) P(z,2") =0, (361)

onde 2z2*|0) = 9(z,2z*) , Vamos supor como solugao,

Z.

U(z,2") = f(z) exp <_4eth*z>, (362)
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e verificar se de fato é, entao,

| h 9] B
—i %8 <28Z*w(z, %)+ Z—hzw(z, z*)) =0, (363)

substituindo v (z, 2*),

h 0 —eB B —eB
_i,/%B[Q 1 (T2) 4 Do (1 )] =0, (360)

_i\/QeTB [—ZZf(z)ig exp <_4eth*z> + (;ng(z) exp <_4eth*zﬂ =0, (365)

ten-se que,

{_fzf(z) exp <_4eth*z> + Zizf(z) exp < 46752*2:)} =0, (366)

{—ethf(z) exp< 4eth*z> = Zng(z) exp (_thZ*Z)] ; (367)

portanto, ¥(z, z*) é de fato solugao do estado fundamental, com f(z) é uma funcao
arbitraria de z, Entao, essa funcao arbitraria pode ser qualquer funcao, deste que seja uma
funcao analitica bem comportada, ou seja, que possa ser normalizada, temos, portanto,
que o estado fundamental nao é tnico, de modo analitico, podemos escolher qualquer
fungao para f(z) que retorna o mesmo estado fundamental. Podemos entao perceber que

os niveis de Landau sdo infinitamente degenerados.

Essa funcao analitica é conveniente escrevé-la como polindémios de z*, em que p é

um parametro que indica o grau do polinémio.

Bom, obtivemos infinitas fung¢oes que definem o mesmo estado de energia, que é o

estado fundamental.
Desta feita, pode-se normalizar esta funcao.

Escrevendo v(z, z*) como,

—eB
Y(z,2%) = N,z exp ( 4€h z*z), (368)
tendo entao,
—eB
/|¢M|2d2x = Ni/z”exp( 4671 z*z) =1, (369)
escolhendo a funcao f(z),
—eB
/|w#\2d2x = Ni/Zﬂrd'r’rZ“ exp( th z*z) =1, (370)
logo,
2h pt1 2
Ny, = [mp! (eB) ] : (371)

com p=0,1,2,3....
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3.4 GAUGE SIMETRICO: METODO ANALITICO

Para essa descrigdo, vamos tomar a mesma analogia seguida por [17], desta feita,
como o campo magnético é uniforme, entao, pode ser escrito em termo de um potencial

vetor magnético do tipo:

. 1 .
A= —§(F>< B). (372)
Partindo da equagdo de Schrodinger,
L0 1 2\ 72 . Y ~ 2 12
zhat¢—2m[—hv¢+zeh(v AY) +iehA - Vi + 2 A%, (373)
o laplaciono deste produto, sera,
V.- Ay =4(V-A)+ A- Vi, (374)
subtituindo,
1 S
mgtz/; = %[ — WPV +iehp(V - A) + iehA - Vip + iehA - Vb + e2A2¢], (375)

Aplicando o calibre de colombo, V - A= 0, obtemos,

. a . 1 22 . 2 12
matw_Zm[—hv +2iehA -V + 2 A1), (376)

Vamos escolher o calibre simétrico de Landau.
- 1
substituindo na equagdo de Schrodinger,

1 2 2 2 2RB2
m;;p = [—hQ (8 + 9 a) +ieBh (—yax + ma> + 5@ yQ)] v,

2m ox?  0y*> 022 0 oy 4
(378)
L0 1, (0 0? 0? eB 1 eB*, ,
oY= " am" (W+W+8z2 Tl @Y, G1)
0 1 ,, 0% 9 9 w m,w.y, 9 o
=222 “r it
Zhat 2mh (8:102 + 0y? + 822)¢ 2 4t 2 (2) (@™ +y, (380)
onde a hamiltoniana é rescrita como,
1, (0 02 0? w m Wy, o o
H_—%h <W+ay2+822 —§Lz+5(§) (z° +y°), (381)

Escrevendo em coordenadas polares o hamiltoniano, por meio das seguintes transformagoes:

2%+ y* = (rcos¢)® + (rsing)? = r?, (382)

L. =7xp=—ih— (383)
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o operador laplaciano em coordenadas cilindricas (r, ¢, 2)

0 4 0’ +i2 — 12 2 +i872_|_i2 (384)
ox2 Oy 0z2) ror "or r20¢% 022
temos,
h? [10 0 1 02 0* w m Wiy o

Podemos escrever da seguinte forma

h? 0 0 1 02 n o?  w m,w
E = | — iy P — 4+ — T+ —(=)%? 386
v [ 2mr Or <T8r>+2m7’28¢2+2m322 2 * 2(2> Y (386)
Bom, o hamiltoniano obedece a seguinte relagdo de comutacao:[H,L,] = 0 e

[H, P,] = 0, essa relacao indica a existéncia de uma base de autoestados comuns para os
operadores H, L, e P,. Neste caso, se n e y sdo autovalores (ntimeros inteiros) de H tal
que temos as condigoes: L, (r, ¢, z) = hu(r, ¢, z) e Pa(r, ¢, z) = ni(r, ¢, z), podemos
escolher
, n
¥ = Aexp {z (o + hz)]T(T), (387)
onde A é uma constante. Esta equagao representa uma funcao exponencial complexa das

coordenada ¢ e z, como a exponencial complexa é ciclica. substituindo essa equacao em
(386)

Br(r) =~ I LZ;(T) P2y - n%’(r)} )+ Marrt(r) (389)

2m 4 dr 72 2
ou
hew ’n? m 4, R [ d? 1d w2
[E Tt o 8" ] T om LWW TrgT T ET) =0 (389
ou, ainda,
2mE’ r? d? 1d u?
[,ﬂ - 4;231 m(r) + [dr?T(T) e T“)} =0, (390)

h

onde ja vimos anteriormente que: [*5 = —— ¢ uma constante fisica que representa o menor

raio de érbita do elétron no intervalo permitido pelo principio da incerteza) e a energia

caractéristica,
hw h?n?
E=FE+—u-— 391
O proximo passo da solugao consiste em fazer uma nova substituicdo de variavel £ = %
Nesse caso, temos as seguintes relagoes de transformacao:
1d 1d€ d 1 d
il — -5 = 392
,rdrT(T) TdT’ d£7-<€> l2B dgT(£)7 ( )
d? d,r d
— = —|——= 393
2770 = (5 e ©), (393)
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bz rod 2% &2
WT@’) = l?dféT(f) + Ed?ﬂ(f)a (394)

Aplicando na equagao (390) as transformagoes expressas acima, e apds algumas manipula-

¢oOes algébricas, temos,

omE' 26 d? 2 d 21
2 o+ [B o+ @ - b)) <0 )

ou multiplicando a equacao por %,

lmif;B - ﬂ (€) + [ j;T(g) + jgf(é) - “217(5)] =0, (396)

para uma simplificagao estratégica da equacao, defini-se:

leB

r="lp, (397)
e supoe-se que 7(&) pode ser escrito como,
EN lul
(€)= exp (3 )€ 5 M(©), (398)
por conseguinte, com um pouco de algebra, a equagao assume a forma
d? d lpul +1
—M 1 —&)—M A— M(E)=0 399
MO+ -0 @ + (- g —o. o
ou
FME) + (b - LM () — aM() =0 (400)
de? d¢ o
onde )
a=-X\+ ’”'; (401)
e
b=1+ |y (402)

A equacao é classificada como equagao hipergeométrica de primeira espécie, e tem como

solucdo a fungao hipergeométrica confluente (também chamada funcao de Kummer),

Fla,b,) = M(a,b,€) = 3\ & (103)
= (b)n n!
onde (a), e (b),, ¢ uma notagao conhecida simbolo de Pochhmmer, que que representa

fatorial ascendente sobre a e b.

Uma consideracao de interesse fisico precisa ser feita sobre a série de poténcias
expressa pela equacao (403). O coeficiente a pode ser um nimero qualquer, entretanto, o
coeficiente b é restritamente um ntimero positivo, sendo b > 0, a fungao hipergeométrica

pode ser convergente com a < 0 e divergente se a > 0. O caso com divergéncia nao é
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interessante do ponto de vista da fisica, neste caso, devemos considerar apenas as solugoes

com a < 0, assim, seja j um nimero positivo, temos que,

ul+1

= -\
a + 5

—j. (404)

Além disso, vamos considerar uma outra restri¢dao, ou seja, j deve ser um nimero
inteiro, logo, a constante A que satisfaz essa condicdo, pela combinagao das equagoes (397)

e (391) com (404), é aquela cuja a energia deve ser dada por:

. |kl—-k 1 h2n?
E=hw —| - . 405
[‘7 T T T o, (405)
De maneira que, constatamos a definicdo de um novo autovalor
k| —k
n’zj—i—||2 (406)

de forma que recuperamos a féormula de Landau, com os mesmos autovalores da energia

do caso da andlise algébrica, como era de se esperar.

1 hQ 2
E:ﬁw(n'+2>+ - (407)

2m
Combinando a equagao (403) com a equacao (398), em termos da varidvel original r, temos

7(r) = Agjexp <—4l%) <2l%> M(a,b,r), (408)

a constante Ay; que normaliza corretamente a fungdo de onda, em concordancia com a

propriedade de ortogonalidade da fungao hipergeométrica, é dada por

N|=

1 J
Nor [2"6'@@ n |kr>!] ‘ (409)

Akj -

Portanto, a solugdo expressa na equacao (387), combinada com a equagao (408) e

a constante determinada na equagao (409), obtemos,

1 g i , n r2 2\
U(r, o, z) = M{Zkl%(j—l— \k’\)'} exp {z(uqb%—hz)}exp(—%) (2523) M (a,b,r)
(410)

De fato, as quantidades de interesse para este caso, sao as quantidades fisicas mensuraveis

do problema, apesar da funcao de onda aqui ser escrita em termos de uma série de poténcias
os autovalores de energia do elétron sdo os mesmos para qualquer configuragao ou gauge

escolhido.
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4 CONCLUSAO

Por conseguinte, apos analise minuciosa desenvolvida ao longo do presente trabalho,
percebemos como diferentes potenciais vetores podem nos levar ao mesmo campo magnético,
onde compreendemos que a escolha do gauge nao altera a fisica do problema. Vimos como
os campos impactam o movimento do elétron, e que dependendo da configuragdo de cada

sistema, podemos obter movimentos circulares, cicloidais e helicoidais.

Vimos que o analogo classico da equacao do movimento quantico difere a menos
de um termo da equagao classica associada ao elétron em um campo magnético, mostramos
que os valores esperados diferem da classica a menos de um termo ~, entretanto, se o

campo magnético for uniforme o teorema de Ehrenfest é satisfeito.

Obtemos os niveis de Landau, onde verificamos que as energias sdo quantizadas
e bem definidas e apresentam o mesmo espectro energético de um oscilador harmonico,
vimos que os operadores de levantamento e abaixamento de energia e de momento angular,
sdo cruciais para descricao completa dos estados nesse gauge, que difere do oscilador
harmoénico quantico neste aspecto, pois esses estados apresentam uma degenerescéncia
infinita relacionada ao centro da orbita, e que existem infinitas fun¢des de onda do estado
fundamental, por conta da fungdo arbitraria f(z) que compde a fungdo de onda nesse
estado. Analiticamente, e por fim, percebemos que a funcio de onda é escrita em termos

de uma série de poténcias.

Acreditamos que essas discussoes podem contribuir para a ampliagdo do conheci-
mento, ndo apenas aprofundar nossa compreensao das interagoes do elétron com campos
elétricos e magnéticos, mas também destacar a relevancia desses estudos. Através de um
tratamento que passa entre a fisica classica e a quantica, e entendermos que as pesquisas
nessa area ajuda nao apenas decifrar os mecanismos encobertos, mas também estabelecer
pontes que levem a aplicacoes inovadoras em diversas areas do conhecimento buscando
por uma compreensao mais profunda do comportamento do elétron e avangar nos hori-
zontes cientificos, buscando o desenvolvimento tecnolégico e cientifico de maneiras ainda

imprevisiveis.
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4.1 APENDICE

4.1.1 INVARIANCIA DE CALIBRE

Fazendo uma discussao mais sobre o estado do sistema, e ndao mais sobre os

observaveis, vamos usar a representagdo de Schrodinger de [22].

L, 0 5
ih () = Al() (a11)

Esta equacao descreve o comportamento dos estados quanticos. Usando a expressao para

o operador H, temos,

¥ (1)), (412)

om \ i

o) - [ 1 (hﬁ—e%)) +ep(r)

ngho(0) = o (59 = ed) (29 - eai) 4 cotn[lwie), a3

]

multiplicando por um bra (r| e espandindo ¢ (¢)) em termos de autovetores de posigao |r) ,

—

gy 0100 = |5 (59 = etn) (49 = eai)) | o) + cotrrtrorn). - o

7 [

mgtw(r, t) = ll (ﬁﬁ - e/Y(r)> (ﬁﬁ - eA(r)ﬂ O(r,t) +ep(r)(r,t),  (415)

2m \ ¢ 7
podemos simplificar ainda,
h= S\ (h= > h - eh -
[(,v - eA> (,v - eAﬂ = 2v2 - v Ao SA v 28 (416)
i i i i
escrevemos, finalmente,

e 1 272
Zh&f¢_2m[ K2V 24

eh

l

— h —
V- Ay — %A LV + &4%4 + e, (417)
Bom, retomando as equacoes discutidas na introducgao deste trabalho, sobre campos elétrico

e magnéticos dadas pelas equagoes (6) e (20), vamos verificar se ,

Y = e, (418)
satisfaz a equacao (412) com,
o, A (419)
e
A" = A+ VA, (420)
onde A(z,y, 2, t),
Bom,
!/
1
ihaw = (—ihV — eA")? + ey | ¢/, (421)

ot 12m



subtituindo v¢’, A’ e ¢, obten-se ,

a., . 1 : 0N\ ,
ih (M) = —— [—ihV — g(A+ VA (€M) + g | o — — | ("VM),  (422)
ot 2m ot
oA | o iansn O 1 , , , oA .
Y igA /R ighA/RY Y & 1 . 2 ¢ igA/h iqh/h, ), ZtY igA/R
457¢ y+ihe 5 = o [—ihV — q(A + VA)]" (" "))+qpe' ™ "p—q 57 ¢ 1),
(423)
o primeiro do lado esquerdo da equacao cancela com o tultimo termo do lado direito da
equacao ,
i n O 1 , , .
(Vi s S . 2 ( _igA/h iqA/h
ihe 5 = o [—ihV — q(A+ VA)] (e w) + qpe' ™y, (424)
o —igA/h )
m;f = [ — g(A+ VN[V — (A + V)] () 4 gps,  (425)
Lo eTiaNh . iqA/h
@ha =5 [—ihAV — q(A+ V)| [—ihV — q(A + VA)] (e"™")) + qp), (426)
]_ 2 eiiqA/h
2 (—thV — eA) ) + ep)p = [—ihV — q(A+ V)| [—ihV — q(A+ VA)]

(eMM)) + gy, (427)

efiqA/h

an (iAV + gA)? ) — [ihV + a(A+ VA)] [ihV + (A + VA)] (€9/7) | (428)

eGR4 gAY = [ihV + q(A + VA)] [ihV + g(A + VA (9y),  (429)

= [ihV + q(A + VA)] |ih (Ve 4 VT g) 4 g (A+ VA) (€M), (430)
continuando a simplificagao, usando a seguinte regra do produto,

V- (fC)=f(V-C)+C- -V, (431)

= [ihV + q(A + VA)] - (impVet™" + ihe' ™My + g AN M + g™V A ), (432)

— [ihV + g(A + VA)] - [uw (deiw ﬁVA) + iR NP 4 g Ad M) 4 getth %VA} ,
(433)
= [ihV + q(A + VA)] - (—q¢eiqA/ﬁVA + ihe" N 4 g AN My + qeiqA/%VA) . (434)

simplificando ,

= [ihV + q(A + VA)] - (ihe"™"Vi + qAe ™™ My) | (435)
= [ihV + q(A + VA)] - M (ihVh + qAY) (436)
= ihV- [ (iR g Ap) | +qAe ™ (iK1 + gAp)+qVA- [N (ihV + gAy)| , (437)



ighe ™ (A + 201aMR( AL A +q Reldh/h (T A .V 4 2,000 (A . A 438
‘ V) ta v +iq ) +4q v,

= MRV 4 ighV - (AQ)] + (ihV + gAY) - (=g ™"V A) +
iqhe ™M (A V) + 2N A2 +ighe'™™ T (VA - Vi) + 2 (VA - A)vp,  (439)

= M RV 4 ighV - (Ap)] — ighe ™" (Vi - VA) — g% ™M (A VA) ¥ +
iqhe' ™" (A - V1) + N A% 4 ighe ™™ (Vip - VA) + 2" (A - VA) ), (440)
reduzindo a nossa equacgao por meio dos termos semelhantes, ficamos com |,

e NP (BN + qA)? = el [—fﬂv% + ighV - (Aw)} + iqhe' ™" (A - V) +
(]261'11A/EA/42,4/}7 (441)

dividindo ambos os lados por /%
(ihV + qA)* ¢ = [~R*V2) + ighV - (Ay)] + igh(A - Vi) + A%, (442)
(ihV + gAY = [~h*V? +ighV - A+ ighA - V + ¢ A%| ¥, (443)

obtemos finalmente a igualdade,

(ihV + qA)* = —h*V? +iqghV - A+ ighA - V + ¢* A2, (444)

(ihV + gA)? ¢ = (ihV + gA) . (445)

Desta maneira, ¢ = €' satisfaz a equacao de Schrodinger para os campos, com 0s
potenciais ¢’ = ¢ — % e A=A+ VA, onde A = A(x,y, 2, 1).

4.1.2 PRECESSAO DE SPIN

Nesta secao pretende-se abordar uma aplicagao importante sobre a dinamica
quantica que é a precessao de spin. O spin realiza o movimento de precessao quando é
colocado em uma regiao onde existe o campo magnético; a interacao de spin com o campo
magnético uniforme, resulta em um movimento de precessao em torno do eixo da aplicacao

desse campo.

Supondo que uma particula de spin % colocado em uma regiao onde existe campo

magnético uniforme B, ten-se o seguinte hamiltoniano:

H:-(e)§-§, (446)

MeC



com e < (0 para elétron. Considerando B como sendo um campo na direcao z, temos,

H:—( ‘ )S (447)

meC

Perceba que o campo é constante ao longo de todo movimento e que Sz e H
diferem apenas por uma constate multiplicativo, entao eles comutam. Logo, os autoestados
de |[+) e |—) que sao autoestados do operador S, também sao autoestados do operador
H (conhecidos como autoestados simultdneo), esses mesmos autoestados sdo também

chamados de autoestados de energia. Atuando o operador H nos autoestados |+) e |—),

temos
h
H|+) =~ BS.|+) = = (——) B3|+, (448)
)= (-2 ) Bs >—+<6>Bh| ) (449)
n Me = mec/) 207
Portanto,
ehB
B = 450
* :F2mec’ (450)
para S,=£. Definindo w como,
B
=1 (451)
mec
A equagao (450) passa a ser escrito da seguinte forma:
H=wS§,, (452)

Pois, pode-se agora escrever o operador evolugao temporal, uma vez que estamos
interessados em saber a dindmica desse sistema. Toda a informagao acerca da evolucao

temporal estd contida no operador evolugao temporal [23].

1Ht —inJ)

U(t,0) = exp <h) = exp ( - (453)

Expandindo este operador no estado inicial e usando os kets |[+) e |[—=) como ket
da base, um vez que sdo autovetores de , e de energia. Considerando que em tempo ¢t = 0

o sistema seja caracterizado por,

@) = eql+) + e [=), (454)



Aplicando a equagao (453), podemos escrever o ket de estado em tempo posterior,

assim,
—wt +iwt
la, to) = 0;t = crexp <2 ) |+) + c_exp < 5 > |-, (455)

Essa é a expressao de operador evolugao temporal neste caso. Com ele é possivel
descobrir como sera a evolucao temporal de qualquer estado fisico de spin nessa regiao do

campo.

Examinando a situacdo em que o estado inicial |a) representa o estado de spin
|+), assim |a)(0) = [+) logo,

a(t)) = U(t)a)(0) (456)
= U@+, (457)
entao,
—iwt
a(t) = cveap (57 ) 14, (158)
Significa que mesmo em um tempo posterior o estado de spin permanecera ainda
para cima.

Agora supondo que o estado inicialmente se encontra em S,+, ou seja, |a(0)) =
|Sz; +), onde

1 1
S0 +) = Elﬂ + ﬁl—% (459)
Nesse caso,
a(t)) = U(t)]e(0)) (460)
— U(0)]S,:+) (461)

+iwt

)+ coeap (57 199] 18 4) (462

—iwt

cLexp (

Fazendo algumas manipulagoes, chegamos a,

() =

crexp <—12wt> |+) + c_exp (+Z;)t> |—>} . (463)

Com isso, vamos agora calcular as probabilidades de encontrar o sistema nos

estados S+ para um certo tempo posterior:



Prob.[S,4) = |(S, % |a, )
- (oo {2

1 (—iwt) " <+iwt>
exr exr
P\ P\

Lembrando da relagao de Euler que diz:

2
2

2

eix + efiz
COST = ——m——

) e'i:t . 671':1:
SINT = ;
21

consegue-se para S,+, +
w
Prob.S,+ = cos? o

e para S,—, .
Prob.S,— = sin? %

)+

1
—exp

V2

(

+iwt
2

2

)=}

(464)

(465)

(466)
(467)

(468)

Contudo o spin se encontra inicialmente na direcao x positivo, como o campo

magnético esta na direcao z isso o faz girar, como consequéncia desse giro, obtemos una

probabilidade finita de achar S,— para um t futuro. A soma das probabilidades é 1 para

qualquer t, como podemos verificar, o que condiz com a unitariedade do operador evolugao

temporal [23].

Agora estamos interessados em determinar os valores esperados de S, S, e S..

Assim, comecando com S,
<SI> = <OZ,t|Sx|Oé, t>,

onde S, = 2 ((+|—) + (—|+)), entdo,

(52) = (@115 ()1 + =) +1) o 1),

Desenvolvendo a equacao (470), obtemos que,

(Sy) = Zcos(wt)

(469)

(470)

(471)

A equacao (526) nos diz que toda vez que formos medir o valor esperado de S, no

tempo vamos encontrar valores diferentes.



Agora para calcular o S, usando o mesmo procedimento, onde:

Sy = Z (=il +) (= + il =) {+]) (472)

obten-se que,
(Sy) = (o, t[Sy|a) (473)
(Sy) = <047t|2(—’i!+><—! + il =) (+Dla, 1), (474)

desenvolvendo a equagao (474) chegamos a,

(S,) = (Z) sen(wt), (475)

A interpretacao feita na equagao (471) vale para a equacao (475). Pois, 0 S, e
Sy nao comutam com o hamiltoniano do sistema, isso acontece porque o hamiltoniano
do sistema depende do eixo z. E por defini¢ao o S, S, e S, nao comutam. Agora vamos

determinar o S, sendo que,

Sz = R(HH) — 1)), (476)

(S.) = (a,t|S.]a,t)
= <a,t|2(|+><+y—\—><—|a,t> (477)

logo,
(S:) =0, (478)

O resultado anterior quer dizer que o hamiltoniano H comuta com S..
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