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¨A Matemática é o alfabeto com o qual Deus

escreveu o Universo.¨ (Galileu Galilei)



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar e determinar uma expressão

geral para os campos de vetores homotéticos gradiente no espaço Euclidiano bidimensio-

nal, tridimensional e n-dimensional, correspondendo ao estudo de uma caso particular de

campos de vetores homotéticos sobre variedades Riemanniana. No final do trabalho, es-

tendemos o mesmo estudo para os campos de vetores homotéticos não-gradientes, usando

os resultados obtidos para o caso gradiente. Partimos de uma abordagem mais geral,

situando o leitor através das preliminares que introduz as notações e definições usadas ao

longo do presente trabalho. Por meio de cálculos anaĺıticos, chegaremos aos resultados

principais do trabalho, concluindo assim, com a obtenção do que nos propomos a realizar

no projeto inicial.

Palavras-chave: Espaço Riemanniano. Espaço Euclidiano. Campos de vetores confor-

mes. Campos de vetores homotéticos gradientes.
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1 INTRODUÇÃO

A homotetia situa-se desde aplicações na reta, plano e no espaço, em con-

texto vetorial e anaĺıtico, é apresentada de um modo estrutural como uma aplicação

linear. Em contextos mais usuais, a homotetia é vista como um tipo de transformação

geométrica resumindo-se apenas em uma ampliação, positiva ou negativa de qualquer

objeto geométrico. Na presente abordagem, a relação das terminologias, homotetia e

homotéticos não são imediatas, pois nosso objetivo é tratar diretamente dos campos de

vetores homotéticos.

Podemos encontrar na literatura, estudos mais gerais sobre os campos de ve-

tores homotéticos, no contexto das chamadas geometrias não-Euclidianas. A geometria

Euclidiana constituiu-se por muito tempo como centro de estudo exclusivo, prevalecendo

até hoje sua relevância e importância diante de outras geometrias. Devemos ressaltar que

as geometrias não-Euclidiana surgiram a partir da geometria Euclidiana, depois das ten-

tativas de alguns matemáticos em demonstrar o quinto postulado de Euclides, conhecido

como o Postulado das Paralelas.

Os campos de vetores homotéticos correspondem a um caso particular dos

campos de vetores conformes, pois podem ser pensados como campos conformes com fator

conforme constante e por outro lado, correspondem a uma generalização dos campos de

Killing, já que os campos de Killing podem ser vistos como campos homotéticos com

fator de homotetia identicamente nulo. Consultando a literatura sobre o presente tema,

observou-se que não se tem uma abordagem espećıfica para o estudo dos campos de vetores

homotéticos no espaço euclidiano, portanto a problemática vislumbrada com relação à

temática escolhida paira aprioristicamente no fato de ser um assunto não muito explorado

na literatura em geral.

Partindo da vertente acima, estudaremos os campos de vetores homotéticos

no espaço euclidiano na perspectiva de descrever uma expressão geral para os campos

homotéticos gradientes, bem como descrever geometricamente e identificar condições su-

ficientes para que um campos homotético no espaço Euclidiano seja necessariamente gra-

diente. Os campos de vetores homotéticos no espaço Riemanniano são campos de vetores

cuja derivada de Lie resulta em um tensor de ordem dois que é múltiplo da métrica Rie-

manniana do referido espaço e por analogia às transformações de homotetia, tais campos

de vetores são designados homotéticos.

Os campos de vetores homotéticos aparecem naturalmente no estudo das imer-

sões em formas espaciais, nos produtos-warped, nas variedades de Einstein e em trabalhos

sobre fluxo geométrico, tais como o fluxo de Yamabe e o fluxo de Ricci, teoria introduzida

por Hamilton (1982) e usada por Perelman (2002) na prova da famosa conjectura de

Poincaré. Nas formas espaciais, podemos destacar os exemplos constrúıdo por Heintze

(1989), também podemos observar que campos de vetores que geram solitons de Ricci
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diferem por um campo homotético, por fim, devemos ressaltar que solitons de Yamabe

com curvatura escalar constante são gerados por campos homotéticos.

Os campos homotéticos gradientes foram estudados por Tashiro (1965) e neste

trabalho, foi provado pelo autor que um espaço Riemanniano completo munido com um

campo homotético gradiente não trivial deve ser isométrico ao espaço Euclidiano, em

particular, a presença de um campo homotético gradiente não trivial em um espaço Rie-

manniano completo implica que a curvatura escalar é nula. Podemos ainda relacionar a

curvatura escalar com os campos homotéticos, usando o trabalho de Obata e Yano (1970)

que nos permite concluir que espaços Riemannianos de curvatura escalar constante e

munido com um campo homotético não trivial, devem ter curvatura escalar nula.

Os campos de vetores homotéticos gradientes triviais são chamados de parale-

los e foram estudados por Rham (1952) e por Cheeger e Gromol (1971), onde os autores

conseguiram associar a existência de tais campos à decomposições dos espaços Rieman-

nianos completos onde eles estão inseridos. Em outras palavras, um espaço Riemanniano

completo munido com um campo de vetores paralelo gradiente pode ser decomposto em

um produto Riemanniano no qual uma das parcelas do produto deve ser Euclidiana de

dimensão um, ou seja, isométrica à reta real. Um resultado similar foi mais tarde ob-

tido por Cheeger e Colding (1996), onde os autores associaram a existência de campos

conformes gradientes à uma nova decomposição em forma de produto-warped.

Faremos a abordagem Matemática do problema em questão, partindo das de-

finições que envolvem o tema, mostrando os resultados principais alcançados e consoli-

dando o trabalho com a conclusão, obtida a partir dos resultados apresentados. Nesta

perspectiva, o referido trabalho busca estudar os campos de vetores homotéticos no espaço

Euclidiano, com uma abordagem bidimensional, tridimensional e n-dimensional. Dessa

forma determinaremos uma expressão geral para obtenção de campos de vetores ho-

motéticos gradientes no espaço Euclidiano, estendendo este estudo para campos de vetores

homotéticos não-gradientes no espaço Euclidiano.
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2 PRELIMINARES

No presente caṕıtulo, estaremos admitindo algumas noções básicas de Cálculo

Diferencial e Integral de várias variáveis e Cálculo Vetorial, bem como alguns conceitos de

Álgebra Linear que serão rapidamente mencionados sem maiores detalhes. Apresentamos

aqui as principais notações e elementos que serão usados ao longo do trabalho no desen-

volvimento dos resultados principais, incluindo alguns resultados bastante conhecidos na

literatura.

2.1 O Espaço Euclidiano

Primeiramente, vamos considerar o espaço Euclidiano n-dimensional como o

produto cartesiano

Rn = R× R× · · · × R (n fatores iguais a R),

que também pode ser escrito na forma

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ R},

então denotaremos por C∞(Rn) o conjunto das funções reais suaves definidas sobre o

espaço Euclidiano Rn.

Observação 2.1 Dependendo da conveniência, os elementos de Rn podem ser pensados

como pontos ou vetores.

Definição 2.1 Dados x, y ∈ Rn e λ ∈ R uma constante, definimos a soma x + y e o

produto λx por

(a) x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn).

(b) λx := (λx1, . . . , λxn).

Definição 2.2 Dados x, y ∈ Rn quaisquer, dizemos que o produto interno (canônico) de

x e y é o número real definido pelo somatório

〈x, y〉 :=
n∑
i=1

xiyi.

No primeiro resultado que vamos enunciar, trazemos as três propriedades

básicas do produto interno que definimos anteriormente e que serão muito úteis no decor-

rer deste trabalho.
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Proposição 2.1 Sejam x, y, z ∈ Rn e λ ∈ R uma constante, então

(a) 〈x, x〉 ≥ 0 e 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

(b) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(c) 〈x+ λy, z〉 = 〈x, z〉+ λ〈y, z〉.

Demonstração:

(a) Por um cálculo direto, obtemos

〈x, x〉 =
n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

x2i ≥ 0,

pois consiste na soma de n parcelas não-negativas.

(b) Novamente por um cálculo direto, segue que

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi =
n∑
i=1

yixi = 〈y, x〉,

portanto 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(c) Usando a definição, temos que

〈x+ λy, z〉 =
n∑
i=1

(xi + λyi)zi

=
n∑
i=1

xizi + λ

n∑
i=1

yizi = 〈x, z〉+ λ〈y, z〉,

concluindo a prova da proposição. �

Definição 2.3 Dizemos que a norma de x ∈ Rn é o número real não-negativo, dado por

|x| :=
√
〈x, x〉.

O próximo resultado que vamos apresentar é conhecido como a desigualdade

de Cauchy-Schwarz.

Proposição 2.2 Dados x, y ∈ Rn quaisquer, temos que

|〈x, y〉| ≤ |x||y|,

ocorrendo a igualdade, se e somente se, um dos vetores é múltiplo escalar do outro.
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Demonstração:

Observe que se x e y são nulos a desiguladade é trivialmente satisfeita, então

vamos admitir que x 6= 0 e definir o polinômio p por

p(t) = |tx− y|2 ≥ 0,

consequentemente,

p(t) = 〈tx− y, tx− y〉 = |x|2t2 − 2〈x, y〉t+ |y|2

e desde que p(t) ≥ 0, segue que

∆ = 4(〈x, y〉2 − |x|2|y|2) ≤ 0.

Da última desigualdade obtida, conclúımos que

|〈x, y〉| ≤ |x||y|.

Observe ainda que se a igualdade ocorre, então

|x|2p
(
〈x, y〉
|x|2

)
= 0,

portanto

y =
〈x, y〉
|x|2

x,

reciprocamente se um for múltiplo do outro, a conclusão é imediata. �

Proposição 2.3 Dados x ∈ Rn e λ uma constante, temos que

(a) |x| ≥ 0 e |x| = 0⇔ x = 0.

(b) |λx| = |λ||x|.

(c) |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Demonstração:

Na prova dos itens (a) e (b), basta usar a definição de norma e as propriedades

de produto interno. Para provar o item (c), desenvolvemos a expressão

(|x|+ |y|)2 − |x+ y|2 = 2(|x||y| − 〈x, y〉),

dáı usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz para concluir que

(|x|+ |y|)2 ≥ |x+ y|2,
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consequentemente,

|x+ y| ≤ |x|+ |y|. �

Observação 2.2 Denotaremos a base canônica de Rn por

{e1, e2, . . . , en}

onde ei é o vetor que possui todas as coordenadas nulas, exceto a i-ésima.

2.2 Campos de vetores sobre o espaço Euclidiano

Neste momento, vamos introduzir alguns conceitos básicos sobre cálculo ve-

torial, destacando campos de vetores suaves no espaço Euclidiano e alguns elementos

relacionados a estas estruturas.

Definição 2.4 Uma função f : Rn −→ R é dita cont́ınua no ponto a ∈ Rn, quando para

cada ε > 0 arbitrário, podemos obter δ > 0 tal que

|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Observação 2.3 Quando uma função f é cont́ınua em todos os pontos do seu domı́nio,

dizemos simplesmente que f é cont́ınua.

Definição 2.5 Uma função f : Rn −→ R é dita diferenciável no ponto a ∈ U , quando

existe o limite

dfa(v) := lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
,

para todo v ∈ Rn. Se f é diferenciável em todos os pontos do seu domı́nio, dizemos

simplesmente que f é diferenciável.

Observação 2.4 O limite dado por dfa(ei) é chamado de i-ésima derivada parcial de f

no ponto a. Usaremos ainda a expressão derivada parcial para fazer referência à aplicação

∂xif : Rn → R, definida por

∂xif(x) := lim
t→0

f(x+ tei)− f(x)

t
.

Definição 2.6 Uma função f : Rn −→ R é dita de classe C1 e escrevemos f ∈ C1(Rn),

quando f é diferenciável e suas derivadas parciais são cont́ınuas. Diremos que f é uma

aplicação de classe Ck (ou k vezes continuamente diferenciável) e escrevemos f ∈ Ck(Rn),

quando as derivadas parciais de f são de classe Ck−1.



15

Observação 2.5 Por conveniência, dizemos que f ∈ C0(Rn) para indicar que f é uma

função cont́ınua

Definição 2.7 Uma função f : Rn −→ R é dita de classe C∞ e esscrevemos f ∈ C∞(Rn),

quando possui derivadas de todas as ordens em cada ponto de Rn.

Definição 2.8 Um campo de vetores suave sobre o espaço Euclidiano Rn é uma aplicação

suave
X : Rn → Rn,

que associa a cada ponto p ∈ Rn um vetor v ∈ Rn. Denotaremos por X(Rn) o conjunto

dos campos de vetores suaves sobre o espaço Euclidiano Rn.

Observação 2.6 Denotaremos por Ei : Rn → Rn, o campo de vetores que associa todo

p ∈ Rn ao vetor ei ∈ Rn. Mais precisamente, temos que

Ei(p) = ei,

para todo ponto p ∈ Rn.

Definição 2.9 O gradiente de uma função suave f : Rn → R é o campo de vetores

definido por

∇f =
n∑
i=1

(∂xif)Ei

onde ∂xif denota a derivada parcial de f em relação à variável xi.

Definição 2.10 Dizemos que X ∈ X(Rn) é gradiente, quando existe uma função suave

f : Rn → R, tal que

X = ∇f,

enquanto f é chamada de função potencial de X.

Exemplo 2.1 O campo de vetores X ∈ X(R2) definido por X = x∂x + y∂y é gradiente

com função potencial f : R2 → R, dada por f(x, y) = 1
2
(x2 + y2).

Ilustração:
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Definição 2.11 O divergente de um campo de vetores suave X ∈ X(Rn) é definido por

divX =
n∑
i=1

∂xi〈X,Ei〉.

onde Ei denota o campo de vetores definido na Observação 2.6.

Definição 2.12 O laplaciano de uma função suave f ∈ C∞(Rn) é definido por

∆f :=
n∑
i=1

∂2xixif.

onde ∂xixj
2f denota a derivada de 2a ordem dada pela iteração ∂xi(∂xjf).

Definição 2.13 Dados X, Y ∈ X(Rn) arbitrários, definimos a função 〈X, Y 〉 : Rn → R
por

〈X, Y 〉(p) := 〈X(p), Y (p)〉,

para todo ponto p ∈ Rn.

Definição 2.14 Dados X ∈ X(Rn) e f ∈ C∞(Rn), definimos a função X(f) : Rn → R
por

X(f) := 〈X,∇f〉.

Observação 2.7 Podemos identificar um campo de vetores X ∈ X(Rn) com um operador

linear X : C∞(Rn)→ C∞(Rn), dado por X(f) := 〈X,∇f〉. Dessa forma, temos que

Ei(f) = 〈Ei,∇f〉 = ∂xif,

então, a partir de agora, usaremos ∂xi para denotar o campo de vetores Ei.

Definição 2.15 Dados U, V ∈ X(Rn), definimos o produto U [ ⊗ V [ : X(Rn)× X(Rn)→
C∞(Rn) pela expressão

U [ ⊗ V [(X, Y ) := 〈U,X〉〈V, Y 〉,

para todo X, Y ∈ X(Rn).

Observação 2.8 No intuito de simplificar notações, daqui para frente denotaremos os

produtos ∂xi
[ ⊗ ∂xi[ e ∂xi

[ ⊗ ∂xj[. por dx2i e dxidxj, respectivamente.

Proposição 2.4 Dados X, Y ∈ X(Rn) arbitrários, então existe um único campo de ve-

tores Z ∈ X(Rn) que satisfaz a igualdade

Z(f) = XY (f)− Y X(f)

para toda função f ∈ C∞(Rn).

Demonstração: Pode ser encontrada em Carmo (2005).
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Definição 2.16 Dados X, Y ∈ X(Rn) arbitrários, definimos o colchete de Lie de X e Y

como sendo o único campo de vetores Z ∈ X(Rn) que satisfaz a igualdade

Z(f) = XY (f)− Y X(f)

para toda função f ∈ C∞(Rn).

Observação 2.9 O campo de vetores Z ∈ X(Rn) mencionado na definição anterior é

comumente denotado por [X, Y ] = XY − Y X.

Definição 2.17 Dada uma função f ∈ C∞(Rn) arbitrária, dizemos que o hessiano de f

é a aplicação Hess f : X(Rn)× X(Rn)→ C∞(Rn), definida por

Hess f :=
n∑

i,j=1

(∂xixj
2f)dxidxj.

Observação 2.10 Note que Hess f(∂xi , ∂xi) = ∂xixj
2 f.

Definição 2.18 Dado X ∈ X(Rn) arbitrário, dizemos que a derivada de Lie de X é a

aplicação LX : X(Rn)× X(Rn)→ C∞(Rn), dada por

LX :=
n∑

i,j=1

[∂xi〈X, ∂xj〉+ ∂xj〈X, ∂xi〉]dxidxj.

Proposição 2.5 Dados X, Y ∈ X(Rn) e f ∈ C∞(Rn), temos que a derivada de Lie

satisfaz as seguintes propriedades:

(a) L(X+λY ) = LX + λLY

(b) L∇f = 2Hessf

onde λ denota uma constante.

Demonstração:

(a) Fazendo um cálculo direto e usando a definição de derivada de Lie, temos que

LX+λY =
n∑

i,j=1

[∂xi〈X + λY, ∂xj〉+ ∂xj〈X + λY, ∂xi〉]dxidxj

=
n∑

i,j=1

[∂xi〈X, ∂xj〉+ ∂xj〈X, ∂xi〉]dxidxj

+ λ
n∑

i,j=1

[∂xi〈Y, ∂xj〉+ ∂xj〈Y, ∂xi〉]dxidxj = LX + λLY ,

concluindo o primeiro item.
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(b) Novamente por um cálculo direto, segue que

L∇f =
n∑

i,j=1

[∂xi〈∇f, ∂xj〉+ ∂xj〈∇f, ∂xi〉]dxidxj

=
n∑

i,j=1

[∂xixj
2f + ∂xjxi

2f ]dxidxj

= 2
n∑

i,j=1

∂xixj
2fdxidxj = 2Hessf,

concluindo a prova. �
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste último caṕıtulo, estaremos explorado os campos de vetores conformes so-

bre o espaço Euclidiano, apresentando alguns elementos de Geometria Diferencial através

de uma abordagem diferente das usuais, procurando aproximar um pouco mais de uma

abordagem de Cálculo Vetorial.

3.1 Campos de vetores conformes

Definição 3.1 Dizemos que um campo de vetores X ∈ X(Rn) é conforme se a sua deri-

vada de Lie satisfaz

LX = 2ψ
n∑
i=1

dx2i ,

onde ψ ∈ C∞(Rn) é chamado fator conforme (ou fator de conformidade).

Observação 3.1 Um campo de vetores conforme é chamado homotético se o seu fator

conforme é constante. Em particular, um campo de vetores homotético com fator con-

forme nulo é chamado de campo de Killing.

Neste momento, apresentamos dois exemplos de campos de vetores conformes

sobre o espaço Euclidiano.

Exemplo 3.1 O campo de vetores X ∈ X(R2) definido por

X = (x2 − y2)∂x + (2xy)∂y

é conforme não-homotético com fator conforme ψ : R2 → R, dado por

ψ(x, y) = 2x.

De fato, usando a definição de derivada de Lie na direção de X, obtemos

LX = (ξ1,1)dx
2 + (ξ1,2)dxdy + (ξ2,1)dydx+ (ξ2,2)dy

2,

onde ξi,j ∈ C∞(R2) uma função suave. No entanto

ξ1,1 = [∂x〈X, ∂x〉+ ∂x〈X, ∂x〉]dx2 = 2[∂x〈X, ∂x〉]

logo

ξ1,1 = 2∂x[〈(x2 − y2)∂x + (2xy)∂y, ∂x〉]

= 2 ∂x[(x
2 − y2)〈∂x, ∂x〉+ (2xy)〈∂y, ∂x〉]
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consequentemente,
ξ1,1 = 2∂x(x

2 − y2) = 4x.

Da mesma forma, temos que

ξ1,2 = [∂x〈X, ∂y〉+ ∂y〈X, ∂x〉],

então

ξ1,2 = ∂x〈(x2 − y2)∂x + (2xy)∂y, ∂y〉+ ∂y〈(x2 − y2)∂x + (2xy)∂y, ∂x〉

= ∂x(2xy) + ∂y(x
2 − y2)

= 2y − 2y = 0.

De forma análoga, calculamos ξ2,1 e ξ2,2 que resulta nas igualdades

ξ1,2 = ξ2,1 e ξ1,1 = ξ2,2

dáı conclúımos que

LX = (4x)dx2 + (4x)dy2 = 4x(dx2 + dy2).

portanto X é um campo conforme com fator conforme ψ(x, y) = 2x.

Exemplo 3.2 Considere a função f : Rn → R definida por

f(x) =
1

2
ψ|x|2,

onde ψ ∈ R é uma constante real. Nestas condições, temos que X = ∇f é um campo de

vetores homotético com fator conforme ψ.

De fato, obtemos por um cálculo direto que

∂xif =
1

2
ψ

n∑
i=1

n∑
j=1

x2j

=
1

2
ψ

n∑
i=1

∂xi(x
2
i )

onde usamos o fato da derivada parcial de cada coordenada do gradiente de f ser identi-

camente nula para xi 6= xj com i, j = 1, .., n. Nestas condições, segue-se que

∇f = ψ
n∑
i=1

xiEi,

dáı basta usar a Proposição 2.5 para concluir que X é um campo de vetores conforme

homotético com fator conforme ψ.
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O próximo resultado desta seção estabelece uma relação entre o divergente de

um campo de vetores conforme com o seu fator conforme. Mais precisamente, temos a

seguinte proposição:

Proposição 3.1 Seja X ∈ X(Rn) um campo de vetores conforme, então

ψ =
1

n
divX,

onde ψ denota o fator conforme de X.

Demonstração:

Fazendo um cálculo direto, temos que

n∑
k=1

LX(Ek, Ek) =
n∑

i,j,k=1

[∂xi〈X, ∂xj〉+ ∂xj〈X, ∂xi〉]dxidxj(Ek, Ek)

= 2
n∑
k=1

∂xk〈X, ∂xk〉

= 2divX,

mas como X é conforme, obtemos

n∑
k=1

LX(Ek, Ek) = 2ψ
n∑
k=1

dx2k(Ek, Ek)

= 2nψ,

dáı basta comparar as duas igualdades obtidas para concluir que

ψ =
1

n
divX,

conforme queŕıamos provar. �

3.2 Campos de vetores homotéticos

Nesta seção, vamos apresentar os resultados que obtivemos para campos de ve-

tores homotéticos sobre o espaço Euclidiano e que podem ser obtidos através de resultados

de Geometria Diferencial, no entanto faremos aqui demonstrações bem mais elementares

que as comumente encontradas, usando ferramentas de Cálculo Diferencial e Integral e

Cálculo Vetorial.
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Teorema 3.1 Seja X ∈ X(Rn) um campo conforme homotético gradiente, então a função

potencial f : Rn → R, é dada por

f(x) =
1

2
ψ|x|2 + 〈a, x〉+ b,

onde a ∈ Rn e b ∈ R são constantes e ψ denota o fator conforme.

Demonstração: Faremos a prova apenas para os casos dos espaços Euclidianos de di-

mensões dois e três, pois o caso geral é completamente análogo a estes dois que serão

apresentados. Nestas condições, passamos aos casos mencionados:

1o Caso: n = 2

Desde que X ∈ X(R2) é um campo de vetores homotético gradiente com função

potencial f , temos pela Proposição 2.5 que

Hess f = ψ(dx2 + dy2),

então segue da Observação 2.10 que

∂2xyf = ∂2yxf = 0

e

∂2xxf = ∂2yyf = ψ.

Sabendo que ∂2xxf = ψ e ∂2xyf = 0, integramos a última igualdade em x e dáı

podemos escrever

∂xf = ψx+ a1,

onde a1 denota uma constante real. Repetindo o procedimento, temos que

f =
1

2
ψx2 + a1x+ ϕ1,

onde ϕ1 : R2 → R é uma função que não depende de x. De modo similar, obtemos

f =
1

2
ψy2 + c2y + ϕ2,

onde ϕ2 : R2 → R é uma função que não depende de y.

Comparando as duas expressões de f , temos que

1

2
ψx2 + a1x+ ϕ1 =

1

2
ψy2 + a2y + ϕ2,

consequentemente,

1

2
ψx2 + a1x− ϕ2 =

1

2
ψy2 + a2y − ϕ1
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dáı observe que o primeiro membro não depende de y e o segundo membro não depende

de x, conclúımos que

1

2
ψx2 + a1x− ϕ2 =

1

2
ψy2 + a2y − ϕ1 = −b,

onde b é uma constante.

Nestas condições, segue-se que

ϕ2 =
1

2
ψx2 + a1x+ b,

e como f é dada por

f =
1

2
ψy2 + a2y + ϕ2,

portanto

f =
1

2
ψ(x2 + y2) + a1x+ a2y + b,

concluindo a prova para o caso n = 2.

2o Caso: n = 3

Considerando os mesmos termos e notações do caso anterior, temos que

Hess f = ψ(dx2 + dy2 + dz2),

consequentemente,

∂2xyf = ∂2xzf = ∂2yzf = 0

e

∂2xxf = ∂2yyf = ∂2yyf = ψ.

Desde que ∂2xxf = ψ e ∂2xyf = ∂2xzf = 0, integramos a última igualdade em x

e dáı podemos escrever

∂xf = ψx+ a1,

onde a1 denota uma constante real. Repetindo o procedimento, temos que

f =
1

2
ψx2 + a1x+ ϕ,

onde ϕ : R3 → R é uma função que não depende de x.
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De modo similar, obtemos que

f =
1

2
ψy2 + a2y + η

e

f =
1

2
ψz2 + a2z + ξ

onde η : R3 → R é uma função que não depende de y e ξ : R3 → R é uma função que não

depende de z.

Comparando as duas primeiras expressões de f , segue-se que que

1

2
ψx2 + a1x+ ϕ =

1

2
ψy2 + a2y + η,

ou ainda,

1

2
ψx2 + a1x− η =

1

2
ψy2 + a2y − ϕ,

então como o primeiro membro não depende de y e o segundo não depende de x, con-

clúımos que ambos dependem apenas de z e assim, podemos escrever

ϕ =
1

2
ψy2 + a2y + δ,

onde δ : R3 → R3 depende apenas de z.

Recorrendo à primeira expressão de f , temos que

f =
1

2
ψx2 + a1x+ ϕ,

=
1

2
ψ(x2 + y2) + a1x+ a2y + δ,

no entanto,

f =
1

2
ψz2 + a2z + ξ

consequentemente,

δ =
1

2
ψz2 + a2z + b,

por fim,

f =
1

2
ψ(x2 + y2 + z2) + a1x+ a2y + a3z + b,

onde b é uma constante real. �
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Podemos ainda caracterizar os campos de vetores homotéticos do espaço Eu-

clidiano através de uma decomposição tipo Hodge-De Rham e usando a descrição obtida

no teorema anterior. Em outras palavras, podemos afirmar que todo campo de veto-

res homotético sobre o espaço Euclidiano é gradiente, módulo campos de Killing. Mais

precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Todo campo de vetores homotético X ∈ X(Rn) pode ser escrito na forma

X = ∇h+K,

onde h : Rn → R é uma função suave e K é um campo de Killing.

Demonstração:

Considere um campo de vetores homotético X ∈ X(Rn) com fator conforme

ψ ∈ R, então defina a função h : Rn → R por

h(x) =
1

2
ψ|x|2,

e conforme o Exemplo 3.2, podemos afirmar que o gradiente da função h também será

um campo de vetores conforme com fator conforme ψ ∈ R. Usando as propriedades da

derivada de Lie, obtemos

L(X−∇h) = LX − L∇h

= 2ψ
n∑
i=1

dx2i − 2ψ
n∑
i=1

dx2i = 0,

donde conclúımos que X −∇h é um campo de Killing, ou seja,

X = ∇h+K,

onde h : Rn → R é uma função suave e K é um campo de Killing. �

Observação 3.2 Os campos de vetores dos Exemplos 2.1 e 3.2 são homotéticos gradi-

entes, basta comparar sua função potencial com a expressão obtida no Teorema 3.1. De

maneira similar, conclúımos de forma imediata, pelos Teoremas 3.1 e 3.2, que o Exemplo

3.1 não é homotético.
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4 CONCLUSÃO

Diante do estudo desenvolvido ao longo deste trabalho, podemos assegurar

que os objetivos propostos foram cumpridos, obtivemos uma expressão que gera todos

os campos de vetores homotéticos gradiente no espaço Euclidiano e por fim, descrevemos

(módulo campos de Killing) o caso não-gradiente, ou seja, conclúımos que este tipo de

campo de vetores pode ser escrito como uma soma de um campo de vetores gradiente

com um campo de Killing. Diante dos resultados apresentados, torna-se mais prático

determinar se determinado campo de vetores no espaço Euclidiano é homotético ou não.
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REFERÊNCIAS

BESSE, A.L. Einstein manifolds. Berlin: Spring-Verlag, 2008. (Classics Mathematics).
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