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durante toda a minha vida. Obrigado por estarem presentes ao meu lado nas minhas

conquistas e também nos meus fracassos, por serem meu suporte e exemplo nos momentos

dif́ıceis, e por lutarem perante as dificuldades da vida para me concederem uma boa
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RESUMO

O problema dos três corpos é um dos mais intrigantes da f́ısica clássica. Sua aparência

relativamente simples traz consigo um dos problemas mais complexos que a f́ısica já desen-

volveu. Inicialmente formulado por Newton, esse problema recebeu muitas contribuições

de diversos cientistas, como Euler, Lagrange, entre outros, na tentativa de compreendê-lo

melhor. Essas contribuições trouxeram inúmeras possibilidades de enxergar o problema

sob diferentes perspectivas. Uma dessas consequências é o problema dos três corpos no

caso restrito, que até os dias de hoje é bastante procurado em áreas de inovação tecnológica

espacial devido à sua grande aplicabilidade. Esse conhecimento é utilizado, por exemplo,

na simulação e no lançamento de satélites em pontos espećıficos do espaço onde a força

resultante é nula. Tendo isso em mente, e com o aux́ılio da linguagem de programação

Python, que nos ajuda na criação de gráficos e ferramentas computacionais, apresentamos

a formulação do problema, as considerações iniciais e a solução para o mesmo no caso

restrito, utilizando Python como uma ferramenta para construção de gráficos e sistemas.

Palavras-chave:Caso restrito de três corpos. Ensino de F́ısica. Mecânica Clássica.



ABSTRACT

The three-body problem is one of the most intriguing issues in classical physics. Despite its

relatively simple appearance, it presents one of the most complex challenges that physics

has ever encountered. Initially formulated by Newton, this problem has received numerous

contributions from various scientists, such as Euler and Lagrange, among others, in an

attempt to better understand it. These contributions have provided countless possibilities

to approach the problem from different perspectives. One significant outcome is the

three-body problem in the restricted case, which remains highly relevant in areas of space

technological innovation due to its wide applicability. This knowledge is used, for example,

in the simulation and launch of satellites at specific points in space where the resulting

force is zero. With this in mind, and with the aid of the Python programming language,

which assists us in creating graphics and computational tools, we present the formulation

of the problem, the initial considerations, and the solution for it in the restricted case,

using Python as a tool for building graphics and systems.

Keywords:Restricted three-body case. Teaching Physics. Classical Mechanics.
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1 INTRODUÇÃO

A natureza do mundo é extremamente complexa. Acontecimentos cotidianos,

como acender uma lâmpada em um quarto, observar o vapor saindo de uma x́ıcara de

café ou olhar para o céu e ver o movimento dos astros, revelam diversos fenômenos

intrigantes da f́ısica. Momentos como esses passam despercebidos e são considerados

eventos normais e sem importância. No entanto, aqueles que se dedicam a entender o

desconhecido podem verdadeiramente apreciar a beleza dos pequenos detalhes. Dentre a

diversidade de problemas que a f́ısica aborda, busca-se encontrar maneiras de descrevê-los,

ou seja, expressá-los de forma conveniente, para posteriormente desvendar soluções para os

mais diversos casos. Ao longo de mais de 2000 anos, inúmeros problemas surgiram, como

a catástrofe do ultravioleta, o problema da órbita de Vênus, a equação de Navier-Stokes, o

Prinćıpio da Mińına ação entre outros ambos resolvidos, ou não, através teorias conhecidas

como a Mecânica Quântica ou a Relatividade[1].

Durante anos, um problema tem chamado a atenção da F́ısica e da Astronomia.

A formulação desse problema é bem menos abstrata do que os problemas da relatividade e

da mecânica quântica, e também possui um caráter menos complexo do que a determinação

de conceitos como momento ou do tempo. Esse problema é denominado ”o problema dos

três corpos”. Inicialmente formulado por Newton, ele propôs encontrar uma solução para

um sistema de três part́ıculas que interagem apenas entre si. Embora a proposta desse

problema pareça mais simples que as anteriores, ele possui um grau de complexidade de

tal modo que a solução anaĺıtica exata é inviável de ser calculada. Inúmeros cientistas

tentaram encontrar uma solução, incluindo Euler, Jacobi, Lagrange, Laplace, Le Verrier,

Hamilton, Poincaré e Birkhoff[2]. No entanto, nenhum deles encontrou uma solução

concreta.

Por exemplo, Euler e Lagrange[3], estabeleceram métodos aproximativos para

encontrar soluções para o problema dos três corpos, o que se mostrou de grande aux́ılio,

pois as soluções por eles previstas demonstraram um certo grau de aplicabilidade. Além

disso, a associação do problema dos três corpos traz uma importância fundamental para a

astronomia, servindo como base para a identificação dos pontos de Lagrange. Esses pontos

são locais no espaço, resultantes de uma certa configuração, onde um corpo, geralmente

de massa muito menor em comparação com o sistema como um todo, encontra-se em

equiĺıbrio.

Os objetivos desse trabalho são: Apresentar a formulação geral do problema de

três corpos, Resolver as equações do problema restrito circular de três corpos e utilizar

métodos numéricos para encontrar os pontos de Lagrange.

Nesse sentido, o presente trabalho foi dedicado ao estudo do problema dos

três corpos, em especial o seu caso restrito. O trabalho foi dividido em seis caṕıtulos,
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distribúıdos da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, foi apresentada a motivação para o estudo do problema dos

três corpos, destacando sua perspectiva histórica e a origem do problema abordado neste

trabalho de conclusão de curso.

O Caṕıtulo 2 discute as três leis de Newton, sua importância e funcionamento.

Além disso, aborda o uso do Python como ferramenta computacional para simulação de

espaços reais e criação de gráficos, terminando com uma breve explicação sobre a equação

de Lagrange, seu contexto de surgimento, aplicabilidade e interações.

No Caṕıtulo 3, após estabelecer os conceitos fundamentais, inicia-se a montagem

do problema partindo da segunda lei de Newton, dadas as condições iniciais.

No Caṕıtulo 4, são introduzidos os métodos aproximativos de Euler e Lagrange

para o problema dos três corpos.

No Caṕıtulo 5, estuda-se o problema dos três corpos e seu caso restrito, que

traz consigo o conceito de pontos de Lagrange.

No último caṕıtulo, Caṕıtulo 6, são apresentadas a conclusão do trabalho e

suas perspectivas futuras.
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2 O PONTO DE PARTIDA: AS LEIS DE NEWTON E A EQUAÇÃO DE

LAGRANGE

Neste caṕıtulo, será iniciado o destaque do advento da mecânica com a apre-

sentação das três leis de Newton e a equação de Lagrange, que servirão de base para a

construção do problema. O estudo começará utilizando as referências [4, 5, 6, 7, 8, 9],

para posteriormente desenvolver o problema e encontrar uma expressão geral nos caṕıtulos

seguintes.

2.1 As Leis de Newton e o Prinćıpio Fundamental da Dinâmica.

As Leis de Newton representam um dos maiores avanços cient́ıficos da humani-

dade. Embora não sejam completamente válidas em todos os referenciais, como quando os

corpos se movem a velocidades próximas à da luz ou em escalas atômicas e subatômicas,

as Leis de Newton ainda se mostram bastante úteis em sistemas que não se encontram

nestas ordens de grandeza. Diante disso, elas servem como uma excelente ferramenta.

Para iniciar o processo, serão enunciadas as Leis de Newton, que são escritas da seguinte

forma:

1º) Todo o corpo persiste em seu estado de repouso, ou movimento uniforme,

a menos que seja compelido a mudar seu estado através de forças impressas sobre ele.

2º) Um corpo sob a ação de uma força(F⃗ )se move de tal forma que a taxa

temporal de variação da quantidade de movimento(P⃗ ) é igual a força.

d

dt
P⃗ = F⃗ (2.1)

Já a 2º Lei estabelece o conceito de força, que é o agente causador da variação

no estado do sistema. Isso diz, que a soma de todas as forças que atuam em um sistema é

igual a taxa de variação do momento linear.

Por último, enunciamos a 3º Lei que pode ser dita da seguinte maneira,

3º) Se dois corpos exercem forças entre si, essas forças serão iguais em magni-

tude e opostas em termos da direção.

F⃗1 = −F⃗2 (2.2)

As leis de Newton possuem um caráter muito peculiar em sua aplicabilidade:
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só é posśıvel calcular a força resultante que atua em uma part́ıcula quando se conhecem

todas as forças que agem sobre ela. Com base nisso, serão utilizados os conhecimentos

apresentados pelas Leis de Newton para montar o problema.

2.2 A Equação de Lagrange

Conforme já mencionado só é posśıvel calcular o movimento de uma part́ıcula

ou de um sistema quando se conhecem todas as forças que atuam sobre ele. À primeira

vista, isso pode parecer apenas um detalhe, mas para quem já trabalhou para descobrir a

equação do movimento de um pêndulo simples, é evidente que, embora o problema possa

não ser muito complexo, é bastante trabalhoso. Nessa situação, vê-se a importância de

outra formulação que descreva o movimento das part́ıculas sem depender diretamente da

quantidade de forças que atuam sobre elas.

Uma outra maneira de descobrir a equação de movimento de um corpo, sem

usar o método desenvolvido por Newton, é o método de Lagrange. O método de Lagrange é

bastante útil quando se deseja escrever a equação que descreve o movimento sem considerar

todas as forças atuando em um corpo. Para ser aplicável, esse método requer duas

condições:

1º) As forças que agem no sistema (exceto quaisquer forças de restrição) devem

ser deriváveis de um potencial (ou vários potenciais).

2º)As restrições devem ser holonômicas, ou seja, as equações de restrição de-

vem ser relações que conectam as coordenadas das part́ıculas e podem ser funções do tempo.

Para usar a equação de Lagrange, primeiro escrevemos a lagrangeana, que é:

L = T − V (2.3)

Assim, L é a lagrangeana, T é a energia cinética e V a energia potencial. Com

esses resultados em mãos, é posśıvel escrever a equação de Lagrange.

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (2.4)

Esta é a equação de Lagrange: q é a coordenada generalizada da posição e q̇

é a coordenada generalizada da velocidade. O resultado dessa expressão, atendendo às

condições impostas inicialmente, é a equação do movimento do corpo a que ela se refere.



5

3 INTRODUÇÃO AO PROBLEMA DOS TRÊS CORPOS

Nesta seção, serão dados os primeiros passos na montagem do problema dos três

corpos. Para isso, será iniciada uma formulação newtoniana do problema, analisando as

forças que atuam sobre cada um dos corpos, de modo que o sistema possa ser adaptado a

um novo conjunto de coordenadas que servirá como base para iniciar as aproximações[10].

3.1 Montagem do Sistema a partir de Mecânica Newtoniana.

Iniciamos o problema observando a figura 1, que mostra três corpos m1,m2 e

m3. Esses corpos estão em um referencial separado e têm massas relativamente grandes,

ocupando posições distintas. As grandes distâncias entre os corpos permitem que, em

comparação com suas dimensões, possamos considerá-los como massas pontuais. Assim,

temos:

Figura 1: Representação do sistema contendo três part́ıculas pontuais denominadas,
m1,m2 e m3. Ambas com massas e posições distintas.

Fonte: O próprio autor

Com o sistema visto na Figura 1, vamos agora aplicar a 2ª Lei de Newton,

equação. (2.1), ao nosso sistema. Assim, obteremos, para o caso da part́ıcula 1,

m1
¨⃗r1 = −Gm1m2

(
r⃗1 − r⃗2
|r⃗1 − r⃗2|3

)
+Gm1m3

(
r⃗1 − r⃗3
|r⃗1 − r⃗3|3

)
(3.1)
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Agora de maneira análoga para as part́ıculas 2 e 3,

m2
¨⃗r2 = −Gm1m2

(
r⃗2 − r⃗1
|r⃗2 − r⃗1|3

)
+Gm2m3

(
r⃗2 − r⃗3
|r⃗2 − r⃗3|3

)
(3.2)

m3
¨⃗r3 = −Gm1m3

(
r⃗3 − r⃗1
|r⃗3 − r⃗1|3

)
+Gm2m3

(
r⃗3 − r⃗2
|r⃗3 − r⃗2|3

)
(3.3)

As equações (3.1), (3.2) e (3.3) representam a força resultante em cada uma

das part́ıculas do sistema, ou seja, a unidades de cada equação é em Newton. Realizando

a soma das equações (3.2) e (3.3) com a equação (3.1) para encontrar a aceleração total

do sistema. Ao realizar essa soma, encontraremos o seguinte resultado:

m1
¨⃗r1 +m2

¨⃗r2 +m3
¨⃗r3 = 0⃗ (3.4)

A partir da equação (3.4), pode-se inferir que a força resultante do sistema

é nula. Sendo assim, pode-se dizer que o sistema está em repouso ou em movimento

uniforme. Com a condição apresentada na equação (3.4), adotaremos um sistema no qual

ele estará em repouso e seu centro de massa estará localizado na origem. O esquema

proposto é mostrado na figura 2,

Figura 2: Representação do sistema contendo três part́ıculas pontuais em distâncias
distintas ao redor de um centro de massa que está disposto na origem do sistema.

Fonte: O próprio autor
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Com o sistema constrúıdo, inicialmente para facilitar sua descrição, será reali-

zada uma mudança de variáveis nele, a fim de obter uma melhor notação. A mudança em

questão seguirá a seguinte relação:

s⃗1 = r⃗3 − r⃗2 (3.5)

s⃗2 = r⃗1 − r⃗3 (3.6)

s⃗3 = r⃗2 − r⃗1 (3.7)

Nessa mudança de variável, as equações (3.5), (3.6) e (3.7) são denominados de

vetor deslocamento entre as part́ıculas. Como ilustrado na figura 3,

Figura 3: Representação do sistema contendo três part́ıculas pontuais em distâncias
distintas ao redor de um centro de massa que está disposto na origem do sistema.

Fonte: O próprio autor

Com o sistema montado, realizaremos uma alteração para conseguirmos escrever

nas coordenadas do sistema em função das nossas novas coordenadas, para isso partiremos

da equação (3.4).



8

m1r⃗1 = −m2r⃗2 −m3r⃗3 (3.8)

Agora será somada em ambos os lados da equação (3.8) a seguinte expressão

m2r⃗1 +m3r⃗1. Além disso, será chamado M = m1 +m2 +m3.

m1r⃗1 +m2r⃗1 +m3r⃗1 = m3r⃗1 −m3r⃗3 −m2r⃗2 +m2r⃗1

Chega-se ao seguinte resultado,

r⃗1 =
m3(r⃗1 − r⃗3)−m2(r⃗2 − r⃗1)

M
(3.9)

Com os resultado das equações (3.6) e (3.7) chega-se,

r⃗1 =
m3s⃗2 −m2s⃗3

M
(3.10)

De maneira análoga para r⃗2 e r⃗3,

r⃗2 =
m1s⃗3 −m3s⃗1

M
(3.11)

r⃗3 =
m2s⃗1 −m1s⃗2

M
(3.12)

Através das equações anteriores, consegue-se reescrever as equações do movi-

mento em função de nossas novas coordenadas. Agora, descrevendo o movimento utilizando

nossa mudança de variável.

Com a equação (3.5) e as equações (3.3) e (3.2),

s⃗1 = Gm1
r⃗1 − r⃗3
|r⃗1 − r⃗3|3

−Gm2
r⃗3 − r⃗2
|r⃗3 − r⃗2|3

+Gm1
r⃗2 − r⃗1
|r⃗2 − r⃗1|3

−Gm3
r⃗3 − r⃗2
|r⃗3 − r⃗2|3

(3.13)

Com a mudança de variáveis realizada, equação. (3.5), (3.6) e (3.7). Teremos,

s⃗1 = Gm1
s⃗2
|s⃗2|3

+Gm2
s⃗1
|s⃗1|3

+Gm1
s⃗3
|s⃗3|3

−Gm3
s⃗1
|s⃗1|3

(3.14)

Na equação (3.14) somemos e subtrairemos a expressão Gm1
s⃗1

|s⃗1|3 , assim:
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¨⃗s1 = −GM
s⃗1
|s⃗1|3

+Gm1s⃗T (3.15)

Onde,

s⃗T =
s⃗1
|s⃗1|3

+
s⃗2
|s⃗2|3

+
s⃗3
|s⃗3|3

(3.16)

As equações do movimento para as outras coordenadas podem ser escritas da

seguinte forma,

¨⃗s2 = −GM
s⃗2
|s⃗2|3

+Gm2s⃗T (3.17)

¨⃗s3 = −GM
s⃗3
|s⃗3|3

+Gm3s⃗T (3.18)

Este sistema de equações (3.15) a (3.18) é um sistema de 3 equações com 18

variáveis independentes e não possuem solução anaĺıtica geral e somente são resolvidas

numéricamente sob condições iniciais e de restrição aplicadas em cada problema.
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4 APROXIMAÇÃO COM OS MÉTODOS DE EULER E LAGRANGE

Esta parte do trabalho foi realizada a partir das seguintes referências, [11, 12,

13, 14]. O problema dos três corpos não possui uma solução anaĺıtica. Isso faz com que as

equações (3.15), (3.17) e (3.18) sejam o máximo que extraimos do problema e, portanto,

não há como expressá-lo de uma maneira mais geral. No entanto, mesmo que não seja

posśıvel uma resposta geral para o problema, existem soluções aproximadas por meio de

métodos aproximativos. Embora essas soluções não sejam definitivas, elas ajudam na

compreensão de uma variedade de exemplos, o que será muito útil para os casos abordados

neste trabalho.

Havendo sido montado um sistema com as novas variáveis, (3.15), (3.17) e (3.18).

exploramos métodos de resolução para o mesmo. A partir dos métodos desenvolvidos por

Euler e Lagrange na tentativa de responder ao problema.

4.1 Método de Euler

Este método prôpos, o qual propôs encontrar soluções para as equações: (3.15),

(3.17) e (3.18) em que os corpos se posicionassem de maneira colinear.

Foi assumido que os três corpos estão alinhados, e um corpo qualquer, como

m3, está posicionado entre os corpos m1 e m2. conforme apresentado na figura 4,

Figura 4: Configuração da Método de Euler.

Fonte: O próprio autor
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Além disso, também foi posta a condição de que esses mesmos corpos não

podem colidir, ou seja, não há choques no sistema. Dadas essas condições impostas,

podemos expressar as soluções da seguinte forma,

s⃗1(t) = s⃗1(t) (4.1)

s⃗2(t) = λ(t)s⃗1(t) (4.2)

s⃗3(t) = −(1 + λ(t))s⃗1(t) (4.3)

Onde λ(t) é uma função estritamente positiva. Com as equações (4.1), (4.4)

e (4.3) vamos há seguinte manipulação. Vamos derivar a equação s⃗2(t) = λ(t)s⃗1(t) duas

vezes e substituir na equação (3.17).

¨⃗s2(t) = λ̈s⃗1(t) + 2λ̇ ˙⃗s1(t) + λ ¨⃗s1(t) (4.4)

Por praticidade, foi alterado λ(t) por λ para que não houvesse um excesso de

notação. Altenando primeiro termo da equação (4.4) pela expressão já visualizada na

equação (3.17):

−GM
λs⃗1(t)

||λs⃗1(t)||3
+Gm2s⃗T = λ̈s⃗1(t) + 2λ̇s⃗1(t) + λ ¨⃗s1(t) (4.5)

A priori, trabalha-se com o lado esquerdo da equação antes de combiná-lo com

o lado direito. Portanto, ao desenvolver a expressão anterior utilizando a equação (3.16),

chega-se ao seguinte resultado.

s⃗1
|s⃗1|3

(
−GM

λ

λ3

)
+Gm2

(
s⃗1
|s⃗1|3

+
s⃗2
|s⃗2|3

+
s⃗3
|s⃗3|3

)

s⃗1
|s⃗1|3

(
−GM

λ

λ3

)
+Gm2

(
s⃗1
|s1|3

+
λ

λ3

s⃗1
|s1|3

+
−(1 + λ)

| − (1 + λ)|3
s⃗1
|s1|3

)

s⃗1
|s1|3

(
−GM

λ2
+Gm2

(
1 +

1

λ2
− 1 + λ

| − (1 + λ)|3

))
Havendo terminado a simplificação da parte esquerda, parte-se para a parte

direita. Para isso, utiliza-se a equação (3.15) para reescrever a equação λ ¨⃗s1(t),



12

λ ¨⃗s1(t) = λ
s⃗1
|s1|3

(−GM) +Gm1λ
s⃗1
|s1|3

(
1 +

1

λ2

−(1 + λ)

| − (1 + λ)|3

)

s⃗1
|s1|3

(
−λGM +Gm1λ

(
1 +

1

λ2

−(1 + λ)

| − (1 + λ)|3

))
Realizando algumas manipulações obtemos a seguinte expressão,

2λ̇(t)s⃗1(t) + λ̈(t)s⃗1(t) = K(t)
s⃗1

||s1||3
(4.6)

K(t) = −GM
1

λ2
+Gm2

[
1 +

1

λ2

−(1 + λ)

| − (1 + λ)|3

]
+ λGM −Gm1λ

[
1 +

1

λ2

−(1 + λ)

| − (1 + λ)|3

]

Onde se vê K(t) é, um expressão que envolve as funções λ e as constantes: G,

e M . A partir dos resultados obtidos podemos considerar duas hipóteses,

1. λ̇(t) = 0, e conjecturamos que a função λ(t) é uma constante.

2. ¨⃗s1 = a(t)s⃗1, onde atribuimos o a(t) como uma função de t.

Logo, assume-se que o primeiro item não se verificará, o que se deve ao fato

de que, de acordo com o obtido, a função λ(t) é uma função positiva e possui derivada

primeira igual a zero. Sendo assim, resta trabalhar com a segunda expressão..

Vamos assumir que o vetor s⃗1 é da seguinte forma,

s⃗1(t) = a(t)s⃗1(0) (4.7)

Em que, s⃗1(0) é o vetor posição do corpo 1 em relação ao corpo 3 no instante

t = 0 e a(t) é uma função real que assume apenas valores positivos. Através dessa ideia,

o vetor posição pode ser escrito de maneira mais geral que a escrita anteriormente, λ(t).

Assim, podemos reescrever as equações (4.1), (4.4) e (4.3) levando em consideração da

equação (4.7).
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s⃗1(t) = a(t)s⃗1(0) (4.8)

s⃗2(t) = λa(t)s⃗1(0) (4.9)

s⃗3(t) = −(1 + λa(t)s⃗1(0) (4.10)

Com as equações (4.8), (4.9) e (4.10) temos a representação da solução do nosso

problema com as condições impostas inicialmente. Agora podemos reescrever as expressões

para as posições usando as seguintes equações, dadas as considerações impostas: (3.6),

(3.7) e (3.5). Assim,

r⃗3 − r⃗2 = a(t)(r⃗3(0)− r⃗2(0)) (4.11)

r⃗1 − r⃗3 = λa(t)(r⃗3(0)− r⃗2(0)) (4.12)

r⃗2 − r⃗1 = −(1− λa(t))(r⃗3(0)− r⃗2(0)) (4.13)

As equações anteriores descrevem as posições do sistema, e graças a esse artif́ıcio

podemos também expressar facilmente que as part́ıculas se movem sempre sobre a mesma

reta.

Dada todas as deliberações até então, vamos em busca das soluções colineares

para as equações em que λ é constante. Assim, vamos voltar a reescrever as equações (4.1),

(4.4) e (4.3). Assumindo agora a condição que que λ é um número real positivo. Elas

acabam por se tornar,

s⃗1(t) (4.14)

s⃗2(t) = λs⃗1(t) (4.15)

s⃗3(t) = (1 + λ)s⃗1(t) (4.16)
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Partindo disso, vamos derivar as equações anteriores, (4.14), (4.15) e (4.16),

duas vezes,

¨⃗s1 = ¨⃗s1

¨⃗s2 = λ ¨⃗s1

¨⃗s3 = (1− λ) ¨⃗s1

Agora, substituir nas equações de seus respectivos termos nas equações (3.15),

(3.17) e (3.18).

¨⃗s1 = −GM
s⃗1
|s⃗1|3

+Gm1s⃗T

λ ¨⃗s1 = −GM
s⃗2
|s⃗2|3

+Gm2s⃗T

(1− λ) ¨⃗s1 = −GM
s⃗3
|s⃗3|3

+Gm3s⃗T

Ao final, reescreveremos as equações anteriores levando em conta, (4.14), (4.15)

e (4.16) e igualemos as expresões.

p(λ) = (m2+m3)λ
5+(3m2+2m3)λ

4+(3m2+m3)λ
5−(3m1+m3)λ

2−(3m1+m3)λ−(m1+m3)

(4.17)

Com tudo isto, chegamos em λ se apresenta como uma a raiz positiva do

polinômio de quinto grau. A mesma pode ser visualizada a partir da Figura 5
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Figura 5: Solução do polinômio de 5º grau com m1 = 1, m2 = 2 e m3 = 3.

Fonte: O próprio autor

O gráfico da figura 5 apresenta que p(0) < 0 e p(∞) > 0, o polinômio possui

uma raiz positiva. A unicidade dessa raiz pode ser observada pelo método de Descartes

e é única para quaisquer valores das massas que consideremos. Vale salientar que a

existência dessa raiz traz consigo um resultado muito importante, pois indica a existência

e a estabilidade das soluções colineares no sistema. Assim, conclúımos que o valor p(λ)

possui uma raiz positiva e utilizaremos esse resultado.

Com o resultado anterior obtido, podemos construir o gráfico da solução colinear

de Euler no Problema dos Três corpos, o mesmo pode ser visualizado na Figura 6
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Figura 6: Gráfico da solução colinear proposta por Euler.

Fonte: O próprio autor

A Figura 6 foi plotado com as seguintes condições: As massas foram dispostas

como: m1, m2 e m3: 1,2 e 3. A força de interação gravitacional é G = 1 e as posições

inicias são x10 = −1.0, v12 = 0, x30 = 1.0 e v30 = 0. No eixo x temos o tempo e no eixo y

representa a posição dos corpos 1 e 3. O corpo 2 não é indicado aqui, pois está coincidente

com o nosso centro de massa de acordo com as manipulações realizadas. Como as massas

dos corpos são diferentes, esperamos que as amplitudes das oscilações sejam diferentes

para cada um.

Agora voltemos as equações, (3.15), (3.17) e (3.18). Para isso, vamos usar as

equação (3.15) e multiplicá-la por m3 e a equação (3.18) por m1 e ao final subtráımos e

utilizamos as equações vistas em (4.1), (4.4) e (4.3), Teremos:

¨⃗s1 = −GM
m1 +m3(1 + λ)2

(1 + λ)2(m3 +m1(1 + λ)

s⃗1
|s⃗1|3

(4.18)
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A equação (4.18) descreve o movimento de um corpo de massa 1 no problema

das órbitas de Kepler. As soluções geométricas para o mesmo já são conhecidas e

são classificadas em função de Energia total, E, e do seu momento angular, M⃗ , sendo

classificadas da seguinte forma,

1. Semiretas, se M⃗= 0⃗;

2. Elipses, se M⃗ ̸= 0⃗ e E < 0;

3. Parábolas, se M⃗ ̸= 0⃗ e E = 0;

4. Ramos de Hiperbole, se M⃗ ̸= 0⃗ e E > 0.

A semirreta possui uma origem em O e cada umas destas cônicas tem um foco

em O.

4.2 Método de Lagrange

Tendo visto o método de Euler, vamos agora explorar o método de Lagrange.

Neste método, procuraremos soluções das equações: (3.15), (3.17) e (3.18). Aos quais se

verificam que, s⃗T = 0⃗ em qualquer instante de tempo. Usaremos a seguinte relção,

s⃗1 + s⃗2 + s⃗3 = 0⃗ (4.19)

Juntamente com a relação (4.19) e a condição impostas no começo da seção,

temos espaço para duas afirmações:

1. s⃗1(t), s⃗2(t) e s⃗3(t) são colineares(Onde entramos no caso das soluções de Euler);

2. s⃗1(t) = s⃗2(t) = s⃗3(t), em qualquer instante t.

As soluções que satisfazem as condições impostas inicialmente são chamadas

de soluções equiláteras e foram propostas pela primeira vez por Lagrange. Esta condição

indica que a cada instante de tempo os três corpos estão posicionados de maneira a formar

os vértices de um triângulo equilátero. Esse triângulo pode variar em tamanho e posição

conforme o valor de t.

Ao voltarmos para a própria condição de equilatereidade as equações (3.15),

(3.17) e (3.18), resultam em três problemas de Kepler que são bem semelhantes.
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⃗̈s1 = −GM
s⃗1
|s1|3

(4.20)

⃗̈s2 = −GM
s⃗2
|s2|3

(4.21)

⃗̈s3 = −GM
s⃗3
|s3|3

(4.22)

Existem três problemas de Kepler que, aparentemente independentes, são na

realidade dependentes pela condição de equilateralidade. Isso significa que os corpos

orbitam em torno do centro de massa com diferenças de fase constantes.

Dada toda a argumentação feita inicialmente, podemos apresentar o gráfico da

solução que é visualizado na Figura 7. Os parâmetros utilizados nas soluções podem ser

encontrados nos apêndices.

Figura 7: Gráfico da solução Equilátera proposta por Lagrange.

Fonte: O próprio autor
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O gráfico da Figura 7 foi plotado com as seguintes condições. As massas foram

dispostas como: m1, m2 e m3: 1,2 e 3. A força de interação gravitacional é G = 1 e as

posições inicias são x10 = −0.5, y10 = 0.86, vx10 = 0, vy10 = 0, x20 = 0.5, y20 = 0.86,

vx20 = −0.5, vy20 = −0.86, x30 = 0, y30 = −1, 4, vx30 = 0 e vy30 = −0.86. O movimento

descrito corresponde a uma configuração equilátera, em que os corpos se movem em uma

configuração que suas posições formam um triângulo equilátero.

Nesta caṕıtulo, observamos o métodos de Euler e Lagrange, esses métodos são

soluções particulares para o problema restrito dos três corpos. No entanto, eles não muito

útilizados pela sua falta de aplicabilidade e por causa disso acabam sendo deixadas de

lado.
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5 O PROBLEMA DOS TRÊS CORPOS, O CASO RESTRITO CIRCULAR

Está seção foi tomada como base através de [15,16,17]. toda a discussão

realizada foi através de entender o problema dos três corpos. De modo geral, foi comentado

a sua introdução, a montagem do sistema, e os métodos aproximativos para entendermos

o mesmo e calcularmos os pontos de Lagrange.

5.1 O problema do movimento restrito dos três corpos.

Este problema é aplicado quando trabalhamos com objetos, como cometas, que

possuem uma massa muito pequena comparada a massa do Sol ou da Terra.

Inicialmente, consideramos três corpos: m1, m2 e m3, onde suas massas obede-

cem a seguinte relação: m1 > m2 > m3.

A posição de m3 em relação a m1 e m2 são:

r⃗31 = r⃗3 − r⃗1

r⃗32 = r⃗3 − r⃗2

r⃗21 = r⃗2 − r⃗1
(5.1)

A ilustração da esquematização do problema fica,

Figura 8: Idealização das posições das Part́ıculas.

Fonte: O próprio autor

O centro de massa do sistema é,
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MR⃗ = m1 · r⃗1 +m2 · r⃗2 +m3 · r⃗3 (5.2)

Como m3 << m1 e m3 << m2, reescreve-se a equação (5.2) como:

MR⃗ ≈ m1 · r⃗1 +m2 · r⃗2 (5.3)

O triângulo relativo do sistema é,

r⃗31 = r⃗31 − r⃗21, r⃗32 = r⃗31 + r⃗21 (5.4)

A posição da part́ıcula 3 em relação a 1 e 2 são dada pelas equações:

(r31)
2 = (x3 − x1)

2 + (y3 − y1) = (x− x1)
2 + (y − y1)

2

(r31)
2 = (x3 − x2)

2 + (y3 − y2) = (x− x2)
2 + (y − y2)

2 (5.5)

A energia cinética do corpo 3 é,

T =
1

2
m3(ẋ

2 + ẏ2) (5.6)

A energia potencial é:

V (r⃗3) = −G
m1m3

r31
−G

m2m3

r32
(5.7)

Agora consideraremos que o sistema de coordenadas de m1 e m2 começa a

sofrer uma rotação ω=constante. O corpo 3 realiza uma rotação em torno do sistemas de

corpos 1 e 2, logo a rotação do sistema de coordenas de 3 é dado pelo sistema:

x‘(t) = xcos(ωt) + ysen(ωt)

y‘(t) = xsen(ωt)− ycos(ωt) (5.8)

Dadas as considerações, vamos calcular a energia cinética do mesmo, para isso

realizaremos a derivada das posições do corpo 3 que realiza a rotação e através de algumas

manipulações usaremos o resultado na equação da energia cinética, temos:
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T =
1

2
m3[ẋ

2 + ẏ2 + 2ω(xẏ − yẋ) + ω2(x2 + y2)] (5.9)

Usando (5.7) juntamente com a (5.9) construimos a equação de Lagrange para

o nosso sistema em rotação,

L =
1

2
m3[ẋ

2 + ẏ2 + 2ω(xẏ − yẋ) + ω2(x2 + y2)] +Gm3

(
m1

r31
+

m2

r32

)
(5.10)

Usando a equação diferencial de Lagrange, como vista em (2.4), calcularemos o

movimento para a coordenada x:

∂L

∂ẋ
=

1

2
m3[2ẋ− 2ωy]

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= m3 (ẍ− ωẏ)

∂L

∂x
=

1

2
m3[2ωẏ + 2ω2x]−Gm3

(
m1(x− x1)

r331
+

m2(x− x2)

r332

)

Logo,

m3ẍ = m3ωẏ +m3[ωẏ + ω2x]−Gm3

(
m1(x− x1)

r331
+

m2(x− x2)

r232

)

A equação que descreve o movimento da coordenada x é,

ẍ = 2ωẏ + ω2x−G

(
m1(x− x1)

r331
+

m2(x− x2)

r232

)
(5.11)

De maneira análoga para o movimento da coordenada y é,

ÿ = −2ωẏ + ω2x−G

(
m1(y − y1)

r331
+

m2(y − y2)

r232

)
(5.12)

Pelas equações (5.11) e (5.12) é posśıvel observar que a trajeória não depende

da part́ıcula 3. Apenas é movido pela ação gravitacional devido a 1 e 2.

Como o corpo 3 não interfere no centro de massa das part́ıculas m1 e m2. O
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movimento é dado pelos dois corpos. Assim, usando a 3º Lei de Kepler temos:

T 2 =
4π2µa3

K

A velocidade angular é ω = 2π
T
. Logo,

1

ω2
=

µa3

K
⇒ m1 ·m2

m1 +m2

1

m1 ·m2

a3 =
a3

G(m1 +m2)

Onde µ = m1·m2

m1+m2
e K = Gm1 ·m2. Reescrevendo ω com as alterações,

ω2 =
G(m1 +m2)

a3
⇒ G =

ω2a3

m1 +m2

(5.13)

Logo, usando a equação (5.13) nas equações (5.11) e (5.12), temos:

ẍ = 2ωẏ + ω2x− ω2a3

m1 +m2

(
m1(x− x1)

r331
+

m2(x− x2)

r232

)
(5.14)

ÿ = −2ωẏ + ω2x− ω2a3

m1 +m2

(
m1(y − y1)

r331
+

m2(y − y2)

r232

)
(5.15)

A segunda tentativa de simplificação é assumir que dado o número extenso de

expressões realizemos a seguinte simplificação, µ = m2

m1+m2
e 1− µ = m1

m1+m2

Logo,

ẍ = 2ωẏ + ω2x− ω2a3
(
(1− µ)(x− x1)

r331
+

µ(x− x2)

r232

)
(5.16)

ÿ = −2ωẋ+ ω2y − ω2a3
(
(1− µ)(y − y1)

r331
+

µ(y − y2)

r232

)
(5.17)

A terceira simplificação, consistem em eliminar o ω das (5.16) e (5.17). Assim,

tomando t = T
ω
. Ao realizamos essa mudança teremos,

ω2ẍ = 2ω2ẏ + w2x− ω2a3
[
(1− µ)(x− x1)

r331
+

µ(x− x2)

r332

]
(5.18)

ω2ÿ = −2ω2ẋ+ w2y − ω2a3
[
(1− µ)(y − y1)

r331
+

µ(y − y2)

r332

]
(5.19)
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Reescrevendo as esquações (5.18) e (5.19) são rescritas como:

ẍ = 2ẏ + x− a3
[
(1− µ)(x− x1)

r331
+

µ(x− x2)

r332

]
(5.20)

ÿ = −2ẋ+ y − a3
[
(1− µ)(y − y1)

r331
+

µ(y − y2)

r332

]
(5.21)

As equações (5.20) e (5.21) são equações do movimento do corpo 3 atuando a

força gravitacional dos corpos 1 e 2. Considerando que o sistema de massas 1 e 2 estão

fixos sobre o eixo x, é posśıvel determinar o conjunto solução para esses dois corpos:

m1 = (x1, 0),m2 = (x2, 0) (5.22)

Com isso, o resultado da equação (5.22), podemos escrever x1 e x2 podem ser

escritas como:

MR⃗ = m1r⃗1 +m2r⃗2 ⇒ MXc = m1x1 +m2x2

Como Xc = 0, pois o centro de massa se localiza na origem. Temos,

m1x1

m1 +m2

+
m2x2

m1 +m2

= 0

Graças a isso podemos fazer a seguinte substituição,

(1− µ)x1 + µx2 = 0 (5.23)

Para que (5.23) seja válido temos que modificá-los. Assim, a posição das massas

é,

m1 ⇒ (−µ, 0),m2 ⇒ (1− µ, 0) (5.24)

Assim, as equações do movimento se tornam (5.20) e (5.21) são determinadas

pelo sistema:

ẍ = 2ẏ + x− a3
[
(1− µ)(x+ µ)

r331
+

µ(x+ µ+ 1)

r332

]
(5.25)
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ÿ = 2ẋ+ y − a3
[
(1− µ)y

r331
+

µy

r332

]
(5.26)

Por último, em uma última simplificação, consideremos que o eixo maior

a3 = 13 = 1 e que,

r231 = (x− µ)2 + y2 (5.27)

r232 = (x+ µ− 1)2 + y2 (5.28)

5.2 Os Pontos de Lagrange

Os pontos de Lagrange são pontos especiais onde a força resultante é nula em

um sistema onde atuam a força gravitacional e a força centŕıpeta. Iniciando das equações

(5.25) e (5.26), temos que para (ẋ, ẏ) = (0, 0) e (ẍ, ÿ) = (0, 0), existem alguns pontos onde

a força resultante é nula, a partir da ação da força gravitacional e da força centŕıpeta.

x− (1− µ)
x+ µ

(x+ µ)3
− µ

(x+ µ− 1)

(x+ µ− 1)3
= 0 (5.29)

y − (1− µ)y

[(x+ µ)2 + y2]
3
2

− µy

([(x+ µ− 1)2 + y2]
3
2

= 0 (5.30)

Resolvendo cada uma das equações anteriores,

x− (1− µ)
x+ µ

(r31)3
− µ

(x+ µ− 1)

(r32)3
= 0 (5.31)

y[1− (1− µ)

r331
− µ

(r32)3
] = 0 (5.32)

Vamos tentar encontrar a solução da equação a partir da (5.32). Para isso,

vamos tomar y ̸= 0 e com isso a expressão de dentro igual a zero.

1 =
(1− µ)

r331
− µ

(r32)3

(1− µ)

r331
= − µ

(r32)3
+ 1 (5.33)

Usando a (5.33) em (5.31). Assim,

x− (− µ

r332
+ 1)(x+ µ)− (

µ

r332
(x+ µ− 1) = 0
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x(
µ

r332
− 1)(x+ µ)− (

µ

r332
(x+ µ− 1) = 0

µ[+
1

r331
− 1] = 0

1 +
1

r331
= 0 ⇒ r331 = 1 (5.34)

Lembremos da equação (5.4),

r⃗32 = r⃗31 − r⃗21

r32 = r231 + r221 − 2 · r31 · r21 · cos(θ)

Logo, com a solução (5.34):

r232 = 1 + r221 − 2r21cos(θ) (5.35)

Pela equação (5.23) foi estabelecido que x1 + x2 = 1 quando y = 0. Logo,

r⃗21 = r⃗2 − r⃗1 ⇒ |r⃗21| = 1. Portanto,

r232 = 2(1− cos(θ)) ⇒ r32 =
√

2(1− cos(θ) (5.36)

Usando (5.36) em (5.34) temos,

1− µ+
µ

[2(1 + cos(θ)]
3
2

= 1

µ(
1

[2(1 + cos(θ)]
3
2

− 1) = 0

Portanto,

2(1− cos(θ)) = 1 ⇒ 1− cos(θ) =
1

2
⇒ cos(θ) =

1

2

Logo, θ =60º para que a equação (5.33) seja válida.

r32 = 1 (5.37)

Usando as equações (5.37) e (5.34), temos:
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x− (1− µ)(x+ µ)− µ(x+ µ− 1) = 0

Verificamos que as soluções são constantes. Observemos que |r⃗31| = 1 e |r⃗32| = 1.

Logo,

r⃗231 = (x+ µ)2 + y2 = 1

r⃗232 = (x+ µ− 1)2 + y2 = 1 (5.38)

Retornando o sistema (5.38), temos,

(x+ µ)2 − (x+ µ− 1)2 ⇒ ±[x+ µ] = ±[x+ µ− 1]

Para ambos positivos(+,+) e ambos negativos(−,−) temos,

x+ µ = x+ µ− 1 ⇒ 0 = 1

Para (+,−),

x+ µ = −x− µ+ 1 ⇒ 2x+ 2µ = 1 (5.39)

Para (−,+),

−x− µ = x+ µ+ 1 ⇒ −2x− 2µ = 1 ⇒ x =
1

2
+ µ (5.40)

Logo,

x =
1

2
± µ (5.41)

Usando (5.41) em (5.38) temos:

a) x = 1
2
+ µ

(
1

2
+ 2µ)2 + y2 ⇒ y2 = 1(

1

2
∓ 2µ)2

y = ∓
√

1− 1

4
(1 + 4µ)2 (5.42)
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b) x = 1
2
− µ

(
1

2
+ µ− µ)2 + y2 ⇒ y2 = 1− 1

4

y = ±
√
3

2
(5.43)

Para que a equação (5.42) seja válida é necessário,

1− 1

4
(1 + 4µ)2 > 0 ⇒ (1 + 4µ)2 < 1 ⇒ 1 + 4µ < 1 ⇒ µ < 0

Portanto, o par de solução x = 1
2
+ µ é,

y = ±
√

1− 1

4
(1 + 4µ)2

Os pontos equilaterais de lagrange,

L3 = (
1

2
− µ,

√
3

2
) (5.44)

L4 = (
1

2
− µ,−

√
3

2
) (5.45)

Os pontos colineares de Lagrange são obtidos quando y = 0 na equação de

movimento (5.29). Logo,

x− (1− µ)
x+ µ

(x+ µ)3
− µ

(x+ µ− 1)

(x+ µ− 1)3
= 0 (5.46)

A equação acima quando manipulada corretamente se torna uma função poli-

nomial de ordem 5 que pode ser resolvido numericamente ou por métodos aproximativos.

Agora, vamos calcular as valores dos pontos de Lagrange L1, L2 e L3 para

o sistema Terra-Lua gerados pelo python mostrados na Tabela 1 e em seguida o plot

completo de todos os pontos de Lagrange apresentados na Figura 9.
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Tabela 1: Cálculo dos Pontos de Lagrange Colineares do Sistema Terra-Lua

Posições Valores
L1 0.8369154703225321
L2 1.1556848961296604
L3 1.0050626466357435
Fonte: o próprio autor

Figura 9: Pontos de Lagrange do Sistema Terra-Lua

Fonte: O próprio autor

De maneira análoga, serão calculadas os pontos de Lagrange L1, L2 e L3 para

o sistema Sol e Júpiter gerados pelo python mostrados na Tabela 2. Além disso, também

visualizamos a os pontos de Lagrange do sistema Júpiter-Sol na Figura 10.

Tabela 2: Cálculo dos Pontos de Lagrange Colineares do Sistema Sol-Júpiter

Posições Valores
L1 0.9900276708626612
L2 1.010033026933167
L3 -1.0050626166357435
Fonte: o próprio autor

Ademais, também apresentamos a órbita percorrida por plutão sobre a influência

do Sol e Júpiter. A mesma se assemelha bastante ao sistema de três corpos, onde Plutão

faz o papel de um corpo muito menor em relação aos outros dois, veja a Figura 11
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Figura 10: Pontos de Lagrange do Sistema Júpiter-Sol

Fonte: O próprio autor

Figura 11: Órbita de Plutão em Função do Sistema Sol-Júpiter

Fonte: O próprio autor

Para a produção das Figuras 10 e 11 e da Tabela 2, a base necessária para

construir o mesmo foi feito de acordo com os dados fornecidos por artigo visto em[3]. Para

a elaboração da figura 11 foi realizada a solução das equações (5.25) e (5.26). Mais detalhes

sobre cada figura podem ser observadas nos apêndices deste mesmo trabalho.
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6 CONCLUSÃO

Através das Leis de Newton, ou através da dinâmica de Lagrange, conseguimos

escrever a equação que descreve o movimento do sistema dos três corpos. Além disso,

mostramos o resultado disposto na literatura que mostra que o mesmo não possui uma

solução anaĺıtica.

Devido a impossibilidade de solução anaĺıtica do problema, partimos para

métodos aproximativos para entendê-lo. Nesse sentido, estudamos as soluções colineares

de Euler e as soluções equiláteras de Lagrange. Mesmo que estas não sejam realmente

soluções da equação principal, elas apresentam um caráter peculiar, já que se mostram

como boas aproximações para eventos observados no cotidiano.

Ao final, compreendendo o problema e alguns de seus métodos aproximativos,

partimos para aplicar os conceitos desenvolvidos na tentativa de resolver o problema

dos três corpos, no caso restrito. Encontramos uma maneira de expressar sua posição e

identificamos pontos de equiĺıbrio nesse sistema, denominados pontos de Lagrange, onde

a força resultante devido ao sistema é nula. Todas essas soluções foram implementadas

através da linguagem de programação Python, que se mostrou como uma boa ferramenta

na solução do problema e na visualização dos dados.

Como trabalho futuro além de usar o Python como uma ferramenta para a

construção de gráficos e um método de resolver numéricamente uma equação e partirmos

como uma maneira de implementar inteligência artificial no projeto. Pontos em que a IA

podem ser úteis: ajuste na órbita de asteróides devido a distorções de massas ocultas. O

mundo real não é apenas dois corpos massivos, há outros corpos que podem contribuir

com a trajeória.
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A APÊNDICE A - Comandos para a Exibição da Posição.
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B APÊNDICE B - Comandos do Plot dos Pontos de Lagrange
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C APÊNDICE C - Comando do Plot Ráızes do polinômio p(lambda)
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D APÊNDICE D - Comando do Plot da Solução de Lagrange
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E APÊNDICE E - Comando do Plot da Solução de Euler
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F APÊNDICE F - Comando do Plot da Sistema Júpiter-Sol

import numpy as np

import scipy as sp

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.path as mpath

from matplotlib import cm

from matplotlib.ticker import LinearLocator

import math as mh

import pandas as pd

from scipy import optimize

import seaborn as sns

from scipy.integrate import solve_ivp

# In []

# These masses represent the Earth-Moon system

m_1 = 5.974e24 # kg

m_2 = 7.348e22 # kg

pi_2 = m_2 / (m_1 + m_2)

pi_2 = 0.00005250000# m_2 / (m_1 + m_2)

x_0 = 1 - pi_2

y_0 = 0.0455

z_0 = 0

vx_0 = -0.5

vy_0 = 0.5

vz_0 = 0

x0 = -0.60739559520

y0 = -0.77749682650

u0 = 0.10833422340

v0 = -0.08463997159

x_0 = x0

y_0 = y0

z_0 = 0

vx_0 = u0

vy_0 = v0

vz_0 = 0

# Then stack everything together into the state vector

r_0 = np.array((x_0, y_0, z_0))

v_0 = np.array((vx_0, vy_0, vz_0))
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Y_0 = np.hstack((r_0, v_0))

# In []

def rabs(xi,yi):

return np.sqrt(xi**2+yi**2)

def eq27(x,y,mu):

return x - (1-mu)*(x+mu)/rabs((x+mu),y)**3 -

mu*(x+mu-1)/rabs((x+mu-1),y)**3

def jacobiInt(mu,x,y,c):

return 0.5*(x**2+y**2)+(1-mu)/rabs((x+mu),y) +

mu/rabs((x+mu-1),y)-c

def rootBisec(a,b,mu,nMax=1E3,tol=1E-5,delta=1):

k=0

while k<=nMax:

c = (a + b)/2.

fc = eq27(c,0,mu)

if(fc<0): a = c

else: b = c

if(np.abs(fc)<=tol): break

k+=1

return c

def nondim_cr3bp(t, Y):

"""Solve the CR3BP in nondimensional coordinates.

The state vector is Y, with the first three components as the

position of $m$, and the second three components its velocity.

The solution is parameterized on $\\pi_2$, the mass ratio.

"""

# Get the position and velocity from the solution vector

x, y, z = Y[:3]

xdot, ydot, zdot = Y[3:]

# Define the derivative vector

Ydot = np.zeros_like(Y)

Ydot[:3] = Y[3:]

sigma = np.sqrt(np.sum(np.square([x + pi_2, y, z])))
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psi = np.sqrt(np.sum(np.square([x - 1 + pi_2, y, z])))

Ydot[3] = (

2 * ydot

+ x

- (1 - pi_2) * (x + pi_2) / sigma**3

- pi_2 * (x - 1 + pi_2) / psi**3

)

Ydot[4] = -2 * xdot + y - (1 - pi_2) * y / sigma**3 - pi_2 * y /

psi**3

Ydot[5] = -(1 - pi_2) / sigma**3 * z - pi_2 / psi**3 * z

return Ydot

# In[]

# L1 is betwewn 0 and R-

L1N = optimize.newton(func=eq27,x0=0,args=(0,pi_2,))

r = 1 # Or any other value as per your requirement.

L1 = rootBisec(0,r,pi_2)

L1 = rootBisec(0,r,pi_2)

L1t = r*(1-(pi_2/3)**(1/3))

print("L1",L1,L1t,L1N)

# In []

L2N = optimize.newton(func=eq27,x0=1,args=(0,pi_2,))

L2 = rootBisec(r,3*r,pi_2)

L2t = r*(1+(pi_2/3)**(1/3))

print("L2",L2,L2t,L2N)

# In []

L3N = optimize.newton(func=eq27,x0=-1,args=(0,pi_2,))

L3 = rootBisec(-r,0,pi_2)

L3t = -r*(1+(5*pi_2/12))

print("L3",L3,L3t,L3N)

#In[]

fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})

# Make data.

X = np.arange(-1, 1, 0.02)

Y = np.arange(-1, 1, 0.02)

X, Y = np.meshgrid(X, Y)

Z = 0.5*(X**2+Y**2)+(1-pi_2)/rabs((X+pi_2),Y) + pi_2/rabs((X+pi_2-1),Y)

#R = np.sqrt(X**2 + Y**2)

#Z = np.sin(R)

# Plot the surface.
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