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Posso dizer sequramente que mninguém

entende a fisica quantica.
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RESUMO

A fisica é dividida em dois grandes ramos: a fisica cldssica, que abrange sub-ramos como a
mecanica, a termodinamica, o eletromagnetismo, a ondulatéria e a dtica e a fisica moderna,
que tem como sub-ramos a relatividade e a mecanica quantica. Entretanto, existem
certas condigOes nas quais as equagoes da fisica moderna se assemelham as equagoes da
fisica classica. Essa condigao é denominada limite classico. Neste trabalho, focaremos no
teorema de Ehrenfest, que desempenha o papel do limite classico na mecanica quantica.
Demonstraremos que, sob determinadas condicoes, os valores médios dos observaveis
convergem para as grandezas classicas. Para isso, utilizaremos uma equacao que relaciona
a taxa de variacado dos valores médios em relagdo ao tempo. Aplicaremos essa equacao ao
momento linear em uma e trés dimensoes, bem como ao momento angular, cujo resultado
converge para a segunda lei de Newton e para a equacao do torque. Além disso, mostraremos
que na forca de Lorentz existe um limite de validade, que é um campo magnético uniforme.
O spin é um caso particular, ndo possuindo um anélogo classico, mas sua taxa de variacao
temporal é refletida na equagado do torque no eletromagnetismo. Por fim, abordaremos a
mecanica quantica no formalismo PDTO. Para isso, sera necessario modificar o espago de
Hilbert, acrescentando uma métrica que implicara em modificacbes no produto interno.
neste contexto, a interpretacao fisica dos resultados permanece inalterada. Aplicaremos o
teorema de Ehrenfest, obtendo que o limite classico do formalismo PDTO recai na equacao

da segunda lei de Newton em um espacgo curvo.

Palavras-chave: Limite Classico. Teorema de Ehrenfest. Mecanica Quantica. Formalismo
PDTO.



ABSTRACT

Physics is divided into two major branches: modern physics, which includes sub-branches
such as relativity and quantum mechanics, and classical physics, which encompasses
sub-branches like mechanics, thermodynamics, electromagnetism, wave theory, and optics.
However, there are certain conditions under which the equations of modern physics resemble
those of classical physics. This condition is called the classical limit. In this paper, we
will focus on Ehrenfest’s theorem, which plays the role of the classical limit in quantum
mechanics. We will demonstrate that, under certain conditions, the expectation values of
observables converge to classical quantities. To do this, we will use an equation that relates
the rate of change of expectation values with respect to time. We will apply this equation
to linear momentum in one and three dimensions, as well as to angular momentum, whose
result converges to Newton’s second law and the torque equation. Additionally, we will
show that in the Lorentz force, there is a limit of validity, which is a uniform magnetic field.
Spin is a particular case, having no classical analogue, but its rate of temporal variation is
reflected in the torque equation in electromagnetism. Finally, we will address quantum
mechanics in the PTDO formalism. For this, it will be necessary to modify Hilbert space
by adding a metric that will imply modifications in the inner product. In this context,
the physical interpretation of the results remains unchanged. We will apply Ehrenfest’s
theorem, obtaining that the classical limit of the PTDO formalism falls to Newton’s second

law equation in a curved space.

Keywords: Classic Limit. Ehrenfest’s theorem. Quantum Mechanics. PDTO formalism.
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1 INTRODUCAO

A fisica é dividida em dois grandes ramos: a fisica classica e a fisica moderna. A
fisica classica inclui sub-ramos como a mecénica (Newtoniana, Lagrangiana e Hamiltoniana),
a termodindmica, o eletromagnetismo, a ética e a actustica. As leis de Newton, as equagoes
de Hamilton e as equacoes de Maxwell sao os pilares fundamentais da fisica classica. Por
outro lado, a fisica moderna abrange sub-ramos como a mecanica relativistica, desenvolvida
principalmente por Albert Einstein, que se divide em dois ramos: a relatividade restrita e a
relatividade geral. A mecanica quantica tem como objeto de estudo o mundo subatdmico, e
a equacgao que rege esse sub-ramo da fisica moderna é a equagao de Schrodinger. Entretanto,
sob certas condigoes, as equagoes da fisica moderna ficam idénticas as equacgoes da fisica
classica. Na relatividade, o limite classico ocorre em baixas velocidades (menores que dez
por cento da velocidade da luz), onde os efeitos de dilatagdo temporal e contracao espacial
sao despreziveis, e os campos gravitacionais sao fracos. Nessas condig¢oes, o espago-tempo é
aproximadamente plano, resultando na gravitagao universal de Newton. Para a mecanica
quéntica (no formalismo de Schrédinger), o limite cldssico ocorre nos valores médios dos

observaveis, onde, em média, as particulas obedecem as leis da mecénica classica.

O teorema de Ehrenfest desempenha o papel do limite classico na mecéanica quéan-
tica. Neste trabalho, utilizaremos o formalismo de Schréodinger em uma e trés dimensoes,
utilizando coordenadas cartesianas. Além disso, mostraremos que a taxa média de variagao
temporal do spin converge para o torque eletromagnético. Em outras palavras, o torque
tem o mesmo efeito nas rotagoes que a segunda lei de Newton tem no movimento linear.
No caso do spin, podemos fazer uma analogia com uma espira, onde, na presenca de um
campo magnético, ocorre uma precessao. Iremos laborar no formalismo PDTO (Opera-
dor Translacao Dependente da Posicao ou, em inglés, "Position Dependent Translation
Operator'), no qual, nosso objetivo é demonstrar que o teorema de Ehrenfest estabelece
o limite classico da teoria quantica. No entanto, para isso, vamos ter que fazer algumas

consideracoes.

No caso deste trabalho, a modificacdo sera no operador de translacao, pois o
espaco deixa de ser aditivo. Dito isso, para que os operadores continuem sendo hermitianos,
temos que modificar o espaco de Hilbert, onde David J. Griffiths define como "O Conjunto
de todas as fungoes de quadrado-integraveis, em um intervalo especifico, constitui um
espaco vetorial"(GRIFFITHS, 2011). Em outras palavras, o espago de Hilbert corresponde
ao espaco onde as fungoes de onda existem. Para chegar ao nosso objetivo iremos fazer
uma modificagdo para que o espaco de Hilbert tenha uma dependéncia da métrica. O

objetivo é demonstrar que quando temos uma métrica, o valor médio dos observaveis se
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assemelha a segunda lei de Newton para um espago curvo.

A partir disso, mostraremos que, em campos magnéticos e elétricos, existe um
limite de validade para o teorema de Ehrenfest. A equacao da forca de Lorentz é satisfeita
apenas quando o campo magnético é uniforme, pois, no caso de campos nao uniformes, além
da complexidade das solug¢oes da forca de Lorentz, a aplicacao do teorema de Ehrenfest

teria uma solucao complexa.
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2 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

Em mecanica classica, podemos realizar uma descricdo do movimento ao conhecer
as forcas que atuam no sistema, juntamente com as condi¢oes iniciais, que consistem
na posigao (rg) e na velocidade (vg). COHEN (1977) define trés condigdes para que um

sistema fisico tenha sua trajetéria bem definida:

1. O estado do sistema em um tempo fixo ty é definido especificando N coordenadas

generalizadas ¢;(ty) e seus N momentos conjugados p;(to)

2. o valor, num determinado momento, das diversas grandezas fisicas é completamente
determinado quando o estado do sistema neste momento é conhecido: conhecer
o estado do sistema pode-se prever com certeza o resultado de qualquer medigao

realizada no tempo t,

3. a evolucao temporal do estado do sistema ¢ dada pelas equagdes de Hamilton-Jacobi.
Como estas sao equagdes diferenciais de primeira ordem, sua solugao [¢;(t), p;(t)] é
tinica se o valor dessas fungdes em um determinado momento tq é fixo,[q;(t), p;(t)].

O estado do o sistema é conhecido para sempre se seu estado inicial for conhecido.

Em outras palavras, a mecanica classica é uma fisica determinista; diante das
condig¢oes mencionadas, consegue prever os resultados com total certeza. Isso difere da
mecanica quantica, que também é deterministica, mas a diferenca reside no fato de que os

resultados de suas previsoes sao expressos em termos de probabilidades.

A mecanica quantica possui quatro postulados, os quais sdo principios essenciais
para a teoria. O primeiro postulado, definido por COHEN , como "Em um tempo fixo
to, o estado de um sistema fisico é definido ao especificar um ket |1)(¢y)) pertencente ao
espaco de estados e."(COHEN-TANNOUDJI B. DIU, 1977) esse postulado é a esséncia do
principio da superposi¢ao, que nos permite expressar as solu¢des como uma combinacao

linear.

O segundo postulado tem como principal fun¢ao mensurar as grandezas fisicas
ou operadores, que, segundo (COHEN-TANNOUDJI B. DIU, 1977) "Toda quantidade
fisica mensuravel A é descrita por um operador A atuando em €; este operador é um
observavel."Em outras palavras, para que uma grandeza tenha valores mensuraveis, os
valores atribuidos por ela devem ser reais. Se isso for verdade, essa grandeza é considerada

observavel.
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O terceiro postulado indica uma equacao de autovalor e autovetor, onde temos um
operador atuando em um vetor tendo como resultado um nimero multiplicando o vetor,
no qual Cohen define o terceiro postulado da seguinte forma "o tnico resultado possivel da

medi¢do de uma quantidade fisica A é um dos autovalores do observavel correspondente
a'"(COHEN-TANNOUDJI B. DIU, 1977). Matematicamente, temos a seguinte relagao.

An|0) = a,| ) (1)

Desta forma, na mecanica quantica os observaveis respeita a equacao de autovalor e

autovetor descrito pela algebra linear.

O quarto postulado é enunciado em duas partes: o caso discreto e o caso continuo.

Primeiramente vamos trabalhar com o caso continuo, onde Cohen define como sendo:

"Quando a quantidade fisica a é medida em um sistema i, o estado norma-
lizado 1, a probabilidade dp(a) de obter um resultado incluido entre a e
a+da éigual a dp(a) = |(ve|1)|*da, onde |v,) é o autovetor correspondente
ao autovalor a do observavel A"(COHEN-TANNOUDJI B. DIU, 1977).

Este postulado esta associado a probabilidade, conforme Sakurai defini da seguinte maneira
"o quadrado do produto interno |(a|a)|* é um dos postulados fundamentais da mecanica
quéntica, nao podendo, assim, ser provado'(SAKURAI, 1994). Dessa maneira, o médulo ao
quadrado da fung¢ao fornece informacgoes sobre as probabilidades. Como é um caso continuo,
podemos integrar todo o espago; assim, a probabilidade de encontrarmos a particula é de
100%, logo temos:

(0| W) :/O:O\I/*\Ifdx: 1 2)

Agora, para o caso discreto, Cohen descreve o quarto postulado da seguinte formas:

Quando a quantidade fisica A é medida em um sistema i, o estado nor-
malizado 1, a probabilidade p(a,) de obter o autovalor a,, do observavel
correspondente A é p(a,) = > 9", |(uf[¢)|? onde g, é o gral de degene-
rescéncia de a, e [|u)] (i = 1,2,...g,) é o conjunto ortogonal de vetores
que forma uma base no autosubespaco €,, associado ao autovalor a,, de A.

(COHEN-TANNOUDJI B. DIU, 1977)

O pensamento é o mesmo do caso anterior, a diferenca é que, no caso discreto,
temos os coeficientes da expansao e sao esses coeficientes que medem a probabilidade.

Entao, temos a seguinte relagdo matematica, logo:

() = Z AP =1 3)
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Assim como no caso continuo onde se integramos todo os espago temos um
probabilidade de 100%, ou seja, a particula deve estar em algum lugar no espaco, esse
pensamento se aplica no caso discreto, pois agora a particula tem lugares proibidos, mas
se somar todas os locais permitidos teremos uma probabilidade 100% de encontrar a

particula.

2.1 ESPACO DE HILBERT

O Espago de Hilbert é um dos conceitos mais fundamentais da mecanica quantica,
pois é uma generalizacao do espaco euclidiano, como conhecemos na mecénica classica, onde
as grandezas podem ser vetoriais ou escalares. No entanto, na mecanica quantica, nossas
grandezas sao expressas em termos de fungoes complexas. Do ponto de vista da algebra
linear, as fungdes podem ser vistas como vetores. Assim como as grandezas na fisica classica
residem no espaco euclidiano, as fungoes de onda residem no espago de Hilbert, conforme
enfatizado por Griffiths "fungoes de onda existem no espago de Hilbert"(GRIFFITHS,
2011). Dito isso, é importante definir o produto interno como o produto duas fungoes de
onda que informa a probabilidade de encontrar a particula no espaco, vale destacar que, se

o produto interno possuir uma geometria euclidiana, podemos defini-lo da seguinte forma:

<y

U = ViU + Vollg F ... + VU, (4)

Também podemos escreve-la em termos de um somatorio:

Toa=)_) vy (5)

Na mecéanica quéntica, especificamente no contexto da fun¢ao de onda em um
espectro continuo, é necessario realizar a soma de todos os elementos infinitesimais de uma
funcao. Portanto, procedemos a integracao sobre todo o espago do produto das funcgoes.

Sendo assim, podemos expressar o produto interno da seguinte maneira:

(flg) = [ £ glaiz. (©

Porém, a funcao de onda ¥ que traz todas as informagoes do sistema nao possui
sentido fisico, pois 0 mesmo pertence ao mundo dos niimeros complexos como podemos

ver pela equacao Schrodinger:
L O|¥) N
h—— = H|V¥). 7
ot = H) 7)

E possivel identificar que no lado esquerdo temos uma funcdo que envolve o

nen

numero complexo "i", enquanto no lado direito nao hé presenca de niimeros complexos.

Assim, o espago de Hilbert é caracterizado como um espaco vetorial complexo. No entanto,
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para que a funcao de onda tenha significado fisico, ela deve fornecer valores reais. Nesse
contexto, podemos empregar a interpretacao estatistica de Born, que nos decorre do quarto
postulado que discutimos anteriormente, ou seja, o produtor interno entre as fungoes de

onda tem que se limitado, ou seja,

(T|T) < oo. 8)

Ademais, é necessario que as fungoes de onda sejam ortogonais e caso estejam

normalizadas!, podemos usar a seguinte relacio:

(Wi|W;) = dij 9)

Onde ¢;; é chamando de delta de Kronecker, que no caso assume dois valores, se

i = 7, temos d0;; = 1 mas se i # j temos que d;; =0

2.2 OBSERVAVEIS

No espago de Hilbert, estao presentes os observaveis, que podem ser definidos como
propriedades ou grandezas fisicas que sdao passiveis de medigdo, ou seja, sdo mensuraveis.
Griffiths define isso de maneira elegante ao afirmar: "O valor esperado de um observavel
Q(z,p) pode ser expresso de forma muito elegante na seguinte representacao do produto
interno" (GRIFFITHS, 2011). Isso significa que o produto interno expressa o valor esperado
do observavel, proporcionando uma representacao eficaz desse conceito no contexto do

espaco de Hilbert. Sabendo disso podemos escrever o produto interno da seguinte forma:

(Q) = (¥]Q|P). (10)

Uma propriedade é que o resultado da medida deve ser um valor real. Dessa forma,
temos que:
(@) =(Q)". (11)
Essa condicao é valida para quaisquer fungoes de onda que satisfacam a equacao de
Schrodinger. Portanto, podemos escrever a seguinte igualdade para os observaveis, desde
que Q seja hermitiano:

(QUIT) = (T|QY) (12)

Podemos classificar os operadores?, onde os observaveis sao definidos como opera-

dores hermitianos, e todas as grandezas fisicas devem ser hermitianas. Isso ocorre porque
1

A normalizagdo refere-se ao processo de ajustar valores medidos em diferentes escalas para uma escala
comum, geralmente uma escala entre 0 e 1.

2 operadores é um ente mateméatico que estabelece uma relacdo funcional entre dois espacos vetoriais
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elas precisam ter valores reais. Dessa forma, podemos expressar a seguinte relacao de forma

mais geral:

(f1Q9) = (Qf19) (13)

Como em fisica queremos muitas vezes medir a taxa de variagdo em relagao ao
tempo, podemos entao aplicarmos isso no valor esperado do observavel, o que nos resultara

na seguinte relacao.

d d A
§<Q> = %<‘I’|Q‘I’>- (14)
Vamos aplicar a regra do produto na equagao (14), assim obteremos:
d ov . 0 A
£<Q> = <§|Q‘I’> + <‘I”a(Q‘I’)> (15)

Reaplicando a regra do produto no segundo termo da equacdo e separando em dois pela

regra da soma, teremos:

d

oV 0Q A
Q) = (Z1QU) + (W Z2w) + (WQ5 ). (16)

Agora substituindo a equacao (7) em (16), temos que:

T o) =~ Liaviow + L won oQ
5(Q) =~ (HV|QU) + - (V|QAY) + (¥|-2) (17)

como H é o hamiltoniano e representa um operador hermitiano, podemos usar a seguinte
relagao:
(HY|QU) = (V|QH ). (18)

Podemos assim escrever em termos do comutador?, sendo assim a equagio (17) fica da

seguinte maneira:
d
dt

i oA Q
—y - 19
(@) = (.G +(55) (19)
A equagao (19) é chamada de equagao de Heisenberg do movimento para um
operador Q em termos de seu valor esperado (Q)). Vale ressaltar, que o limite de validade

desta equacao é que o hamiltoniano e operador() devem ser hermitiano.

3 o comutador é definido da desta forma [a,b] = ab — ba
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3 TEOREMA DE EHRENFEST EM TRES DIMENSOES

Sabemos que o teorema de Ehrenfest estabelece o limite classico da teoria quantica,
para ilustrar essa ideia vamos usar os conceitos do TLC, que mostra como os valores médios
tendem a um valor central, o que tem uma implicacao interessante. Valores aleatérios
ou de natureza probabilistica tém uma tendéncia para valores deterministicos, levando o
desvio padrao !, a se aproximar de zero?. Isso tem como consequéncia a transicao de uma

grandeza probabilistica para uma deterministica.

A aplicagao do TCL na mecanica quantica de Schrodinger na qual envolve um
tratamento probabilistico, faz com o que os valores médios convirjam para o determinismo,
ou seja, na fisica Newtoniana. No mundo classico onde lidamos com uma grande quantidade

de atomos, o valor médio dos observaveis deve obedecer as equacoes da mecanica.

Agora, vamos calcular a taxa de variagdo no tempo do valor esperado do momento
linear e verificar se o resultado coincide com a segunda Lei de Newton em uma dimensao,

que ¢ expressada pela seguinte equacao:

dp oV

— = ——. 20

dt ox (20)
Em trés dimensoes temos a seguinte equacao:

dp

— =-VV 21

o (21)

Para calcular a taxa de variacao do valor esperado do momento linear utilizaremos a
equagao (19)
D) = s+ (22)
at T P T

Vale lembrar que o hamiltoniano ¢ dado pela seguinte equagao:

. P2
H=—4+YV. 23
2m ( )

Substituindo a equagao (23) em (22), obteremos:
d i, p ap

Sy = (1 vy + (D)

h'2m (24)

Como o momento nao depende explicitamente do tempo, teremos como resultado

o valor nulo, com isso utilizaremos a propriedade da soma de um comutador [a + b, ¢] =

1 desvio padrio ¢ dado por uma medida de dispersdo do conjunto, ou seja, uma medida que indica quio

uniformes sao os dados do conjunto

2 Apenas quando temos muitas medidas
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la, c] + [b, ], portanto, teremos:

L) = (L) + () (25)

Como o produto escalar do momento com ele mesmo (p?) comuta com suas
componentes em geral, isso também sera valido em uma dimensao. Dessa forma, podemos
analisar para uma dimensao, pois o resultado serd o mesmo para as outras. Vamos comecar
com a coordenada x. Podemos afirmar que a primeira parte da equagao (25) fica da seguinte
forma ([%, p]) = 0 consequentemente, teremos o seguinte resultado.:

d 1

—(p) ==(|V,D 26

Z0) = (V) (26)
pelo apéndice A.4 o comutador de uma fun¢ao qualquer com o operador momento tem
como resultado [f(z),p] = ih%, dessa maneira, nossa equagao ficara:

v

& <pr=—(0) (27)

Como podemos perceber,os valores médios das grandezas quénticas se comporta
de maneira classica. Outra forma de analisar esse resultado é observar como as particulas se
comportam quando estdao em grande nimero. O desvio padrao tende a zero para os valores
esperados na mecanica classica, garantido pelo TLC. Podemos expandir esse resultado
para trés dimensoes, trabalhando com os eixos x, y e z, de maneira andloga ao que fizemos
para uma dimensao, vamos apenas adicionar as outras dimensoes. Dessa forma, a equacao

terd como resultado:

4 <= Gl Gla+ &o (28)

assim chegamos na seguinte equagao:

%) = —~(vv) (20)

Podemos ver que as equagoes (27) e (29) sao idénticas a segunda lei de newton

para um e em trés dimensao.

—

Agora analisaremos uma particular submetida em potencial do tipo V(R), vamos
demostrar que taxa de variacao temporal no valor médio do momento angular orbital L

converge para o torque (segunda lei de Newton para rotagoes):

(L) = (N) (30)
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onde N = 7 x (—VV), para resolver a equagao (30), vamos usar a equagao (19) novamente,

assim ficamos com: R
d - (NP oL
—(Ly = —(|H, L — 31
SAL) = (AL D) + () (31)
Como o L nio depende do tempo de forma direta, o segundo termo da equagao (31) é
nula, e vamos trabalhar primeiro com o eixo x, por fim vamos substituir (23) em (31),
assim ficamos com: R
d i, P?
—(Ly) = —{|—+V, L, 32
CALa) = H{[o + Vi L) (32)
Reaplicando a propriedade da soma no comutador, assim temos:
d 1,1 =
S \tx) — T\5 P2 Lz 7Lx
L) = (P, L)) + (V. L) (33)

Como o L, = yp, — zp,, entao a equacgao (33) ficard da seguinte forma:

(L) = (P2 — ) + (V. — 2m,)) (34)

2m

Como o médulo do momento comuta com as suas componentes a equacao (16) pode ser

escrita de tal maneira:

d i
2y =2 _
SAL) = TV,9p: — om,) (3)
Novamente podemos dividi em duas equagao, logo, teremos:
SL) = (Vo) — (Vi) (36)
e = » YDz )y #Py

Como y e z sdo nimeros, podemos usar a mesma relacao da equagao (26) de modo que:

d i ov ov

gitLe) = Jwih(G2) = 2ih(50) (37)

A equagao (37) pode ser escrita da seguinte maneira:

d

gptLed = =[x YVL,) (38)

é possivel fazer as outras componentes de forma analoga e chegaremos na seguinte relagao:

d - o
(L) = =P VV))) (39)

O resultado que chegamos nas equagoes (29) e (39) sao os valores médios dos

observaveis, os quais obedecem as equagoes classicas.
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3.1 TEOREMA DE EHRENFEST PARA CAMPOS ELETRICO E MAG-
NETICOS.

O objetivo dessa seccao é mostrar que o valor médio de uma campo elétrico e

magnéticos converge para a forca de lorentz, que é descrita pela seguinte equacao:

—

F=q@@xB+E) (40)
Para isso, iremos usar o hamiltoniano, que é regido pela equacao abaixo:
1
H=—(P—qA?+ 41
5 (P = aA) +q¢ (41)
Onde temos que A é o potencial vetor, que tem a seguinte relagao com o campo magnético:
B=VxA (42)

Desta forma, vamos aplicar a equacao a (19) no vetor posicao:

= — ) (43)

dt
Assim ficamos com: 4 _ o7
T VRN 7
T ﬁ([H,FD + <§> (44)

Como 7 nao depende do tempo, logo a segunda parte é nula, com isso temos

apenas o comutador para resolver:

d(r) i, 4
T #[H,F]) (45)

Vamos substituir o hamiltoniano na equacao acima, posteriormente desenvolver o

produto notavel e aplicar a regra da soma do comutador na equagao anterior:

W) L (37 — A7) — a7+ [PAL ) + g (46)

Como ¢, A e 7 sao numeros reais, os dois tltimos termos sao nulos, assim resta os primeiros

termos para desenvolver, usando em apenas uma dimensao:

p*, 2] = [p3 + p + D2, ] (47)
Utilizando o apéndice A.4, temos a seguinte propriedade [p;, z;] = —ihdij, ficando assim:
p*, 2] = [p}, 2] (48)

Usando a propriedade do apéndice A.4 ficaremos com:

[Pz, e + Po[pw, €] = —thp, — pyrih = —2ihp, (49)
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Desenvolvendo o segundo termo e aplicando o produto interno obteremos:
[PA, 2] = [pzAs + pyAy + p.As, 7] (50)

Utilizando a comutatividade do momento e da posicao restarda apenas o primeiro termo:

—

[PA, ] = [prAs, 7] (51)
Fazendo uso da seguinte propriedade do apéndice A.4
[ﬁfi x] = [ s x]Am + pﬂ?[x7 A;v] (52)

Como A, é um potencial, logo é um valor real, com isso a equacao acima pode ser escrita
de tal maneira:

[FA, ] = —ihA, (53)

Assim, de forma andloga a anterior temos que o ultimo termo ficara:
[Ap, 2] = —ihA, (54)

De tal modo, ficamos com o comutador de [H, x| que é dada por:

[H, 2] = :ﬂih(px — qA;) (55)

Analogamente para trés dimensoes ficamos com:

[H,71= (7 ) (56)

(0) = —((0' - q4) (57)

Com isso podemos calcular a forca de Lorentz, uma vez que a forca resultante é dada por:

- dv
F,=m—
m— (58)

Substituindo a equagao (57) na equacao (19), ficamos:

a1 L9 ,

T —ﬁ[hﬁ %((ﬁ— qA)] + <a(%((ﬁ— qA))) (59)

Calculando a segunda parte da equacao:

0L aay =22 (60)

Isso porque o potencial vetor depende do explicitamente do tempo, note que para segunda

parte temos:
m

[H,7] =

[v%, 7] + g[8, v] (61)
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Como p = mu entao a equacao acima pode se escrita da seguinte maneira:

m

2% 7+ Lo, (62

Pelo apéndice A.4, a segunda parte da equacao resultara em:

26,81 = iV (63)

Resolvendo a primeira parte, em seguida aplicando o produto notavel e a regra da

soma no comutador, ficaremos:

[0, 0] = [v3, 0] + [v, 0] + [0, 7] (64)

Primeiro, resolvendo na coordenada x, como as componentes da velocidade comu-
tam entre si, temos:

(v, v,] =0 (65)

x?

Desenvolvendo as demais coordenadas:

[v;, Uz| = [y, ve|vy + vy[vy, Vs (66)

Substituindo o valor de v na equagao acima:

o 02] = 16y = 04y, (22 — gL (67)

Manipulando a equagéo (67) chegamos no seguinte resultado:

[0y, 02] = 5 ([Ay, 2] + by, Ad)) (68)

Dessa forma, temos que:

0A, _,0A. _qih o
0] = S n Y = i) = D59 A). (69)

m2

Como sabemos (V x A) = B, entdo a equacdo (69) ficard:

qih
[Uy7vx] = WBZ (70)

Para a coordenada v,, o procedimento é o mesmo, entao temos:

qih

vz, va] = ﬁBy (71)
Assim a equagdo (64) fica da seguinte forma:
Iy qih
[U,U]—m (—vyB, — B,vy, + v, B, + Byv,) (72)
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Como podemos ver, isso é um produto vetorial, logo:

2,0 = D@ x B, + (B x 9),] (73)

m2

No caso mais geral, em trés dimensoes o processo é analogo, desta forma, ficamos:

" B B
#.0] = T3 =0 x Ba + (B x ) (74)
Vamos substituir a (60), (63) e (74) na equagao (59) e vamos multiplicar pela

massa em ambos os lados o que resultara:

Ay q, . = . A
m— = §<[(U x B) = (B x 0)]) + ¢(—V¢ — a> (75)
Como E = —Vo — %, dessa maneira a equagao acima ficara:
d(v L o= S -
m® — 85 x B) ~ (B x 0) + ol (76)

Como podemos ver, o teorema de Ehrenfest nao é validado para um campo
magnético qualquer, mas apenas quando esse campo é uniforme. Podemos entao utilizar
a propriedade do produto vetorial, onde (¢’ x é) = —(E X ¥) . Sendo assim, a equagao
anterior fica da seguinte maneira:

d{v)

me = Q(;@i)éi x B) + ¢(E) (77)

A equacgao da forca de Lorentz é satisfeita apenas quando o campo magnético é
uniforme. No caso de campos nao uniformes, além da complexidade das solucgoes da forca
de Lorentz, ocorrera uma discrepancia entre os resultados dos valores médios e a forga de

Lorentz classica.



30

3.2 TEOREMA DE EHRENFEST PARA O SPIN

A grandeza classica tem o seu analogo quantico, como vimos anteriormente. O
momento linear classico é escrito da seguinte forma, p’ = mu enquanto o seu analogo
quantico é expresso como p = —thV . No entanto, algumas grandezas s6 existem no mundo
microscépico, como é o caso do spin, que foi observado pela primeira vez em 1921 pelos
fisicos O. Stern e W. Gerlach. O spin é considerado o quarto grau de liberdade de uma
particula, mas como o hamiltoniano nao é escrito em termos de coordenadas p ¢'s nao
possui um anélogo classico. Porém, sua taxa de variacao do seu valor esperado tem um

resultado importante, o qual vamos mostrar agora.

Para isso iremos escrever o hamiltoniano para campos magnéticos, diante anali-
saremos a sua variagdo temporal, para isso usaremos a equagao (19), com H = —fi - B,
no qual ji é o momento dipolo magnético, que é proporcional com ao Spin, dessa forma,

podemos descrever da seguinte forma:

—

H=-~S5-B (78)
Substituindo a equacao (78) na equacao (19) temos:
d(S)y i - = =08
- #[—75 B, S)) + <§> (79)

Como o spin nao depende do tempo ,logo, o segundo termo ¢ nulo, como vy é um
numero, chamado de Razdo giromagnética® podemos colocar para fora do comutado. Em
seguida, vamos usar a seguinte propriedade —[A, B] = [B, A], por fim, aplicando o produto

interno e a propriedade da soma , podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:

=

d(S) 17, 5 3
=L = SN[, S, B.] + 15, 5,B,] + S, S.B.)) (80)

Iremos comecar pela coordenada z, ficamos com [S,, S, B,| + [S:, S,B,], isso porque
55, Sj] = ihSeij k), € € chamando de simbolo de Levi-Cita, usando a seguinte propriedade
de comutacao [AB, C] = [A, B]C + B[C, A], teremos como resultado:

[S2: 8o Be] =[Sz, Su] By + Su[ By, S (81)
Pelo apéndice A.4 o comutador de [S;, Bj] = 0, logo:
[S,S:B;] = (ihS,Bx), (82)
Resolvendo o segundo termo, temos que:

[Sz; SyBy] = [Su Sy]By + Sy[Byv SZ] (83>

é uma constante para cada niicleo e determina a dependéncia da energia com o campo magnético

3
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Resolvendo a equacao acima ficamos com a seguinte:
[Szu SyBy] = _(ihsmBy>z (84>

Com isso, podemos escrever o comutador da equagao (80), para S, da seguinte forma:

[5.,5 - B] = ih(S x B). (85)
Analogamente para as outras coordenadas, podemos escrever de forma mais genérica a
seguinte relacao:

[S,S - B] =ik(S x B) (86)

Substituindo a equagao (86) na (80) ficamos:

US) _ (G x By (87)

Podemos ainda escrever a equagao anterior como:

—

M5) _ (< B) (55)

A equagao (88) é semelhante a equagao do torque no eletromagnetismo, permitindo uma
analogia com a taxa de variagao temporal do valor esperado do spin. Isso pode ser visto
na equacao abaixo:

7= (ji x B) (89)

Conforme mencionado anteriormente, o spin em si nao possui um analogo classico,
pois o analogo classico aparece o termo do spin com vemos na equagao (87), mas sua taxa
de variacao temporal é bastante semelhante a grandeza do torque no eletromagnetismo.
Podemos pensar numa espira submetida a um campo magnético, onde devido ao campo e
momento de dipolo magnético essa espira vai tender a precessionar, isso é andlogo ao que a

acontece com o spin, pois o0 mesmo tem a tendencia a se alinhar com o campo magnético.
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4 MECANICA QUANTICA NO FORMALISMO PDTO EM
UMA DIMENSAO

O objetivo deste capitulo é modificar o espaco de Hilbert, conforme apresentado
por (FILHO M. P. ALMEIDA, 2011) e generalizado por (BRAGA, 2015). Foi demonstrado
que os postulados definidos no capitulo 2 continuam véalidos. No entanto, iremos modificar
0 espago, pois até agora trabalhamos no espago euclidiano, onde a distancia entre dois

pontos pode ser expressa da seguinte forma:
ds? = 33 daidg (90)
()

Como os eixos de coordenadas sdo comumente ! ortogonais entre si, podemos adicionar a,

delta de kronecker:

i
Com essa condigao e trabalhando com um espago tridimensional, ficamos com:

ds® = da® + dy* + d2* (92)

Podemos dizer que no espaco euclidiano, no caso particular de uma dimensao, a

equacao acima terd o seguinte formato:

ds* = da* (93)

Primeiramente, vamos definir o espaco de Hilbert em mecanica quantica, para em
seguida definirmos nosso operador de translagdo. Suponhamos a seguinte condigao: uma
particula bem definida na posicao x. Entao, faremos com que ela se desloque para x + dzx.
Sakurai define isso elegantemente da seguinte maneira: ’Consideremos uma operagao que
mude este estado para outro bem localizado, quer seja 2’ 4+ dz’, com todo o resto (por
exemplo, a diregdo do spin) intocado’ (SAKURAI, 1994). Dessa forma, podemos dizer que
ao realizar uma translagao, nao alteramos o estado das outras informagcoes da particula.

Portanto, podemos escrever esse operador da seguinte forma:

J(dz)|z) = |z + da) (94)

Reaplicando o operador traslagdo , onde sairemos da posicao x + dx para outra

posicao bem definida, como veremos abaixo:

J(dx")J(dx)|z) = |z + dx + dz’) (95)

Isso é critério do leitor, pois pode tentar resolver problemas com um sistema de coordenadas nao
ortogonais

1
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As equacgoes acima significam que fizemos a particula dar "dois passos"'. Agora,
vamos dar o préximo passo. Iremos fazer com que a particula dé um salto, ou seja, uma

Unica translacdo. Assim:

J(dx + dx')|z) = |z + dx + dx') (96)

Note que duas translagoes curtas, partindo de |z) até |z + dx + dz’), equivalem a
uma unica translagao de |x) até |z 4 dx + da’). Isso significa que o espago é aditivo. Agora
iremos modificar o espaco, adicionando uma métrica, e assim transitando para um espaco

curvo. Portanto, a distancia entre as particulas serd modificada, e teremos:

ds® = Z Z gijdq;dg; (97)
g

Novamente vamos partir da ideia de que as coordenadas e a métrica? sejam ortogonais.
Partindo disso, iremos acrescentar um delta de Kronecker e teremos :
v

Todavia, podemos expandir o somatoria para um caso tridimensional.

ds® = g,da® + g,dy* + g.dz" (99)

Para o ambito deste trabalho iremos trabalhar com o formalismo unidimensional,

como isso a equacao acima resultara:

ds* = g,dz? (100)

Com isso, o espaco que antes era homogéneo, pois ds?> = dx?, significando que
independentemente da posicao, as propriedades do espaco permaneciam as mesmas. Com
a adicao da curvatura, isso deixa de ser verdade, devido a métrica g(x) que modifica o
espaco. A primeira operacao que iremos realizar é com o operador de translagdo. Para isso,
partimos de uma posigdo bem definida |z), onde nosso operador sera representado como
T,, conforme definido por (BRAGA, 2015). Com isso, temos:

T,d(a)[e) = |a + g(a) ™ dz) (101)

Como podemos ver, ao darmos uma translacio, temos que levar em consideracao
a métrica. Agora, vamos aplicar a translagdo novamente. Com isso, teremos que levar em

consideracao a métrica no ponto x + g(x)*l/ 2. Assim, obtemos a seguinte equacao:

Ty(dx')Ty(d)|x) = |z + g(x)?dz + g(z + g(x)~/?) " 2da’) (102)

isso nem sempre é verdade, a métrica pode ndo ser ortogonal entre as coordenadas

2
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Assim como fizemos anteriormente, iremos fazer um translagao de |z) até da’ e
obteremos:

T,(dx')|z) = |z + g(x) " /?da’) (103)

Agora vamos analisar as duas equacoes acima. Ao realizarmos duas translagoes
simultdneas até a posicao dz’, precisamos levar em consideracdo as métricas nos dois
pontos finais de cada translacao, o que é diferente de quando fazemos uma tinica translagao.
Com isso, temos que:

To(da')Ty(dx)|) # Ty(da')|z) (104)

Essa nao aditividade ocorre devido ao fato de que nem sempre a métrica sera
aditiva, como citado por Braga: ’Como z + g(z)~'/2dz’ ndo necessariamente é igual a g(z)

(BRAGA, 2015). Portanto, nesse formalismo, perdemos a aditividade das translagoes.

Agora, vamos modificar o espago para que os operadores continuem hermitianos e
a conservagao da probabilidade seja mantida. Como vimos anteriormente, o médulo ao
quadrado da fun¢ao de onda nos informa sobre a probabilidade. Logo, se considerarmos
todo o espaco, teremos uma probabilidade de 100% de encontrar a particula. Diante disso,

precisamos analisar isso em um espaco curvo. Portanto, temos que

(0|0 = /ab U Wds = 1 (105)

Com isso, teremos um peso no espaco de Hilbert, como Braga define: ’o espago
das fungoes de onda serd o espaco de Hilbert com um peso, ou seja, serd o espaco das
fungoes de x definidas em um certo intervalo a < x < b (BRAGA, 2015). Isso decorre do
fato de estarmos interessados no arco de curva. Portanto, o produto interno (ou escalar)
também deve respeitar a métrica do espago, ou seja, o espaco de Hilbert terd um peso,
pois agora devemos levar em consideracao a métrica. Assim sendo, podemos escrever o

produto interno da seguinte maneira:

wlo) = [~ wods (106)

ou em termos da métrica, temos:

Wlo) = [ v o/glw)da (107)
Outro ponto importante é que as fungoes sao ortogonais em relagao a métrica,
conforme garantido pela equacao de Sturm-Liouville, como demonstrado no Apéndice
A.3. Isso ocorre porque a equacao de Schrodinger independente do tempo, modificada por
(BRAGA, 2015) com as devidas alterages, pode ser escrita da seguinte forma:
h
—5 - Dg(@) + V(e)p(z) = Ev(z) (108)

2m
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A equacao acima é bem semelhante com a equacao schrodinger que conhecemos,
porém, aparece um derivada generalizada D, que ¢ dada por, D, \/_ T devido a
equacao de sturm-liouville podemos afirmar que as solug¢oes sao ortogonais em relacao
a métrica, com isso iremos supor que temos duas fungoes de onda que sdo solucao da

equacao de schrodinger e devidamente normalizada, logo:

(Wils) / Viop/g(a)de = 5 (109)

Como isso também temos que modificar o valor médio, onde também sera em termo
da métrica, entretanto a interpretacao fisica continua sendo valida, ou seja, manteremos a

notacao, todavia a tinica modificagao serda a métrica, entdao podemos reescreve assim:

vlay) = [~ vt Avfy(e)ds (110)

Onde A é um operador, mas para que ele tenha sentido fisico ele deve respeitar
todas a caracteristicas que definimos anteriormente no capitulo 2.1, mas vale destacar que

ele deve ser hermitiano:
(V|AY) = (VA|D) (111)

Entdo vamos mostrar que a equacao (19), continua sendo valida, o procedimento é bastante
semelhante, entdo vamos aplicar a derivada temporal no valor médio do operador A,
resultando:

d d

S4A) = (W] Ay) (12)

Ainda podemos reescrever a equacao de Schrodinger, da seguinte forma:
mfyxp) H,|T) (113)

Onde H, é o hamiltoniano generalizado, onde é (BRAGA, 2015) como:
2

P
Hy = 2% + V(1) (114)

Novamente P, é chamando de momento generalizado defino (BRAGA, 2015), que é dado

em termo da métrica,no qual é dado:
P, = —ihD, (115)

Como essas informagoes o procedimento é mesmo que fizemos anteriormente, logo teremos

o seguinte resultado:
d{A) i, DA
T #[HQ,AD + <E>

Assim como na equagao (19) o limite de validade é que os operadores H, e A, sejam

(116)

hermitianos.
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5 TEOREMA DE EHRENFEST GENERALIZADO

Como visto no capitulo 3, o valor médio da mecanica quantica converge para as
leis classicas. No formalismo PDTO, que analisa os efeitos de uma métrica ou de um espaco
curvo sobre uma particula, espera-se que o valor médio das equagoes da mecanica quantica
corresponda a mecanica classica em um espaco curvo, conforme demonstrado no Apéndice
A.1. O objetivo deste capitulo é demonstrar que o limite cldssico do formalismo PDTO
¢ a segunda lei de Newton em um espaco curvo. Para isso, utilizaremos a equacao 116 e
comegcaremos calculando a taxa de variacdo da média da posi¢ado em relacdo ao tempo.

Assim, teremos a seguinte equacao:

dz) i Ox
T ﬁ([HgﬂUD + <§> (117)

Como a posicao nao depende explicitamente do tempo, o segundo termo é nulo.
Vamos também substituir o hamiltoniano generalizado. Dessa forma, a equacao acima tera
a seguinte formato:
diz) i

Py
S = e+ V() al) (118)

Aplicando a propriedade da soma do comutador:

dz) i, P
el ﬁ(<[%,x]> +([V(x),z])) (119)

Como a posicao e o potencial sdo nimeros puros, logo eles comutam entre si, com

isso o segundo comutador é nulo, ficamos entdao com:

d{z) i, P

S = (2 ) (120)
Iremos aplicar a propriedade do anexo de numero A.3, ficamos com:
W) (gl + pylpyea)) (121)
Vamos usar o resultado do apéndice de numero A.3 e teremos:
W) L (ihg(e) ™, — ihpyg() ™) (122)

Como isso podemos simplificar a equagao acima e também multiplicar em ambos

os lados pela massa m, portanto, teremos:

d{z) 1

m = () 2n,) + (pg(e) %) (123)
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A equacao acima nos mostra o valor médio do momento de uma particula. Para

chegar a segunda lei de Newton, vamos aplicar a derivada temporal novamente

mddi? - ;(Ci“g(@lﬂpgﬂ + i<<ﬁg9<:ﬂ>”z>)) (124)

—-1/2

Antes de prosseguimos vamos lembrar que p, = g(z)~"/*p, pois usaremos essa

relacao a parti de agora:

d*(z) 1 ,d

Atz 2m dt

(g(x)7'p)) + 2 (g(x) " *pg(x)7/%)) (125)

Vale pontuar que nao estamos lidando com uma derivada comum, mas sim com
a derivada de uma média. Dito isso, vamos aplicar a equacao 119 nas duas derivadas da
equacao acima, mas iremos resolver a primeira derivada e depois a segunda, e por fim,

unir os dois resultados. Assim, ficamos com:

d i

—({9(@)7'p) = £([Hy, g(2) ")) + (—5—) (126)

Como sabemos a métrica e o momento nao dependem explicitamente do tempo
logo, o segundo termo ¢ nulo, aplicando o hamiltoniano generalizado juntamente com a
propriedade da soma temos:
d -1 i Py -1 -1
S (49(@) P = U2, g(x) " 'pl) + (V(2), 9(x) 7)) (127)

om’

Agora vamos comecar a resolver o primeiro comutador, iremos utilizar a proprie-

dade do apéndice A.3 assim temos que:

1

9(z)'p] = —([g(x)"*p, g(z) "plg(x) " *p+ g(x) " *plg(z) " ?p, g(x)"p]) (128)

2
[pi —
2m

om’

Para resolver o comutador, vamos fazer uma manipulacao na métrica para sim-
plificar o problema, para isso vamos fazer a seguinte relacao g(z)~! = g(z)~/2g(z)~"/2,

obteremos:

[9(z) " 2p, g() " 2g(x) 7 ?p] = g(x) " pg(x) " 2g(x)"*p — g(x) " *g(x) " *pg(x) " ?p
(129)

E importante destacar que podemos colocar a métrica g(x)_l/ 2 em evidencia pela

—-1/2

esquerda e também podemos colocar em evidencia pela direita o termo g(x)~'/*p com isso

o comutador podo ser reescrito como:

[g(z) ™ ?p, g(z)~2g(z)~/2p] = g(z)~"*[p, g(x)~/*g(z)/?p (130)
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Usando a propriedade de comutador do momento com uma func¢ao ficamos com:

) -1/2
) 2p.g(a) ™ 2g(a) 2] = —ig(x) " P (131)
Com isso a equagao (128) ficara:
2 ; )12 £)-1/2
12 gy = — 2 gy P9 )2 1 ga) () 2 ) (132)

" om ox ox

Como a métrica e o potencial sao valores entao eles comutam entre si, podemos

entdao colocar em evidencia o termo da métrica, resultando em:

[V(z), g(z)'p] = V(2)g(z)"'p — g(z) 'pV(2) = g(z) "' [V (2), p] (133)

desta forma ficamos com o seguinte resultado:

V() g(e) 9] = ihg(a) " O (134

Agora vamos substituir as equagoes (134) e (132) na equagao (127):

2 ({g(a) " p)) = £(— 4 (gla) 2 pg )1 2p

(135)
g(w) ™/ 2pg () PG p) g () G))
Simplificando a equagdo acima, teremos:
_ _ z)—1/2 _
£ ((g9(x)7'p)) = (5 (g(x) 121G —pg(z)~/2p+
(136)

_ _ 2)—1/2 _
g(x)"2pg(x) 12 ") — g(z) 1Y)

Por fim iremos desenvolver a segunda derivada, para isso aplicaremos novamente

a equagao (116):

a
dt

!

)Y 2p0(x)"1/2
((g(z) " pg(z)~1/%)) = h([Hg,g(x)l/ng(a:)1/2]>+<8(g( ) pg(x)”/F)

ot

) (137)

Novamente, a métrica e o momento nao dependem explicitamente do tempo,

aplicando o hamiltoniano e a regra da soma, temos:

a
dt

£<[p—g,g(x)—1/2pg(x)—1/z]> + <[V(£E),g(fﬁ)_l/ng(x)_l/Q])

({g(z) ™ 2pg(w) %) = (22
(138)
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Resolvendo o primeiro comutador e aplicando a mesma propriedade do comutado

que fizemos no caso anterior, termos:

(22, g(2)2pg(w) /2] = £ ([g(x) " 2p, g(x) " 2pg(x) /g (x) M2

(139)
g(x)~2plg(x)~2p, g(x) " pg(a) V)
Resolvendo o comutador:
[g(x) 2, g(x) = Ppg(x) =17 = g(x)~pg(x) =" *pg(x)~"/2—
(140)
g(x)_1/2pg(:c)_1/2g(:v)_1/2p

Assim com fizemos antes, porém, com uma diferencga , vamos colocar em evidéncia

~1/2pg(x)~1//2 assim chegaremos no seguinte resultado:

—1/2(9(9(35)71/2)

pela direita o termo g(x)

g(x) " ?pg(x) ™ 2[p, g(w)"*] = —ihg(x)"*pg(x) 5 (141)
x
Sendo assim, a equacao (139) fica da seguinte forma:
. — — 7 — — z)~1/2 —
(5, g(x) " Ppg () V) = =3 (g(a) Y 2pg(a) /2 XY g () 712
(142)

_ _ _ CE_I/Q
—l—g(x) 1/2]99(1') I/ng(x) 1/23(9(8)9C ))

Agora vamos resolver o ultimo comutador:

V@), g(x)"pg(a) %] = V(x)g(2) " pg(a)~1/* — g(2) " pg(a) "2V (2)  (143)

Portanto, temos:

V(&) 0(r) ™ 2pga) %) = g(a) ™21V (@), pla(e) ™ = ing(e) 0D (14
Assim, ficamos com:
4 ((g(x) " pg()™2)) = o ((g(x) ™ pg(a) /228D g (1) =1/
(145)

_ —_ — A(g(x)~1/2 —10V(x
+g(2) " 2pg(x) "M 2pg () TVRALD D)) — (g(a) 12U
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unido as equagoes, temos:

2(x —19g(z)~1/2 —
méEt = 5l (o) G pg(a) 2t
_ _ 33_1/2 _
g(x) " 2pg(x) 2 p) — g(x) 1 B¥
(146)
_ _ 2)-1/2 _
+ 0 (g(w) "M 2pg () 2L g () =1 /2p
_ _ —1/20(g(z)"1/? 19V (z
+g(x) " 2pg(a) M 2pg(a) /2Ly — g(g) 12
melhorando a equacao acima, obtemos:
2z _10g(z)~1/2 —
méGe = {5 (9(0) " 45— pg(a)
z)—1/2
g(a) " pg(x) 1 PG p)
(147)

_ _ 3371/2 _
2w (9(x) 1 2pg () 2AAG D g (1) 712

2m ox

_ _ _ A(g(x)~1/2 _10V(x
+g(a) "V 2pg(a) =V 2pg(a) =2 ALy (g(x) 1 2V

Como podemos observar, a mecanica quantica no formalismo PDTO tem como
limite classico a segunda lei de Newton em um espago curvo. Podemos fazer um paralelo
com a segunda lei em um referencial nao inercial, pois aparece um termo adicional. No
caso da segunda lei em um referencial nao inercial, temos uma forca devido a aceleragao
do referencial. Neste caso especifico, seria uma forca devido a métrica, onde mesmo a
particula livre sente uma forga, porém, neste caso, é devido a métrica. Podemos agora
analisar olhando para o arco de curva, calculando o valor de p, Com isso, analisaremos o

espaco trocando o eixo x por s ; assim, temos que:

Wo0) a1y, + (222 (145)

Como o momento nao depende do tempo explicitamente, o segundo termo ¢é nulo,
vamos aplicar o hamiltoniano generalizado, juntamente com a propriedade do comutador e

sabendo que o momento generalizado comututa com ele mesmo, ficamos

Wil _ 2., (149)

Usando a propriedade do apéndice A.3, temos:

d{py)
dt

— —(D,V) (150)
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Note que assim como na mecanica classica em um espaco curvo, quando analisamos

o0 eixo s, temos uma equagao que lembra a segunda lei de Newton, descrito pelo apéndice

A.1, como podemos ver abaixo:
oV

_ov 151
ds (151)

ms =
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Na mecanica quantica é o teorema de Ehrenfest que faz o papel de limite classico,
onde vimos que os valores médios dos observaveis convergem para as equacgoes da mecanica
classica, como foi o caso da segunda de Newton em uma e trés dimensoes e para a segunda

lei de newton para rotacgoes, também conhecido como torque.

Em certos casos especiais, como a for¢a de Lorentz, ha limitacoes a considerar
se 0s campos magnéticos sao uniformes. Isso se deve a natureza nao comutativa dessas
quantidades, como (¥ X B + —B x U). Simplificando, para um campo magnético nao
uniforme, ha um termo de divergéncia adicional na equacao de forca de Lorentz. Este
termo explica o fato de que o campo magnético altera a trajetoria de forma diferente em

cada ponto, ao contrario de um campo uniforme.

Um dos aspetos mais intrigantes é o spin, particularmente o spin 1/2, que nao
tem uma contrapartida classica. Embora os valores médios nao correspondam a uma
quantidade classica, sua taxa de mudanca ao longo do tempo decai em uma quantidade

classica, que neste contexto é o torque no eletromagnetismo.

Na mecanica quantica, especificamente no formalismo PDTO, o limite classico
é essencialmente a mecénica classica dentro de um espaco curvo. Aqui, podemos ver
semelhancas com a Asegunda lei de Newton num quadro de referéncia nao inercial, pois
existe agora uma forga atribuivel a métrica. Mesmo no caso especifico de uma particula

livre ((V(z) = 0)), ainda existe uma for¢a devida a métrica.

Para futuros trabalhos, podemos expandir o Teorema de Ehrenfest no formalismo
PDTO para trés dimensoes com uma métrica ndao ortogonal e analisar quais sdo as
consequéncias dessa modificacao. Além disso, outras possibilidades incluem a investigacao
da aplicagdo do Teorema de Ehrenfest em campos elétricos e magnéticos nao uniformes,
a inclusao de efeitos relativisticos, o estudo em sistemas dissipativos, a exploragao em
espagos-tempos curvos, a analise em sistemas com potenciais complexos, a relacao com
estados coerentes e a extensao para sistemas na termodinamica quantica.
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A APENDICE

A.1 DINAMICA CLASSICA EM UM ESPACO CURVO

Para esse capitulo vamos analisar as lei que regem o movimento de uma particula
em um espaco curvo, onde a curvatura da espacgo ¢ dada por uma funcao que chamamos
de métrica g(z) em outras palavras vamos modificar a segunda lei de newton para uma
geométrica nao-euclidiana, onde iremos trabalhar com um problema unidimensional, vale

lembra que a segunda lei de Newton em uma dimensao é dada pela seguinte expressao:

av

- (152)

mi =

A equacdo acima tem um limite de validade que é um referencial inercial' e um
espaco euclidiano, como isso iremos fazer modificacdo do espaco, para isso usaremos o
formalismo de Hamilton, devido ao fato que as equagoes de newton se equivale as equagao
de Hamilton, onde (THORNTON S. T., 2012) Afirma que “O ponto de vista é diferente,
mas o contetdo é o mesmo”, entao para resolver o nosso problema primeiro vamos usar
a energia cinética para um espaco curvo, pois o Hamiltoniano é dado por H =T 4V,
sabendo disso (SOKOLNIKOFF, 1964) tcdefini a energia cinética como sendo:

T= %gijjcig;«j (153)

Para esse trabalho vamos trabalhar no caso unidimensional, desta forma g;; = g(x)

e #'i7 = @2, assim a equacdo da energia cinética pode ser escrita da seguinte forma:

(154)

Agora podemos montar o Hamiltoniano, pois vamos supor que a potencial s6

dependa da posicao, desta forma ficamos com a seguinte relagao:

" g(x)p?

:2m

+V(z) (155)

Agora podemos usar as equacoes de Hamilton para encontramos a segunda lei de

Newton para um espago curvo, essa equagoes sao escrita da seguinte forma:

i=91
. , (156)
p=—-9%

L um referencial onde a aceleracdo é nula obedecendo entdo a primeira lei de Newton
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Entao vamos usar essas equacoes para chegar na segunda lei de newton, entao

primeira mente vamos calcular &, assim temos que:

d g(x)p

I:%( 2m

+V(z)) (157)

Como o potencial nao depende do momento, ficamos com a seguinte equagao:

g(x)p

i = (158)

Agora multiplicar por m em ambos os lados e aplicar a derivada temporal em

amplos lados, desta forma ficaremos com a seguinte equacao.

d

mr = —-
dt

(9(z)p) (159)

Vamos aplicando a regra do produto, temos:

mi = (o) + 5 (P)o(o) (160

Vamos resolver a primeira derivada por regra da cadeia e a segunda usaremos a

seguinte relacao que % = —%—‘; assim ficamos com:
. . 0g(x) 15)%
mi = i—g =P - %g(x) (161)

Vamos substituir a equagao (154) na equacao (157), e iremos também dividir em ambos os

lados por g(x) em ambos os lados, assim ficamos com a seguinte equagao:

mi _ p* g(x) OV
g(z)  2m Ox Oz

(162)

Agora vamos usar usar a relacdo anterior para modificar a equagao acima, no

caso essa equacio 2 = —2% e também vamos chamar g(z) de (g(z)~/?)72, pois desta

forma nao alteremos a equacdo acima, com isso ndo altera a métrica vamos fazer essa

substituicdo apenas na derivada, assim ficamos com:

mi_ p? Ollgle) ) oV

g(z) 2m Ox Oz

(163)

Para resolver a derivada parcial vamos aplicar a regra da cadeia, assim ficamos:

2)-1/2)-2 r)~1/2
d((g( ()% ) _ _29@)3/2% (164)
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Desta forma ficamos com:

mi 2 T -1/2
__P g(x)—?)/?M oV

— _£ - 165
g(x) m Oz Ox (165)
Agora vamos lembra que mi = —g—)‘? entao vamos usar para trocar a ordem, assim
temos: ) (o() 1/2>
oV -1 p _3/20(9(x)” .
2 - _2 A A AN—A 166
gyt = () R (166)

Desta forma ficamos com a seguinte forma:

Agla) ) oV

2
mi = 2 g(2) /2

-1
. 167
m ox Ox 9(z) (167)

Podemos fazer a seguinte manipulagao para chegar equagdo quantica:

2 _18g(x)~1/2 _
m%E = 315 (9(x) G pg ()" 2p+
g(x) "V 2pg(z) -1 022 )

(168)

_ _ 3371/2 _
20 (9(x) 7 2pg () AAAG D g (1) 712

2m i

_i_g(x)—1/2pg(x>—1/2pg(x)—1/28(9(921’1/2))] _ g(l,)_w\/(z)
Com a equagao que encontramos vamos resolver alguns casos particulares o
primeiro é g(z)~'/? = 1 isso significaria o espaco isotrépico,

oV
ox

mi =

(169)

Note que voltam os para a segunda lei de newton que conhecemos, agora vamos
resolver para a métrica que (BRAGA, 2015) propds, que do tipo g(x)™V? = (1 + yz),

assim ficamos:
ov 1 1 p? 0

0z (1+2)? * (14 yx)3 2m Oz

mx =

(14 ~z) (170)

Desta forma ficamos com:
oV 1 1 p? 0

P =—— — 1 171
e 0z (14 yx)? * (14 ~x)32m (?x( +72) (171)
Como sabemos mi = —%—Z, assim ficamos:
mi ov Py

At~2)? ~ 0z " 2m(1 +y2) (172)
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Desta forma chegamos na mesma equacao que (BRAGA, 2015). agora vamos
analisar o que acontecia no arco de curva, saindo da variavel x para s, logo o momento
pode ser representado por P, = p(g(z)*/?), com isso o hamiltoniano generalizado deve ficar

da seguinte forma:

p2
Hy= -2 +V (173)

2m

Com isso as equagoes de Hamilton fica da seguinte forma:

. _ 0H,
S = 3pq
(174)
p=—%

Dito isso vamos calcular a segunda lei de newton levando em consideracao o arco

de curva, para isso vamos comecao calculando $ assim ficamos:

9

2

pg pg
§=— (L 4V)="2 175
5 o V) (175)

2m m

Multiplicando por m amplos os lados assim ficamos com:

ms = p, (176)

vamos aplicar em ambos os lados a derivada temporal, assim temos:

. d
ms = - (py) (177)

Usando a equacao de Hamilton, temos:

. o,
=——(=—=+4+V 178
mé=—o(5 - +V) (178)
Logo ficamos com:
oV
§=—— 179
ms 9 (179)

Note que equacao acima ¢ idéntica a segunda lei de newton, ou seja, particulas
dentro de um referencial curvo obedecem a segunda de newton e se colocamos a métrica
como referencial nao a diferenciar fisica entre os resultados e consciéncias das segunda lei

de newton.
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A.2 EQUACAO DE STURM-LIOUVILLE

A equagao de Sturm-Liouville ¢ um EDO de segunda ordem, com o objetivo de
estudar uma fungao se comporta num intervalo® [a, b], onde a equacao de Sturm-Liouville
é escrita da seguinte forma:

d

2@y 1a(X) + Ap(2)ly = 0 (180)

Onde vamos analisar a funcao p(z), onde iremos chamar de fungdo peso, e a
constante A, na qual representa as autofuncao da equagao e y(x) é a autovetor da equagao,

onde (BOYCE, 2012) defini 4 propriedades muitos importantes, sao elas :

1. Todos os autovalores A do problema de Sturm-Liouville sdo reais, que podemos ser

escritor de forma crescente:

2. Para cada autovalor existe uma tnica autofuncao linearmente independente, deter-

minada a menos de uma constante multiplicativa.

3. As autofungoes corresponde a diferentes autovalores, e sao L.I.
> any(z,) =0 (182)
n=0

4. O Conjunto de autofungoes corresponde a conjunto de autovalores onde sao ortogonais
em relacao a fungdo peso p(z) no intervalo [a,b]. caso estejam normalizados podemos

escrever da seguinte forma:

[ vt peyiz = (153)

entdo Ser chamamos r(z) = ;—ﬁj, q(z) = v(x), A = E, y(xr) = ¢(z) por fim
chamamos a nossa funcao peso de p(z) = 1, teremos a seguinte equagao:

d [—hz dvy

dx " 2m dx

Se resolvemos a equagao acima ficamos com a equacao de Schrodinger independe do tempo,

|+ [v(x)+E]=0 (184)

assim as solugdes da equacao de Schrodinger obedecem todas a propriedade da Equagao
de Sturm-Liouville, mas podemos destacar que com a funcao peso ¢é 1, logo as fungoes
solugoes sao ortogonais entre si, podemos ainda para formalismo PDTO, pois se escrevemos
r(z) = \/ﬁ, q(z) = V(x), A = 2ZF por fim a funcdo peso ¢ dado por p(z) = /g(x),

fazendo manipulagoes algébricas chagamos na equacao de Schrodinger no formalismo

PTDO, porém é possivel nota que, as fungdes sao ortogonais em relagao a métrica.
2

Esse intervalo pode tende ao infinito, continuard sendo valido o teorema
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A.3 DEMOSTRACOES MATEMATICAS

Vamos demostrar que [f(x), P| = ih%, entao vamos parti do comutador, como

um funcao multiplicando pela esquerda, temos:

[f(z), Plg(x) = f(z)Pg(x) — P f(x)g(x) (185)
Como sabemos P = —ih%, ficamos com :
. dg(z) L df (z)rg(x)
P = — — (—jp I 1
/@), Ply(z) = ~in"L2 — (~in I, (156)
Fazendo g = 1, temos:
L df
Pl =1ih— 1
/@), P = i (187)
Agora iremos demostra que [P}, z;] = —ihd;;, para isso desenvolver o comutador,
vamos colocar um func¢ao pelo lado direto, para facilitar as manipulacoes.
L 0x,G L 0G
[P, 2;]G = pix;G — x;p;G = —ih O;i — xj(—zhaxi) (188)

vamos considera G = 1, devido a derivada, ficamos com o seguinte resultado:

Agora iremos demostrar a seguinte equagao [AB,C| = A[B,C| + [A, C]B, para

isso vamos desenvolver o comutador, com isso temos:

[AB,C] = ABC — CAB (190)

vamos somar e subtrair o comutador acima por AC'B, com isso ficamos:

[AB,C] = ABC — ACB + ACB — CAB (191)

Desta forma demostramos que:

[AB,C) = A[B,C] + [A,C]B (192)

Num caso particular onde temos A = B, temos a seguinte relacao:

[A%,C] = A[A,C] + A, C)A (193)
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Para finalizar as demostracoes usadas temos a seguinte relacao, [S;, B;| = 0,

novamente iremos desenvolver o comutador:

[Si7 B]] — SzBJ - Bij (194)

Como o Spin e escrito como sendo:

S=_5 (195)

| St

Onde & é uma matriz, no caso do Spin 1/2, é do tipo 2 x 2, porém sao valores

contante; como podemos ver abaixo:
0 —
oy = [ ) } (196)

Se substituindo as matrizes acima no comutador, mostraremos que:

Agora vamos mostra que [P, f(x)] = —ihD,, para isso vamos multiplicar por 1
pela esquerdar assim temos:
[Py, [(@)]1 = Py f(x)1 — f(z)pyl (198)

Abrindo o os termos ficamos com:

[Py, f(2)]1 = —ihDy f(x) + f(x)ihDy(1) (199)

Desta forma ficamos com:

[Py, f(x)] = —ihDy f () (200)
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A.4 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

O Teorema do limite central (TLC) é um dos mais importantes teoremas das
estatistica, pois podemos determinar que valores aleatorios tente ao um valor, tortando
esses valores aleatorios cada vez mais de presiveis, ou seja, saindo do mundo probabilistico
para o mundo deterministico, varios matematicos e fisicos trabalharam com TLC incluindo
nomes como Abraham de Moivre (1667-1754) e até mesmo Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
conhecido como "Principe da matematica'onde foi tao importante para esse teorema que o
seu préprio no estar ligado a esse teorema, pois a curva normal ou curva gaussiana na
qual o teorema se fundamenta, na qual essa curva é dada pela imagem abaixo obtida no

software Geogebra:

Figura I: Ilustragdo de um funcao gaussiana

onde geralmente o eixo y é representado pela probabilidade e o x uma variavel
qualquer ponde queremos calcular a probabilidade, no caso da mecanica quantica é o
eixo x geralmente é representado pela posicao da particula e o eixo y a probabilidade de
encontramos essa particula naquele ponto. Entao o TLC que é definida segundo (ALMEIDA,
2019)

O teorema do limite central nos assegura que, se as amostras forem
suficientemente grandes e escolhidas de maneira aleatéria, as médias de
todas as amostras possiveis estarao distribuidas simetricamente em torno
da média populacional. Assim sendo, a Matemaética nos assegura que a
média das médias das possiveis amostras terd um valor igual & média

populacional.

Para entendermos melhor esses teorema tao importante, vamos supor um lagamento
de um dado d6 (um dado de seis lados), se vezes isso a probabilidade ird ser uniforme,

pois teremos 1/6 chances para qualquer numero assim teremos o seguinte grafico:



52

Lancamento de um Unico dado

[
(=T I -]

Probalidade

(= L

1 2 3 4 5 6

Possiveis valores

Figura IT: A Imagem representa a probabilidade de um tnico lancamento de um dado d6

Na imagem acima é possivel perceber que probabilidade é igual para dos os 6
valores possivel do dado, cerca de 16,66% , agora vamos lanca duas vezes e soma os valores,

assim temos o seguinte grafico:

langcamento de dois dados.

Figura III: A Imagem representa a probabilidade de dois dado d6 langando simultaneamente

Se amentamos a quantidade de lacamentos simultaneos teremos um valore que

tende para o valor central, como podemos ver a abaixo:

Langamento de 10 dados consecutivos

38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

Figura IV: A Imagem representa a probabilidade de dez dado d6 langando simultaneamente
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Entao se aumentamos a quantidade de lancamentos teremos valores cada vez mais
um curva gaussiana, onde se colocamos mais dados o desvio padrao vai tentear a zero e

com isso teremos com saber com total certeza qual ser o valor que saird no final.
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