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Resumo

Quando estudamos o assunto da NP-completude nos livros ou na internet, as
redugoes ja aparecem prontas, e nao é facil entender como elas foram feitas. E
a partir dessa dificuldade que nos orientamos para realizar este trabalho. De
acordo com a teoria, existem alguns problemas que sao mais representativos
para a classe NP: os chamados problemas NP-completos. Em certo sentido,
esses problemas podem ser usados como uma linguagem na qual é possivel
descrever os outros problemas. Essa é uma das intuigoes por tras da definigao
de redugao de problemas. E isso motiva uma investigacao do assunto a partir
do ponto de vista da légica. A ideia chave é que com uma representacdo em
linguagem légica nds conseguimos descrever qualquer coisa, o que inclui descrever
os problemas NP-completos. Isso nos leva ao primeiro objetivo deste trabalho:
tentar entender a logica dos problemas computacionais. E isso acaba levando ao
segundo objetivo: tentar entender por que é mais facil reduzir um problema para
a l6gica (SAT) do que no sentido contrério. A ferramenta que nés desenvolvemos
para alcancar esses objetivos foram os ”gadgets”16gicos, que sao as formas de
induzir o funcionamento légico que queremos ter. Utilizando os ”gadgets”l6gicos,
nés conseguimos formular redugoes mais intuitivas para diversos problemas
NP-completos, e muito semelhantes entre si. E por meio delas, nés demos um
passo para alcangar o entendimento que motivou o trabalho.

Palavras-chave: complexidade computacional; Problemas NP-completo;

gadgets 16gicos; Légica; SAT;



Abstract

When we study the subject of NP-completeness in books or on the internet,
the reductions appear ready-made, and it is not easy to understand how they
were made. It is from this difficulty that we are guided to carry out this work.
According to the theory, there are some problems that are more representative
of the NP class: the so-called NP-complete problems. In a certain sense, these
problems can be used as a language in which it is possible to describe other
problems. This is one of the intuitions behind the definition of problem reduction.
And this motivates an investigation of the subject from the point of view of
logic. The key idea is that with logic we can describe anything, which includes
describing NP-complete problems. This leads us to the first objective of this
work: to try to understand the logic of computational problems. And this
ends up leading to the second objective: to try to understand why it is easier
to reduce a problem to logic (SAT) than in the opposite direction. The tool
that we developed to achieve these objectives were the logical gadgets. Using
logical gadgets, we were able to formulate more intuitive reductions for several
NP-complete problems, which are very similar to each other. And through them,
we took a step towards achieving the understanding that motivated the work.
Keywords: computational complexity; NP-complete problems; logical gadgets;
Logic; SAT;
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos que geralmente sao feitos na area de computacao, relacionados a
computabilidade dos problemas algoritmicos, buscam categorizar esses problemas
pelo grau de suas dificuldades inerentes. E muito comum deparar-se com
problemas faceis e com problemas bem dificeis, mas, como determinar quao
dificil é um problema? Durante bastante tempo, varios estudos sao realizados
com o objetivo de determinar parametros que podem definir o nivel de dificuldade
de um problema e ainda de alguma forma categoriza-los.

A maior parte dos problemas computacionais classificados sdo definidos a
partir de uma méaquina de Turing. De maneira resumida, uma méaquina de
Turing pode ser definida como uma sextupla M = (Q, %, qo, F'T, F~,4), onde hé
o conjunto de estados, o alfabeto, o estado inicial, estados de aceitacao, estados
de rejeicao e a fungdo de transicdo, respectivamente [Pap96].

Quando se trata de problemas computacionais hé varias classes que sao estu-
dadas. Em termos de linguagens é possivel definir a classe P como os problemas
decidiveis em tempo polinomial em uma maquina de Turing deterministica (de
fita tinica). J4 os problemas NP sdo aqueles que podem ser verificados em tempo
polinomial e em termos de linguagem estar em NP significa que o problema é
decidido por uma maquina de Turing nao-deterministica de tempo polinomial
[Sip12].

Em teoria da complexidade computacional tem-se que os problemas NP-

completos sao os problemas mais dificeis da classe de problemas NP. Um deter-

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

minado problema ”A” em NP estd em NPC se somente se todos os problemas
NP podem ser reduzidos a ele. A reducdo polinomial é tida com o principal
mecanismo para demonstrar que um problema é NPC [CLR12].

O conceito de problemas NPC foi inicialmente sugerido por Stephen Cook
e Leonid Levin em meados dos anos 70. Os autores indicaram que alguns
problemas tidos como NP eram de fato NP-completo, logo, se um determinado
algoritmo de tempo polinomial fosse apresentado para um problema NPC todos
os outros problemas em NP seriam resolvidos em tempo polinomial [Sip12].

A reducao polinomial é a principal técnica para investigar problemas NPC
pois a mesma consiste em demonstrar que dois problemas séo relacionados [GJ79]
e apesar disso, muito do que é documentado na literatura no que se diz respeito
a tais redugoes acabam sendo apresentados de maneira mais direta, nao havendo
um detalhamento sobre o procedimento de reducao realizado. De certa maneira
isso responde ao questionamento que leva ao uso da técnica de maneira mais
direta, mas deixa uma lacuna dentro de tal analise sobre os passos executados
evitando por exemplo uma nova implementacao para problemas distintos.

Uma das propostas deste trabalho é apresentar uma investigacao sobre os
problemas NPC na 6tica de suas redugoes, partindo do entendimento de um
determinado problema e analisando o mesmo com a finalidade de entender quais
passos podem ser dados para se obter a redugao que muitas vezes é apresentada
de forma direta.

Quer dizer, quando a gente se debruga sobre esse assunto, consultando livros
ou a internet, a gente encontra um monte de redugoes e argumentos de corretude
j& prontos.

E dai, o sentimento que nos acomete é expresso por perguntas como

e Como ¢ que se pensou nisso ?

ou

e Serd que eu consequiria pensar em algo assim ?

ou ainda

e (Como € que se pensa sobre isso ?

Bom, outra proposta desse trabalho é responder essas perguntas.
Mas, voltando ao comeco da histdria, a nossa perplexidade inicial foi superada
quando alguém sugeriu: “Bom, em uma redugao, um problema funciona como

uma linguagem que usamos para descrever outro problema”.
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Esse é o ponto de vista 16gico.

E esse foi o ponto de partida do nosso trabalho — (o titulo apareceu logo
apds o primeiro encontro)

Quer dizer, com a ldgica a gente consegue descrever qualquer coisa.

E com um problema NP-completo a gente também consegue.

Entao, em algum sentido, os problemas NP-completos devem conter uma
légica completa dentro deles — (e os problemas polinomiais devem conter uma
légica incompleta)

Nesse ponto, o primeiro objetivo do trabalho ficou claro para néds: entender
qual é a légica dos problemas computacionais — (ou qual € a ldgica de cada
um deles)

Mas, isso ainda nao é tudo.

Quer dizer, continuando essa conversa, outra pessoa observou: “Voceés ja
notaram que é bem mais facil reduzir um problema para a légica (e.g., SAT) do
que fazer a reducao no sentido contrario?”

Nesse momento, os outros disseram: “Sim! porque sera que isso é o caso?”

E aqui nés temos o segundo objetivo do nosso trabalho.

Bom, o que vem a seguir nao é uma resposta completa para essas duas
perguntas.

O que nds vamos apresentar é um relato do progresso que nés conseguimos
fazer até agora.

O restante desse capitulo faz uma breve revisao da légica, e uma breve revisao
da teoria da NP-completude — (apresentando o seu problema mais famoso: o
SAT)

O capitulo 2 introduz a ferramenta técnica que nds temos utilizado para
realizar a nossa investigagio: os gadgets l6gicos — (esse € o principal resultado
do nosso trabalho)

No capitulo 3 nds colocamos essa ferramenta para funcionar, apresentando
redugoes para 4 problemas NP-completos sobre grafos: o CobV, o Clnd, o Cliq e o
CDom.

Uma leitura preliminar desse trabalho poderia ser interrompida aqui, pois
nesse ponto ja se pode ter alguma ideia do que nés fizemos — (e dai pular para
a conclusdo, onde nds falamos sobre o que nds ainda pretendemos fazer ...)

Continuando, apds alguma experiéncia com os gadgets l6gicos, a gente comega
a notar que os problemas computacionais ja possuem os seus proprios recursos

légicos, por assim dizer.
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E a ideia é que explorar esses recursos légicos pode facilitar tremendamente
a tarefa de reducao e a prova de NP-completude.

A maneira como isso ¢é feito na pratica consiste em formular variantes do pro-
blema SAT baseadas nesses recursos 16gicos — (e provar a sua NP-completude)

E dai, a tarefa se resume a reduzir uma dessas variantes ao problema.

Para tirar vantagem desse esquema, nds apresentamos no capitulo 4 algumas
variantes de SAT, e provamos a sua completude utilizando os gadgets 16gicos.

Outro aspecto interessante da teoria da NP-completude é que apesar da sua
aparéncia superficial distinta, alguns problemas sdo quase idénticos do ponto de
vista légico.

Assim, faz sentido apresentar a NP-completude dessas familias em conjunto.

No capitulo 5, nés apresentamos a familia do PtT (Partigdo em Tridngulos),
que também contém o 3DM e o X3C.

No capitulo 6, nés apresentamos dois problemas sobre tridngulos mono-
cromaticos: o TMon-2v e 0 TMon-2a.

Finalmente, no capitulo 7 nés apresentamos as nossas conclusoes.

1.1 Uma breve revisao da légica'
Mas, o que € a logica?
Bom, a légica diz respeito a coisas sobre as quais a gente diz: E ou N3o é.
Quer dizer, quando se fala em ldgica todo mundo costuma pensar em E
Verdade € N3o é Verdade
— (ou € falso)
Mas na realidade pode ser qualquer coisa.

Por exemplo,
- E Verde

E Selecionado

- E Bonito
- e por ai vai ...

Entao, a 16gica é o dominio das dicotomias — (mas, a gente fala sobre isso

outra hora ...)

I Nessa secdo, nés apresentamos a légica a partir de um ponto de vista que a torna semelhante
aos problemas computacionais que nés vamos ver nos capitulos seguintes.
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Dai, uma vez que nds temos essas coisas, o préximo passo é coloca-las em
relagao.

Quer dizer, uma vez que a gente sabe de uma coisa que ela E (ou Nio €), isso
pode nos permitir concluir que uma outra coisa E (ou Nzo é).

Porque?

Ora, porque as duas coisas estao relacionadas logicamente.

E isso significa que existe uma relagao légica que vincula as duas coisas.

A gente pode pensar que a relagdo légica mais bésica que existe é a identidade?

x =y
Se x E, entdo y também E

Se x N3o é, entdo y também N3io é

E aideia é que, se a gente pode olhar para x, entao nao é preciso olhar para y para
saber o que estd acontecendo com ele — (esse € o principio da representac¢do)

A seguir, nés temos a relacao de negagdo

r NEG vy
Se x E, entdo y Nio é

Se x Nio é, entdo y E

A ideia é que isso é diferente do NAO — (que é uma relagdo undria)
Mas, uma vez que a gente tem os dois no sistema, a gente ganha a oportuni-

dade de dizer a mesma coisa de duas maneiras diferentes

r = NAOy = z NEG vy

/I\

é a mesma coisa que

— (o que pode ser 1itil na prdtica)

’ seja a melhor forma de representar a relagdo. Talvez fosse

2Nao é claro que o sinal ‘=
melhor escrever

z Id gy
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Mas, essas duas relagbes ainda sdo muito rigidas — (elas amarram as duas
varidveis de maneira muito firme)

Entao, o proximo passo ¢ introduzir a relagao de implica¢ao

r = oy
Se x E, entdo y também E

Se x Nio é, entdo isso nada diz sobre y

O que é a mesma coisa que a relagao de disjunc¢dao (OU)

NAO 2 — vy

r V y
Mas que a gente pensa de um jeito diferente

z OU y

TE ou yE

E s6 com a implicacao que o jogo logico propriamente dito tem inicio.

Quer dizer, o jogo légico é o raciocinio.

E o raciocinio consiste em deduzir uma coisa a partir de outra — (ou
propagar informagao de um lado para outro)

A implicagéo é a relagao légica paradigmatica do raciocinio

x — Yy

Se x E, entdo y também E

Quer dizer, saber alguma coisa sobre x pode nos permitir concluir alguma coisa
sobre y.

Mas, apenas se z E.

Nesse sentido, a gente pode pensar que a implicagao é meia identidade.

E que juntando as duas metades, a gente consegue a identidade inteira

r =y = r — 1y, NAOz — NAOy

A gente também pode pensar que a implicagao é meia negagao.
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E que juntando as duas metades, a gente consegue a negacao inteira
r NEG vy = r — NAOy, NAOz — vy

Aqui comeca a ficar claro que a implicacio e o NAO ja bastam para dizer qualquer
coisa — (o que € uma coisa que a gente jd sabia — porque?)

Mas de fato ainda falta uma coisa.

Quer dizer, com a implicacao a gente consegue propagar informagao de
maneira controlada — (i.e., dependendo do valor que estd sendo propagado)

Mas, a implicagdo é uma relagdo bindria entre varidveis — (ou dicotomias)

E apenas relacionando dicotomias a gente nao consegue formar uma tricoto-
mia.

Na pratica, isso significa que a gente nao consegue descrever qualquer coisa
utilizando apenas as varidveis, o NAO, o NEG e o OU.

Existem diversas maneiras de escapar dessa limitacao.

E a solucao adotada pela légica é o esquema de composicionalidade associado

aos parénteses

((x\/y)\/z) (x—>(y—>z))

Por meio dos parénteses, a gente pode definir relagoes ternarias

((z vV y) Vv z) = (z vV y V z2)

— (o TROU)
E uma vez que a gente tem as relagoes terndrias, a gente consegue construir

as relacoes quaterndrias

((z Vy) VvV zVw) = (z VyvVvs), (NOsV zV w)

— (o QUATROU)
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Pronto!
Agora nds ja temos os recursos suficientes para descrever qualquer coisa com

a logica.

1.2 Uma breve revisao da NP-completude?

Nao é preciso muito tempo de trabalho com problemas computacionais para
descobrir que existem alguns deles que sao bem dificeis.

Dai, com mais algum tempo, a gente descobre que existem muitos problemas
bem dificeis.

E dai, com ainda mais tempo, a gente nota uma peculiaridade, quer dizer,
existe uma grande quantidade deles que comeca assim:

e Serd que existe ... ¢

Uma vez que a gente nota isso, ja nao é dificil formalizar a coisa assim:
Definigdo: NP ¢ a classe dos problemas de decisdo (i.e., SIM/NAO) que po-

dem ser resolvidos em tempo polinomial por uma maquina de Turing nao-

deterministica.

Quer dizer, a maquina de Turing nao-deterministica é a maquina que advinha
as coisas.

Dai que, ao receber um problema que tem a forma da pergunta acima, ela

advinha a coisa que se esta perguntando.

Mas, como a coisa pode existir ou nao, a maquina precisa verificar se aquilo

3Essa secao foi escrita com a suposicdo de que essa nio é a primeira apresentacio da teoria
da NP-completude ao leitor — (owu, pelo menos, de que ela ndo € a dltima ...)
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que ela advinhou faz sentido ou ndo — (i.e., € uma resposta vdlida para o
problema), e essa verificagdo leva tempo polinomial — (esse é o P do nome da
classe NP). Dito isso, uma vez que a classe NP foi definida, a gente consegue obter
um problema NP-completo de maneira bem prosaica — (i.e., um problema
que, se for resolvido em tempo polinomial, permite obter a solucao de qualquer

problema da classe NP em tempo polinomial). Vejamos o seguinte problema:

MT-nD: Serd que a mdquina de Turing ndo-deterministica M, que executa

em tempo polinomial, responde SIM ou NAO para a entrada x ¢

Segue disso que torna-se bem ficil ver que MT-nD estd na classe NP, porque
uma maquina nao-deterministica N pode adivinhar as ”adivinhagoes” que a
maquina M vai fazer durante a sua computacao sobre a entrada x. Logo, N
simula a computacdo de M para verificar se a resposta que ela da é SIM ou NAO
— (o que leva tempo polinomial).

Agora, imagine que A é um problema da classe NP. Além disso, imagine
que M4 é uma méaquina de Turing nao-deterministica que resolve o problema
A em tempo polinomial. Também, imagine que = é uma instancia qualquer do
problema A, e que M é uma méaquina de Turing deterministica que resolve o
problema MT-nD em tempo polinomial. Entao, nés podemos executar a maquina
M sobre as entradas M 4 e x para resolver o problema A

— (em tempo polinomial). Uma vez que nds temos o nosso primeiro problema
NP-completo, nés podemos obter o segundo por meio de uma redugao. Assim,

chegamos ao ponto do problema SAT que é definido assim:

e Serd que existe uma atribuicdo de valores verdade que satisfaz a formula
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A ideia da reducao é bem simples, pois quer dizer, SAT é um problema da
logica, e com a légica é possivel descrever qualquer coisa. Nosso objetivo é o
de descrever uma computacao de uma maquina nao-deterministica que termina
com a resposta SIM — (por meio de uma férmula ®).

Vejamos a ideia a seguir:

1. Se a formula ¢ é satisfativel, entao a computacao existe, e a maquina

nao-deterministica responde SIM

2. Se a féormula ® nao é satisfativel, entao a computagao nao existe, e a
maquina nao-deterministica responde NAO

Logo, se a gente tem uma méaquina deterministica que resolve SAT, entao essa
maquina resolve MT-nD — (e todos os outros problemas da classe NP). Logo,
segue o seguinte teorema que ja conhecido da literatura:
Teorema: SAT é NP-completo.

A estratégia da légica para descrever uma computacao consiste em descrever
o comportamento de cada bit ao longo da computagao, o que faz sentido, pois

um bit é uma coisa que E ou Nio é, em outras plavras:

bE I ou bNioé I

Com isso é facil imaginar que a computacao vai acontecer na maquina de Turing,
porque na maquina de Turing no maximo um bit da memoéria muda a cada passo

da computagao
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— (e isso € fdcil de descrever na ldgica).

A seguir, a gente lembra que a nossa maquina de Turing executa em tempo
polinomial: n* unidades de tempo. Logo, a computacdo s6 vai ter tempo de
visitar no maximo n* células da meméria — (porque a cabega de leitura sé pode
dar um passo a cada unidade de tempo), e esses sdo os bits que a computacio
utiliza, e, além disso, esses sao os bits que a légica precisa descrever. Dai, basta

essa ideia que é bem simples:

— a varidvel x; indica se o i-ésimo bit é 1 ou 0 — (por meio dos seus
estados E e N3o ¢)

Nesse ponto, nds fazemos uma observacao bem importante: a légica nao tem

a nocao de tempo, e por isso, nao faz sentido dizer que uma variavel logica muda

de valor. No entanto, sem mudanca nao ha computagao. Assim, a ideia da légica

é expressar a nocao de mudanga por meio de duas varidveis. Faremos assim: a

t

ideia é utilizar as varigveis xf e 2!™! para indicar os valores do i-ésimo bit nos

instantes de tempo t e t + 1. Com isso, para dizer que nao muda, basta escrever

assim:

E dizer que muda, a escrita disso pode se dar por:

! NEG l’§+1

Surge agora a necessidade de uma varidvel diferente para representar o bit a

k

cada instante da computagao. Dai, como a computacao leva tempo n”, isso vai
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resultar em um total de:

O que nao é um problema — (porque isso é uma quantidade polinomial). O
préximo passo é descrever como a computagdo comega, e como ela evolui.
Bom, descrever como a computagao comeca é facil: basta dizer qual é o
valor de cada bit no instante de tempo 0. O valor desses bits é determinado
pela entrada x que a maquina recebe e consultando essa entrada, a gente pode

escrever a férmula assim:

Agora, é preciso descrever como a computagao evolui. Mas, a evolucao da
computagao em um dado instante depende do estado em que a maquina se
encontra naquele instante. Isso é algo que ainda nao foi representado.

Pode-se imaginar que os estados da maquina sao:

q1, q2, g3, cety dm

— (uma quantidade constante)
Logo, a ideia é fazer algo semelhante ao que foi feito com os bits da memoria.

Isto é,

— a varidvel y; vai indicar se a mdquina se encontra mo instante t da
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computagdo ou nao (por meio dos seus estados E e N3o é).

Assim, serd preciso determinar o estado da maquina no inicio da computacéo:

S6 falta dizer uma coisa: na maquina de Turing a mudanga sempre acontece no
lugar em que a cabeca de leitura estd posicionada, s6 que isso é algo que ainda
nao foi representado. E neste ponto, pode ser feito novamente, o mesmo que foi

feito com os bits da memoria e os estados da méaquina, ou seja:

— a varidvel z, vai indicar se a cabega de leitura se encontra na posi¢ao ¢

da fita no instante t ou ndo — (por meio dos seus estados E e N3o é).

E precisamos dizer como a computagao comeca:

Pronto, nés ja se tem todas as varidveis necessédrias. Assim, podemos dizer
como a computacao evolui. Temos que a computacao da maquina de Turing

evolui por meio da execugao das suas regras de transigao. Por exemplo:

(qj7 0, 9n; 1, _>)
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Se a mdquina se encontra no estado q; lendo o bit 0
entao ela passa para o estado qy, escreve o bit 1
e move a cabeca de leitura para a direita

Dito isso, é quase imediato traduzir isso para uma férmula da légica
(yt. E o (L€ o (af Nsos — gyl é)))

t+1

;"' Néo &, para g # h)

— (também vai ser obtido férmulas andlogas dizendo que y

(e = (4E = (ahNaoe — af' E)))

(y;é — (A4 E > (2l Nioé — zggé)))

A ideia é que vai ser possivel obter formulas assim
- para cada estado g;
- para cada posicao da fita ¢
- e para cada instante de tempo t

A férmula ficard grande, mas, ainda assim, com tamanho polinomial.
E, finalmente, ainda é preciso dizer que a méquina responde SIM ao final da
computagao.

Aqui, a gente assume que ¢,, é o estado de aceitacdo da méquina. E,
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acrescentamos o seguinte estado a férmula:

Qm:E

Com isso, concluimos que conseguimos a descrigao da computagao em uma

maquina de Turing.



Capitulo 2

Os gadgets logicos

A investigacao da légica dos problemas computacionais é inciada com um pro-
blema bastante conhecido: 3-coloracao de grafos.

De maneira breve, uma 3-colora¢do de um grafo G é uma atribuigao das cores
Verde, Azul ou Vermelho aos vértices de GG, de modo que dois vértices vizinhos nao
possuem a mesma Cor.

Logo, o problema 3Col é definido pela pergunta:
e Serd que o grafo G possui uma 3-coloragdo ?

Abaixo estd a representagdo de dois grafos exemplos. Vejamos:

/

AN

E bem fécil construir uma 3-coloracao para o grafo da esquerda.
Mas, é impossivel fazer isso para o grafo da direita — (porque?)

26
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Figura 2.1: 3Col é NPC

Apesar da simplicidade desses exemplos, o problema 3Col é considerado bem

dificil na literatura. Veja a seguir o teorema que trata disso:
Teorema: 3Col é NP-completo.

Vemos abaixo o esquema da redugao que prova esse fato.

Considere a seguinte féormula:

Nesse ponto, surge a seguinte questao:
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e Qual € a ldgica de 3Col ?

Iniciamos identificando o que E ou Nio é. Nesse problema em questao, existem
3 opcoes:

. = wu é Verde, u é Azul ou u é Vermelho
u

(vértice)

Entao, o primeiro passo é restringir a situagao para apenas duas opgoes. Para

isso, utiliza-se a seguinte observagao:

—  Em um triangulo, cada vértice possui uma cor diferente

a
[ ]
b e—e C
Logo, é possivel estipular a cor de cada vértice
Vermelho
[ ]
e — o

Verde Azul

— (i.e., “Vermelho” € a cor estipulada para vértice a). Isso encerra, porque
se um vértice u é conectado ao vértice Vermelho, entao ele s6 vai ter duas opgoes

de cores, pela propria definicdo do problema:

Vermelho

(

U] = u é Verde ou u é Azul
u
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Dai, o proximo passo é relacionar essas coisas. Mas o ponto positivo é que o

problema j& entrega uma relagao de graga, vejamos:
/ Vermelho \
o — @

u v

Se u é Verde, v € Azul

Se u é Azul, v é Verde

Quer dizer, essa é a operacao de negagao (NEG).

E com ela, é possivel construir o gadget de uma varidvel 16gica

o E
e
Vm
~
U N3o é
x

— (o primeiro gadget légico obtido)

Vamos assumir que a cor Verde determina o estado do gadget, ou seja,
- se o vértice de cima é Verde, entdo z E
- se o vértice de baixo é Verde, entao x N3o é

A dificuldade estd em que apenas com as varidveis e a operacao NEG nao
conseguimos fazer muita coisa pelo motivo de que as varidveis existem mas nao
ha algo que as relacione entre si. Isso nos leva ao proximo passo que é conseguir

o OU ou a implicacao

1l
—

8l

1l
@
SN~—

(z vV y)
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Quer dizer, a implicagao (inferéncia) é a relagdo que propaga informagao —
(se isso, entao aquilo), e é com ela que o raciocinio légico comega a funcionar.
Essa operacao também pode ser vista como a operacao OU. Observando o seu
funcionamento é possivel chegar na seguinte estrutura:

Vermelho

Verde

r N

b

x € Verde ou y é Verde

A ideia é que a e b devem assumir as cores Azul e Vermelho. E o lado do
Azul forga a varidvel correspondente a ter a cor Verde. E, no lado do Vermelho, a
varidvel pode ter a cor Verde ou Azul. Seguindo por esse raciocinio vemos trés

configuragoes do OU:

& Yy
Verde Azul
Azul Verde
Verde Verde

Abaixo nés temos o esquema com as variaveis
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. /Vd\ .

\
/

/
\

ou

— (esse € o nosso sequndo gadget ldgico).
E aqui fica facil ver que nds temos vérias possibilidades de construgao. Elas

aparecem no esquema a seguir:

(z vV y) (z VvV y) (z VvV g) (z vV 7)
(z = v) (z = y) (z = 9) (z = 7)

Outra questao que surge é que apenas com as variaveis e as operagoes NEG e
OU nao conseguimos descrever muitas configuragoes do problema. Dentro da
l6gica é possivel relacionar varias variaveis e nao necessariamente apenas duas.
Entao o proximo passo é conseguir o TROU, que encontra-se esquematizado a
seguir:

(x V y Vv z) = (z V y) V 2

Quer dizer, o TROU permite obter a composicionalidade: E possivel montar um

OU entre uma varidvel e uma relagao OU do tipo:

(x Vy) V z

————

ou
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E com essa ideia, pode-se obter o0 QUATROU (outra ideia que apresentamos

no esquema a seguir).
((zVy Vz)Vuw

[ S —

ou

Em outras palavras, o TROU introduz no sistema um esquema de montagem,
com o qual constroem-se estruturas arbitrariamente complexas, mas ainda é
preciso construir o TROU, e com as ideias acima temos algumas intuicoes de

como fazer.
— O TROU € a relagdo de OU entre uma varidvel e outra estrutura do OU

E depois de experimentar um pouquinho, é possivel obter a seguinte estrutura

Vd
VRN
_ [ ] [ ] [ ]
Vm Vm
~. ou |
[ ]
) /N
[ [ ) [ ) [ )
~ ~N
Vm Vm
~, OU-m o
T Yy

— (esse € o terceiro gadget ldgico)
A ideia aqui é a seguinte:
1. Na situagdo em que z = N3o é, o vértice a precisa assumir a cor Verde.

E isso habilita a légica do OU entre x e y.
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2. Na situagdo em que z = E, o vértice a fica livre para variar entre Verde e
Azul.

E isso elimina qualquer restrigao sobre as cores de x e y.

2.1 A NP-completude de 3Col

Agora que os trés gadgets 16gicos foram obtidos, é bem facil provar a NP-
completude de 3Col. Quer dizer, basta fazer a redugao de 3SAT. Para isso, o

TROU sera representado de maneira esquematica da seguinte forma:

T

E a reducgao é representada assim:

_|
_._|
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Mas, ao apesentar as coisas assim encapsuladas, nao é possivel visualizar
realmente o que estd acontecendo. Dai, vamos verificar outra vez o TROU. Note

0 esquema a seguir:

[ ] [ ] [ ] o
~ ~
Vm b c Vm
~ ~
[ ) [ ]
T Yy

E agora, é possivel reorganizar as coisas assim:

|
o

8l
o

Verde

|
<

Fazendo isso, o esquema obtido é bem semelhante ao que foi apresentado na

figura 2.1 para provar a NP-completude de 3Col.
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2.2 O problema da 4-coloracao

A seguir, a investigacao continua com a variante do problema com 4 cores. Com

isso, é possivel afirmar o seguinte:
Teorema: 4Col é NP-completo.

Isso é bem facil de ver, fazendo a redugao de 3Col.

Quer dizer, se alguém pergunta
e Serd que o grafo G pode ser 3-colorido ?

Entao, pode-se adicionar um novo vértice a G' e conecté-lo a todos os vértices

do grafo. E isso leva a segunda pergunta:
e Serd que esse outro grafo pode ser 4-colorido ?

A figura abaixo mostra o esquema para a redugao:

A ideia é que saber responder a segunda pergunta, entao significa saber a
resposta para a primeira pergunta.

E isso faz sentido, porque intuitivamente o problema 4Col é mais dificil do
que o problema 3Col.

Agora, o mais interessante é que 4Col nao é realmente mais dificil do que
3Col — (mddulo P). Também é possivel fazer a reducao de 4Col para 3Col. A

figura abaixo mostra o esquema da reducao:
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Z1 hn
N/
) AN
Vm . Vm Vm
/
/N
72 ) ) "

Quer dizer, nas pontas tem-se os gadgets dos vértices de 4 cores, e no centro
o gadget da aresta.

A ideia é que o gadget do vértice é formado por um par, onde cada elemento
pode ser Verde ou Azul — (em um total de 4 possibilidades).

E o gadget da aresta garante que a coloracao de um lado nao ¢ igual a
coloragao do outro lado.

Nao é dificil chegar nessa estrutura a partir dos gadgets légicos! — (se a
gente tem em mente o que se quer fazer).

Mas, essa nao € a tUnica maneira de fazer as coisas. Quer dizer, como ja foi
obtida a légica de 3Col, e, lembrando que, com a légica, é possivel descrever
qualquer coisa.

Para descrever o vértice de 4 cores, temos:
- Utiliza-se 4 varidveis — (uma para cada cor);

- Implementa-se o OU de todas elas — (para garantir que uma das cores é

INote que em cima nés temos um OU, e embaixo nés temos outro OU
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- e com isso afirma-se que se uma delas é verdadeira, entdo as outras séo

falsas — (porque o vértice ndo pode ter mais de uma cor).

Para fazer essa construgao, sao utilizados os seguintes componentes:

e o o o .—).

QUATROU implicacao-VF

(Se V, entdo F)

e os gadgets das varidveis.

A coisa fica assim

(2]

Com isso, é possivel representar o vértice de 4 cores dessa maneira:
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4V

Logo, o gadget da aresta fica da seguinte forma:

4V 4V

O TROU de 3Col introduz o sistema de montagem que permite obter o
QUATROU necessério para o problema 4Col.

Apresentadas as representacoes que precisiavamos, e as ideias de construir
essas representacoes, seguimos para uséd-las nos problemas em grafos no préximo

capitulo.



Capitulo 3

Alguns problemas em grafos

Neste capitulo, continuamos apresentando a ideia da logica fazendo uso dos
gadgets na representagao de alguns problemas de grafos da literatura conhecidos
por serem NP-completo. Iniciamos com o problema da Cobertura de Vértices. Em
seguida, vemos como essa ideia é aplicada ao problema do Conjunto Independente.
Mais a frente, mostramos a mesma maneira de resolugao para o problema do
Clique. Por fim, apresentaremos o problema do Conjunto Dominante para que
fique clara a ideia de como a utilizagao da estrutura do gadget pode ser aplicada

a vdrios problemas do conjunto NP-completo (NPC).

3.1 A légica da Cobertura de Vértices

A definicdo para o problema de uma cobertura de vértices do grafo G é um
subconjunto de vértices C' tal que toda aresta do grafo tem ao menos um de

seus vértices em C.

39
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Dai, o problema é definido assim

CobV: Serd que o grafo G tem uma cobertura de tamanho k ¢

Abaixo tem-se dois exemplos:

k:

2 [ ]
N e
[ ] [ ] [ ]
Esses exemplos sao faceis, mas em geral o problema ¢é bem dificil

Teorema: CobV é NP-Completo.

Abaixo verifica-se o esquema da reducdo que prova o teorema

® = (avbve) A (bVevd)

@W-O0— ® ® © @ @

®) © O
7/ N\ / N\ / N\
@O—0O ©—0 O—0
A seguir, é apresentada a abordagem com os gadgets logicos.

O primeiro passo é definir aquilo que E ou Nio é.

E nesse caso, tem-se o seguinte
— ou o vértice v € selecionado para a cobertura ou ele nao é

Dai, para obter o gadget da varidvel, é necessario a operacao de negagao

(NEG).
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E o mecanismo para essa funcionalidade é a seguinte
k=1

Quer dizer,
- é preciso selecionar ao menos um vértice para cobrir a aresta
- e o parametro k indica que nao é possivel selecionar mais que um

Logo, exatamente um vértice é selecionado.

E com isso tem-se a relacao de negagao
NEG: Se x € selecionado, entao y nao € selecionado — (e vice-versa)

Abaixo é apresentado o esquema para o gadget da variavel

o E
k=1

o N3o é

T

O proximo passo é construir o gadget do OU.

Para isso ¢é utilizada a seguinte esperteza:

k=1
[ ] [ ] [ ] [ )
k=1
ou
[ ] [ )
T Yy

Quer dizer, sabe-se que exatamente um dos vértices da estrutura central vai

ser selecionado.
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Isso significa que uma das arestas externas vai ficar descoberta.

E isso significa que ao menos uma das variaveis deve assumir o estado E

(possivelmente as duas).

Agora é preciso conseguir o TROU.

E é facil conseguir isso com uma pequena adaptagao do OU

TROU

Na prética, esse é o componente que ¢é utilizado na reducao do teorema.

Mas, também é possivel fazer a construgao da seguinte forma

OU-m

Oou
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Com isso foi obtido o TROU utilizando um OU e a versido modificada de um

segundo OU.

3.2 A ldégica do problema do conjunto independente

A definigdo do problema para um conjunto independente do grafo G é um
subconjunto de vértices I em que nao ha nenhum par de vértices conectados por

uma aresta. Dai, o problema ¢é definido assim:

Cind: Serd que existe um subconjunto de vértices I do grafo G de tamanho

k tal que nenhum par de vértices em I estd conectado ?
Teorema: Clnd é NP-Completo.

A seguir é apresentada a abordagem em termos de gadgets 16gicos.

O primeiro passo é definir aquilo que E ou N3o E.

Semelhante ao que foi feito para a cobertura de vértices, no problema dos
conjuntos independentes podemos definir a operagao de NEG com a seguinte

esperteza:

Quer dizer,

- Em CobV a condicao k = 1 significa: No mdzimo um vértice pode ser

selecionado.
- Em CInd teremos: Ao menos um vértice deve ser selecionado

Entao o gadget da varidvel (NEG) da légica de ClInd fica assim:
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Quer dizer que exatamente um dos vértices do par precisa ser selecionado
para ser parte do conjunto independente.

Agora o préximo passo é obtermos gadget do OU

° k=1 °
k=1

] [ ] o [ )

T ou Yy

- (Aqui é possivel perceber que o problema de Cind é o contrério do problema
CobV)

Agora o que falta é apenas a construgao do gadget do TROU.

A intui¢do é que o OU entre as varidveis x e y possa ser desligado, o que
permite que ambas as varidveis sejam Nio E.

A solugdo natural é a seguinte:

[ ) k:]_ Ld

8

[ ) )
TROU \ / Y
° a
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Andlise:

- Quando o vértice a é selecionado, a condicao k = 1 j4 ¢ satisfeita, o que
impede que os outros dois vértices do gadget sejam selecionados e com

isso x e y ficam livres para assumirem qualquer valor.

- Quando o vértice a nao ¢é selecionado, é preciso escolher um dos outros
dois vértices do gadget para satisfazer a condicao k = 1 o que forga uma

das varidveis (z ou y) assumirem o valor E deixando a outra livre

Ainda é possivel reorganizar essa construgao para uma forma semelhante ao

TROU do CobV

Oou

Agora com todos os componentes da légica de Clnd seria bem fécil de
realizar a redugao de 3SAT caso fossemos apresentd-la aqui, mas vamos continuar
apresentando como os outros problemas sao representados usando a logica dos

gadgets.
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3.3 A ldégica do problema do Clique

Um clique em um grafo G é um subconjunto de vértices onde cada par de vértices
deve estar conectado por uma aresta. Basicamente um cliqgue é um subgrafo
completo de G.

Dali, o problema é definido assim:

Clique: Serd que existe um subconjunto de vértices C' do grafo G de
tamanho k tal que todo par de vértices em C estd conectado por uma

aresta ¢
Teorema: Cliq é NP-Completo.

Bom, esse problema é e nao é o contrario do que o problema do Conjunto
Independente. Quer dizer, ele é o contrario pois um conjunto independente no
grafo G corresponde a um clique no grafo complementar G — (e isso ja é o
suficiente para concluir que Cliq é NP-Completo).

Por outro lado da mesma maneira que Clnd, Clig é um problema de maxi-
mizacao, vejamos:

—  Serd que existe um subconjunto (grande) de vértices C' com tamanho

ao menos k tal que todo par de vértices em C' estd conectado por uma

aresta ?

Com isso, ¢ esperado que a légica de Clig seja semelhante a logica de Cind.
Na l6gica de Clig é evidente que aquilo que E ou N3o E sdo os vértices do
grafo que podem fazer parte da Cliq ou nao.

Como apresentado anteriormente em outras secoes o gadget da varidvel ou
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NEG da légica de Clig sera definida por um par de vértices mas dessa vez, o par

de vértice nao estd conectado por uma aresta.

A intuigdo é que para satisfazer a condigdo k = 1 obrigatoriamente ao menos
um dos vértices deve ser selecionado e como os vértices do gadget sao desconexos
os dois nao podem estar juntos dentro do Clig

Com isso é possivel obter a dicotomia da varidvel

Naturalmente, para a construgao do OU podemos partir do complemento da

construcao apresentada na légica do Cind

k=1
° °
k:]_ i b k:].
[} [}
ou
x Y

Neste caso, para satisfazer a condigao global k = 3 é necesséario selecionar
trés vértices e a Unica maneira de fazer isso é selecionar um vértice de cada
componente. A construgdo da representagao segue a seguinte légica:

- Se x assume o estado E, entdo y pode estar em Nio é e assim escolhemos

o vértice da esquerda no componente OU para formar o Clig satisfazendo

a condigao global;
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- A situacdo é anéloga para o caso do y E e = N3o &

- Caso as varidveis x e y assumam ambas o estado E isso permite que

qualquer vértice do OU seja selecionado;

- E por ltimo, caso as varidveis z e y assumam ambas o estado N3o E o
gadget nao funciona, pois os dois vértices Nio é estao conectados com

vértices diferentes de OU .

Nas observagoes citadas é possivel perceber o papel do comportamento do
OU, quer dizer, os vértices de x e y estao todos conectados e a validacao de
algumas selegoes e proibigcao de outras é feita pelo componente OU.

Com isso, é possivel construir o TROU com a mesma intuicao da construcao

do OU - (isto é, contruir o complemento do componente TROU da légica de Cind).

L L]
k=1 ksl k=1
L] o
L] (]
T o Y
K=1
° [ ]

ou
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A intuigdo dessa vez é semelhante a anterior, onde para satisfazer a condigao
global de k = 5 é necessario selecionar um vértice de cada componente. Podemos

descrever o comportamento do mesmo da seguinte formas:

- Se z Ni3o E, entao é necessario selecionar o vértice da esquerda do com-
ponente OU ao lado de z o que proibe de selecionar o vértice inferior do

OU-modificado forgando a relagao de OU entre as varidveis x e y;

- Se z E, abre a possibilidade de selecionar o vértice da direita do componente
OU ao lado de z o que permite selecionar o vértice inferior do OU-modificado

permitindo as varidveis = e y assumirem qualquer estado.

3.4 A logica do problema do Conjunto Dominante

Um Conjunto Dominante em um grafo G é um subconjunto de vértices D onde
todos os vértices do grafo G ou estdo em D ou sao vizinhos de algum vértices
que estd em D.

Dali, o problema é definido assim:

CDom: Serd que existe um subconjunto de vértices D de tamanho k tal

que todo vértice do grafo G ou estd em D ou tem um vizinho em D ?
Teorema: CDom é NP-Completo.

Nos exemplos abaixo é bem fécil identificar os conjuntos dominantes
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— =i
S P S P

A seguir é apresentada a abordagem em termos de gadgets 16gicos. Novamente,
o primeiro passo é definir aquilo que E ou Nio E, e nesse caso tem-se a seguinte
ideia:

— ou o vértice v € selecionado para o conjunto dominante ou ele nao é.

Dai, para obter o gadget da varidvel é necessério definir a operacao de negacao

(NEG), e isso é obtido com a seguinte esperteza:

k=1

Quer dizer,
- Em CDom k = 1 indica que é necessario pelo menos um vértice para se
obter um conjunto dominante no gadget da varidvel;

- Neste caso, os unicos vértices que dominam todos os outros sao os vértices

mais a direita que indicam os estados E ou N3o E.

O préximo passo é obter o gadget 16gico para o OU. Para isso, tem-se seguinte

esperteza:
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k=1

k=1 /° k=1

|V

° ou )

A ideia da construcao é que os vértices centrais do OU sé podem ser dominados
se um deles for selecionado. Isto significa que sempre um dos vértices das
extremidades ficara de fora do conjunto dominante. Logo, aquele que nao faz
parte do conjunto dominante deve ser dominado por um dos gadgets de varidveis
(NEG).

Agora é preciso obter o gadget 16gico do TROU, e a intuigdo é a seguinte:

OU-modificado

Basicamente, os dois vértices adicionados s6 podem ser dominados se um
deles for selecionado. Isso permite que os gadgets de varidveis (NEG) estejam
livres para assumir qualquer valor caso o vértice mais a baixo seja selecionado.

Com isso é facil obter o TROU.
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k=2
k=1 /' k=1
.<. . ./. .>.
N K Iz
|
T * Yy
k=1
/. k=1
[ ) ./. .>.
ou o/.

Com todos os problemas apresentados nesse capitulo, torna-se clara a ideia
que temos como representar os problemas que trabalhamos com a estrutura de

gadgets logicos.



Capitulo 4

Algumas variantes de 3SAT

Neste capitulo, a ideia é verificar como conseguimos representar variantes do
problema 3SAT e as semelhancas do que ja vimos com a estrutura dos gadegets
l6gicos. Inicialmente, veremos como fica a légica para o problema nomeado

1-em-3SAT. Em seguida, apresentaremos a variante nomeada NAE-SAT.

4.1 A légica do 1-em-3SAT

A variante que nés vamos examinar aqui é a seguinte:

1-em-3SAT: Serd que existe uma atribuicao de valores verdade para a formula
3CNF @ tal que cada uma de suas cldusulas tenha exatamente um literal

verdadeiro ¢
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Por exemplo, é facil ver que isso é possivel para a férmula abaixo

Apesar da facilidade desses exemplos, esse problema é bem dificil.
Teorema: 1-em-3SAT é NP-completo.

Para demonstrar esse fato, utiliza-se uma cldusula R 1-em-3 assim

Rz, y, )

— (i-e., a cldusula € satisfeita se somente se exatamente um entre x,y, z assume

o valor V).

E dai, a gente nota que é possivel construir o TROU utilizando cldusulas R

como faremos a seguir:

TROU(JJ7 y,z) R(fc, a,b) A R(b, y,c) A R(c, d,é)

Feito isso, surge a pergunta a seguir:

e Qual é a ldgica do 1-em-3SAT ?
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Bom, isso é um problema da légica — (sd o que muda é o critério de
satisfazibilidade)
Logo, j4 tem-se as variaveis booleanas — (i.e., aquilo que E ou N3o é). E

também ja tem-se o NAO: Z. Entdo, ainda falta conseguir o NEG, o OU e o TROU.
Mas temos que, o TROU ja foi apresentado anteriormente. Queremos mostrar a
seguir uma forma obté-lo por um caminho diferente.

A primeira observagao é que é facil forcar uma varidvel a assumir o valor F,

0 que é mostrado em seguida:

E depois disso, é facil forcar uma varidvel a assumir o valor V

R(z,i,y) A R(:E,J_J,Z) A R(y, z,w) = w =V

Dal que, a partir de agora, pode-se utilizar as letrinhas V e F sem maiores
preocupacoes.

O proéximo passo é conseguir o NEG, que é bem facil

R(x, y,F) = xz NEG y

Ainda é possivel representar o NEG assim

NEG

ou assim
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/R\
x Yy

Dal, é possivel utilizar um atalho para construir o OU.

Quer dizer, observa-se que

x OU gy = TROU(z, y, F)

E dai, é possivel simplificar o TROU da redugao acima para chegar na seguinte

estrutura:

z OU y = R(Z,a,b) AN R(b,y, F)

Mas aqui e percebe-se o NEG obtido anteriormente

z OU y = R(JE, a,b) A R(b, y,F)

O que permite simplificar a coisa mais ainda

xr OU y = R(a’:, a,g])

Analise
- se x,y sao ambos F, a clausula nao é satisfeita;
- se um deles é V e o outro F, a assume o valor F;

- se os dois sdo V, a assume o valor V.
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Outra maneira de ver consiste em representar a coisa assim

NEG /F\\ NEG

E dai, tem-se o seguinte raciocinio:

Y

- uma das pontas do R é V, e as outras duas sao F;
- logo, a0 menos uma das pontas de baixo é F;
- logo, a0 menos uma das variaveis é V.

Agora é preciso construir o TROU e a estratégia padrao é modificar o OU
para adicionar um botao liga-desliga. Mas, o OU atual nao pode ser desligado,
pois, x, y nao podem ser ambos F. Entao, a solucao é desencapsular os NEG’s

para ganhar alguma flexibilidade.
F a F
T b c Y
E a flexibilidade é obtida permitindo que um dos F’s varie entre V e F.
F a V/F
T b c Y

Quer dizer, se o topo do terceiro R for V, entdo = e y podem ser ambos F, e

se o topo do terceiro R é F, x e y podem assumir as outras trés configuragoes de
valor. E ai estd o botao liga-desliga.
Mas, para tornar a coisa um pouco mais intuitiva, é possivel fazer da seguinte

forma:
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d
F a
/F\ A /R\
x b c )

— (i.€e., 0 OU estd ligado quando d € V).

E agora, basta acoplar um segundo OU para obter o TROU.
a

d &Aﬁ .
F a
A /R\ /F&
x b c Y

Vejamos mais outro exemplo na préxima secao.

4.2 A légica do NAE-SAT

A variante que serd analisada nesta secao é NAE-SAT. Vejamos a sua definicao.

NAE-SAT: Serd que existe uma atribuicdo de valores verdade para a formula

SCNF ® tal que cada uma de suas cldusulas tenha ao menos um V e ao

menos um F ?

Por exemplo, é facil ver que isso é possivel para a formula abaixo:

— (0 mesmo exemplo da se¢io anterior).
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E também é facil ver que isso néo é possivel aqui:

® = (aVvb) A (aVvd) A (aVvb) A (aVh)

Apesar da simplicidade desses exemplos, esse problema é bem dificil como

tentaremos apresentar aqui.
Teorema: NAE-SAT é NP-completo.

Em [KMTB72] a prova desse fato é feita assim:

Tome a férmula ® que foi construida na redugao de SAT-Circuito para SAT;
- Nessa férmula, todas as cldusulas tem tamanho 1, 2 ou 3 literais/ varidveis;

- Adicione cépias da variavel z, para fazer com que todas as cldusulas tenha

tamanho igual a 3 variaveis;

E agora argumente que a nova férmula é NAE-SAT-satisfazivel se e somente

se o circuito é satisfazivel.
Mas, nds vamos perguntar:
e (Qual € a ldgica do NAE-SAT ¢

Bom, isso é um problema da légica, logo, nds ja temos as varidveis booleanas
— (i.e., aquilo que E ou N3o é). E também j& temos o NAO: Z. Entdo agora é
preciso conseguir o NEG, o OU e o TROU.

Dessa vez, a gente representa a clausula NAE-SAT assim:

N(m, Y, z)
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— (i.e., essa cldusula € satisfeita se ao menos um de seus literais € V, e ao menos
um é F).

E nao é preciso pensar muito para conseguiro NEG, como apresentado abaixo:
N(ac, x,y) = z NEG y

Como na segao anterior, a gente representa o NEG assim:

NEG
r Y

Dai, como x e y vao ter valores opostos, a gente estipula que o valor de x é
V,eovalordeyéF.
Agora, a gente pode usar as letrinhas V e F sem maiores preocupagoes.

Uma vez que a gente tem o F, é bem facil conseguir o OU, segue o mesmo:
xr OU y = N(z,y, F)

A gente representa o OU assim:

m
x Yy

Aqui, ja é bem fécil ver o que topo do tridngulo é um botao liga-desliga na

representacao que segue:

m /\I\
x Yy x Yy

ligado desligado
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E para tornar a coisa mais intuitiva, a gente faz assim:

a

— (i.e., 0 OU estd ligado quando a € V)

E agora, basta acoplar o segundo OU para obter o TROU

F
/\I\
a Yy
N
T Yy

— (i-e., 0 OU estd ligado quando a é V)

Nao € legal?
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Capitulo 5

Particao em Triangulos e

problemas relacionados

Neste capitulo, vamos representar outro tipo de problema da categoria dos
problemas da classe NP-completo. Trata-se dos problemas de Particao em
Triangulos, que usamos a sigla PtT. Outro problema que serd mostrado é o
problema do Emparelhamento-3D (3DM). E, ainda temos o problema do Exact-
3-Cover (X3C). A finalidade desse arsenal de problemas em NP-completo é
passarmos por problemas com vérias caracteristicas e verificar que nosso estudo
de representa-los usando gadgets para tentar reconhecer algum padrao existente
na classe dos problemas NPC e ganhar maiores habilidades com a estrutura

pensada aqui.
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5.1 Légica do problema da Particao em triangulos

Uma Particio em Triangulos é um subconjunto de trés vértices C' em um grafo
G tal que todos os membros do mesmo estdo conectados por arestas (formando
um clique) e que por sua vez é chamado de tridngulo e nenhum tridngulo pode
compartilhar vértices ou arestas.

Dai, o problema é definido assim:
PtT: Serd que é possivel particionar todos os vértices do grafo G em
triangulos ?
— (i.e., grupos de 8, onde todos estio conectados por arestas)
Teorema: PtT é NP-Completo.

A seguir, nés vamos ver a abordagem com os gadgets 16gicos para o problema
da particdo de triangulos.
O primeiro passo é definir aquilo que E ou N3o E, e no problema PtT nés

temos o seguinte:

— Ou o triangulo do grafo € selecionado ou ndo € selecionado

Dai, para obter o gadget da varidvel definimos a operacao de negagdo (NEG)

SN N RN

NS

Quer dizer, como os triangulos compartilham vértice ou aresta, exatamente

um eles devem ser selecionado para o particionamento.
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Essa incompatibilidade (operagao de negacao) pode ocorrer com mais de dois
triangulos, tanto a negagao por vértice em comum como a negacgao por aresta

em comum:

NSO M

/ \ [ ] L] L]

Com isso temos a relagdo de negagao:

NEG: Se um triangulo € selecionado, entdo o outro ndo € selecionado —

(e vice-versa)

O préximo passo para a abordagem dos gadgets 16gicos é a construcao do
gadget do OU.

E aqui é feita a seguinte esperteza adicionando alguns vértices ”estrela” que
sao obrigados a serem cobertos.

SNC S N SN v\
. * * * L4
RN
L] L]

Quer dizer, é facil perceber que selecionando o tridngulo ¢ os triangulos
xz e y devem ser selecionados, caso contrario, um dos dois ficard de fora do
particionamento.

Isso significa que ao menos um dos tridngulos (x,%) deve assumir o estado E
(possivelmente os dois).

Agora é necessério obtermos o gadget do TROU.

E isso é uma tarefa facil de obter com uma pequena alteragao no OU.
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SxNC S N SN v\
L] * /*\ * L]

Com essa alteracao retiramos a restricao de um dos triangulos x,y serem
selecionados (ou ambos).

E concluimos a esperteza para o TROU da seguinte forma:

L] L] L] L]

SN SN SN v\
. * * * L4
RN
L] L]

Analise:

1. Se z N3o é selecionado, entao o triangulo e tem que ser selecionado, o que
implica que d Nio é selecionado, o que implica que z,y devem satisfazer
(z Vy);

2. Se z E selecionado, entdo e pode ser ou nao ser selecionado, o que implica
que d também pode ser ou nao ser selecionado, o que elimina qualquer
restricao sobre z,y.

Dali, com os gadgets 16gicos: NEG, OU e TROU é facil fazer uma redugao de

3SAT.
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5.2 Légica do problema do Emparelhamento-3D (3DM)

Para melhor entendimento do problema é possivel ilustrar a seguinte situagao:
Imagine um grupo formado por G meninas, B meninos e C' cachorros e além
disso imagine a situagao em que ha um colegao de triplas formadas por meninas,

meninos e cachorros:

(g1,b3,¢2), (g2,b1,¢1), (91,b1,¢3), ...

Essa colegao de tuplas corresponde a um vinculo de familia entre os membros.

Dai, o problema pode ser definido da seguinte forma:

3DM: Serd que € possivel escolher um subconjunto de triplas S de modo
que cada menina, menino e cachorro aparece em exratamente uma
tripla?
No exemplo apresentado anteriormente se a primeira tripla é escolhida a
terceira ndo poderd, pois as mesmas compartilham um membro comum (g;).
Caso a terceira tripla seja selecionada, nao sera possivel selecionar nem a
primeira e nem a segunda pois, a terceira tripla compartilha membros com as
duas outras.

Com isso nés temos mais um problema computacional a ser analisado.
Teorema: 3DM é NP-Completo.

Para entendermos a logica do emparelhamento-3D ou 3DM deve-se definir
aquilo que E ou N3o é para construirmos o gadget l6gico NEG.
Analisando o problema apresentado, é possivel definir aquilo que E ou N3o é

da seguinte formas:
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- A tripla T = (gi,bj, cx) € escolhida ou ndo € escolhida.

Com isso é possivel verificar também a relagdo de incompatibilidade que vai

descrita a seguir:

- Imagine que b; faz parte de Ty e To: Se T é escolhido entao Ty nao é

escolhido.
Mas também héa a seguinte situacao:

- Imagine que b; s6 aparece em T} e T5: Se T} nao é escolhido entdo Ty deve

ser escolhido.

Essas relagoes acabam sendo muito abrangentes, por exemplo: Imagine que
T,,T5,T3,..., T, sao todas as triplas que contém a menina b;. Entao é possivel

fazer a seguinte afirmacao:
- Ao menos uma das triplas é escolhida.
Mas também é possivel afirmar o seguinte:
- No méaximo uma das triplas é escolhida.

Logo, é possivel perceber que a relagao entre as triplas é a operacao légica

OU-exclusivo:
(Tl @ T2 @ cee EB Tk)

O OU-exclusivo é muito restritivo e para conseguir definir a légica do pro-
blema 3DM sao necessarias algumas adaptagoes para representar as clausulas do

problema e definir a relacao entre as variaveis.
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Utilizando quatro triplas é possivel representar uma variavel da seguinte

forma:

‘r,.L/ q;'\*r‘_
CV) g e L £ _ (?)

Qx
T 2
we o
— o tio
Z &

A &

Figura 5.1: variavel em 3DM

Ao invés de expressar uma clausula por meio de cada tripla 17,7y, T%, para
cada tripla T' que pode ser selecionada, tem-se representantes de uma variavel,
que assume os valores V ou F e estd conectado com as triplas por meio de
um cachorro ¢ e conectado com um par (menino, menina) para relacionar os

representantes na clausula.

x
S .
<
r
— — - —_— (ﬂc é \
T
oe ' -

Figura 5.2: clausula com representantes

E para finalizar a clausula completa seria a jungao entre a construcao do

gadget de representante com o gadget da varidvel:
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Figura 5.3: clausula

5.3 Légica do problema Exact-3-Cover (X3C)

Dado um conjunto X e uma determinada colegao de subconjuntos C, um ezact-
cover é uma subcole¢ao de conjuntos C' C C' em que cada um dos elementos de
X é coberto exatamente uma vez por um subconjunto de C’

Dai, o problema X3C pode ser definido da seguinte forma:

X3C: Serd que € possivel cobrir todos os elementos de X utilizando sub-
conjuntos de 3 elementos onde cada elemento so aparece em exatamente

um subconjunto ?
Teorema: X3C é NP-Completo.

Os 3 problemas citados neste capitulo sdo bem semelhantes e analisando o
problema exact-3-cover, podemos nos apoiar na redugao para o problema das
particoes de triangulos, utilizando elementos semelhantes com base nos gadgets
l6gicos da linguagem dos triangulos.

A intuigao é a seguinte, converter o conjunto X com a cole¢ao C' em um
determinado grafo G = (V, E). Para cada 3-subconjunto podemos implementar
um triangulo e que neste caso podera ter duas solugoes dentro do problema PtT

que corresponde a selecionar ou nao o 3-subconjunto.
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Figura 5.4: 3-subconjunto em PtT



Capitulo 6

Triangulos Monocromaticos

Finalmente, chegamos ao ltimo capitulo de problemas descritos com a estrutura
de gadgets e estamos bem satisfeitos em termos manipulado varios problemas
da classe NPC. Aqui, vamos ver como ficam os problemas da classe Triangulos

Monocromaéticos.

6.1 A légica do problema do Tridngulo Monocromatico-2V

Um triangulo monocromdtico em um grafo G ocorre quando os 3 vértices conec-
tados por arestas que formam um tridngulo estdo com a mesma coloracdo. Dai,

o problema pode ser definido da seguinte forma:

Tmon-2V: Serd que € possivel colorir os vértices do grafo G com 2 cores

de modo que ndo exista nenhum triangulo monocromdtico?

Teorema: Tmon-2V é NP-Completo.
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A intuicao que prova a NP-completude desse problema tem como base a
redugao para uma variante do problema SAT, no caso, o NAE-SAT.

Na variante em questao cada clausula deve ter ao menos um literal verdadeiro
e ao menos um literal falso. A reducgao desse problema utiliza como artificio de

trés gadgets 16gicos:
1. O gadget das variaveis;
2. O gadget das cldusulas;
3. O gadget da super-aresta.

O gadget da super-aresta é um artificio que garante que um determinado par

de vértices devem ter cores opostas e que serd representado da seguinte maneira:

Com o gadget da super-aresta fica bem facil construir o gadget da varidvel

(NEG):

- (O vértice com a coloragdo vermelha determina o valor da varidvel)

O gadgets das clausulas podem ser construidas apenas utilizando um triangulo:

(zVyVvz) = / \

E a reducao finaliza quando cada literal das clausulas sao conectados ao

literal oposto no gadget da variavel por uma super-aresta:
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Figura 6.1: Tmon-2V - NAE-SAT

Mas ainda falta apresentar o gadget da super-aresta. A propriedade dessa
aresta é que para um determinado par de vértices (z,y) no gadget tem-se para

qualquer coloragao valida:

C(x) # Cly)

A ideia é utilizar uma cépia do grafo Ky:

Percebe-se que dois vértices do K, devem ter uma cor e os outros dois a

coloragdo oposta - (A tnica coloracao vélida em Ky):

Para continuar a construgao do gadget é necessario encaixar mais um grafo
K4 no par de vértices (B), onde o novo par adicionado deve ser de coloracao
(P). A ideia é formar uma fileira de cinco estruturas K4 ligando o dltimo par no

primeiro, ou seja, formando um ciclo.
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Figura 6.2: super-aresta
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Dai que se os primeiros vértices (z,y) tiverem a mesma coloracao, nao serd

possivel colorir o grafo do gadget e para resolver isso, os vértices (x,y) devem

ter coloracoes opostas.

6.2 A ldégica do problema do Tridngulo Monocromatico-2A

O triangulo monocromdtico citado no problema anterior tinha como foco os

vértices que formam o tridngulo. Nessa variagao do problema, a coloragao € feita

nas arestas. Dai, o problema pode ser definido da seguinte forma:

Tmon-2A:  Serd que é possivel colorir as arestas do grafo G com 2 cores

de modo que nao exista nenhum triangulo monocromdtico?

Teorema: Tmon-2A é NP-Completo.

Os problemas Tmon-2V e Tmon-2A tem alguma semelhangas e por isso a

reducao segue basicamente as mesmas etapas:

1. O gadget das variaveis;

2. O gadget das cldusulas;

3. O gadget da super-aresta.
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A diferenca desta reducéo é que o gadget da super aresta é construido levando
em conta a coloragao das arestas, ou seja, garantir que um determinado par de

arestas devem ter cores opostas:

Figura 6.3: super-aresta inicial

Com essa representacao fica facil construir o gadget da varidvel (NEG)

N
N

Figura 6.4: NEG - Tmon-2A

- (A aresta de coloragao vermelha determinar o valor da varidvel)
O gadget da variavel neste caso fica igual ao gadget apresentado na se¢ao

anterior: apenas um triangulo.

O que falta é conectar o literal das clausulas ao literal oposto no gadget da
varidavel. Mas para isso deve-se construir o gadget da super-aresta. E, novamente

o recurso utilizado é o grafo Kj.
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Mas diferente da reducao anterior, ha mais casos possiveis para coloragao do

grafo por meio das arestas.

Vv P
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
P v
v p Vv P| V P P| P
[ ] L] [ ] [ ] [ ]
Y P

O préximo passo ¢ inserir esse mesmo Ky em um K.

7 N

E com essa nova construgao nao € possivel completar a coloragao partindo
das duas primeiras coloragoes do grafo Ky, mas é possivel completar a coloracao

partindo da terceira possibilidade:
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Percebe-se que no K, dentro do K5 hé uma alternancia de coloracao das
arestas externas (o terceiro caso possivel de coloragao do Ky).

Ainda é possivel redesenhar esse gadget para o seguinte formato:

= =
T .
N / XY \J\ /
- —_— . s
v v
Figura 6.5: K35 redesenhado

Com a construcao nesse formato é possivel visualizar na base da mesma o
gadget da varidavel apresentada anteriormente, onde as arestas de cores opostas

dividem um mesmo vértice.

. —

Figura 6.6: NEG - Tmon-2A

E analisando novamente o grafo Kj inicial e visualizando as duas arestas da

diagonal no centro do grafo interno K, temos:
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E possivel redesenhar o mesmo para uma segunda construcao do gadget da

super-aresta onde as duas arestas da varidvel nao possuem vértice em comum.

Figura 6.7: Super-aresta sem vértice compartilhado

E essa construgao pode ser representada da seguinte forma:

Figura 6.8: Representacdo 2 do NEG



Capitulo 7

Conclusao

Este trabalho iniciou com a seguinte pergunta:
e (Como € que se pensa sobre as redugdes que provam a NP-completude ?

E a resposta a obtida foram os gadgets 16gicos. Ou seja, ao deparar-se com
um problema dificil, que inicialmente desconfia-se ser um problema NP-completo,

agora temos uma sequéncia de passos que se pode seguir:
1. identificar alguma coisa que possa fazer o papel daquilo que E ou N3o §;
2. tentar estabelecer a relacdo de negacao (NEG) entre esses elementos;

3. tentar construir um componente que relaciona esses elementos de acordo

com a légica do OU;

4. tentar modificar esse componente e utiliza-lo como base para a construgao

do TROU.

Esse método ainda nao foi colocado a prova, porque em todos os exemplos

79
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partiu-se de redugoes conhecidas para poder chegar a uma reducao baseada em
gadgets 16gicos’.

Nesse ponto, pode-se dizer que as redugoes conhecidas ja estavam articulando
a logica subjacente do problema, que é explicitada pelas redugoes apresentadas.
Mesmo assim, nao é facil encontrar argumentos para esse tipo de hipétese.

Por outro lado, chamou a nossa atencao a semelhanga que se pode notar na
sequéncia de redugoes que este trabalho apresenta.

Em parte, isso pode ser explicado pelo fato de que, apéds ter tido sucesso em
construir as primeiras redugoes, obteve-se um modelo para construir as proximas.

Mas, existem certos aspectos estruturais recorrentes que persistem em atrair
a nossa atencgao.

Por exemplo, o gadget do OU sempre envolve a articulagao de uma tricotomia
ou de alguma relagao ternaria.

Por exemplo,

» No caso de 3Col é o vértice de 3 cores;

« No caso de CobV e CInd é o par de vértices ligado por uma aresta,

acompanhado do parametro k

» No caso de PtT sao os 3 triangulos no centro do componente

La tnica excecdo foi o problema TMon-2A
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E em outros problemas, como 3DM, TMon-2V e TMon-2V, ja é possivel encontrar
a relacdo ternéria embutida na definicdo do préprio problema.
Diante disso, hd diversos pares de problemas onde o primeiro é NP-completo

e o segundo nao é, vejamos:

3SAT e 2SAT;

3Col e 2Col;
- 3DM e bipartite matching;
- entre outros.

E é possivel refletir se essa investigagao 16gica poderia jogar alguma luz sobre
essa questao.

Com este trabalho ainda nao se obteve muito progresso nessa dire¢ao, mas
esse é um tema para trabalhos futuros.

Outro aspecto estrutural recorrente que aparece nas redugoes apresentadas é
a construgao do TROU por meio da modificagdo do OU, com a introdugao de um
botao liga-desliga nesse componente.

Por exemplo,

¢« 0 TROU de 3Col
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/. L] L] .\
Vm ‘ Vm
S e OU-m e
T Yy
5
e 0 TROU de CobV
k=2
[ ] [ ] [ ] [ ]
k=1 | \ / k=1
* TROU b *
x Yy
[ )
k=1

¢ 0 TROU de 1-em-3SAT

Aqui, mais uma vez, poderia-se pensar que isso é apenas um principio

heuristico de construcao, que foi encontrado e adotado nesse trabalho. Mas
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talvez haja algo mais. Quer dizer, considere mais uma vez a relacdo de negagao:

z NEG vy

Se x E, entdo y Nio é
Se = Nio é, entio y E

e a relagao de implicagao:

Se x E, entdo y também E

Se x Nio é, entdao isso nada diz sobre y

Inicialmente, a primeira relacao é apresentada como um tanto rigida, no
sentido de que ela vincula as duas varidveis independentemente de qualquer
contexto. E foi deixado de maneira implicita a ideia de que a flexibilidade da
implicacao advém do fato de que as varidveis s6 estdo vinculadas quando x se
encontra no estado E — (no outro caso, a varidvel y estd livre para variar).

Uma outra maneira de ver as coisas, consiste em pensar que isso é uma
relagao entre varidveis modulada ou regulada por um “valor verdade”.

O problema é que esse é o valor verdade de uma das varidveis envolvidas na
relagao, o que tira um pouco de flexibilidade da situacgao.

Desse ponto de vista, o TROU aparece como uma solugao para esse problema.
Quer dizer, agora tem-se uma relagao entre duas varidveis que é modulada ou

regulada pelo estado de uma terceira variavel.
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E as nossas construcoes explicitariam o fato de que isso é obtido por meio da
modificacao da relagao original, para a introdugao de um ponto de regulagao —
(i.e., o botao liga-desliga).

Aqui se abre toda uma nova dimensao de investigacao, pois isso conecta este
trabalho com um principio de operagao muito geral, que se encontra nas redes
relacionais organizacionais: o principio do estimulo e inibicdo.

Por exemplo, é possivel encontrar esse principio nas redes quimicas (metabo-
lismo), onde um catalizador (molécula) implementa uma relagao (reagao entre
moléculas) que pode estar ativa ou inativa, dependendo da presenga ou nao de
um elemento (molécula) que se acopla a ele — (em seu ponto de regulacdo).

O principio do estimulo e inibigao também é a base da operacao das redes
neurais. E ele também é a base do funcionamento dos transistores, onde a relacao
entre dois sinais é modulada ou regulada por um terceiro sinal.

Agora, esse principio é encontrado na légica. E isso pode indicar que a
linguagem humana é mais um sistema que opera de acordo com esse principio.

Mas essa conclusao ainda é muito prematura, e necessita de mais investigagao.

Finalmente, a légica dos problemas computacionais articulada por meio dos
gadgets 16gicos é apenas o aspecto superficial que aparece apds as construgoes
destes elementos.

Mas essas construgoes precisam tomar alguma coisa como ponto de partida:
os elementos e relagoes primitivas de cada problema. E aqui a diversidade
reaparece outra vez. Porque os problemas sao todos diferentes do ponto de vista

conceitual. Mas, em todos os casos, essa diversidade serve de base para fazer a
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construcdo da légica — (quando os problemas sdo NP-completos)

Entao, alguma coisa pode haver de comum ai.

A ideia deste trabalho é fazer essa investigacdo examinando as linguagens de
base dos problemas.

E isso é mais uma coisa que pretende-se fazer no futuro.
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