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RESUMO

O objetivo deste trabalho de conclusao de curso é apresentar os resultados sobre irra-
cionalidade e transcendéncia de alguns nimeros partindo de propriedades fundamentais
dos respectivos conjuntos que serao tratados aqui. No presente trabalho o leitor nao en-
contrara apenas um compilado de teoremas sobre transcendéncia ou irracionalidade de
alguns nimeros, encontrara, também uma série de proposi¢oes, ou pequenos teoremas
que serao parte da construcao légica dos resultados que incluem a transcendéncia de
e e. Este trabalho pode ser dividido em duas partes: racionalidade e irracionalidade de
alguns numeros e algebricidade e transcendéncia de alguns nimeros. A primeira parte
se concentra, em sua maioria, na area de teoria elementar dos nimeros. Nela, o leitor
encontrara proposicoes e teoremas de conceitos basicos sobre as operagoes entre racio-
nais e irracionais, bem como as demonstragoes da irracionalidade de alguns raizes e suas
somas ou diferencas e as provas da irracionalidade de 7w e do ntimero de Euler, e. Na
segunda parte desse trabalho o leitor encontrara uma construcao de pequenos resultados
que tratam da transcendéncia e que se concentra mais no ramo da Teoria Analitica dos
nimeros, que, como o nome ja indica, nos resultados desse capitulo serao usadas técnicas
da Anélise em muitos momentos.

Palavras-chave: Irracionalidade. Transcendéncia. Algebricidade.



ABSTRACT

The objective of this final course work is to present some results on the irrationality and
transcendence of some numbers based on fundamental properties of the respective sets
that will be treated here. In this work the reader will not only find a compilation of
theorems on the transcendence or irrationality of some numbers, he will also find a series
of propositions, or small theorems that will be part of the logical construction of the
results that include the transcendence of and e. This work can be divided into two parts,
namely rationality and irrationality of some numbers and algebricity and transcendence
of some numbers. The first part focuses, in most of the results and lemmas, on the area
of elementary number theory. In it, the reader will find propositions and theorems of
basic concepts about the operations between rational and irrational numbers, as well as
the demonstrations of the irrationality of some roots and their sums or differences and
the proofs of the irrationality of and Fuler’s number, and so on. In the second part of
this work, the reader will find a construction of small results that deal with transcendence
and that focuses more on the branch of Analytical Number Theory, which, as the name
already indicates, in the results of this chapter will be used techniques of Analysis in many
moments.

Keywords: Irrationality. Transcendence. Algebricity.
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1 INTRODUCAO

Que o leitor nao seja levado a pensar que o termo “elementar” que aparece em
Teoria Elementar dos nimeros, indique se tratar de uma area morta, ou seja, uma area
que nao tem problemas para serem objetos de exploracao e pesquisa e, portanto, um ramo
que pode ser subestimado. Pelo contrario, essa area possui problemas atuais e inclusive
que sao simples o suficiente para ser explicado a um aluno de 2 ano do ensino médio e que,
no entanto estao ainda, sem resposta. Um exemplo de problema como o referido acima é:
T+ee€Q?

Tratando de irracionalidade, podemos falar sobre problema citado no paragrafo
anterior: m+ e € Q7 O primeiro termo que aparece nessa soma se trata do nimero pi,
que surgiu ha milénios na geometria e que pode ser obtido a partir de qualquer circun-
feréncia dividindo o seu comprimento pelo seu diametro. O seu valor aproximado ¢é 3,14,
porém, como serd tratado neste trabalho mais a frente, esse niimero é irracional. O se-
gundo termo nessa soma trata-se do nimero Euler, que faz parte da matematica moderna
desde, aproximadamente, 1727 e surgiu do estudo dos logaritmos neperianos, a saber,
do estudo da curva de f(z) = %, que é motivado por problemas na economia da época.
Sua aproximacao é 2,71, no entanto, como serd visto ao longo deste TCC, esse niimero é
irracional.

Pois bem, esses termos sao conhecidos pelos estudantes desde o ensino basico,
sendo assim, a soma nao é algo dificil de se conceber, no entanto, nao se sabe se ela
é racional ou nao até os dias atuais. Um dos meios que o leitor pode ser tentado a
seguir nesse problema ¢ o fato de que o nimero de Euler é obtido pela série )" % e
pelo limite lim,, (1 + %)”, e o numero 7 também pode ser obtido por meio da integral
imprépria ffooo # Dessa forma, pode-se abordar o problema com a anélise, ou seja,
uma abordagem por esse caminho pode ser tentadora por estar ao alcance das poderosas
ferramentas da andlise, no entanto, até entao nenhum matematico conseguiu obter éxito
na solucao do presente problema. Reforcando, assim, que apesar dos pré-requisitos serem
elementares, ele surge como uma intrigante “ilusao de facilidade”.

Podemos definir os nimeros transcendentes como os nimeros nao algébricos.
Por sua vez, definimos os nimeros algébricos como os niimeros que sao raizes de equagoes
polinomiais com coeficientes inteiros. O conjunto desses polinomios sera denotado por
Z[z]. Vejamos, os inteiros sao raizes de uma equagao do tipo z + a = b, os racionais sdo
raizes de uma equagao do tipo bx = a, alguns irracionais sao raizes de uma equagao do
tipo ™ = b, b > 0 nao sendo um quadrado perfeito. E alguns nimeros complexos sao
raizes da equacao xx = —b, etc. Sendo assim, pela definicao que fornecemos anterior-
mente, todos esses nimeros citados até agora sao algébricos. Pode valer a pena ressaltar,
rapidamente, que todos os complexos com coeficientes inteiros sao algébricos. Pode-se

dizer, em linguagem informal, que quase todos os numeros sao transcendentes, devido
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a enumerabilidade do conjunto dos algébricos e a nao-enumerabilidade do conjunto dos
transcendentes, ou seja, supondo uma visao completa do plano complexo, ao se escolher
um numero aleatério, provavelmente seria um transcendente. Apesar de “quase todos”os
nimeros serem transcendentes, ha muita dificuldade em provar a transcendéncia de um
nuamero, devido a falta de teoremas fundamentais na teoria analitica dos ntimeros, como
existem em outras areas. Ou seja, ao escolher um nimero aleatério no plano complexo, a

dificuldade extraordinariamente maior seria provar sua transcendéncia ou nao.
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2 TRRACIONAIS E RACIONAIS

Neste capitulo, teremos uma secao dedicada somente as operacoes basicas
entre nimeros racionais e irracionais, isso foi feito para que o leitor seguisse uma linha
intuitiva e se familiarizasse com o0s conceitos que regem os resultados desta parte do
trabalho. Sendo assim, falaremos sobre a soma e o produto de racionais e irracionais,
destacando que o resultado dessas operacoes envolvendo dois nimeros nao-nulos, um de
cada conjunto citado, dard um numero irracional. Bem como a soma e o produto de
algébricos sao algébricos, no entanto como ja era de suspeitar, a soma e o produto de
dois nimeros irracionais pode resultar em um racional ou ndo. Por exemplo: e + (—e) €
Q, V2+V3¢Q V3/3e€Q, V32 ¢ Qe 21 ¢ Q. Sendo assim, nio existe um
padrao geral envolvendo somente irracionais. Para representar a notacao mdc(m,n) seré
usada de agora em diante somente a notagao (m,n), ou seja, (m,n) = mdc entre m e n.
Para iniciar as abordagens sobre esses nimeros, seguem suas defini¢oes.

Definicao 2.1 Diz-se que um niumero real o € racional se ele pode ser escrito como uma
fragao ™, sendo m en inteiros en # 0. E o conjunto dos niimeros racionais € representado
por Q.

Definicao 2.2 Diz-se que um niumero real v € irracional se ele nao pode ser escrito como
uma fragio ™, sendo m e n inteiros e n # 0.

Observacao 2.1 Como nao exite outra possibilidade, o conjunto dos nimeros reais é a

uniao do conjunto dos racionais e 1rracionais.

2.1 OPERACOES ENVOLVENDO RACIONAIS E IRRACIONAIS

Nossa intencao, agora, sera a de obter alguns resultados simples ou até imedi-
atos sobre operacgoes entre racionais e irracionais, resultados esses que sao essenciais mais
adiante.

Proposicao 2.1 A soma e o produto de nimeros racionais sao racionais.

Demonstracao: Sejam « e  nimeros racionais, entao existem inteiros m,n,p e ¢ tais

que
m p
a=—,(mmn)=1lef == (pq) =1.
s (m,n) b= (p,q)
Soma: o+ 3 =" + § = %J;”p, ou seja, racional.
Produto: a3 =" .2 =" oy seja, racional. [ |
¢ ng

Proposicao 2.2 A soma e o produto de um nimero racional, nao nulo, por um irracional
$Q0 1rracionals.
Demonstragao: Tomemos o mesmo « anterior, ou seja, o = =, (m,n) =1 e um irracio-

nal . Temos



Para o produto: Suponha que « -+ € Q, entao existem x1,y; € Z tais que

T m I n-x
Q-y=—=— 7= —=7= )
Y1 n Y1 m -y

o que é uma contradigao, pois v ¢ Q.
Para a soma: Suponha que a + v € Q, entao existem x3,y; € Z tais que
T3 XT3 m_n«:vg—m~y3

S>y="" =7
Y3 Ys n n-ys

a—+y=
o que é uma contradigao, pois v ¢ Q.

2.2 ALGUMAS RAIZES IRRACIONAIS

13

Comecgaremos a apresentar alguns resultados sobre irracionalidade de alguns

nimeros propriamente ditos. Partiremos com um resultado que é visto no ensino basico,

ou seja, a irracionalidade de V2.
Proposicao 2.3 /2 ¢ irracional.
Demonstracao: Suponha que v2 € Q, entao existem p, ¢ € Z tais que

\/522, (p,q) = 1.

Note que g # 1, pois caso contrério, v2 € Z.
Temos

2
ﬁzg:Qz%:pQZZQQ.

Por essa tltima parte, concluimos que p? é par.

No entanto, o quadrado de um nimero s6 é par, se o proprio nimero for par. Dessa forma

podemos escrever p = 2k, k € Z.
Temos
p? =2¢* = 2%k* = 2¢° = 2k = ¢~

Por essa tltima equacdo, concluimos que ¢? é par. Podemos concluir, pelos argumentos

anteriores, que isso implica que g é par. Dessa forma concluimos que p e ¢ sao ambos

pares. Isso é um absurdo, pois (p,q) = 1.

Seguindo a mesma linha de raciocinio do resultado anterior, temos o mesmo resultado

referente a v/3.
Proposicao 2.4 /3 ¢ irracional.
Demonstragao: Suponha que /3 € Q, entio existem p, ¢ € Z tais que

ﬁzg, (pq) = 1.
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Note que ¢ # 1, pois caso contrario, v/3 € Z.
Temos )
\/§:E:>3:p—2:>3|p2.
q q

No entanto, como todos os expoentes do primos da fatoracio de p? sao pares e 3 estd

entre esses primos, concluimos que seu expoente também é par, ou seja
2
3| p°=3]p.

Dessa forma, p = 3k, k € Z.

Temos
p*=3¢" = 3% =3¢ = 3k = ¢,

Portanto 3 | ¢* mas, como visto anteriormente, isso implica que 3 | ¢q. Sendo assim,

concluimos que 3 | p e 3 | ¢. Isso é um absurdo, pois (p, q) = 1. [ |
Podemos generalizar os resultados anteriores para a soma v/3 + v/2, como

mostra o préximo resultado.

Proposicao 2.5 V3 4+ V2 € irracional.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que v/3 + v/2 € Q, entdo existem m,n € Z e

n # 0 tais que

\/g—i—\/ézg,(m,n):l.

Temos

V34+V2 =

s 13

N 2 T R

(V34 VD(VE-vE) = T2
n+mv2=mv3
(0 +mV2)? = (mV3)’

n? + 2nm\/§ +2m? = 3m?
\/§:3m2—n2—2m2 m2—n2‘

2mn 2mn

Isso implica que v/2 € Q, que é um absurdo, pois, como visto anteriormente, v/2 ¢ Q.

|
Usando os mesmos métodos do teorema anterior, temos o resultado semelhante que segue.
Proposicao 2.6 /3 — /2 € irracional.
Demonstracao: Suponha, por absurdo, que v/3 — /2 € Q, entdo existem m,n € Z e
n # 0 tais que

f—\/ﬁz%,(m,n)zl.
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Temos

(V3—V2)(V3+V2) = —mﬁ‘;mﬂ
n = m\/§+m\/§

n—mv3=mv?2

(n— mv/3)? = (mv2)?

n? — 2nm\/§—|—3m2 = 2m?
V3 —3m?* —n® +2m* m2—|—n2.

A T

—2mn  2mn

Isso implica que v/3 € Q, que é um absurdo, pois, como visto anteriormente, v/3 ¢ Q.
[ |
Na linha de generalizacao dos casos anteriores, temos o seguinte resultado, que
comeca a usar o conceito de niimero primo.
Proposicao 2.7 Se p natural for primo, entao \/p € irracional.

Demonstragao: Suponha que /p € Q, entao existem p, ¢ € Z tais que

\/]5:%, (m,n) = 1.

Note que n # 1, pois caso contrario, \/p € Z, isso implica que p é um quadrado perfeito,
ou seja, existiria k € Z tal que p = k?. Por sua vez, isso implicaria que k | p, isso nio
pode acontecer, pois p é primo.

Temos )

m m 9
n n

Por p ser primo, note que para ele estar entre os fatores de m?, necessariamente, ele deve

estar entre os fatores de m. Pois todos os fatores primos de m? tém expoentes pares e p

é primo, ou seja, seu expoente é par. Dessa forma, p | m. Temos que existe g € Z tal que

m = pg, disso segue que
n’p=m? <= n’p=p’y® < n’=pg’ =p|n’.

Por argumentos anteriores, podemos concluir que p | n. Entdo p | m e p | n. Isso é um
absurdo, pois (m,n) = 1.

[ |
Usando os métodos das proposi¢oes anteriores, temos o proximo resultado sobre a irraci-
onalidade da soma de raizes de primos.
Teorema 2.1 /p| + /P2 € irracional, sendo py e pa nimeros primos.
Demonstragao: Suponha, por absurdo, que /p1 + /p2 € Q, entao existem m,n € Z e
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n # 0 tais que
m

Temos

m\/p_l—m\/ﬁz>

n

VL VB = = (VB VP (VBT — V) =

n(pr — p2) = my/p1 — my/p2 = n(p1 — p2) + my/p2 = my/p1 =
[n(p1 — p2) + my/p2)? = (my/p1)? = 1 (p1 — p2)? + 2nm(py — pa)y/P2 + m°py = m?py =
Caso p1 # pa :
m®p; — m*py — ”2(]91 - p2)2
27””(291 —]92)

VD2 =

Isso implica que /p2 € Q, que é um absurdo, pois como visto anteriormente, \/p ¢ Q,
sendo p primo qualquer.

Caso py = py : € simples, pois /p1 + /P2 = 2,/D2, que ¢ irracional, pela Proposicao 2.2.
Portanto, fica demonstrado o resultado procurado. [

Observagao 2.2 Através dessas ultimas 3 proposicoes, podemos obter generalizagoes so-
bre a soma e diferenca de raizes irracionais. Sequindo o mesmo caminho, podemos con-
cluir que \/p1 — /P2 ¢ Q, sendo py e pa primos e p1 # po.

Voltamos a um resultado mais simples, mas, que garante chegar a conclusao
de que a raiz de um nimero natural ou é inteiro ou irracional.
Proposicao 2.8 A raiz quadrada de um niumero natural que ndo € um quadrado perfeito
¢ irracional.
Demonstracgao: Dado p natural que nao seja um quadrado perfeito, ou seja, na sua
decomposicao em primos, existe um primo p; tal que seu expoente nao seja par. Note que
p # 1, pois os expoentes de 1 sdo todos nulos, ou seja, pares.

Suponha que existem m,n € 7Z tais que

\/]_):%; (m,n)zl.

Veja que m # 1, pois caso contrario, /p € Z, ou seja, p seria um quadrado perfeito.

Assim )
n

p= m2’
Isso implica que m? | n?, no entanto, isso nao pode acontecer pois os fatores primos que
aparecem na fatoracao de m sao os mesmos que aparecem em m?2. O mesmo acontece com
o caso de n e n?2. Como nao existem primos em comum entre n e m, nao existirao primos
em comum entre n? e m?. Ou seja, (m,n) = 1= (m? n?) = 1.

Portanto, chegamos a um absurdo ao supormos que /p € Q. [ |
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2.3 IRRACIONALIDADE DE e

O numero de Euler, representado pela letra e, é uma constante matematica
cuja aproximacao é 2,71828. Ele é a base dos logaritmos naturais e surge naturalmente em
diversas areas da matematica, como no calculo, na anélise e na teoria dos nimeros. Seu
valor pode ser obtido por meio do limite lim,,, (1 + %)n O numero e foi descoberto no
século XVII, inicialmente em estudos sobre juros compostos, onde aparece ao descrever o
crescimento exponencial. Jacob Bernoulli foi um dos primeiros a observar sua presenca ao
estudar o problema de crescimento em taxas continuas. Posteriormente, Leonhard Euler
formalizou sua importancia e usou extensivamente em seus trabalhos, consolidando-a
como uma constante fundamental na matematica moderna. O e tem aplicagoes que vao
muito além da matematica pura, recorrentemente representada pela Analise. Ele esta
presente em areas como Fisica, Biologia e Economia. E essencial para descrever fendmenos
de crescimento continuo, como o crescimento populacional, a desintegracao radioativa e a
propagagcao de doencas. Na Anadlise, a funcao e” é especial, pois é sua prépria derivada, o
que a torna uma ferramenta poderosa quando se trata de resolver equacoes diferenciais.

A seguir, serd mostrado se tratar de um nimero irracional. Para isso, a seguinte
demonstracao se mostrou ser a mais simples sobre a irracionalidade de e. Sua autoria é
creditada a Fourier em 1815. Essa versao foi baseada na versao que se encontra no livro
“Teoria dos numeros transcendentes”cujo autor é o saudoso pesquisador (MARQUES,
2013), com quem tive o prazer de trocar algumas mensagens a algum tempo.

Teorema 2.2 O numero de Fuler, e, € irracional.

- =1
Demonstragao: Como e = E o dado m € N, temos
k=0

. m! - m!
0 <mle— g — = —_—
| 1’
c~ kI = (m+k)
note que (m;rk) > m,Vk > 1. Dessa forma,
(m+ k)! m! 1

> <
ml =7 it ) S mkl

sendo assim,

m 1= 1 e—1
O<mle—) —< =Y — = . 1
mle <3 1)

Suponha que e é racional e = § com denominador ¢ > 2, assim, % < 1. Pela condicao

e € Q, tem-se que eq! € Z. Portanto, da equagao (1), obtemos que eq! —» 7_, Z—i ¢ inteiro

entre 0 e 1. Isso ¢ um absurdo, vindo da suposi¢cao de que e ¢é racional, portanto, essa
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suposicao ¢ falsa e e é irracional. [ |

2.4 IRRACIONALIDADE DE 7.

O numero 7w é uma constante fundamental na Matemaética, definida como a
razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu diametro, cuja aproximagao é
3,14159. E um ntmero irracional, ou seja, nao pode ser expresso como a fracao entre dois
inteiros. O nimero 7 é conhecido desde a Antiguidade. Civilizagdoes como os babilonios e
os egipcios ja utilizavam suas aproximagoes em seus calculos. No entanto, foi o matematico
grego Arquimedes que, no século III a.C., desenvolveu um método mais preciso para
calcular o valor de m, utilizando poligonos inscritos e circunscritos a um circulo, isso
utilizando um breve nogao de limite. Com o avanco da matemaética, o nimero 7 foi
estudado por diversos matematicos, como Ludolph van Ceulen, que calculou com 35 casas
decimais no século XVI, e foi popularizado por seu simbolo, introduzido por William Jones
em 1706 e amplamente adotado por Leonhard Euler, um dos fundadores da Matematica
moderna. O numero 7 é essencial em diversas areas da Matemaética e ciéncias aplicadas.
Ele surge em formulas que descrevem fenomenos naturais e processos fisicos, como no
calculo de areas e volumes de figuras geométricas relacionadas a circulos e esferas, nas
equacoes do movimento ondulatério, e até na teoria da relatividade. Além disso, estd
presente em métodos estatisticos, Teoria dos niimeros e Analise matematica.

Segue agora a demonstracao de sua irracionalidade de 7. Para isso partiremos
de uma funcao estratégica que possui propriedades que serao uteis ao longo da demons-
tracao.

Considere a funcao

sendo n um nimero inteiro nao negativo.
Lema 2.1 Sendo D*f a k-ésima derivada de f, D¥f(0) é um inteiro, Vk € N.
Demonstracgao: Partiremos da féormula de Leibniz para derivadas de um produto de
funcoes g e h,
Ny
D¥(gh) = ( ,)Dj DFip,
(gh) Z_; )P

‘]_

Note que podemos colocar f(z) = g(x)h(z), sendo g(z) = £- e h(z) = (1 — )™

Aplicando a férmula de Leibniz:

215 (o () e-or - S CJoreinor

Note que tanto D2 quanto D*77(1 — )" sao inteiros para x = 0, independentemente de
k.
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De fato, tem-se

0,sej<n
Dj[x”]‘zzo nl, sej=n
0, se 7 >n.
e
(n%!j)!(—l)j, sej<mn
DI —2)" _, =9 ni(=1)" sej=n

0, se j > n.

Note que esses valores sao sempre inteiros. Substituindo esses casos, temos

0, se k <n
Dkf(x)h::o ={ Znl=1, sek=n.
%(?)n!Dk*"(l —z)"

= () DMl —a)r _, se k> n.

‘fL‘:O z=0"

Sabendo que os coeficientes binomiais e D*~"(1 — x)"| , Sao inteiros, a demonstragao
o

est4 finalizada. [}

Lema 2.2 D*f(1) é um inteiro, k € Z".

Demonstracao: Note que

entao

DFf(1 - x) = D" f(x)
de onde segue
Dkf(l o x)|ac=0 - Dkf(x)|w=0
sendo assim,

Dkf(zv)‘lz1 = Dkf(35)|z:0-

Pelo lema anterior, temos o resultado de que D* f(1) também ¢é inteiro. [ |

Teorema 2.3 7 € irracional.
Demonstracao: Suponha o contrario, ou seja, 7 € Q. Note que 7 € Q = 72 € Q, sendo
assim, se provarmos que 72 ¢ Q, entdao m ¢ Q. Suponha que 72 = §.

Considere a fungao
F(x) = ¢"{n" f(z) = 7" 2D*f(x) + ... + (=1)"D*" f ()}

sendo f(z) = £

n!
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Veja que, pelos Lemas 2.1 e 2.2 e pela suposicao 72 = ’5’, temos que F'(0) e F(1) sao

inteiros, pois

F(0) = ¢"{zm"f(0) =7 2D?f(0) + ... + (=1)"D*" f(0)}
F0) = p"f(0) —p"'qD*f(0) + ... + p°¢"D*" f(0).

Como pF e ¢* € Z,Vk € Z*, além disso, D*f(0) € Z, o resultado segue. Além disso,

F(1) = qn{z—nm)+§Z—_iD2f<1>+...+<—1>”D?”f<1>}

F(1) = p"f(1)+p"'qD*f(1) + ... + (=1)"¢"D*" f(1).

Pelo lema 2.2, concluimos que F(1) também ¢ inteiro.

Agora note que

{F'(r)senmz — nF(x)cosmz} = F"(x)senmz + n°F(x)sen

{F'(r)senmx — nF(z)cosmz} = senma{F"(z)+ mF(z)}.
Além disso, temos

F'(x) +mF(x) = ¢"{7*"D*f(z) = a*" D f(z) + ... + (=1)"D*"** f(z)}
+g {7 f(a) = 7 D f(x) 4+ .+ (=1)"D* R f ()}
= {7 f(x) + (-1)"D*"?a? f ()}
F'(x) + mF(x) = ¢"n*" " f(2),
pois D272 f(x) = 0, j4 que D*2™ = 0, se k > n. Portanto

F// 2 _ np2n+2

F'(z) +m°F(x) = p'nf(x).

Portanto

{F'(z)senmx — nF (z)cosmx} = p"m°f(x)senmr.

Pelo Teorema fundamental do célculo, temos
1
7T2p”/ f(x)sentxde = F'(1)senm — wF(1)cost — F'(0)sen0 + 7 F(O)cos0
0

p" /1 f(z)senmrxde = wF(1)+7F(0).
0
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Portanto .
an/ f(z)senmaxde = F(1) + F(0),
0

ou seja, essa integral resulta em um inteiro.

Note que para 0 < z < 1, temos

1 ! ! senmx
0<flx) < ==0< Wp”/ f(x)senmz dr < ﬂp"/ dz.
n! 0 o nl
Portanto
1 Tt [l
0< 71']?”/ f(z)senmx dx < — | senmx dx.
0 n:Jo
Como
! 2
/ senmx dr = —,
0 T
entao
1 2"
0< Wp”/ f(z)senmx dr < —.
0 n'
Como esse n é arbitrario, temos
2p" 2p"
lim i:0:>3ﬁeN;_i<1.
n—oo n! n!
Portanto, teremos
_rt 2pﬁ
0< an/ f(z)senmx dr < — <L
0 !

Por essa integral ser um nimero inteiro, teremos um inteiro entre 1 e 0, que é um absurdo.

Portanto, 72 é irracional, que implica que 7 ¢ irracional.
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3 TRANSCENDENTES E ALGEBRICOS

Os ntumeros algébricos e os nimeros transcendentes sao duas categorias fun-
damentais na teoria dos numeros, classificando os numeros complexos com base em
suas relacoes com equagoes polinomiais de coeficientes inteiros. O conceito de nimeros
algébricos remonta a Antiguidade, com estudos de raizes quadradas e cubicas, que ja eram
uma dor de cabega para a época, por se tratarem, as vezes, de nimeros com dizima nao
periddica, ou seja, os irracionais ja davam conta de provocar problemas, entao o contato
com algo nao algébrico seria inconcebivel para essa época.

J& os nimeros transcendentes s6 comecaram a ser formalmente investigados no
século XVII, com o avanco da Anélise. Charles Hermite provou em 1873 que e é transcen-
dental. Em 1882, Ferdinand von Lindemann estabeleceu que 7 também é transcendental,
resolvendo o problema da quadratura do circulo. Os nimeros algébricos sao fundamentais
na algebra e na geometria, especialmente no estudo de estruturas algébricas e em pro-
blemas classicos como solucoes de equacoes polinomiais. Os nimeros transcendentes, por
sua vez, surgem, por exemplo, na demonstracao da impossibilidade de certos problemas
geométricos, como a duplicagao do cubo e a trissecgao do angulo.

Nesse capitulo serao introduzidos alguns resultados sobre transcendéncia de
numeros. Aqui o leitor encontrard uma demonstracao sobre a existéncia dos nimeros
transcendentes, a saber, nimeros que nao sao raizes de polinomios com coeficientes intei-
ros, sendo assim, pode-se dizer que eles escapam das operacoes elementares, dai o termo
transcendentes. Bem como encontrard proposicoes e teoremas sobre conceitos béasicos
sobre as operagoes entre ntimeros algébricos e transcendentes, as quais serao usadas forte-
mente durante esse capitulo. Encontrard, também, uma série de proposi¢oes fundamentais
sobre as operagoes entre nimeros transcendentes e algébricos, e encontrard os teoremas

que tratam das transcendéncias dos nimeros 7 e e.

Definicao 3.1 Definimos um numero complexo como algébrico se ele € raiz de um po-
lindmio com coeficientes inteiros, ou seja, um polinomio em Z[x]. A notagao Zlx] serd
usada para representar o conjunto dos polinomios na varidvel x e com coeficientes em Z.
Dessa definicao, pode-se ver que, por exemplo, /2 é algébrico pois é raiz do
polinomio de coeficientes inteiros p(z) = 22 —2 e é irracional, como j4 visto nesse trabalho.
Além disso, todos os niimeros racionais sao algébricos, pois dado um racional ™ é raiz do
polinémio p(z) = nx — m.
Definicao 3.2 Definindo o complementar complexo dos algébricos, temos o conjunto dos
numeros transcendentes, nimeros que nao sao raizes de um polinomio com coeficientes
inteiros. Para simplificar, o conjunto dos numeros transcendentes poderd ser denotado

por T, quando necessdrio.
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Observacao 3.1 Pelo dito apos a definicao anterior, todo numero real transcendente é

rracional.

3.1 A EXISTENCIA DE NUMEROS TRANSCENDENTES

Nesta se¢ao, exploraremos a enumerabilidade do conjunto dos niimeros algébricos
e sua relagdo com os numeros transcendentes. Inicialmente, demonstraremos que os
numeros algébricos formam um conjunto enumeravel, estabelecendo uma correspondéncia
com os polinomios de coeficientes inteiros. Em seguida, discutiremos a nao enumerabili-
dade dos nimeros transcendentes, tanto reais quanto complexos, destacando a implicacao
dessa propriedade no contexto da bijecao R? — C. Por fim, concluiremos que o conjunto
dos ntimeros transcendentes é nao enumeravel, reforcando a distingao fundamental entre
esses dois subconjuntos dos nimeros complexos.
Definicao 3.3 Um conjunto X diz-se enumerdvel quando € finito ou quando existe uma
bijecao f: N — X.
Teorema 3.1 O conjunto dos numeros algébricos, representado por A, € enumerdvel.
Demonstragao: Considere Z[x] como o conjunto dos polinémios p, com coeficientes in-

teiros, na variavel x e grau n. Defina
G L XL X ... x L — L]

dado por

o(ag, a, ..., an) = ag + a1 + ... + ax".

Note que ¢ se trata de uma bijecao. Mas Z X Z X ... X Z* é um produto cartesiano de
enumeraveis, portanto, enumeravel. Por ¢ ser uma bijecao, X,, também é enumeravel.
Dado um polinémio P(z) = ap+a1x+...+a,z", denotamos o conjunto das raizes de p por
R,. Veja que R, tem, no maximo, n elementos, pelo Teorema Fundamental da algebra.

Dessa forma, podemos definir

A, =R,
dp=n

Veja que se trata de uma uniao enumeravel de uma uniao enumeravel de conjuntos finitos,

portanto, A, é enumeravel. No entanto, pela definicao de ntimeros algébricos, temos

A:UAn

neN

Veja que temos uma uniao enumeravel de enumeraveis, que é enumeravel.

Observacao 3.2 Veja que acabamos de concluir que, firado um grau n, existe uma quan-

tidade enumerdvel de polinomios Z[x| com esse grau.



24

Observacao 3.3 Mostraremos, a sequir, que os transcendentes reais sao nao enumerdveis,
disso consequentemente, também ndao o serao nos complexos pois os reais sao subconjunto
de C, portanto, se os transcendentes reais sao mao enumerdveis, entdo o conjunto dos
transcendentes complexos também nao o serao.

Corolario 3.1 O conjunto dos nimeros transcendentes é nao enumerdvel.
Demonstragao: Sabemos que a uniao de enumeraveis é enumeravel. Vendo que R =
A UT, sabendo que R é nao enumeravel e A é enumeravel, o resultado é que T é nao
enumeravel. Dessa forma, podemos concluir que existem mais nimeros transcendentes

que algébricos. [ |

3.2 RESULTADOS INICIAIS ENTRE NUMEROS ALGEBRICOS E TRANS-
CENDENTES

De maneira semelhante ao que fizemos no capitulo 2 com os irracionais, agora
comecaremos com alguns resultados interessantes envolvendo niimeros algébricos e trans-
cendentes.

Proposicao 3.1 Se A ¢ algébrico, entdo o inverso A=t € algébrico.

Demonstracao: Se A algébrico, entao é raiz de um polinomio do tipo
p(x) = apz”™ + ap_12" ' + ..+ a1z + ag € Zlz].

Disso, temos
an A" + ap_ A"+ 4+ a1 A+ag=0.

Multiplicando ambos os lados dessa equacao por A™", temos
WA+ a A"+ 4+a, 1A 4 a, =0.
Sendo assim, podemos verificar que A~! é raiz do polinomio
P(z) = apz™ + 2™ ' + ... + ap_17 + a, € Z[z].
Dessa forma, A algébrico implica A~ também algébrico. [ |

Proposicao 3.2 Se T € transcendente e A ¢ algébrico, entao o produto T - A € transcen-
dente.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que T - A seja algébrico. Teremos
T-A=b, beQ.

Por estarmos nos complexos, existe o inverso multiplicativo de A, que também é algébrico,
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pela proposicao 3.1. Temos entao
AT AT=A"b= T=A""b

Note que o produto de algébricos é algébrico, pela Proposicao 3.6. Sendo assim, A=!-b é

algébrico. Com isso, temos um absurdo nessa igualdade, pois T' € T, por hipotese.

Proposicao 3.3 Se T ¢ transcendente, entdao o inverso T—! é transcendente.
Demonstracao: Suponha, por absurdo, que 7! seja algébrico, entao 77! - T serd trans-

cendente, pela Proposicao 3,2.No entanto
T'.T=1,

o que é um absurdo, pois 1 é algébrico. Portanto, o inverso de um transcendente é também,

transcendente. [ ]

Proposicao 3.4 Se Ay e Ay sao algébricos, entao a soma A1+ As € um numero algébrico.
Demonstracao: Sendo A; e A; niimeros algébricos, entao sao raizes de equacoes polino-
miais com coeficientes inteiros. Podemos dividir ambos os lados das equagoes pelos seus

respectivos coeficientes lideres e chegamos, respectivamente a

"+ a, 2"+ Faxt+ag=0 (2)

™ 4 by 2™ L+ by + by = 0. (3)

Por A; ser raiz de (2), temos
A? = —an_lA’f_l — . a,lAl — Qaop, (4)

ou seja, podemos escrever AT como combinacio linear de A9, Al A2 ... A"! de coefici-
entes racionais. Multiplicando (4) por A;, teremos A’ também como combinacao de

linear de A9, Al, A2, ..., A?"! de coeficientes racionais. De fato, teremos
n+l __ n 2
Al = —an+1A1 — .. 0,1141 - aoAl, (5)

No entanto, por A? ser combinacdo linear de A9, A}, A2, ..., A?"! de coeficientes racionais,
podemos substituir A7 por sua é combinacio de linear na equacio (5) concluir que A} é
combinacdo de linear de A9, Al A2 ... A7 de coeficientes racionais. Sendo assim, pode-

mos escrever qualquer poténcia A%, i > n, como combinacio linear de A%, AL A2 ... A?"!
1 ) 1441 4 )41
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com coeficientes racionais. Analogamente, como A, é raiz de (3), podemos escrever qual-
quer poténcia A}, i > m, como combinacdo linear de Ay, A}, A2, ..., A7"! usando coefici-

entes racionais. Considere os mn + 1 nimeros abaixo:
1, (A + Ag), (A + A9)?, .. (Ar + Ag)™ (6)
e considere, também o espaco vetorial sobre Q gerado por
B={A1A};0<i<n-1,0<j<m-—1}.

Note que B possui mn elementos, entao sua base tem dimensao dimB < mn, sendo assim,
os mn + 1 elementos em (5) sao LD.

Portanto existem racionais rg, 71, ..., Tmn tais que
ro +11(Ar + A 4 ro(Ay + A2)? + o+ o (A + Ax)™ = 0.

O que mostra que (A; 4+ Ay) satisfaz uma equagao polinomial de grau mn com coeficientes
racionais, sendo assim, podemos multiplicar pelo mmec de todos os denominadores desses

coeficientes e obteremos uma equacao polinomial de coeficientes inteiros. |

Proposigao 3.5 Se T ¢é transcendente real e A € algébrico, entio a soma T + A € trans-
cendente.

Demonstracgao: Suponha, por absurdo, que T + A seja algébrico. Entao existe um
polinomio P(z) tal que T+ A é raiz de P.

Suponha

P(z) = ap2™ + ap 12" "+ ...+ a7 + ag

sendo assim, P possui m raizes reais, m < n. Temos pela relacao de Girard:

—
(T+A) 411+ 70+ .+ Ty = - !
An—1
T:—(T1+T2+...+Tm_1)—z4— a .

Note que do lado esquerdo da equacao temos 7', transcendente. Porém, do lado direito

temos uma soma de algébricos, pois as rafzes sao algébricos, A é algébrico e “= é racional,
n

portanto, algébrico. Como a soma de algébricos resulta em um algébrico, chegamos em

um absurdo. Portanto, 7'+ A é transcendente. [ |

Proposicao 3.6 Se A, e Ay sao algébricos, entdo o produto Aq-Ay € um numero algébrico.
Demonstracao: Sendo A; e Ay ntimeros algébricos, entao sao raizes de equagoes polino-

miais com coeficientes inteiros. Podemos dividir ambos os lados das equagcoes pelos seus
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respectivos coeficientes lideres e chegamos, respectivamente a

2" 4 2" 4 L ar+ag =0 (7)

" 4 b1 2™ L+ b 4 by = 0. (8)

Por A; ser raiz de (7), temos
;L = —an_lA?_l e — CL1A1 — Qaop, (9)

ou seja, podemos escrever A? como combinacdo linear de A9, Al, A2 ...  A""! de coefici-
entes racionais. Multiplicando (9) por A;, teremos A}™! também como combinacio de

linear de A9, Al A2 .. A?"! de coeficientes racionais. De fato, teremos
1 2
A? = —an+1A71‘ — ... a1A1 - (IoAl. (10)

No entanto, por A7 ser combinacao linear de A9, A}, A2, ...  A?~! de coeficientes racionais,
podemos substituir A? por sua é combinacio de linear na equacio (10) concluir que A7+ é
combinacdo de linear de A9, Al, A2, ..., A7"! de coeficientes racionais. Sendo assim, pode-
mos escrever qualquer poténcia A?,i > n, como combinacdo linear de AY, A} A2 . A}~*
com coeficientes racionais. De forma semelhante, como A é raiz de (8), podemos escre-
ver qualquer poténcia A2, i > m, como combinacéo linear de A9, AL, A2, ... A"~ usando

coeficientes racionais. Considere os mn + 1 niimeros abaixo:
1, (Ay - Ag), (A1 - Ap)?, .. (A - Ay)™ (11)
e considere, também o espaco vetorial sobre Q gerado por
B={AA;0<i<n—-10<j<m-—1}

Note que B possui mn elementos, entao sua base tem dimensao dimB < mn, sendo assim,
os mn + 1 elementos em (10) sao LD.

Entao existem racionais rg, 71, ..., Tmn tais que
ro 4+ 11 (A1 - Ao) 1Ay - A2)? + 4 o (Ay - Ay)™ = 0.

O que mostra que (A; + Ay) satisfaz uma equagao polinomial de grau mn com coeficientes
racionais, sendo assim, podemos multiplicar pelo mmec de todos os denominadores desses

coeficientes e obteremos uma equagao polinomial de coeficientes inteiros. [ |

Proposicao 3.7 Se T el sao transcendentes, entao Ty +T5 ou Ty — Ty nao sao, ambos
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algébricos.
Demonstracgao: Suponha, por absurdo, que 71 + 15 e T} — T, sejam algébricos, entao

existem polindémios com coeficientes inteiros P(x) e Q(z) tais que
P(2) = apa™ + ap_12" ' 4 ... + a1z + ag,

sendo T + T uma raiz.
e
Q(x) = by a™ + by_12™ ' + 4 by + by,

sendo 17 — T, uma raiz.
O polinémio P(x) possui k raizes reais, k < n. Da mesma forma, o polinémio Q(x) possui
j raizes reais, j < m. Dessa forma, podemos estabelecer a relacao de Girard para cada

um dos polinomios:

—Qp—
<T1+T2)+T1+T2+...+Tk_1: a !
¢ b
(I —T5) +s1+ 82+ ... +5j-1 = bm_l-

Podemos, agora somar essas duas equagoes:

Ap—1 bm—l

(M+T)+ (N —Ty)+ri+re+ .o+ +51+ S+ ..+ 5.1 = —

an bm '
De onde temos
Qp—1 bm—l
2T1:— - — Ty —=Tr2— .. = Tp—1— 81 —S2— ... = §j—1.
an bm
Ou seja
T — 1 Ap—1 bmfl
1 ==(—————F—— =1 —ry— .. — T — 8 — Sy — ... — Sj_1).

Note que do lado esquerdo da equacao temos Ti, que é transcendente. No entanto, do
lado direito temos uma soma de raizes, que sao algébricos, e racionais, que também sao
algébricos. Dessa forma, chegamos a um absurdo. Portanto, existe um transcendente no
conjunto {1y — 15, T + T>}. [ |

3.3 A TRANSCENDENCIA DE =

Para essa demonstragao serd utilizada como referéncia a demonstragao apresen-
tada pelo professor (DE FIGUEIREDO, 1969) que pode ser encontrada no livro “Ntmeros
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irracionais e transcendentes”.

As funcgoes complexas sao funcbes que associam a cada numero complexo
z =z + iy (onde z e y sdo nimeros reais e i é a unidade imaginaria) um valor também
complexo. Tais funcoes sao a base do estudo da andlise complexa e possuem algumas
propriedades semelhantes as fungoes reais. A existéncia de derivadas, por exemplo. Uma
fungao complexa f(z) é dita analitica (ou holomorfa) em uma regidao do plano complexo
se ela for derivavel em cada ponto dessa regiao e se as suas derivadas forem continuas. A
condi¢ao de uma funcao ser analitica é mais forte do que a simples existéncia de derivada,
e ela implica que a fungao pode ser representada por uma série de poténcias na série de
Taylor em torno de qualquer ponto em sua regiao de definicao. A derivada de uma fungao
complexa, denotada por f’(z), é definida de forma semelhante a derivada de fungoes reais,
mas com a diferenca crucial de que ela leva em conta tanto as variagoes na diregao real
quanto na direcao imaginaria. Para que uma funcao seja derivavel no sentido complexo,
ela deve satisfazer as equacgoes de Cauchy-Riemann, um sistema de duas equacoes dife-
renciais que garantem que a funcao se comporta de maneira consistente e regular com a
nocao de derivada no plano complexo semelhante ao modo conhecido em R. Sendo, as-
sim, pode-se dizer que uma Funcao complexa é analitica se tem o melhor comportamento

possivel, ou seja, possui todas as derivadas de qualquer grau.
Definicao 3.4 Seja f: C — C uma fun¢ao dada por

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

onde z = x + iy, com u,v : R? — R sendo as partes real e imagindria de f.
Para que [ seja derivdvel no sentido complexo, ela deve satisfazer as equacgoes de

Cauchy-Riemann:
ou Ov Ou v

or oy’ Oy  ox
Se essas equagoes forem satisfeitas em um ponto (x,y) e as derivadas parciais forem
continuas, entdo f € holomorfa nesse ponto.
Definicao 3.5 Formalmente, um niumero s é chamado de supremo de S, e escrevemos
s=sups, ses € um majorante de S, ou seja, x < s para todo x € S. Além disso, s deve
ser o menor dos majorantes, ou seja, para qualquer outro majorante m, vale s < m.
Observacao 3.4 Se o supremo pertence ao proprio conjunto S, ele é chamado de mdximo
de S.

Lema 3.1 Seja f: C — C uma funcdao analitica e sejam z1, 2o € C. Entao

f(21) = f(z2)] < 2|22 — 2| sup{|f'[e1 + A(22 — 21)][; 0 < A <1},

sendo |z| representa o mddulo do nimero complexo z = x + yi, isto €, |z| = /2% + y2.



30

Demonstracao: Considere u e v as partes real e imagindria de f(z). Sendo zy = o+ iyo,

definimos as fungoes ¢ : R — R e ¢ : R — R pelas expressoes

$(A) = u(Azo, Ayo) (12)

P(A) = v(Azo, Ayo)- (13)

Por f ser analitica, as fungoes u e v sao derivaveis e consequentemente continuas, entao

pode aplicar o teorema do valor médio em v e ¢ no intervalo [0, 1]. Temos

¢(1) = 6(0) = ¢'(M),0 < Ay < 1 (14)

B(1) = (0) = ¥/ (Aa), 0 < Ag < 1. (15)

Usando o teorema de derivagao de fungoes e as equagoes (12), (13), (14) e (15), temos

u(zo,Yo) — u(0,0) = uy(Mzo, Myo)xo + wy (Mo, MYo) Yo

v(zo, yo) — v(0,0) = v, (Aazo, Aayo) o + vy (Aao, A2Yo)yo-

Disso, obtemos

f(z0) = £(0) = uz(A1wo, Myo)wo + uy(A120, MYo) Yo + i [vz(Aazo, Aeyo)To + vy (Aao, A2yo)Yo]-

(16)
Pela desigualdade triangular, tem-se
2| <[] + [y] (17)
sendo o mesmo z = x + yi. E pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
Jaby + asho| < \/a? + a3\ /03 + B3, (18)

sendo aq, as, by e by reais quaisquer. Com as desigualdades (17) e (18), obtém-se de (16):

Fz0) = FO) < \fu2 (o, M) + 2o, M)y 73 + o (19)

"‘\/Ug%()\ﬂo, A2Yo)To + vE(Aao, A2yo)\/ TG + Y

usando as equagcoes de Cauchy-Riemann, ou seja, f'(z) = —iu,(z,y) +vy,(z,y), os radicais
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em (19) sdo o médulo f’ calculado em pontos especificos, logo

| f(20) = F(O)] < [f'(Mrz0)l|20] + | f'(A2)z0l[20]

de onde segue
| f(20) = £(0)] < 2|z0] sup{|f'(A20)[; 0 < A < 1},

resultado segue aplicando a fungao g(z) = f(z + 21). [ |
Lema 3.2 Seja f(ty, ..., t,) um polinémio simétrico de grau d, com coeficientes em A C C.
Entao existe um polinomio g(si,...,S,) de grau menor ou igual a d, com coeficientes em
A, em que 1,81, ..., S, SGo polindomios simétricos elementares (ou seja, com coeficientes

em Z) tal que
ft1,tn) = g(s1, ..., Sn)-

Demonstracao: A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em (Oliveira, 2013).
[

CS

polinémio com coeficientes inteiros e a fun¢ao F': R — R tal que F(x) = P(x)+ P'(x)+

Lema 3.3 Sendo P(x) = 2" Y(R(x))? polinémio de grau r, R(x) também um

..+ P"(x), nessas condi¢ies, tem-se

d —x o —x
%[e F(z)] = —e *P(x).

Demonstragao: De fato, tem-se

LR @) = (Y F@) + Flaye

= —e "F(x)+e "F(x)
= —e "[P(z) (@) + ... + P(2)] + e “[P'(x) + PP (2) + ... + P""(2)]
e [—P(z) — P'(z) — ... — P"(2)] + e *[P'(z) + PD(z) + ... + P ()]
() — P'(z) — ... — P"(2) + P'(z) + PP(z) + ...+ P""(2)]
(z) (

No entanto, pelo grau de P(z) ser r, entao P™(z) é nulo. O resultado é:

d
—le™"F(x)] = —e " P(x).
Tl F(z)] (@)
|
Teorema 3.2 O numero m € transcendente.
Demonstracgao: Suponha, por absurdo, que 7 seja algébrico. Pela Proposicao 3.6, o

produto im é algébrico, sendo 7 a unidade imaginéria, que é raiz de p(x) = 2? + 1, ou seja,
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algébrico.
Entao im é raiz de um polindémio do tipo Pi(z) € Z[z].
Sejam «q = i, ag, ..., , as raizes de Pi(x), ou seja, o grau de Py supomos n.

Pela identidade de Euler ei™ = —1, temos

(1+e%)=0.
1

J

n

Desenvolvendo esse produto, temos
(I4+e")(14+e)...(1+e*)=0.

Nesse produto teremos 1+ Y e¥ sendo os expoentes y da forma

ap, A, ..., Oy (20)

a; + aj,para i < j (21)

o +a;+ o, parat < j <k (22)
o1 4+ o+ .+ . (23)

Note que em (20) teremos n termos, em (21) teremos () termos, assim sucessivamente
até em (23) que teremos (") = 1 termo.
O fato a seguir pode ter a sua demonstracao encontrada em (CURANT R., 2002). Segue

que do fato dos ntimeros em (20) serem raizes de um polinomio P, € Z[z| com grau n,

n
2

), etc, e os nimeros em

temos que os nimeros em (16) sdo rafzes de um polinémio P, € Zz] de grau (}), os

n

nimeros em (22) sio rafzes de um polindmio P; € Z[z] de grau (}

(23) sdo rafzes de um polinémio P, € Z[z] de grau () = 1.

Dessa forma, os numeros de (20),(21),(22),..., (23) sao raizes do polinémio
P () Py(z)...P,(x)

que terd coeficientes inteiros e grau n + (g) + (g) + ...+ (Z) = 2" — 1. J4& que alguns
nimeros em (20),(21),...,(23) podem se anular, suponha que m deles nao se anulem e os
representaremos por i, 5o, ..., Bn. Dessa forma, podemos simplificar o polindmio anterior

e chegarmos que Sy, fa, ..., B, sao raizes de um polinomio de grau m da forma

R(z) = ca™ 4 ¢po12™ ' + .+ 1@ + ¢, R(x) € Z[x].
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Efetuando o produtério [[7_, (1 + e%) = 0, teremos
k+e +. . 4+em=0

sendo k = Zi:l 1,x = 2" — 1 — m, ou seja, sao os casos em que as poténcias de e tém
expoente nulo.

Considere o polinomio
S

(p—1)!

sendo ¢ o coeficiente lider de R(x) e sendo s = mp — 1, com p primo que serd escolhido,

P(z) = 2 (R(x))”, (24)

convenientemente, depois. Vale ressaltar que o grau de P(x) é r = s + p, isso pode ser

verificado ao desenvolver o produto em (24). Considere, também, a funcao
F(z) = P(x)+ P'(x) + ... + P"(x).

Note que, pelo Lema 3.3, tem-se

d —z _ -z
%[e F(z)] = —e"P(x). (25)

Aplicaremos a desigualdade do Lema 3.1 & fungao e *F(z) com z; =0 e 25 = 3;
e P(5,) — F(0)] < 215, sup{le POV,); 0< A < 1},

sendo j =1,2,...m.
Considerando ¢; = sup{|e"M5% P(AB;)]; 0 < A < 1}, temos

Somando e aplicando a desigualdade triangular, temos

m

1> F(B) — kF(0)] Szﬁj- (26)

j=1

sendo k£ o nimero de poténcias de e que tém expoente nulo.

Vamos mostrar que o lado direito é menor que 1, para p primo escolhido convenientemente
e que o lado esquerdo é um inteiro nao-nulo para a esse mesmo p.

Calcularemos, agora as derivadas de P(z) nos pontos 0, 31, ..., 3,,. Desenvolvendo o po-

linémio P(z), temos

P(z) = N [cox?™ ' +ba? 4 ..],b € Z.
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Logo, temos
PY(0) =0, parai<p—1e PP D(0)=c*ch.

Agora note que

Pla) = (b= 12" [R@)P + o

(p—1)! 2" 'p[R(x)P~" - R/ (x).

Por este exemplo, podemos enxergar que para P®(z), i < p, sempre teremos R(x) com
todos os fatores, ou seja, PO (B;) = 0,5 € {1,2,3,...} pois B, é raiz de R(z).

Agora, analisaremos as derivadas para P para i > p. Usaremos o seguinte fato para essa
andlise: Sendo Q(z) = > 7, a;xz’ um polindmio com coeficientes inteiros, entao, sendo
p<r:

‘ | o
Q) = X o i @)
j=i '

Além disso, ﬁQ(i) (x), para i > r tem coeficientes divisiveis por p. De fato, teremos

IS T 1 j! ]
a;x' ™ = a;x I
—“E:J—Z] Z%%4NU—QJ

ou seja, seus coeficientes serao da forma

p—G—7 p@G—o”

. il ;. . , .
sendo assim, basta mostrar que m é inteiro. De fato é, pois

Gy _ilc)
pl(j—i)  pll(j—i) p!\i

que é inteiro pois i > p e j > i. Aplicando esse fato ao P, temos que seus coeficientes

serao divisiveis por pc®. Desses resultados, temos
F(0) = ¢’y + pc’ko, ko € Z.

Para os F'(3;), temos:

> rio) =33 P = T3

Jj=t i>p >p Jj=1t

Analisaremos a expressao Z;n:z P® (B;) para p < i <r. Jasabemos que, para esse caso, o
polinémio P (z) tem coeficientes divisiveis por pc®. Pelo fato do grau de P ser r = p + s,

entdo o grau de P® serd s + p — i < 5. Dessa forma, podemos reescrever a expressiao
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anterior como
m

Z pY (87) = pc”.Q(B1, B2, -, Bm)

j=i
sendo @ um polinémio nos fis com grau menor que s com coeficientes inteiros. Além
disso, é um polinomio simétrico nos fs. Aplicando o Lema 3.2 ao polinémio ), temos a
existéncia de um polinémio com coeficientes inteiros g(6y, s, ..., 6,,) com grau menor ou
igual a s.

Por outro lado, observe que:
-1 ~1 ~1
91 =C Cm,1,92 =C cm,g,...,ﬁm:c Co-

LOgO, CSQ(BDB% aﬁm) € Zv portanto

P> PYB).
j=1

Dessa forma,

ZF(BJ) = pk’l, k’l € 7.

j=1
Como consequéncia, temos

KF(0)+ > F(B))] = [k(c°ch + pc*ko) + phi |
j=1

[kech 4 ple*kok + k)| = [ke*ct + pH,

sendo H = c’kok + kq.
O passo seguinte é escolhermos um nimero primo p tal que p > max{k, ¢, ¢y}, com isso p {

|kc*cE+pH |, ou seja, |kc*cE+pH| # 0. Encontramos um inteiro nao-nulo. Agora, resta-nos

encontrar uma estimativa adequada para Z;”:l g;. Considere M = max{|51], |Bal, ---, | Bl }-
Logo, temos
ey = 20 I sup g P RO 0 < 3 < 1),
p—1)!

Por R(A\B;) se tratar de um conjunto fechado, entéo considere
N = max{|R(z)[;[2| <m},

temos | ’
C S
e =2MeM " pNpTINP,
’ (p—1)!
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Relembrando que

A
lim— =0,4 >0,
n!

segue que

‘C|s -1 _
MNP < 1,p >
(p—1)!

sendo p primo. Portanto, para p > max{co, k, ¢, p}, teremos

m
ZSJ' < 1.
j=1

3p, m[2MeM

O que é um absurdo, pois encontramos um inteiro nao-nulo menor que 1. Portanto 7 é

transcendente. [ |

3.4 A TRANSCENDENCIA DO NUMERO DE EULER

Nesta secao, investigaremos a transcendéncia do nimero de Euler, e, um re-
sultado fundamental na teoria dos niimeros. Para isso, introduziremos os Lemas 3.4 e 3.5,
que estabelecem propriedades essenciais de divisibilidade e construcao de polinémios que
nos serao uteis. Em seguida, utilizaremos esses resultados na demonstragao do Teorema
3.3, que prova que e nao é raiz de nenhum polindomio com coeficientes inteiros, garantindo
assim sua transcendéncia. Essa abordagem destaca técnicas analiticas classicas no estudo
de ntimeros transcendentes.

Lema 3.4 Se d;,i =1,2,...,r sdo inteiros tais que p | d; e ptdy, entdo

i=0

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que p | Y°._,d;, sendo assim existe k € Z tal

que

> di = kp. (28)
i=0
Sabendo que p | d;,0 < i < r, entao
Voltando & equagao (26), temos
kp=> di=do+di+ ... +d, =do+pk + .. + ph;
i=0

disso temos
—dy=—kp+ (ki + ...+ k)p=p(—k+k + ..+ k).
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Por p | p(=k + k1 + ... + k), entdo p | dp, isso é um absurdo pois, por hipotese p{ dy. B

Lema 3.5 Seja p(x) definido por

p(z) = P71 —2)P.. . (n — 2)?,

(p— 1!

sendo p primo tal que p > n. Entao p(x) pode ser expresso na forma

onde temos p (k) =0,k =1,...,n; i <n, pP=(0) = (n!) e p?(0) =0,i <p—1.

Demonstragao: Veja que cada fator de p(z) pode ser escrito como:
(1—2)? =17 + p(—2) + ... + p(—=2)P~' + (—z)?

(2—2)? =2 + p2P ! (—z) + ... + p2(—z)P"! + (—x)?

(B3—a)? =3 +p3r~ ' (—x) + ... + p3(—2)P"" + (—x)?

(n —z)? =nP 4 pnP~H(—2) + ... + pn(—2)P~' 4 (—z).
Substituindo esses resultados em p(z), temos

P(@) = ———a? (17 4 p(—2) + o+ p(—2) ) + p(—2)") - ...

(p—1)!

(PP 4+ pnP (=) + ...+ pn(—z)P " 4 (—x)P

1
= = 1)'x”_l(lp 22PenP 4 by + ...)
com by = —(plP - 2P+ .- nP + p2P~13P .nP + ... + p2P3P..nP~1)  entdo a expressao acima é
igual a:
ST R ST U U (e S
((p—11) ’ (p—1)! (p—1)!

Veja que 1,2, ...,n sdo raizes de multiplicidade p de P(z). Sabendo que o grau de P(z) é
maior que p, concluimos que 1,2, ..., n sao raizes das derivadas de ordens menores que p.

Pode-se escrever P(x) = (k — z)Pg(x), tal que:

1
p—1

o1 —2)P L ((k—1) —2)P((k—1) —2)P...(n — 2)P.
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Dessa forma, pela regra do produto, tem-se

P(z) = plk—a) " (-1)g(x)+ (k- 2)'¢'(z)
P(x) = —plk—2)"g(z) + (k- 2)"g ()
P(@) = (k—2) " [-pg(x) + (k - z)¢'(z)]
P(z) = (k—z)" " g(x),

sendo g1 (7) = —pg(x)+(k—x)g'(x). Assim, temos p!)(z) = (k—z)P~'g1(x) generalizando,
temos

P (z) = (k — )" gi(x).

Sendo assim, p?(0) = 0, para k = 1,2, ...,n; i < p. Note que

Pr=(g) = (n1)” (p—1)+ + ...

Logo P?»~Y(0) = (n!)?. Veja também, que para i < p — 1, todas as parcelas de P®
possuem a variavel x, logo = 0 = P¥(0) = 0. [

Teorema 3.3 O numero de Fuler € transcendente.
Demonstragao: Vamos supor que e seja um numero algébrico, entao ele é solucao de

uma equagao polinomial da forma
cpet ... Fciet+cyg=0 (29)
sendo cg, ¢y, ..., ¢, inteiros. Considere a fungao
F(x) = P(z)+ P'(z) + ... + P ()

sendo P um polinémio de grau r em Z[z] e P")(z) a r-ésima derivada de P. Pelo Lema
3.5, temos
[—e ™ F(2)] = =" P(x)

podemos aplicar o teorema do valor médio a funcao e *F'(x) e obtermos
[F(k) — " F(0)] = —kek1=%) P(k6,)

qualquer que seja k > 0 e 0 € (0,1). De fato, para uma fungao continua g, temos, pelo

teorema do valor médio no intervalo [0, k]:
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aplicando a fungao e *F'(z), temos
e "F(k) — "F(0) = —e k.
Como ¢ € [0, k], entao ¢ = kb, 0 € [0, 1], entao
e "F(k) — F(0) = —k(e ™ P(kby)).
Multiplicando ambos os lados por e, temos
F(k) — " F(0) = —ke" =% P(k6},). (30)

Obtemos o procurado.

Defina, agora
e = —keF1=%) P(kf)).

Afirmamos que
coF(0)+ 1 F(1) + ... + e, F(n) = c161 + caga + ... + Cpén.
De fato, pela igualdade (30), temos
e = F(k) — "F(0),
entao

C181 + o€+ oo F Cpep = 1 [F(1) — eF(0)] + e2[F(2) — e F(0)] + ... + ¢, [F(n) — e F(0)] =

n

Z c;F(i) — F(0) Z cie' = Z c;F(i) + F(0) Z —cie’.

i=1

No entanto, por (28) Y"1 | —¢;e' = ¢y, portanto

Z C;E; = Z CZF(’L), (31)

provando, assim, nossa afirmacao.

Nosso objetivo serd, de agora em diante, mostrar que o lado direito da ultima equagao
(31) é um inteiro nao-nulo e o lado esquerdo é menor que 1, em mdédulo. Considere o
polinémio

P(z) = = 1)!x”_l(l —z)P..(n—x)P (32)
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sendo p primo tal que p > max{n, ¢o}. Note que o polinémio P pode ser escrito na forma

PO(k) =0,k =1,...n;i <p, PP(0) = (nl)? e PD(0)=0,i <p—1.

Dado um polinémio Q(x) = »7"_, a;27, com a; € Z, os coeficientes de o ,Q Nx),i > p,
sao divisiveis por p e, como visto no resultado da equagao (27) demonstrada no teorema

anterior:

) 1 o
Q(Z) = ; G ‘7_ Z,>!ajx(J_’),i <.
Usando o Lema 3.4 e o fato anterior, concluimos que F'(k) é um inteiro divisivel por p,
comk=1,2,...n

Além isso, F'(0) nao é divisivel por p, caso contrério, p | (n!)P e isso nao pode acontecer
pois n é primo maior que n, por hipotese.

Usando o Lema 3.4, e o fato de 0 < 8 < p, temos que
coF(0) +c F(1) + ...+ ¢, F(n)

¢ um inteiro nao divisivel por p, ou seja, um inteiro nao-nulo.
Voltando ao lado esquerdo da equacgao (31), aplicaremos a defini¢ao de ¢, para o polindémio

P(z), teremos

E = —k‘ek (1=0x) ((I;ei)l) (1 — k@k)p(n — k‘@k)p

Aplicando o médulo e considerando que k(1 — 6;) < n(1 — 6;) e k < n, temos

p—1
lek| < || — ne"(l’e’“)%(l —n)P(2 — n)P...(n —n)?||

(p—1)!

donde segue
e"nP(n — 1)!P e"nP(n!)? e"nP(n!)?

(p—1) (p—1)! (p—1)°

Lembrando que lim % =0, A > 0, entao para p suficientemente grande, teremos

lexl <]

lcre1 + g9 + ... + cpen| < 1.

De fato isso pode acontecer, seja &,, = max{ey, €, ...,en} € ¢, = Max{cy, Ca, ..., ¢, }, temos,
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pela desigualdade triangular
lc1e1 4 coga + ... + cpen| < |arer] + |e2ga| + oo+ |enenl < nlemem| = nlemlleml.

Sendo assim, basta tomar |e,,| < ——

’I’L|Cm‘ !

Portanto, voltando a equagao (31), encontramos um inteiro nado-nulo cujo médulo é menor

que 1. O que é um absurdo e, assim, finalizamos a demonstracao. [ |
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4 CONCLUSAO

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar um pouco sobre os niimeros
irracionais e transcendentes utilizando abordagens da teoria analitica do nimeros e técnicas
avancadas de andlise. Para isso, consideramos polindmios com coeficientes inteiros e desen-
volvemos uma sequéncia de lemas e pequenos resultados que levaram a conclusao desejada
baseada em uma suposi¢ao inicial.

O principal problema em decidir se um niimero é transcendente ou nao é por
sua definicao indireta, ou seja, um nimero é transcendente se nao for algébrico. Entre os
resultados mais importantes deste trabalho, destacam-se as transcendéncias dos niimeros
T ee.

A demonstragao utilizou, entre outros recursos, o teorema do valor médio e
propriedades de derivadas de polinomios, além de nogoes da teoria elementar dos niimero,
explorando como o comportamento de tais fungoes pode levar a uma contradicao.

Devo destacar também as séries de pequenas proposicoes que introduziram os

capitulos 2 e 3, respectivamente sobre irracionalidade e transcendéncia, algumas dessas
proposicoes cujas demonstracoes sao exclusivas deste trabalho.
Por fim, Como curiosidade que possivelmente leve o leitor a se interessar pelo tema, sabe-
se que tanto o nimero e quanto 7w sao transcendentes. No entanto, outras combinagoes
envolvendo e e m como 7™, ¢ e €™ ainda aguardam uma demonstragao que comprove sua
possivel transcendéncia.

Sendo assim, uma sugestao cruel minha seria que o leitor interessado nesses
problemas pesquisasse primeiramente sobre a transcendéncia desses ainda separadamente
ou pelo caminho do teorema Hermite-Lindemann, que nao foi abordado nesse trabalho,

por escapar dos nossos objetivos a nivel de graduacao.
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