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RESUMO

Neste estudo, investigamos as propriedades do estado fundamental e as excitagdes de um
condensado de Bose-Einstein com interacdes dipolares, aprisionados na superficie de uma
esfera. A abordagem adotada combina um ansatz gaussiano com uma expansao em harmonicos
esféricos, permitindo a constru¢cdo de uma formulacgdo variacional para a energia total do sistema.
Analisamos como o condensado se comporta quando sujeito a interagdes de contato isotrépicas e
também a forcas dipolares anisotropicas de longo alcance. No limite em que a casca se torna
fina, identificamos padrdes de densidade anisotrdpicos caracteristicos de interagcdes fortemente
dipolares. Para explorar os modos coletivos de excitacdo, aplicamos o método das Sum Rules,
abrangendo modos como monopolo, dipolo e quadrupolo (em duas e trés dimensdes). As andlises

revelam diferencas expressivas em relacao a sistemas sem interacdes dipolares.

Palavras-chave: Condensado de Bose-Einstein; Interacao dipolar; Armadilha esférica; Excita-

¢oes coletivas.



ABSTRACT

In this study, we investigate the properties of the ground state and the excitations of a Bose-
Einstein condensate with dipolar interactions, trapped on the surface of a sphere. The approach
adopted combines a Gaussian ansatz with an expansion in spherical harmonics, allowing us
to construct a variational formulation for the total energy of the system. We analyze how the
condensate behaves when subjected to isotropic contact interactions and also to long-range
anisotropic dipole forces. In the limit where the shell becomes thin, we identify anisotropic
density patterns characteristic of strongly dipolar interactions. To explore the collective modes
of excitation, we applied the Sum Rules method, covering modes such as monopole, dipole and
quadrupole (in two and three dimensions). The analyses reveal significant differences compared

to systems without dipole interactions.

Keywords: Bose-Einstein condensate; Dipolar interaction; Spherical trap; Collective excitati-

ons.
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1 INTRODUCAO

Tudo comecou com os trabalhos de Satyendra Nath Bose [1], que, ao estudar a
radiagcdo do corpo negro, considerou que particulas quanticas idénticas sdo indistinguiveis, ou
seja, nao € possivel diferencid-las, mesmo em principio. Essa ideia levou a uma nova forma de
tratar sistemas quanticos.

Seu trabalho, inicialmente rejeitado por uma revista cientifica, foi enviado direta-
mente a Albert Einstein, que reconheceu sua relevancia e o traduziu para o alemao, submetendo-o
a Zeitschrift fiir Physik. Inspirado por essa abordagem, Einstein percebeu que a proposta de Bose
podia ser aplicada ndo apenas a luz, mas também a gases formados por particulas massivas. Em
1924 [2], publicou um artigo no qual previu que, ao resfriar um grupo de particulas chamadas
bdsons até temperaturas muito proximas do zero absoluto, elas tenderiam a ocupar o0 mesmo
estado quantico, o de menor energia — o chamado estado fundamental. Esse fendmeno, previsto
apenas com base na estatistica quéntica, deu origem ao que hoje chamamos de Condensado de
Bose-Einstein (CBE).

Apesar de sua importancia tedrica, essa previsdo permaneceu sem verificacdo experi-
mental por sete décadas, principalmente devido a dificuldade em atingir temperaturas suficiente-
mente baixas. O fendmeno voltou a ganhar aten¢do com o avango das técnicas de resfriamento e
aprisionamento atdmico no final do século XX.

Embora o CBE tenha sido previsto teoricamente em 1925, sua realiza¢do experi-
mental s6 ocorreu 70 anos depois, em 1995, pelos fisicos Eric A. Cornell, Carl E. Wieman e
Wolfgang Ketterle [3, 4], laureando-os com o Prémio Nobel de Fisica em 2001. Desde entdo, os
avancos nas técnicas de resfriamento e aprisionamento atdmico t€m possibilitado a observacao
de novos fendmenos quanticos, consolidando o CBE como um dos sistemas mais promissores
para a investigacao da fisica de gases quinticos em baixas temperaturas, tais como a superfluidez
[5, 6] e a supercondutividade [7].

Com o avanco das técnicas experimentais, tornou-se possivel investigar CBE em
diversas configuracOes geométricas de aprisionamento. Uma dessas configuracdes € o aprisio-
namento de um gds quantico ultrafrio em uma casca esférica. No entanto, a realizagdo de uma
armadilha com formato de bolha em condicdes terrestres € invidvel, uma vez que a gravidade faz
com que os dtomos se acumulem na parte inferior da armadilha [8], impedindo a formagdo de

uma distribui¢ao por toda a casca (Fig. 1).
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Figura 1 —Perfis de densidade de Thomas-Fermi para um condensado de 8’Rb em uma armadilha
de bolha, com 10° dtomos, raio externo de 20 um e espessura de 4 um, sob gravidade nula
(esquerda), 0,0014 g (centro) e 0,007 g (direita). As cores indicam a densidade normalizada por

ny = 3,1 x 1013 cm™3. A gravidade desloca a densidade para a base da camada condensada.
Z (pm) Og 0.00 Hg 0.007g
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Fonte: Sun, Padavi¢, Yang, Vishveshwara e Lannert (2018) [8].

Apesar das limitagdes impostas pela gravidade terrestre, um laboratério de 4&tomos
ultrafrios, o Cold Atom Lab (CAL), foi enviado a Estacdo Espacial Internacional (ISS), tornando
possivel a realizacdo de experimentos com CBE em cascas esféricas [9]. O ambiente de
microgravidade da ISS tem viabilizado a investigacdo de uma variedade de fendmenos quanticos
antes inacessiveis em condicdes terrestres, abrindo novas fronteiras para o estudo de gases

quanticos em topologias nao triviais.

1.1 Este trabalho

Nesse contexto, a presente monografia visa contribuir para a compreensao tedrica
dos condensados de Bose-Einstein confinados em cascas esféricas, um tema de crescente inte-
resse experimental e fundamental. Nosso principal objetivo € replicar e analisar os resultados
apresentados no artigo cientifico Ground state and collective excitations of a Dipolar Bose-
Einstein condensate in a bubble trap [10]. Adotamos a mesma metodologia proposta pelos
autores, na qual o CBE ¢ estudado na superficie de uma esfera, assumindo o limite de uma casca
suficientemente fina. O estado fundamental é obtido por meio do método variacional, enquanto
os modos coletivos sdo investigados por meio da resposta linear do sistema a uma perturbagao
externa.

Dado o objetivo deste trabalho, no Capitulo 2 iniciaremos com uma discussao in-
trodutdria sobre gases bosonicos, abordando em seguida como as interacoes interatdmicas de
contato e dipolo-dipolo influenciam o comportamento do CBE. A partir desse panorama, apre-

sentaremos as principais ferramentas tedricas utilizadas na descri¢ao analitica de condensados de
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Bose-Einstein, com &nfase no caso especifico de um sistema confinado em uma casca esférica.

Dando continuidade, no Capitulo 3, serd desenvolvido o cdlculo da expressao da
energia total do sistema. As passagens matematicas mais detalhadas e nao triviais serdao apre-
sentadas nessa etapa. No entanto, leitores que desejarem apenas compreender os resultados
finais podem se concentrar na Secao 3.1, onde definimos a funcdo de onda utilizada, e consultar
diretamente as Equagoes 3.7, 3.13, 3.17 e 3.29, que expressam, respectivamente, as contribui¢des
da energia de confinamento, cinética, de contato e dipolar.

No Capitulo 4, realizamos a minimizac¢do da energia total do sistema a fim de
determinar suas propriedades no estado fundamental. Considerando que o sistema apresenta
simetria azimutal, observamos que, em regimes fortemente dipolares, os &tomos do condensado
tendem a se concentrar predominantemente na regido equatorial da casca esférica. Além disso,
verificamos que, para determinados valores da interacao dipolar, a largura da distribui¢do angular
atinge uma saturacao.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos o formalismo tedrico utilizado para a obtengdo
dos modos coletivos excitados, incluindo os modos de monopolo, dipolo, quadrupolo 2D e 3D,
seguidos da exposicao de seus respectivos resultados. O capitulo subsequente é dedicado as
conclusdes deste trabalho, nas quais discutimos as principais contribui¢cdes obtidas e possiveis

desdobramentos futuros.
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2 CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

Este capitulo ndo tem a pretensdo de substituir as referéncias cldssicas sobre o tema
[11, 12, 13, 14, 15], mas busca fornecer uma apresentacdo concisa e didatica dos conceitos
fundamentais relacionados a estatistica de Bose-Einstein.

Inicialmente, serd abordado o formalismo aplicdvel aos gases de Bose ideais, ser-
vindo como base para a compreensao das propriedades coletivas desses sistemas. Em seguida,
serd discutido o caso mais realista de tais sistemas, nos quais as interacdes interatdmicas desem-
penham um papel relevante. Por fim, serd apresentada a equacdo de Gross-Pitaevskii (EGP), que

€ a principal equacdo utilizada no estudo de CBE.

2.1 Estatistica de Bose-Einstein

As particulas podem ser classificadas em dois grupos: aquelas com spin inteiro,
denominadas bdsons, e aquelas com spin semi-inteiro, chamadas férmions [16]. Nosso interesse
neste trabalho recai sobre as particulas que compdem o CBE, ou seja, os bosons.

Para dar inicio ao estudo de um gds composto por particulas bosOnicas, consideramos,
inicialmente, o caso ideal de um gds ndo interagente contendo N particulas idénticas. A fun¢ao

de onda que descreve o estado quantico coletivo do sistema € representada por:
Y =Y(ry,...,ry), 2.1)

em que r; = (x;,y;,z;) denota a posi¢do da i-ésima particula no espago tridimensional. Por se
tratar de particulas bosonicas, a funcio de onda deve ser simétrica em relacdo a troca de quaisquer

duas particulas, isto é:
W(ry,....rj,.. Ty Xy) =W(ry, . T T, Ty, (2.2)

conforme discutido em [11]. Essa propriedade reflete a natureza indistinguivel dos bésons.
Essa condicao implica que um estado quéntico do sistema é completamente especifi-
cado pelo conjunto de nimeros {n;}, em que o indice j indica o estado quéntico associado a um
determinado orbital, e n; representa o niimero de particulas que o ocupam. No caso dos bdsons,
ndo hd restricdo quanto a ocupacdo de um mesmo estado j, sendo possivel que qualquer nimero
de particulas — de zero até o total presente no sistema — ocupe simultaneamente esse estado

quantico.
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A energia total do sistema € dada pela soma ponderada das energias dos estados

pelos seus respectivos nimeros de ocupagao:
E=) nje, (2.3)
J

em que €; denota a energia do orbital j. Além disso, o nimero total de particulas N € definido

pela soma dos nimeros de ocupacao:

N=Yn,. 24)
J

No formalismo da mecanica estatistica [11, 13], considerando o ensemble grande
candnico, a fun¢do de particdo do sistema pode ser expressa levando em conta o potencial
quimico [, que representa a energia necessdria para inserir uma particula adicional ao sistema.
Para os bésons, o somatério que define a funcdo de particdo varia o nimero de particulas
ocupando cada estado de zero até o total N. A convergéncia dessa soma exige que a condi¢cdo
exp[—B(&j — Ug)] < 1 seja satisfeita para todos os estados j, o que implica que o potencial
quimico deve ser estritamente menor que o menor valor de energia do sistema (geralmente zero),

ou seja, ty < 0.
Sob essas condigdes, o nimero médio de particulas ocupando o estado j € descrito

pela distribuicdo de Bose-Einstein, dada por:

1

= Bl 1 (2.5)

(nj)gE
onde f3 = kBLT’ com kp sendo a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Esta
expressdo garante que (1) 5 Seja ndo negativa, respeitando as propriedades fisicas do sistema.
Para facilitar a andlise do efeito do potencial quimico, € comum utilizar a fugacidade, definida
como

7= ePta, (2.6)

que permite reescrever a distribui¢cdo de maneira mais compacta e intuitiva [11, 17].
2.1.1 Condensagdo em gases de Bose ideais

Com a funcdo de distribuicao de Bose-Einstein em maos, € possivel analisar sua

principal consequéncia: a condensacao de Bose-Einstein (CBE). A partir da Eq. 2.5, Einstein
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previu que, abaixo de uma determinada temperatura 7, (temperatura critica), o nimero de
particulas no estado fundamental do gas aumentaria devido unicamente a estatistica quantica.
No limite em que 7T = 0, todas as particulas se condensariam nesse estado. Do ponto de
vista quantico, esse estado € interpretado como uma onda de matéria coerente, resultante da

superposicdo das ondas de de Broglie associadas as particulas (Fig. 2)

Figura 2 — A figura ilustra o comportamento tipico de um gas bosonico em funcao da temperatura:
a) Em altas temperaturas, o gas segue a estatistica classica de Maxwell-Boltzmann; b) Ao
reduzir a temperatura, surgem efeitos quanticos e ondulatérios, exigindo o uso da estatistica
de Bose-Einstein; ¢) No ponto de saturacdo, os estados excitados ndo podem mais acomodar
particulas; d) Nesse ponto, as particulas comegam a ocupar coletivamente o estado fundamental,
descritas por uma tnica fun¢@o de onda macroscépica; e—f) Para temperaturas muito abaixo da
critica (T << T'c), ocorre o condensado de Bose-Einstein, com todas as particulas no estado

fundamental, formando um sistema coerente descrito por uma tnica fung¢io de onda.
c) e)

niveis de energia

mw/

& d) f)

\ PN

Ve

gas classico pacotes de onda -

fungdo de onda

Agg® N~ 2.61 T=0

A 4

temperatura
Fonte: [17].

Além da Eq. 2.5, ao analisar o comprimento de onda térmico de de Broglie,

27h?

D = | 2
dB MkBT7

2.7)

onde 7 € a constante de Planck reduzida e M a massa atdmica, observa-se que, na temperatura
critica T = T, a distAncia média entre os d4tomos se torna comparavel a A;g. Essa condicdo
favorece a sobreposi¢cdo das ondas de de Broglie (Fig. 2d) e a ocupagdo macroscépica do estado

fundamental (Fig. 2¢), caracterizando o surgimento do condensado de Bose-Einstein.
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2.2 Interacoes de contato e dipolar

Embora a distribui¢do de Bose-Einstein preveja o fendmeno da CBE, é importante
destacar que ela ndo descreve com precisao os resultados experimentais. [sso ocorre porque o
formalismo estatistico adotado desconsidera as interagcdes entre as particulas, as quais desem-
penham um papel essencial em condensados reais [18]. Diante disso, passamos a tratar das
interacdes que surgem na descricdo de um gas quantico ndo ideal.

Iniciamos pelas intera¢des de contato, caracterizadas por serem de curto alcance e
isotrépicas. Tais interacdes correspondem essencialmente as forcas de Van der Waals e, por meio
da teoria de espalhamento, € possivel demonstrar que o parimetro mais relevante na descri¢ao
desse tipo de sistema quantico é o comprimento de espalhamento na onda-s, denotado por a.

O potencial comumente utilizado para descrever esse tipo de interacao é dado por

_ Anh’a;

Vs = S(r—r), (2.8)

m

sendo conhecido como pseudo-potencial de contato. A presenca da funcdo delta de Dirac,
6(r —1’'), evidencia o cardter isotrépico e de curto alcance dessas interagdes. Além disso, o
parametro ag, que representa o comprimento de espalhamento na onda-s, pode ser controlado
experimentalmente por meio da aplicacdo de campos magnéticos. Essa técnica, denominada
ressonancia de Feshbach [19, 20], é amplamente estabelecida e permite um controle preciso
sobre as interagdes de contato, possibilitando a transi¢ao entre regimes repulsivos e atrativos, ou
até mesmo a supressao efetiva da interacao.

Dado que a interacdo de contato € a primeira a emergir em sistemas bosdnicos nao
ideais e pode ser controlada ou mesmo suprimida experimentalmente, torna-se viavel utilizar
atomos com alto momento de dipolo magnético, como disprésio, érbio ou cromo. Nessas
condig¢des, ao eliminar-se a interacdo de contato, as interacdes dipolo-dipolo passam a dominar
o comportamento do sistema. Tais interagdes sao anisotrépicas e de longo alcance, exercendo
um efeito coletivo marcante sobre o condensado, alterando sua estrutura e propriedades globais.
Uma caracteristica notavel é que, sob confinamento harmonico, o gés dipolar tende a se alongar
ao longo da direcao de polarizacdo, refletindo a natureza direcional da interagcdo dipolar [21].

A interacdo entre dois dipolos magnéticos € descrita pelo seguinte potencial:

3(my-7)(my-7) —mq-m
d:_it_o( 1-7)( 23> 1-my (2.9)
T r

em que lp é a permeabilidade magnética do vdcuo, my e mj sdo os momentos de dipolo magné-

tico, 7 € o vetor unitdrio que conecta os dois dipolos, e r € a distancia entre eles. Adicionalmente,
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a anisotropia dessa interac@o se manifesta da seguinte forma: ela é repulsiva quando dois dipolos
estdo lado a lado e atrativa quando estdo alinhados, um acima do outro.

Neste trabalho, consideramos um gas monoatdmico no qual todos os 4&tomos possuem
o mesmo momento de dipolo magnético, ou seja, my; = my = U, e estdo alinhados ao longo da

direcdo Z. Com essa suposicao, o potencial de interacdo dipolar assume a forma simplificada:

2 2
Uop” (1 —3cos” O
V., = 2.1
4T g ( r )’ (=-10)

onde 6 € o angulo entre a direcdo de polarizagdo (eixo z) e o vetor r que conecta os dipolos como
mostra a Fig. 3.
Figura 3 — Interacdo entre dois dipolos magnéticos separados por r, formando um angulo 0

entre a dire¢io do momento dipolar e o vetor de separacdo. A interacdo € atrativa para 0 = 0°
(alinhados) e repulsiva para 6 = 90° (lado a lado).

Fonte: [21] .

Por fim, para dar continuidade a este trabalho, é fundamental definir uma grandeza
que quantifique a forca relativa entre as interacdes de contato e dipolares. Inicialmente, definimos
a intensidade da interac@o dipolar por meio do parametro

. Cddm
127k

onde Cyy = pou®. A partir disso, podemos estabelecer a seguinte razio, que expressa a for¢a

aqdd 2.11)

relativa entre as duas interacdes discutidas:

dda _ Cad
€ld=—="% > (2.12)
as 3g
Sendo a; o comprimento de espalhamento de onda-s e g o parametro de acoplamento associado

a interagcdo de contato, que controla a intensidade dessa interacdo no sistema.
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2.3 Equacao de Gross-Pitaevskii

Como discutido, a maior parte das particulas no condensado de Bose-Einstein
encontra-se no estado fundamental. Dessa forma, uma descri¢do precisa do sistema pode ser
obtida ao focar exclusivamente nesse estado. As teorias desenvolvidas para esse propdsito
culminam em uma dnica equacdo fundamental: a equacao de Gross-Pitaevskii. Essa equacao,
derivada independentemente por E. Gross [22] e L. Pitaevskii [23], € andloga a equacdo de
Schrédinger, porém apresenta um termo ndo linear que incorpora o efeito do potencial de
interagdo entre os 4tomos.

Para dar inicio a essa discussdo, consideramos o formalismo da segunda quantizacio,
que descreve a fisica de muitos corpos [24]. O principal objeto nesse formalismo sdo os
operadores de campo W(r,¢) (operador de destruicio) e seu conjugado hermitiano ¥ (r,?)
(operador de criagdo).

Ao se assumir a presenga de um condensado de Bose-Einstein, € razodvel considerar

que os operadores de campo se aproximem de seus valores médios [25], ou seja:
Y(r,r) ="(r,1) +A¥(r,1), (2.13)
onde

W(r,1) = (P(r,1)). (2.14)

Nesse contexto, A(r,¢) representa uma pequena flutuacdo em torno do valor médio e pode ser

desprezada. Assim, obtemos:
P(r,) > ¥, e §l(r)— ¥ (rr). (2.15)

Dessa forma, W(r,7) passa a representar a fung¢do de onda do sistema. Sendo assim,
€ natural que a integral de seu médulo quadrado sobre todo o espaco corresponda ao nimero

total de particulas N, o que nos leva a seguinte condi¢do de normalizag3o:
N = / W(r, )" (r,1)dr, (2.16)

a qual &, de fato, verificada na prética.
As demais grandezas fisicas também passam a ser expressas em termos de ¥(r,?)
e W*(r,7). Por exemplo, a energia cinética do sistema, considerando particulas de massa M, é

dada por:

hZ
Exin = m/va(r,t)yz d>r, (2.17)
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enquanto a energia associada a um potencial externo de confinamento V (r,) é expressa por:
Erapp = /‘P(r,t) V(r,t)¥W*(r,1) . (2.18)

J4 a energia correspondente a interac@o entre as particulas envolve mais do que apenas a funcio

de onda e sua conjugada. Para uma interacdo do tipo par, essa energia € descrita por:
1
Ein = E/‘P*(rl,t)‘l’*(rz,t)Vint(rl,rz,t)‘P(rl,t)‘P(rg,t)d3r1 d’ry, (2.19)

em que V;,; € o potencial de interacao entre as duas particulas.
Dessa forma, para determinarmos o estado fundamental do sistema, fazemos uso da
relacdo

Eg=(P|A]¥),

em que A representa a Hamiltoniana do sistema. Neste contexto, assumimos que a fungio de
onda ndo depende explicitamente do tempo, ou seja, W(r,t) — Wo(r). Tal suposi¢do é vilida
pois, no estado fundamental, o sistema se encontra em equilibrio estatico, e portanto nao evolui

temporalmente. Assim, a energia total do sistema € expressa por:

hz
Ev= 51 | VR0 e [ () PV s
1 2 233
+3 |Wo(r1)| Vine(r1,12)[Wo(r2)|“d’r1dry. (2.20)

Para determinarmos a energia Ey, € necessario propor um ansatz adequado para
Yo, de modo que a fun¢do de onda incorpore todos os parametros relevantes do sistema em
estudo. A partir desse ansatz, podemos calcular explicitamente a energia total utilizando a
Eq. (2.20). Apds fixar os pardmetros determinados pelas condigdes fisicas do problema, restam
alguns parametros livres, que podem ser ajustados por meio do método variacional. Esse método
consiste em minimizar a energia Ep em relacdo a esses parametros livres, permitindo encontrar
uma aproximacao para o estado fundamental do sistema.

O resultado dessa minimizacao € a chamada equacao de Gross-Pitaevskii, a equacao

fundamental no estudo do CBE:
hz
<_wvz + Vtrap + Vet — ,uq> Yo = 0, (2.21)

onde (1, € o potencial quimico, que surge como um multiplicador de Lagrange associado a

condi¢do de normalizagdo da fungdo de ondae V,rr = [ Vin| wol2d3r [17, 26].
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Neste trabalho, consideramos um potencial harmoénico do tipo bolha, conhecido

como bubble trap:

1 -

Veunble = 5 M4 (r — r0)%, (2.22)

Trata-se de um potencial esfericamente simétrico cujo minimo estd deslocado de uma distancia
19, a qual define o raio médio do condensado. O parametro @y, que representa a frequéncia da

armadilha, controla a espessura da casca esférica formada pelo condensado.
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3 ENERGIA TOTAL DO SISTEMA

Neste capitulo, a fim de utilizarmos o método variacional na obten¢do do estado
fundamental, obteremos a expressao analitica da energia do sistema. Para isso, definimos a
funcdo de onda e, como primeiro passo, realizamos sua normalizacdo. Em seguida, calculamos
as contribui¢des da energia de aprisionamento, da energia cinética, da energia de contato e da

energia de interacdo dipolar.

3.1 Ansatz

Assumimos um ansatz da forma:

r—Rp
1

\P(r):m@< )xh(9,¢),

em que Ry € o raio médio da nuvem atdmica, R sua espessura, .« € uma constante de normaliza-
¢do, e h(0, ¢) representa a parte angular da fungéo de onda. Nosso interesse € no limite de casca
fina, caso em que Ry > R;. Isso faz com que a energia cinética seja consideravelmente maior que
as demais. Por este motivo, utilizaremos um ansatz gaussiano adequado para tal regime [8, 27],
de forma que % (x) = exp (%‘2) . Tal ansatz, nos fornece um sistema radialmente congelado no
estado fundamental de um oscilador harmdnico (Figura 4) e que no limite de casca fina, possui a
propriedade de se reduzir a distribui¢do delta de Dirac:

2
lim ——exp [—2—%(14—1)2} = RlR—Oﬁgﬂ {—2—?@—1)} =8(u—1), (3.1)
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Figura 4 —Potencial harmodnico (linha preta) e parte radial do ansatz (linha tracejada azul) para
um sistema radialmente congelado no estado fundamental do oscilador harmoénico, com ry
representando a posi¢do do minimo do potencial.

VBubble(r)
A

VBubble(r)

()

To

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tendo definido a parte radial da fun¢@o de onda, podemos agora determinar a forma
de sua dependéncia angular. Para simplificar essa dependéncia, utilizaremos os harmonicos
esféricos. Essa escolha é especialmente conveniente, pois os harmodnicos esféricos sdo as
autofungdes do operador momento angular ao quadrado, sendo a forma mais prética de descrever

a dependéncia angular na superficie de uma esfera. Assim, h € escrito da seguinte maneira
h(97¢) :Zal,mYlm(97¢)7 (32)
I,m
cujos coeficientes g, ,, respeitam a condi¢ao de normalizagdo
Y a4} parm=1. (3.3)
l,m

A soma de tais coeficientes ¢ uma forma de quantificar a contribuicdo de cada
componente (/,m) na expansdo da fun¢do em termos dos harmdnicos esféricos. Essa expansao
¢ comum em sistemas com simetria esférica, onde a fun¢do considerada, como uma funcao
de onda, € decomposta em uma base ortonormal de fun¢des angulares. Cada coeficiente a; ,
representa o peso da contribui¢do do modo (I,m), e o produto aj ,a; m = |ay m|* corresponde a
intensidade (ou densidade) associada a esse modo especifico.

E importante destacar que os coeficientes a; , determinam completamente a distri-
bui¢do angular da func@o de onda. Portanto, para a obten¢do do estado fundamental, o objetivo
€ encontrar os valores desses coeficientes que minimizam a energia total do sistema. Uma vez

especificados os parametros fisicos, como a espécie atdomica, a frequéncia da armadilha e o
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nimero de 4tomos, a energia passa a depender exclusivamente desses coeficientes. Em outras
palavras, a; ,, atuam como pardmetros do método variacional aplicado ao problema.
A etapa final para determinar a nossa funcdo de onda € calcular a constante de

normalizagdo <7, que serd obtida por meio da condi¢io (Eq. 2.16):

N = / L (x) ().

Nesta equagdo, N representa o nimero de dtomos no condensado, conforme discutido no Capitulo
2. Além disso, todas as integrais a partir deste ponto serdo expressas em coordenadas esféricas.

Dessa forma, a equacdo acima pode ser reescrita como:

—R N ¥
N=Y Y. di, ,a,m/ 2%{ P O}dr/g (Y,’“) Y"dQ,

ILml'm 1

sendo R™ o conjunto dos nimeros reais positivos e Q o angulo sélido total delimitado pela
superficie esférica. Ademais, a convencao utilizada para a normaliza¢do dos harmonicos esféricos

sera

/Q (Y,’") Y/"dQ = 8y S1m. (3.4)

Dessa forma, utilizando as Eqgs. 3.3 e 3.4, verifica-se que,

—R
N:%Z/ rzﬁz[ O]dr
R+ Ry

Para resolver esta integral, basta utilizarmos a forma funcional de .%, aplicarmos a mudanga de
varidvel r = Rou e, em seguida, utilizamos a propriedade da Eq. 3.1, obtendo assim a constante

de normalizacdo no limite de casca fina:

__ YN
Rov/Rim! /&

Por fim, a funcdo de onda do nosso sistema, valida apenas no regime de casca fina,

o = (3.5)

pode ser expressa como

R2

VN Ry
Y= "
(r) Romnl/ﬁ’q’{ le

(u—1) }xZale, ,0). (3.6)

Com a funcio de onda em maos podemos prosseguir com o cdlculo da energia total do sistema.
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3.2 Energia de Confinamento

Iniciaremos o cédlculo da energia total pela contribuicao mais simples de ser determi-
nada: a energia de confinamento. O procedimento é andlogo ao realizado na normaliza¢do da
funcao de onda. Isso ocorre devido ao potencial de aprisionamento ser isotropico, assim como a
parte radial da funcao de onda do sistema, que depende exclusivamente de r. A energia associada

a armadilha € expressa por:

EBubpie = / d>x W (%) (X) Vaubble-

Ao substituirmos as expressdes do potencial Vg, € da funcdo de onda, conforme
definidos nas Egs. 2.22 e 3.6, na equacgdo anterior, reconhecemos que as integrais sobre as
varidveis angulares resultam, mais uma vez, trivialmente em um e assim como no caso da
normalizagdo, substituimos a forma funcional de .%, realizamos a mudanca de variavel r = uR,

e aplicamos o limite de casca fina (Eq. 3.1). Dessa forma, obtemos a seguinte expressao:

2
L oy, 254 o
Epubbie = —of MwORORlﬁ 1—— .
2 Ro
Substituindo a Eq.3.5 na expressao acima, obtemos a energia de confinamento no limite de casca

fina:

NMw?R2 0\
Eubble = % (1 — 170) : (3.7)

E importante destacar a diferenca entre ro € Ry: ro representa o minimo do potencial
da armadilha, enquanto Ry, como mencionado anteriormente, corresponde ao raio médio da

nuvem atOmica.

3.3 Energia Cinética

A energia cinética, por sua vez, é¢ dada pela seguinte expressao (Eq. 2.17):

hz
_ 2 3
Eyin = M IV (r)|” d°x,
onde ||[V¥(r)||%, serd escrito em coordenadas esféricas. No entanto, no célculo da energia
cinética, surgem naturalmente trés integrais, cada uma correspondente a uma derivada parcial da

fun¢do de onda, ficamos entao com:
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s 3 2 5 1 2

Observando a Eq.3.8, identificamos a presenca de trés integrais a serem resolvidas.

d¥(r)

or

I¥(r)

26

2
3 1 d¥(r)
+/d Y 2sen?6 20

Comecaremos pelo cédlculo da primeira integral, correspondente a parte radial. O primeiro passo

consiste em derivar a expressao, elevar o resultado ao quadrado e realizar a substitui¢do r = uRy.

Além disso, observa-se que a parte angular, mais uma vez, € trivialmente igual a um:
2 3
N Rj

dx =0
/ 7R

para resolver a integral da expressdo acima, vamos obter sua expressao analitica utilizando o

d¥(r)
or

2 2 R 2
/R+u (u—1)“exp [—IT%(M—I) }du. (3.9)

. . R . ~ . .
software Wolfram Mathematica, definimos o = R—? €, a0 rearranjar a expressdo acima e aplicar o

limite de casca fina, no qual Ry > R; (ou seja, o > 1), obtemos:

N R} | 1 o
—— 0| VP2 +3/0) (erf(a) +1)+2e ¥ a | | = —, (3.10)
VT R | 8a® ( éBJ)(:(i_Z ) :6—’ 2R3

tal valor corresponde ao resultado da primeira integral presente na expressao da energia cinética.

Agora, iremos tratar o segundo termo da Eq. 3.8, que corresponde a derivada na

2 2

I¥(r) dQ,  (3.11)

26

direcdo polar:
d3x = 2R() /

1 R} 21
— exp|—— (u—1)"|du x/
/rz R+ { R%< ) Q

observe que a parte radial da Eq. 3.11 ja foi expressa com a substituicdo r = uRy. A partir

d
S5lh(6.0)]

deste ponto, essa substitui¢do serd considerada de forma implicita sempre que necessdria, sem
mencodes adicionais. Para resolver a integral radial em questdo, utilizaremos novamente o
software Wolfram Mathematica, com o objetivo de obter uma expressdo analitica e, em seguida,

aplicar o limite de casca fina. Logo,

R} R
/ exp {——g (u— 1)2} du = V7R 1 +erf[Ro/R1]
R+ Ry 2Ro ——
=1

VTR,

Ro

~
~

(3.12)
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Antes de calcular a integral angular da Eq. 3.11, é importante observar que a ultima integral da

Eq. 3.8 segue o mesmo procedimento, ja que a dependéncia radial é idéntica a da expressao

2

previamente calculada. Assim, com base nas Eqgs. 3.8, 3.10, 3.11 e 3.12, podemos expressar um
resultado preliminar para a energia cinética como:
2 ‘ J

¥ N | R d
Ekin—wR_(z){z_le%_F/Q[%[h(G?qj)] 20 dQ},

Para resolver a integral angular, substituimos 4(6,¢) por sua forma explicita e

[7(6,¢)]

sen’0

retiramos os coeficientes a;, ., € a; , das integrais. O que resta € o operador momento angular
, ,

atuando sobre sua autofuncdo Y/", resultando na expressio final para a energia cinética:

n” N | R
Ekin:wR—%{sz-l-mealml(l+1)} (3.13)

3.4 Energia de contato

Por sua vez, a energia de contato € expressa por

Es=2 | |¥x)|*dx, (3.14)
2 R3

substituimos 0 nosso ansatz na equacdo acima e a reescrevemos em coordenadas esféricas,

obtendo assim:

'R} 5 R;
Es = 5 R+u exp ZR%(M—l du x Zalel )

para determinar a expressdo analitica da parte radial da Eq. 3. 15, utilizaremos o software Wolfram

4
dQ, (3.15)

Mathematica. Em seguida, aplicaremos o limite de casca fina para simplificar a expressio e obter

um valor aproximado, ficamos entdo com:

2
{4R0R1 exP( 223) + VIR + RY) (H—erf (IRO))} - V2R,

2 R 2R,

16R3
assim, a Eq.3.15 fica,
4
dQ. (3.16)

Z lel ;

l,m

sVt

Es=———>—
V 87TR R1 Q
O passo seguinte é a resolugdo da integral angular que é obtido em detalhes no

Apéndice A. A energia de contato fica:
my,my,m3,msq
E6 \/%RZR Z Z Z Z alhmlal%mzal’; m3 l4,7ﬂ4All,12,l3.,l4 ’ (317)
L 1y,my by,my 13,m3 1y my

4 my,mp,m3,mq 4
em que os nimeros Al Doy € dado pela Eq. A.5S.
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3.5 Energia de interacio dipolar

Dedicaremos esta se¢do para o célculo da energia de interacao dipolar que é fornecida

pela seguinte expressao:

Egjq = / / X) Vyg(x —xX)n(x') d*x d*¥, (3.18)
R3 JR3

em que n(x) = [¥(x)|?> e V4 é dado pela Eq. 2.9 que nos fornece o comportamento da inte-
ragdo dipolar. Observe que temos duas integrais a serem resolvidas, contudo, sendo V,; (k) a

transformada de Fourier de V,4(xX), em que, ik = p, obtemos uma simplifica¢do para E -

1
Ejg= = k) Vaa(K)n(—k)dk. 3.19
dd (2r)3 /R3”( Waa(K)n(—k) ( )
Cabe observar que adotamos a convengdo em que o fator 27 aparece apenas na
transformada direta. Além disso, n(k) corresponde a transformada de Fourier de n(x). Destaca-

se que, agora, em vez de duas integrais, temos apenas uma a ser resolvida; contudo, torna-se

necessario calcular V;,4(K) e n(k) diretamente.

3.5.1 Cdlculo de n(k)

Na transformada de Fourier, surge o termo ¢**, o qual pode ser reescrito por meio
da seguinte identidade:
=4r Y i ji(kr) Y (Q)Y" (),

I.m

kx representa a propagacdo de uma onda plana na direcéo z, 7/

em que, e € uma fase complexa
que surge na expansdo da onda plana em harménicos esféricos, j;(kr) é a parte radial da fungdo
de onda e por fim temos os harménicos esféricos em que Q representa os angulos (6,¢) e Q; os
angulos (6, ¢).

Assim, quando substituirmos n(x) pela sua forma explicita e utilizarmos a identidade
acima, teremos um somatério que terd os indices (my,my,l1,l), que surgem da fungdo de
onda, e os indices (m3,l3) que estdo presentes na expansio de ¢®*. De forma a simplificar
a notacdo do somatdrio de tais coeficientes, utilizaremos a seguinte simplificagdo {m;,l;} =
(my,my,m3,11,1,13). Logo, podemos escrever n(k) da seguinte forma:

( ) 4ﬂ%2 Z ll3allm1 m2 le (Qk)
{mi.li}

([ Pistnz2 |20 ar) ([ @ @an). G20
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a integral radial serd denotada por _#;(k) e ndo serd calculada no momento. J4 a integral angular
serd denotada por A;’f}l’ﬁi’mﬂ e o seu cdlculo é facilmente feito quando aplicado a propriedade
A.2 para os dois ultimos harmonicos esféricos da integral angular, assim, nos restard somente o
produto de dois harmonicos esféricos que resultard em uma delta de Dirac, nos fornecendo o

seguinte resultado para a integral angular:

I ,2;=1) (L b & h L 13
4m 0 0 O —(m2+m3) my m3

mp,mpy,m3 __ ( 1)m2+m3

h,b,l3 5mlJrlz-Hm-

(3.21)

A Eq. 3.20 pode ser reescrita da seguinte forma:

2 I3 my,
l’l(k) = 471:% Z l allml mz I };;l,llzmlzg m3/ ( ) ( )
{mivl }
em que A';l”l’zmli""3 é dado pela Eq. 3.21. Vale destacar que, o cdlculo n(—Kk) € idéntico ao cdlculo
feito para n(k) com a diferenca de que os coeficientes serdo (m4, ms,mg,ly,ls,ls). Consequente-

mente, o produto de n(k) e n(—k) é:

n(kK)n(—k) =167°* Y iB(=i) Gy, 15 (k) L1 ()Y, ()Y (), (3.22)

{le,myc

no qual,

my,ma,m3 a 1mM4,ms,me
Gl = Al Gy 1 Oama s 1Ny o 1 Dy (3.23)

3.5.2 Cdlculo de V;,(k)

A interacdo dipolo dipolo € comumente expressa como:

Vaa =

Y

1 d1-d2_3(d1-1‘)(d1-1‘)
4reg

3 P
considerando a contribui¢do das componentes dos dipolos ao longo do vetor de separagdo r,
fazemos uso da seguinte identidade:

2 [ 1 §j—3%% 1
57 (1) = L+ 000

O primeiro termo representa a fun¢do de Green do operador laplaciano em trés dimensoes,
utilizada para descrever os potenciais gerados por uma distribuicdo de carga. O segundo termo

descreve a interagdo das componentes dos dipolos dg € dy ao longo do vetor de separagdo r. O
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ultimo termo garante que a expressao seja valida para todas as posi¢des no espago. Isto €, temos
que a identidade acima relaciona de forma completamente matematica o potencial de Coulomb e
o potencial de interacao de dipolo-dipolo.

Aplicando o operador transformada de Fourier na Eq. 3.24 e restringindo o alinha-

mento dos dipolos na direcdo Z, teremos:

Ojj — 3% % 1 1
Fl|2 22 PR — | ==
[ 47mx3 ] “ |4nx| 3

Observe que o lado esquerdo da equagdo acima corresponde a V (k), enquanto o lado direito, ao
ser multiplicado por Cy,, fornece a expressao desejada. Resta, portanto, calcular a transformada

de Fourier do potencial Coulombiano, apresentada no Apéndice B, a qual nos fornece:

1 1 Cyy [ 3K>
V(k) = Cya (kglﬁ‘ [m] — 5) = % (k—§ — ) : (3.25)

observe que a Eq. 3.25 j4 estd praticamente completa. O préximo passo consiste em reescreve-la

em coordenadas esféricas, 0 que nos permitird expressar o resultado em termos dos harmonicos

16
V(K) =\ 5= Caa¥s (8. 60). (3.26)

esféricos. Assim, temos:

3.5.3 Calculo de E;,;

Por fim, retornemos ao cdlculo da Eq. 3.19, para isso, utilizaremos as Eq.s 3.22 e

3.26, que nos fornecerd o seguinte resultado:

CyaN? 167 PR )
Edd == ﬂzRéR% H{l l 3(_1) 6Cglk,mk R+k /13 (k)/%(k)dkx
k7mk}
[ oo e 32)

vamos iniciar pela integral angular, em que YZO representa simetrial azimultal, e que tal integral nos
fornecera AZ?IZS’O que € definido pela Eq. 3.21. Tal resultado quando aplicado as propriedades

dos simbolos de Wigner (Apéndice B) nos fornece imediatamente:
m37’n670 _ m37m670
Al3,l6,2 - Al37lﬁ,2 (513716 + 613—0—2716 + 613—2716)7
utilizando a seguinte igualdade:
1, se I3 =g

il3(—i)l6 - )
—1, se 3h=1g+2
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a Eq. 3.27, vai ficar da seguinte forma:

CaN? 167r A0
Edd—an—W Z Clom N, le,2

{l myc}
(/]R+ kz/h (k) jlé (k)dk> (613716 - 613-0—2716 - 513—2,16)’ (3.28)

O passo final consiste em resolver as integrais radiais, que se dividem em trés casos
correspondentes aos valores distintos das deltas de Kronecker diferentes de zero, ou seja, quando
le =13 elsg =13+2. Como a resolucio dessas integrais € bastante extensa, seus resultados

encontram-se no Apéndice C. Logo, no limite de casca fina a expressdo da energia dipolar é:

2N?Cyy mymg0
Eja =———5— Y. Cluom) N
dd 3\/ER%R1 IZ (lkamk) 13162

1YL

T Ry R
X {61316 + (1 — \/;R—0(21+3)> 6l3+2716 + (1 \/;R() (21 — 1)) 6132’16} . (3.29

Com isso, finalizamos o cdlculo das expressdes que compdem a energia total do

sistema, as quais sdo dadas pelas Egs. 3.7, 3.13, 3.17 ¢ 3.29:
Eiotal = Epubbie + Erin + Es + Eqq.

Dessa forma, como a energia total € um polindmio de quarto grau nos coeficientes q; ,,, sua

minimiza¢do numérica torna-se relativamente simples.
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4 RESULTADOS DO ESTADO FUNDAMENTAL

O objetivo deste capitulo é determinar, por meio do método variacional, a energia
do sistema. Para isso, utilizaremos uma funcdo teste previamente definida no Capitulo 3,
contendo parametros ajustdveis. A partir dela, calcularemos a energia total e a minimizaremos
numericamente, de modo a obter as propriedades do estado fundamental. Esse procedimento
serd conduzido em trés etapas principais: a escolha dos parametros variacionais, a andlise das

simetrias do sistema e o truncamento do ansatz.

4.1 Parametros experimentais

Antes de apresentar o estado fundamental, € necessario fazer a anélise das interacdes
e simetrias do sistema, pois elas desempenham um papel essencial na simplificagdo da expressao
analitica da energia total, reduzindo o custo computacional no momento da minimizacao e
facilitando a interpretacdo dos resultados.

Assim, assumiremos que todos os dipolos na esfera estdo alinhados ao longo da

direcdo z, conforme ilustrado na Figura 5.

Figura 5 —Ilustracio qualitativa do sistema, representando atomos dipolares distribuidos ao longo
de uma casca esférica, com seus momentos de dipolo alinhados ao longo do eixo z.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Além disso, é fundamental definir os parametros experimentais de modo que os coe-
ficientes a; ,,, sejam os Unicos pardmetros variacionais do sistema. Os pardmetros experimentais
adotados para a determinacao do estado fundamental sdo os seguintes:

Massa atdmica do diprésio: M ~ 2,5 x 10~2kg;

— frequéncia de armadilhamento: @y =200 x 27w Hz ~ 1,2kHz;

Espessura da casca: Ry = apsc =~ 35,7 X 10~ "m;

Minimo de potencial de armadilha: Ry =rg =20R; ~ 1,1 X 10 5m;

Nimero de dtomos: N = 10%.

4.2 Simetrias

A interacdo de contato e a armadilha do sistema exibem um carater isotropico, o que
leva a expectativa de que as distribuicdes associadas sejam igualmente isotropicas. No entanto, a
interacdo dipolar destaca-se por apresentar um comportamento anisotrépico. Por essa razdo, é
precisamente nessa interacao que se pode antecipar uma simplificacdo na energia total do sistema.
Ademais, essa anisotropia deve influenciar diretamente a distribui¢do angular do condensado no
estado fundamental, refletindo-se em sua configuracio espacial.

Essa influéncia da anisotropia pode ser melhor compreendida ao analisar as simetrias
presentes no sistema. Em particular, no nosso sistema, hd duas simetrias principais. A primeira
e mais evidente é que V;; ndo depende de ¢, ou seja, possui simetria azimutal. Dessa forma,
como a distribui¢do angular é uma combinag¢do linear de harmodnicos esféricos, € natural que
essa combinagcdo reflita a simetria de V4. Consequentemente, os coeficientes a; ,, com m # 0

devem ser nulos:
aim = 0,Ym # 0. “4.1)

A interacdo dipolo-dipolo, resultante do alinhamento dos dipolos ao longo do eixo z, preserva
a simetria azimutal e € invariante sob a reflexdo z — —z. Essa é a segunda simetria relevante
do sistema. Como os harménicos esféricos Y} ,,(0, ¢ ) possuem paridade bem definida, apenas
termos com / par contribuem para a fungio de onda, assegurando que a densidade |¥|> mantenha-
se simétrica em relagdo ao plano z = 0. Consequentemente, os coeficientes ay; 1, devem se

anular, uma vez que funcdes impares violariam essa simetria. Assim,

A +1m = 0,vVIeN. “4.2)
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Ambas as hipéteses foram testadas. Para isso, minimizamos a energia sem impor
restri¢des aos valores de [ e m, utilizando [ < 4. Observou-se que, de fato, todos os coeficientes
a, com m # 0 e coeficientes 1 impares sdo nulos, conforme esperado. Além disso, com o
objetivo de reduzir o custo computacional, optamos por calcular apenas os coeficientes a; o

associados aos valores pares de /.

4.3 Truncamento do ansatz

Agora, realizaremos uma aproximacao essencial para viabilizar a obten¢do numérica
da minimizagio da energia. E importante observar que todas as somas presentes na expressio
da energia total do sistema correspondem a séries. No entanto, como ndo € possivel somar
um numero infinito de termos, torna-se necessario adotar um valor apropriado para 1, que sera
denominado L,,,,. Essa escolha deve garantir um equilibrio entre a precisdo dos resultados
e a eficiéncia computacional, de modo que a distribuicdo angular possa ser adequadamente

representada por:
Lmax O
h(G,(])) ~ Z al,OYl (97¢)7 (4.3)
1=0
Assim, o critério adotado para determinar o valor de L, foi a andlise de um grafico
da energia minimizada em fun¢do de L,,,, para diferentes valores de €;4. O valor ideal de L, €
aquele a partir do qual a energia se estabiliza, deixando de apresentar variacdes significativas. A

seguir, apresentamos esse grafico:

Figura 6 — Energia em funcao de L.

028} N :
I | — €u=1
:z%: 0_26; 1 — €42
5
B 004] . €aa=4
i I ] — €44=10
0.22[ | — €49=100
—— €44=1000
0 2 PR 8 10
Lnax

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Vale destacar trés caracteristicas relevantes observadas no grafico. A primeira € o
comportamento decrescente da energia em fungdo de Lp.x, 0 que sugere que, a medida que
se permite maior liberdade para o sistema (com o aumento do nimero de modos harmdnicos
considerados), as interagcdes entre as particulas se tornam menos significativas, resultando em
uma reducdo da energia total. Essa tendéncia pode ser interpretada considerando-se que a
energia € expressa em termos dos harmdnicos esféricos: a medida que [/ varia de O a 6, diferentes

distribui¢des espaciais da densidade de probabilidade sdo exploradas como mostrado na Fig. 7.

Figura 7 — Distribui¢des espaciais dos harmdnicos esféricos Ylo paral =0,2,4,6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A segunda caracteristica refere-se a diminui¢do da energia com o aumento de €;,.
Esse comportamento pode estar relacionado ao fato de que, em regimes altamente dipolares,
as particulas tendem a se organizar de forma mais restrita na casca esférica, o que limita sua
liberdade e reduz a energia total do sistema.

A terceira caracteristica observada diz respeito ao comportamento da energia em
funcao do parametro Ly,x. A andlise do gréfico indica que valores superiores a Lyax = 6 podem
ser desprezados para qualquer £;;, > 0, uma vez que a energia total permanece praticamente
inalterada a partir desse ponto. Além disso, verifica-se que os termos mais relevantes para a
energia estdo associados a/ =0 e [ = 2, pois apenas as componentes esféricas Y(? e Y20 contribuem

de maneira significativa para o resultado final.

4.4 Distribuicao angular da densidade

Agora podemos, de fato, analisar o estado fundamental do nosso condensado. Adota-
mos L. = 6, considerando ainda que o ansatz gaussiano estd centrado em R e que a distribui¢ao

azimutal € homogénea. Dessa forma, a avaliacdo do estado fundamental € realizada ao longo do
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angulo 0 para diferentes regimes de £4.

Figura 8 — Distribui¢@o angular da densidade em func¢do de 6 para diferentes valores de €;4, onde
valores pequenos de &, correspondem ao regime de interagdo dipolar fraca, enquanto valores
grandes indicam um regime fortemente dipolar.

0.30p . . .
l“
r £\
0.25 LA
F " |‘ """ Edd=1[]000
. 1
0.20F § 1
i ] \
e | : \
g o015f J \
= i 1 1
’ ]
] '|
0.10F
[ Lhdo == mm e N, | meamaa Edd=0.5
== g ] ~ —r—
_________ '.' ¥ L) -, N
0.051 _',." /4 \ R €gq = 0.125
---- A\ e e
\ €aa = 0.03125
0.00E= ~a ' . .
0 w4 w2 34 T

Angulo Polar 8 (Rad)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A principal caracteristica observada no grafico acima é que, a medida que &;; se
aproxima de zero, ou seja, conforme a intera¢@o dipolar se torna menos relevante no sistema, a
densidade do condensado se distribui de maneira mais homogénea. Isso confirma a suposi¢do de
que, na auséncia da interacao dipolar, quando apenas os potenciais isotrépicos estdo presentes, a
distribui¢do angular também seria isotropica.

O motivo desse comportamento € simples: a interacdo dipolo-dipolo € repulsiva
quando os dipolos estdo lado a lado e atrativa quando estdo alinhados. Como todos os dipolos
estdo alinhados na direcdo z, em regimes altamente dipolares, os 4&tomos se concentram no
equador (6 = %) da casca esférica. Nos polos, os dipolos estdo dispostos lado a lado, o que
resulta em interacdo repulsiva. J4 na regido equatorial, os dipolos ficam alinhados e mais
afastados lateralmente, o que favorece a atragao entre eles (Fig.9).

Vale destacar que esse comportamento de agrupamento na regido equatorial do
condensado no estado fundamental nao € tipico. Em condensados esféricos cheios, o condensado
tende a se alongar na dire¢ao da polarizacdo [21], o que evidencia a importancia de se estudar
diferentes geometrias para os CBE.

A segunda caracteristica importante do estado fundamental refere-se a saturacao
da largura da distribui¢do angular para regimes dipolares com €;; > 50. A partir de g;5 = 50,

torna-se energeticamente desfavordvel realizar experimentos em regimes altamente dipolares,
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pois os resultados tornam-se praticamente idénticos. Isso pode ser observado, por exemplo, ao

comparar as curvas para £;; = 100 e g44 = 10000.

Figura 9 — A imagem mostra dipolos se repelindo nos polos da esfera e se atraindo na regiao
equatorial, devido ao alinhamento dos dipolos na direcdo z

A Z

Fonte: Elaborada pelo autor.
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S MODOS COLETIVOS

Neste capitulo, apresentamos o formalismo adotado para a obten¢do dos modos
coletivos do sistema, com base nas sum rules. Por meio desse método, calculamos os principais
modos de interesse: monopolo, dipolo, quadrupolo bidimensional e quadrupolo tridimensional.
Por fim, apresentamos os resultados correspondentes a cada modo. O modo monopolo serd
tratado em detalhes, enquanto os demais serdo apenas enunciados, com a apresentacdo dos

respectivos valores de frequéncia, uma vez que o procedimento de calculo € andlogo e repetitivo.

5.1 Descricao do método

Os modos coletivos do condensado serdo estudados por meio da resposta linear do
sistema (Linear Response Function) a uma perturbagdo aplicada ao seu estado fundamental [28,
29], abordagem apropriada especialmente no regime de baixas frequéncias. Na prética, tal
perturbacdo € induzida por um potencial oscilante e € representada nos cdlculos por um operador
A, cujo formato especifico depende do modo coletivo que se deseja investigar.

A equacdo de autovalores do sistema é dada por:
I:I|n> =E,|n), comE, <E,;;, VneN,

em que |n) sdo os autoestados do sistema, e |0) representa o estado fundamental. Assim, a
frequéncia de transigdo entre o estado fundamental e um estado excitado |n) para um potencial

harmonico € definida como:

E,—Ep
wnO:nT7

com W9 < Wpo < w30 < ..., por constru¢do. No entanto, surge aqui uma dificuldade: para deter-
minar essas frequéncias de excitagdo, é necessério conhecer ndo apenas o estado fundamental |0),
mas também os estados excitados |n). Esse requisito impde uma limitagdo pratica, uma vez que,
na maioria dos casos, o conhecimento completo do espectro de excitagdes nio estd prontamente
disponivel.

Para contornar essa dificuldade, adotamos a abordagem das sum rules, que permite

estimar a frequéncia de excitacdo a partir da seguinte razdo [30, 31]:

1 ms
e = — [ 5.1
2\ my .1
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onde m| e m3 sdo os momentos de excitacao ponderados pela energia, definidos como:

1? (hen)?. (5.2)

my =) |(0]A|n)
n

A Eq. 5.1 fornece um limite superior para a frequéncia do modo coletivo associado ao operador
A. E importante destacar que @“PP¢" representa, na verdade, um limite superior para a energia de
excita¢do Ejo induzida pela perturbacdo. Embora essa frequéncia ndo corresponda exatamente a
frequéncia real da excitacao, ela apresenta excelente concordancia com resultados obtidos por
métodos hidrodindmicos e com observagdes experimentais em gases quanticos aprisionados,
com ou sem interacdes dipolo-dipolo em armadilhas harmoénicas. Por essa razdo, adotaremos
®"PP¢" como uma boa estimativa da frequéncia real do modo coletivo.

Observe que, para calcular @"PP¢", € necessdrio conhecer os momentos m; e ms3,
conforme definidos na Eq. 5.2. No entanto, essa defini¢do envolve explicitamente os autoestados
excitados |n), cuja obtengéio nem sempre é vidvel. Felizmente, foi demonstrado em [28] que esses
momentos podem ser reescritos em termos de comutadores envolvendo o operador de excitagdao

A e o hamiltoniano H, dispensando assim o conhecimento explicito dos estados excitados:

1 i A A
mi = 5 (0] |A",[,4]] 0). (53)

A

ms = (0| A" AL 1A, [4.41] 0), (5.4)

0 que torna coveniente escrever o Hamiltoniano da seguinte forma:

. 2
A=Y 4 00 M (ri=ro) + Lledta—x)) Vaslsi—x)l o, (59)
i j<i

onde i denota o indice do i-ésimo dtomo, P; é o operador momento, M@ (r; — ro)2 corresponde
ao potencial de confinamento esférico, § representa a interagio de contato, € V,;; € o potencial
de intera¢do dipolo-dipolo.
Com base no que foi exposto, o procedimento para calcular as frequéncias dos modos
coletivos segue os seguintes passos:
1. Calcula-se o comutador [H,A];
. Utiliza-se o resultado anterior para calcular o comutador [AT, [, A]];

2

3. Aplica-se a Eq. 5.3, considerando o regime de casca fina nas médias;
4. Com o resultado do primeiro passo, calcula-se diretamente [H, [H,A]];
5

. Obtém-se [A", H] a partir do primeiro passo;
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6. Calcula-se o comutador [[AT,H],[H, [H,A]]];
7. Aplica-se a Eq. 5.4, utilizando novamente o regime de casca fina nas médias;

8. Finalmente, determina-se a frequéncia @ do modo estudado por meio da Eq. 5.1.

5.2 Modo de Monopolo

O modo monopolo representa o padrdo mais simples de oscilacdo coletiva, caracteri-
zado por expansoes e contracdes isotropicas ao longo das trés dire¢des espaciais, como ilustrado
na Fig. 10. Esse modo € comumente denominado breathing mode, em referéncia ao movimento

de expansdo e contracdo semelhante ao de um pulmao durante o processo de respiracdo. O

operador hermitiano associado a excitacdo desse modo é dado por:
A 2
A=Y, (5.6)
i

Vale ressaltar que r; = |x;|, onde o indice i se refere a cada particula do condensado, e x;

representa sua posi¢ao no espago.

Figura 10 —Ilustrag@o qualitativa do sistema, representando a esfera expandindo e contraindo em

torno do estado fundamental.

|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Iniciamos o cdlculo do modo monopolo por meio do momento de ordem um, m;y,

a partir do comutador [H ,A]. E importante notar que o operador A comuta com o potencial de

confinamento, bem como com os termos de interacao de contato e dipolar, restando, portanto,
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apenas:

utilizando a Eq. 5.3:

)
_ =N
que ao aplicar o limite de casca fina obtemos:
2n?
m| ~ —N - 5.7

Uma vez calculado m1, passamos ao cdlculo do momento de ordem trés, m3. Como

jé obtivemos anteriormente o comutador [H,A], podemos prosseguir diretamente para a avaliagdo

do comutador duplo [H, [H,A]]:
M) S I | 5
[H, [ ,AH = W _szl +M(D0 Z(l”l- — I’ir()) —}-gZZxk . Vk5(x,~ —Xj) .
i i<j k

Para o comutador [AT, H], pode-se verificar com facilidade, a partir do cilculo de [H,A], que o

resultado €:
rt oy 200
AT A] = —Zx, pi.

Assim,

o A A A a 4n* 2pi
i — ! .
14" A4, [A.4])] = Wz{ P Mag (2 - ri )
1

X %) V(%) 938 (s Jm}

que utilizando a Eq. 5.4 nos leva a:

2nt
my = T (4(T) + 2M@N () = Mafro (r) +1)
em que I é dado por:
1=9Y R)d’R =9 (Hs),

i<j



47

onde R = 1/2(x; —X;). As integrais envolvendo a derivadas de & sdo obtidas no Apéndice D.
Dado que estamos com a expressao de m3 calculada, basta aplicarmos o limite de

casca fina aos valores esperados, de modo que
(r'~rg, VneN.

Além disso, o Hamiltoniano Hg pode ser substituido por Hjy, incorporando também o valor

médio da interagdo dipolo-dipolo.

4{T)+Mw?Nr?+9 (H;
wmon:wO\/ ) oNTo +9 (Hiw). (5.8)

22

NMrjw;

Dessa forma, a frequéncia do modo monopolo em uma superficie esférica no limite de casca fina
¢ dado pela Eq. 5.8.

O gréfico a seguir mostra o resultado para o modo de monopolo.

Figura 11 —Frequéncia do modo monopolo para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 20, onde
®mon € a frequéncia do modo monopolo e @y € a frequéncia da armadilha. O eixo horizontal

representa os valores de €44, € 0 eixo vertical mostra a frequéncia normalizada @mon/ .
1015Fy — T
i ——8—— Wmon/Wp )
==@== Wmon=Wwy
1.010r -
3 .
g
3 I )
1.005 -
1.000[ =====v=receterececcnunqeeraceneremnecmnmnann -
0 1 2 3 4

€dd
Fonte: Elaborada pelo autor.

A frequéncia obtida para o0 modo monopolar € bastante proxima da frequéncia da armadilha,
apresentando boa concordancia com os resultados previstos pelas equagdes hidrodinamicas no
regime nao dipolar [8]. No entanto, a medida que a interagao dipolar é aumentada, observa-se
uma leve diminui¢do na frequéncia, evidenciando uma sutil influéncia dessa interacdo. Vale
destacar que esse comportamento difere do observado em gases quanticos dipolares confinados
em armadilhas harmdnicas, nos quais a frequéncia do modo monopolo tende a ser superior a da

armadilha. Assim, esse modo ndo € o ideal para estudarmos regimes dipolares.
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5.3 Modo de Dipolo

Esse modo € caracterizado por oscilagdes do centro de massa ao longo das trés
direcOes espaciais — x, y € z — conforme ilustrado na Fig. 12. O operador que representa
esse modo coletivo consiste em trés perturbagdes proporcionais as respectivas coordenadas

cartesianas:

A Y (xa)is (5.9)

i

em que o = X, ,Z.

Figura 12 —Ilustragdo qualitativa do sistema, representando a casca esférica deslocando seu

centro de massa em torno do estado fundamental.
X

y
Fonte: Elaborada pelo autor.

De forma andloga ao célculo do modo monopolar, o momento m; € independente das
interacdes interatdmicas, uma vez que envolve apenas operadores espaciais. Assim, é¢ imediato
verificar que m resulta em:

Ni?

mlzm.

(5.10)

Assim como ocorre com mj, 0 momento m3 também apresenta as contribuicdes das

interacdes interatdmicas comutando, de modo que:

1A, [A.4]) = B} (1 _ @) X,

T
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segue entao que,

[N | .1y

em que,

2

2 2.2
ry —X; yi +2;
— 1 1 1 1
Jx—roz 3 _FOZ 3
i T i1

Generalizamos tal resultado para os demais €ixos, y € z. Assim, reescrevemos a equagdo acima

da seguinte forma:
2 ()2
Jazrozw, (5.11)
i r

e 0 momento m3 fica entdo:

Nrtwd 1
my = <1—]T]<0|Ja|0>).

Por fim, obtemos a frequéncia do modo de dipolo:

1
hza)g:@:wa:ab\/1—ﬁ<oua|o>, (5.12)

mi

Observa-se que as frequéncias correspondentes a cada eixo sdo menores que a frequéncia da
armadilha @. Além disso, devido a simetria azimutal do estado fundamental discutida na

Secdo 4.2, temos 0, = @y, sendo esperado que apenas @, apresente um valor distinto. Utilizando

ro /1 ro / x%
oo 20 )
ro 1 ro Zz
= 1— 2 =Y+ 22, 5.14
a)Z (DO\/ N<r>+N<r3> ( )

O grafico que exprime os resultados das frequéncias do modo de dipolo é dado a

entdo a Eq. 5.12 obtemos

seguir.
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Figura 13 —Frequéncias do modo de dipolo para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 20. A curva
vermelha representa a frequéncia nos €ixos x e y (@), enquanto a curva azul corresponde a
frequéncia no eixo z (®;). A curva preta indica o valor constante @/ /3 para qual os valores
das frequéncias @,y e @, convergem no regime de €;4 tendendo a 0. O eixo horizontal mostra os
valores de g;4, € 0 eixo vertical apresenta as frequéncias normalizadas por wy.

0.7F
0.6}
0.5}
0.4}
0.3
0.2
0.1

00k o
0 1 2 3 4

€dd
Fonte: Elaborada pelo autor.

wx,z/ Wo

—8— Wylwp _
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As frequéncias obtidas para @, e @, diferem dos resultados apresentados na literatura
[8], na qual, no regime €;; — 0, essas frequéncias tendem a zero. No entanto, os valores
encontrados em nossos cdlculos convergem para @/ /3. Essa diferenca, porém, nio representa
uma contradicao, pois, como discutido na Se¢do 5.1, nossos resultados correspondem a um limite
superior.

Por outro lado, a medida que &, aumenta, a frequéncia associada ao eixo z diminui,
enquanto a do eixo x aumenta. Esse comportamento é compativel com a forma dos operadores J,
e J;, que dependem de (x?) e (z?), respectivamente. Como discutido anteriormente, em regimes
fortemente dipolares, a densidade tende a se concentrar na regido equatorial e a diminuir nos

polos, o que resulta em um aumento de (x?) e uma redugio de (z).

5.4 Operador de Quadrupolo 2D (Iml=2)

Esse modo corresponde a uma excitagdo na qual a componente z permanece inal-
terada, enquanto as componentes x e y apresentam oscilagcdes fora de fase, resultando em uma
deformacao quadrupolar no plano xy (como mostra a Fig. 14). Tal modo é identificado por m = 2,
pois sua descri¢do em termos dos harmdnicos esféricos ¥;" € proporcional a Y22 + Yz_2 [32]. Em

conformidade com a nomenclatura adotada na principal referéncia utilizada neste estudo [10],
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nomearemos este modo de forma equivalente. O operador associado a essa excitagdo é dado por:
A 2 21,2 2 2127 ~ 2 .2
A= = Y {l(o0 + 80)* — i + [(@y — §@)° — w5]y7 } = 20080 ) (57 —7),
i i
as constantes multiplicativas irdo se cancelar devido m3/m, dessa forma, o operador fica:

A = Y (37 =37 (5.15)

1

Figura 14 —Ilustracdo qualitativa do sistema, representando a casca esférica oscilando em torno
do estado fundamental com os eixos x e y fora de fase e o eixo z estatico.

l 7
\l

X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Iniciando o calculo dos comutadores, temos:

4n?

P N 2ih
[At[H,A]} = |AT, __Z XiDx; — YiDy; ] :—Z _}_yl

o momento m; fica entdo:

2
=2 (L3 +92)),

i
que reconhecendo a simetria azimultal discutido na se¢do 4.2, obtem-se:

ANK?
M

(). (5.16)

mp; =
Verifica-se que:

[[AT,FIHI:I, A, A]]] j;: {é(p +p})+2Mag |r { <1_7i> +%(xlz_yi2)2}

1

sy 2 x4, P

i<j
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em que r;, =x7 +y; e X = x;—x;. O termo, 2%(%2 —y?)2, ndo contribui ao valor médio, pois,
1

devido a simetria azimutal do estado fundamental, sua média se anula. Além disso, os termos

associados as interagdes interatdmicas também se cancelam sob essa simetria. Assim, a expressao

para m3 reduz-se a:

my = 2 {4(T0) +2NMad (2 (1-22))
a qual, ao considerarmos o regime de casca fina, torna-se:
167

Por fim, utilizando as Egs. 5.16, 5.17 e 5.1, obtém-se a frequéncia do modo quadru-

polo bidimensional (2D):

T
Oguad 20 = 2 N<M—az> (5.18)

O comportamento do modo de quadrupolo bidimensional (2D) para uma casca
esférica com razdo ¢ = Ry/R; = 20 é apresentado na Figura 15.
Figura 15 —Frequéncias do modo de quadrupolo 2D para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 20.

O eixo horizontal mostra os valores de €, € 0 eixo vertical apresenta a frequéncia do modo,
Oquad2D, Normalizada por @y.

0.07047} :
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que a frequéncia correspondente a esse modo permanece essencialmente inalterada
com o aumento do pardmetro de interacdo dipolar £;,. De acordo com os resultados analiticos
apresentados em [8], a frequéncia adimensional do modo de quadrupolo 2D € dada por

(’)quadZD _ 1 l(l—|— 1)
o c 3

) (5.19)
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onde [/ = 2 caracteriza o modo de quadrupolo bidimensional. Para ¢ = 20, obtém-se o valor
tedrico Wquad2D /@ ~ 0,0707. Por sua vez, os resultados numéricos obtidos neste trabalho
indicam @quad2D /@y =~ 0,0704, o que corresponde a um erro percentual de aproximadamente
0,42%, evidenciando uma excelente concordancia entre os resultados.

Apesar da boa concordancia observada nos resultados, € interessante analisar o
comportamento da frequéncia do modo de quadrupolo 2D em um regime com diferentes razdes
de casca, a saber: ¢ = 10, c; =30 e c3 = 35. Para esses valores, a expressao Oquad2D / @y fornece,
aproximadamente, os valores 0,1414, 0,0471 e 0,0404, respectivamente. A seguir, apresentamos

os gréficos correspondentes a cada caso:

Figura 16 —Frequéncias do modo de quadrupolo 2D para uma casca com razio ¢ = Ry/R; = 10.
O eixo horizontal mostra os valores de €, € 0 eixo vertical apresenta a frequéncia do modo,
(quad2D, Normalizada por @y.

0.13945¢ -

0.13940F  ~* “avasz/uo :

0.13935/ :

0.13930/ :

wquad2D/fU0

0.13925

0.139201, | | | E
0 - 2 3 4

€dd

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 17 —Frequéncias do modo de quadrupolo 2D para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 30.
O eixo horizontal mostra os valores de g4, € 0 eixo vertical apresenta a frequéncia do modo,
(quad2D, Normalizada por @y.

0.047075f | &
. 0.047070f " “awadz0le
s |
g 0.047065F _
= 0.047060} _
0.047055} | | | .5
€dd

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 —Frequéncias do modo de quadrupolo 2D para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 35.
O eixo horizontal mostra os valores de &;,4, € 0 eixo vertical apresenta a frequéncia do modo,
(quad2D, Normalizada por @y.

0.040365} .
—8— Wqyad2D/Wp :
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0.040355 :
0 1 2 3 4

€dd
Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que, na Figura 16, os resultados obtidos ndo apresentam boa concordancia
com o valor previsto teoricamente segundo [8]. No entanto, a medida que a espessura da casca
diminui — como nos casos ilustrados nas Figuras 17 e 18 — Os valores numéricos tornam-
se praticamente indistinguiveis dos resultados analiticos quando aproximados a quatro casas
decimais. Tal comportamento indica que o método numérico empregado fornece estimativas

mais precisas para a frequéncia do modo de quadrupolo 2D quanto mais fina é a casca confinante.
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5.5 Modo de Quadrupolo 3D(m=0)

De maneira andloga ao modo quadrupolar bidimensional (2D), este modo € caracteri-
zado por contracdes alternadas entre os eixos coordenados. A diferenca principal, contudo, é que
0 eixo z também participa da oscilagdo. Nesse cendrio tridimensional, as trés direcdes espaciais
oscilam fora de fase entre si, como ilustrado na Fig. 19.

E importante destacar que esse modo ndo possui simetria esférica, uma vez que essa
simetria € quebrada pela interacdo dipolo-dipolo, a qual acopla o modo quadrupolo 3D e o modo
de monopolo. Para lidar com esse acoplamento, adotaremos o procedimento proposto em [32],
que consiste em construir um operador de excitagdo que combine ambos os modos, permitindo
tratd-los de forma unificada.

A parte radial, correspondente as componentes x € y do operador de excitagcdo, é

descrita por:
Al %Ma)()Sa)Z(xiz—i—yiz) ,
i
enquanto a parte axial assume a forma:
A, ~ Ma 50)2(—azi2),
i

em que o parametro & serd determinado posteriormente. Esse parametro tem a func¢do de ajustar
a razdo entre as amplitudes das oscilacdes radial e axial. Ao maximizar a expressao resultante
em relacdo a o, obtém-se a frequéncia do modo monopolar; por outro lado, a minimiza¢do em

relagcdo a o fornece a frequéncia do modo quadrupolar tridimensional.
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Figura 19 —Representagdo esquemadtica do modo quadrupolar 3D, caracterizado por oscilagdes
fora de fase nos trés eixos espaciais. As subfiguras ilustram: (a) o estado fundamental; (b)
alongamento na direcdo y; (c) retorno ao estado fundamental; (d) alongamento na direcdo x; (e)
retorno ao estado fundamental; e (f) alongamento na direcao z.

X

X

(a) (b)

(d) (e) (f)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Somando as contribui¢des radial e axial, e desconsiderando as constantes multiplica-
tivas, obtemos o seguinte operador de excitagao:

Anco =Y (24 —0?). (5.20)

l
O procedimento para obtencao da frequéncia associada a esse modo segue de forma andloga
ao aplicado nos modos anteriores. Dado que os calculos sdo mais extensos e repetem etapas ja
discutidas, optamos por omiti-los nesta apresentacdo. Assim, a frequéncia do modo quadrupolar

tridimensional é dada por:

B 4(2(T) + a?(T;)) + 2M @3N (2 (x2) + a2 (z2) — (Q)) + 40 (Hipnt)
o= “’”\/ M () + o2 (2) e
em que,
2 2 2.2\2
Q:?(%y%azzz—(x +yr;az) ) (5.22)

Por fim, apresentamos o resultado do dltimo modo coletivo, representado no grafico

a seguir:
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Figura 20 — Frequéncias do modo de quadrupolo 3D para uma casca com razdo ¢ = Ry/R; = 20.
O eixo horizontal mostra os valores de g4, € 0 eixo vertical apresenta a frequéncia do modo,
(quad3D, Normalizada por @y.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se no grafico acima que a frequéncia deste modo torna-se inferior a frequéncia da
armadilha a medida que a interacdo dipolar se intensifica, evidenciando uma assinatura clara
dessa interacao no comportamento coletivo. Ademais, este modo ndo possui, até 0 momento, um

andlogo hidrodinamico conhecido que permita uma comparagado direta.
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6 CONCLUSAO

Nesta monografia, investigamos gases quanticos dipolares confinados na superficie
de uma esfera, abordando tanto o estado fundamental, por meio de um método variacional,
quanto os principais modos coletivos utilizando a técnica das sum rules [28]. O objetivo principal
€ replicar os resultados de [10] e verificar a consisténcia dos resultados obtidos por esse método
em relacdo aqueles derivados das equacdes hidrodinamicas [8].

Para o estado fundamental, seguimos a mesma metodologia adotada em [10], obtendo
resultados compativeis com os apresentados pelos autores. No entanto, o grafico da Fig. 6
apresenta uma diferenca por um fator aproximado de ~ 2 em comparacao ao trabalho original
[33], o que pode estar relacionado a diferentes convencdes ou normalizagdes empregadas
numericamente.

Quanto aos modos coletivos — monopolo e quadrupolo bidimensional —, os resulta-
dos obtidos via sum rules mostraram boa concordancia nao apenas com o estudo replicado, mas
também com célculos baseados em equacdes hidrodinamicas. A excecdo é o modo dipolar, cujas
frequéncias ndo coincidem com os resultados hidrodinamicos, o que € esperado, dado que o
método das sum rules fornece apenas um limite superior para essas excitacoes. Ressalta-se, ainda,
que para o modo de quadrupolo bidimensional, a concordancia com os resultados analiticos
melhora significativamente a2 medida que a casca se torna mais fina, indicando maior precisdo do
método numérico nesse regime. J4 o modo de quadrupolo tridimensional, por sua vez, ndo possui
um andlogo hidrodindmico conhecido, o que limita comparacgdes diretas com essa abordagem.

As perspectivas futuras deste trabalho incluem a andlise do modo tesoura por meio
do método das sum rules, assim como a extensdo dos resultados obtidos para um sistema de
gas fermidnico. Além disso, pretende-se analisar o limite de casca fina, empregando célculos
numéricos para investigar a energia € os modos coletivos em cascas com espessura finita,

incluindo tanto cascas ligeiramente mais grossas quanto cascas hiperfinas.
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APENDICE A - CALCULO DA CONTRIBUICAO DE QUARTA ORDEM DA
DENSIDADE ANGULAR A ENERGIA DE CONTATO

Em determinadas etapas do desenvolvimento, deparamo-nos com a integral quartica
da densidade angular. Para prosseguir com a andlise, reescrevemos essa integral de maneira mais

conveniente para sua avaliagao:

J

4
dQ = Z Z Z Z all’mlalz’mza?;v”%a;;,mzt/QYITIY[;”Z(YIT3YIT4)*dQ

ly,my Ly I3,m3 1y my

— * * my,ma,ms3,mnyq
- Z Z Z Z allvmla127m2a13,m3al4,m4All.,12713714 ? (Al)

l1,my b ymy l3,m3 Iy ;my

Zal,mYlm(ea (p)

l,m

para calcular os nimeros A, utilizaremos a propriedade do produto de harmonicos esféricos [34],

Y"1 (6,0)Y,"(6,9) =

Z\/(211+1>(2lz+1>(2l+1) h L1 h L 1
Im

4r 0 0O my mp —m

os objetos entre parénteses representam os simbolos 3-J de Wigner, cujo as propiedades sdo:

sd0 iguais a zero a menos que:
- m; € [—1;,1];
— my+my+m3=0;
— |h—hL<hL<|L+bL];
- (L+hL+5h)€eZ.

Além disso, possuem a propriedade de permutacdo de indices:

ll 12 l3 12 ll l3

= (—1)hthth : (A.3)
mp mp ms3 mpy mp ms3

Observe que, ao substituir a propriedade A.2 na integral polar, o produto de quatro

harmonicos esféricos € simplificado, resultando em uma soma que envolve a integral de apenas
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dois harmodnicos esféricos, assim,

L

/Z\/(zzl+1)(212+1)(2l+1) L L I\ (L L I (18, 9)
Qm

4m 0O 00 my mp —m

ey ae -

s+ D)2+ 1)20+1) (I3 Iy I\ [ 1y I
. Z\/( 3+ D)L+ 1)(204+1) (I3 1a 3.4 (—1)™Y"(6,¢) | de,
i~ 4r 0 0O m3 mg —m

(A4)

onde teremos a seguinte integral:
vl 10
YmYm/dQ — 5[71/5m’ml.
Q

A identidade acima, quando aplicada a equacio A.4, simplifica a expressio, uma vez
que o delta de Kronecker elimina uma das integrais, resultando em uma forma mais compacta

da equacdo. Adicionalmente, utilizando as propriedades dos Simbolos de Wigner, podemos

my,mp,m3,ms

remover o indice m de soma, obtendo, por fim, 0os nimeros Al1 byl ds
7 b b

14 .
mp,myp,ms,ms Hj:lZl] T 1 ll 2 [ ll lZ )
A" = LRI+ X
l 0 0O mp mp —(ml + m2)
Iz Iy 1 Iz Iy [

5m1 +my m3+my- (AS)
0 0 0) \m3 my —(m+m)
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APENDICE B - TRANSFORMADA DE FOURIER DO POTENCIAL
COULOMBIANO

Para calcular a transformada de Fourier do potencial Coulombiano, utilizamos a

identidade de Schwinger:

LR V-1 ,-ag
aV¥ - F(V) \/R+d§§ e 9 (Bl)

Com essa substitui¢ao, o cdlculo da transformada de ﬁ torna-se direto. Temos:

1 / 3 / —1/2 —&x% ik-¥
d’x d e e
0172 Jee ¥ 450

_ % R+d§§—1/2 (/1R3d3xe—§xzei7<'-x’)
[ e (%)

/ d§1 _%
=7 —e
R, &2
41

TR

Portanto,

1 1



65
APENDICE C - CALCULO DAS INTEGRAIS RADIAIS DA ENERGIA DIPOLAR

Para o caso em que /g = /3, temos:

/}R+k2dk/l(k)/,(k):/R+k2dk</R+r2drjl(kr)y2( ;lRO»zx
(/R+ 2ar (k') 72 (”/;—1&)»2
-y [ gae [ eauiten 7 (1)
/ Vv ji(Ev) 7?2 (%?(v—l))
/R+ /R+dudvu2 Vv .F? (2 (u —1)) F? (%’(v—n)

[\

&2 d& ji(§u)ji(§v).
Ry
Utilizamos agora a identidade:
. . T
| g = 5ablu—) .
Ry u
substituindo essa identidade, obtemos:
/ K dk g, (k) RO/ / dudvu v2322( (u —1)>3&*2(@(v—1)> T S(u—v)
R, R, JR, Rl Rl 2MV2
R} R
:ﬂ/ duuzﬁz( °(u—1))
2 Jr, R
TRy [ R?
:TO i duu’ exp {—Ié(u—l)z}

TRy R, S V2R —2R2/R?
:T W( 2m(4R;+Ry) | erf R, +1 | +4RoR; e Ro/R1 |

No limite de casca fina, ou seja, Ry < Ry, essa expressao se reduz a:

n3/2\/2R3R,

[ Rar s stk = TR 2
R,

Para o caso em que /g = [3 — 2, temos:
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/R+k2dk/l( ) S1-2(k RO/R+/R+dud"“2 v? ﬂ( (u_l)) 7 (j;_?(v_l))
« /R §dE w28y,

utilizamos agora a relacdo de recorréncia dos esféricos de Bessel:
21 -1

Jia(x) = Ji—1(x) = ji(x), (C.3)

que implica:

/52075]1 W) ia(E /wéﬂ ) (F (8 - &)
/5615]1 Wi (& /52615]1 ) ().

Sabemos que:

| €agimiEn = F5u-v),

R4

[ g iEuitey) = 558,
R, u

portanto:

[ g agitgniaen - (MG - 50 ) s

Substituindo na expressao original:

/R+k2dk/l( ) Zia(k RO/R+/IR+dudvu vzﬁz( ?(u—l)) F? <§—(1)(v—1))
e

:M W2du > (2?@4))/#@92 <§—(1)(v—1)>
- [ ks b,

de forma que os termos a serem calculados sdo gaussianas, dessa forma, obtendo a forma analitica

de cada uma e aplicando o limite de casca fina, obtemos

RIRm3/%\/2 Ri
/R+k2dk/1( ) F1-2(k) ~ f (\/;RO(ZZ—I) 1). (C.4)

O resultado para o caso em que /g = I3 + 2, segue imediatamente do resultado anterior,

bastando substituir / por [ + 2:

2p. 13/2
/&kzdk/l( ) Sia(h) m STV (\fz? <21+3>—1) ©5)

0
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APENDICE D - INTEGRAIS ENVOLVENDO AS DERIVADAS DA §

Para resolver integrais que envolvem derivadas da fun¢do delta de Dirac, como no

caso que aparece ao calcular certos momentos:

/Xk'vk5(xi_xj)f(xj)d3xf’

€ conveniente iniciar o estudo por uma situacao mais simples. Para isso, consideramos o caso
unidimensional, definindo a coordenada relativa como X = x; — x;. Neste contexto, a integral
tridimensional se reduz a uma integral unidimensional, o que facilita o tratamento analitico.

A andlise unidimensional nos permitird entender a estrutura geral dessas integrais

envolvendo derivadas da delta, e nos levara a trés casos distintos:

. d dX N .
k=it = [ 00 A X) = £ ®.1)

. d dX ey .
k=t = [ SO rl=X) = r'n) D2)
k#i,j: 0. (D.3)

De forma semelhante s6 que para o caso tridimensional, teremos:
/d3xjxk Vi (8(xi —x;)) f(x;) = (8w — 8jx) /d3Xxk V(8§(X)) f(xi—X)
— (86— 8) [ X010 (6(X0) £ X)
~ (80 8)| [ X3 (110800 X))
- [ X 5X)90 (50 -0

— (0080 | ff a5 %3015 X) ¥ - (- X))

o

= (8 — 6ju) [k - Vf(xi) = 3£ ()] -

Onde V € o gradiente na coordenada relativa X = x; —X; e os indices gregos denotam

componentes de um vetor (e estdo somados de 1 a 3). Podemos expandir o seguinte termo:
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X-V[X-V§(X)] =Xq04 [Xpdp6(X)]
= Xa(é?aXﬁ)&ﬁé(X) +XaX[3 Ja [6[;6(X)]
= Xocéaﬁ 8[;5(X) +XocX[3 8a8ﬁ6(X)

= X060 (X) + X0 X g 6 (X), (D.4)
integrando o primeiro termo:
/ X0 X9, #dSan Xo8(X) — / d*X 9y [Xan(+)n(_)] 5(X)
=0— (3n*(R)+0) = —3n*(R) (D.5)

Utilizando a notagio n*) = n(R+X/2), observamos que o segundo termo contém
derivadas de segunda ordem da &(X). Para integra-lo por partes, buscamos reescrevé-lo em

termos de derivadas de ordem inferior.

nn(9958(X) = — 12008 (X) — 8nn(TX0,958 (X)
— 2n(+)n(_)XaXﬁ Ou [n(+)n(_)] dgd(X) + 2o, (D.6)

em que Zy sdo termos cuja integral em d@°X se anula (de superficie ou da forma X&(X)).

Finalmente, integrando (e fazendo direto as integracdes por partes):

/ X0 X X506058(X) = —12n%(R) + 89y [Xan(”n(*)}

X=0
+20 [XﬁXaaa <n<+>n<—>)]

X=0
= —12n*(R) + 8 x 3n*(R) + 0 = 121%(R). (D.7)
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