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3 Sobre o Projeto de Pesquisa

Vamos inicialmente descrever o projeto de pesquisa, fazendo um breve
resumo sobre os modelos que abordam a dinamica dos precos das agoes no
mercado financeiro, as razoes que motivaram o trabalho, bem como as jus-
tificativas, os objetivos iniciais, as etapas realizadas, os resultados obtidos,
as dificuldades encontradas e as consideracoes finais do estagio de pos dou-
torado.

Titulo do Projeto: Estatistica Aplicada no Mercado Fi-
nanceiro

4 Resumo

No projeto de pesquisa pretendiamos realizar uma aplicacao da estatistica
no mercado financeiro cujo intuito era fornecer aos alunos de graduagao dos
cursos onde essa disciplina é ensinada um material didatico complementar
que possibilitasse uma visao mais ampla dos conceitos estudados em sala
através de uma aplicagao direta da teoria. Para isso, pretendiamos realizar
uma analise estatistica dos pregos de fechamento das acoes da Petrobras e
da Eletrobras em 2019 e 2020 (portanto, antes e durante a pandemia do
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coronavirus) para obter, por exemplo, a fronteira eficiente de Markowitz e a
carteira de minima variancia.

5 Introducao

Nos anos recentes tem crescido o interesse por parte dos pesquisadores
de diversas areas como a fisica e a matematica, no estudo da dinamica dos
mercados financeiros [1, 9, 3]. Na fisica, por exemplo, modelos utilizados
no estudo de sistemas complexos, tém sido aplicados ao estudo das financas
dando origem a um novo ramo chamado Econofisica [11].

Em 2019, Santos et. al. [1], utilizaram o modelo fisico denominado pas-
seio aleatério, introduzido a partir da probabilidade binomial, para avaliar o
comportamento do indice BOVESPA e de algumas ag¢oes que tiveram forte
influéncia na composicao desse indice em 2018. Os autores verificaram, por
exemplo, algumas hipdteses da Teoria de Dow, como a ideia de que todos os
fatores que podem afetar um preco de um ativo sao rapidamente refletidos
no preco do mesmo.

Além da dinamica dos precos das agoes, o estudo das opgoes de agoes
(opgao é um contrato que confere o direito de negociar uma determinada agao
a um preco estabelecido até uma data predeterminada) também desperta
muito interesse por parte da comunidade cientifica. Em 2020, Lima et. al. [9],
estudaram a dinamica das opgoes no mercado financeiro utilizando processos
estocasticos, apresentando e discutindo duas formas de gerenciar os riscos,
muito aplicadas pelos operadores das opgoes (traders).

Em 2021, ainda no intuito de capturar a dinamica dos mercados financei-
ros, Nascimento et. al. [3], utilizaram simula¢do computacional para estudar
o mercado financeiro brasileiro e a a dinamica da interacao de compra e venda
entre agentes financeiros. Os pesquisadores mostraram que as simulagoes fo-
ram capazes de obter informacao sobre os melhores e piores agentes de acordo
com a estratégia adotada na escolha dos limiares de venda e de compra.

Apesar dos avancos das tentativas dos estudiosos da fisica e da ma-
tematica de entenderem os mercados financeiros, pouco se tem feito utili-
zando a estatistica na analise dos pregos das agoes, o que nao faz muito sen-
tido devido a grande quantidade de dados disponiveis atualmente no mercado
financeiro, e sendo a estatistica a principal ferramenta utilizada na andlise
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6 Justificativa

A estatistica pode ser entendida como um conjunto de técnicas que per-
mite, de forma sistematica, organizar, descrever, analisar e interpretar dados
oriundos de estudos ou experimentos, tendo, portanto, um papel fundamen-
tal nas diversas dreas do conhecimento [12, 13, 14]. Além disso, devido a
grande quantidade de dados disponiveis atualmente, a estatistica tem muita
aplicagao em ciéncia de dados, inteligéncia artificial, aprendizado de maquina
[15, 16] e também no mercado de capitais, pois o uso de técnicas estatisticas
apropriadas fornece informacoes que auxiliam no processo de tomada de de-
cisoes [27].

Todavia, o estudo dessa disciplina ¢ feito, em geral, de forma separada,
onde primeiro os alunos sao apresentados a estatistica descritiva e em seguida
a inferéncia estatistica. Ao longo desse processo, os alunos estudam, por
exemplo, os conceitos de média, desvio padrao, probabilidade e testes de
hipdteses, sendo a regressao linear simples o tltimo assunto a ser abordado.

Nesse sentido, no mesmo espirito da Ref. [5], pretendiamos nesse projeto
realizar uma aplicacao da estatistica no mercado financeiro cujo intuito era
fornecer aos alunos de graduacao dos diversos cursos onde essa disciplina é
ministrada, um material didatico complementar que possibilite uma visao
mais ampla dos conceitos estudados em sala através de uma aplicacao direta
da teoria.

7 Objetivos

e Aplicar a estatistica na andlise dos precos de fechamento das acoes
preferenciais da Petrobras e da Eletrobras em 2019 e 2020, e investigar
as correlacoes existentes entre esses ativos antes e durante a pandemia
do coronavirus;

e Aplicar os conceitos fundamentais da estatistica no estudo da diversi-
ficacao de portfolios de Markowitz, na obtencao da fronteira eficiente e
da carteira de minima variancia;

8 Cronograma do Projeto

Com a ideia de atingir os objetivos o trabalho foi realizado nas seguintes
etapas:



Cronograma
2023.1 | Leituras de artigos e construgao do software. Obtencao
de resultados
2023.2 | Anélise dos resultados. Preparacao de trabalhos para
apresentacao em encontros e de resultados para pu-
blicacao. Relatorio Final.

9 Caracterizacao do Problema

O mercado de capitais ¢ um dos mais relevantes para o desenvolvimento
economico de um pais pois efetua a ligacao entre os investidores e aqueles
desprovidos de recursos de longo prazo para realizarem os seus investimentos,
sendo as ag¢oes um dos principais papéis negociados neste mercado [27].

O termo acao significa a menor fracao do capital social de uma empresa.
Além do seus proprios recursos, toda empresa financia suas atividades com
dinheiro de seus proprietarios (acionistas) por meio de agoes, ou de terceiros
por meio de empréstimos. Quando uma empresa é de capital aberto, suas
acoes podem ser negociadas numa bolsa de valores e qualquer individuo pode
adquirir suas agoes. Geralmente, as agoes possuem um cédigo formado por
quatro letras e um numero, podendo ser de dois tipos: ordinéarias (ON) que
possuem o numero 3 no final do cédigo e dao direito a voto e a participacao
nas decisées da empresa; ou preferenciais (PN), com cédigo terminado em 4,
5, ou 6, e que nao dao direito a voto, mas dao prioridade no recebimento da
distribuicao dos lucros aos acionistas . Por exemplo, a Petrobras possui tanto
acoes ordinarias como preferenciais, cujos cédigos sao PETR3 e PETRA4,
respectivamente.

Os precos das agoes, de forma geral, variam bastante, principalmente em
periodos mais turbulentos e incertos da situacao economica e politica de um
pais ou global, fazendo com que o investimento em acoes seja considerado
de alto risco. Um exemplo marcante disso, foi a chegada da pandemia do
coronavirus em 2020 que ocasionou um estrago na economia e nas bolsas de
valores do mundo todo [10, 11].

Para ilustrar o comportamento dos precos das acoes, apresentamos na
figura 1, os gréaficos dos precos de fechamento das agoes preferenciais da
Petrobras (PETR4) e da Eletrobras (ELET6) em fungao do tempo nos anos
de 2019 e 2020, portanto, antes e durante a pandemia do coronavirus.

Podemos observar no grafico que, em 2019, cada empresa apresentava
uma série historica de precos com uma dinamica propria, com, por exemplo,
subidas e descidas dos precos independentes uma da outra, o que faz um
certo sentido pois sao empresas que atuam em setores diferentes da econo-
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Figura 1: Precos de fechamento das acoes da PETR4 e da ELET6 em 2019
e 2020.

mia. Por outro lado, com a chegada da pandemia do coronavirus em 2020, os
movimentos dos precos de fechamento dessas a¢oes apresentavam um com-
portamento muito semelhante, subindo e descendo concomitantemente, apre-
sentando maior correlagao.

O que pretendiamos neste projeto era a partir de dados reais dos precos
de fechamento das agdes mencionadas, fazer uma andlise estatistica mais
profunda desses dados antes e durante a pandemia do coronavirus, pois acre-
ditamos que a discussao da estatistica do ponto de vista de uma aplicacao
em dados reais possa fornecer ao aluno uma maior compreensao do contetudo
ministrado e, consequentemente, uma melhor fixacao do assunto.

10 Resultados e Discussoes

Nesta secao vamos aplicar a estatistica na andlise das acgoes preferen-
ciais tanto da Petrobras (PETR4) como da Eletrobras (ELET6) em dois
periodos, a saber: em 2019 e 2020, portanto, antes e durante a pandemia do
coronavirus, respectivamente.

Inicialmente, apresentamos na figura 2 o bozx plot dos pregos de fecha-
mento e as medidas na tabela 1. Podemos observar que ambas as empresas
apresentaram uma reducao no preco mediano durante a pandemia do coro-
navirus. No caso da PETR4, a reducao foi de 18,36% enquanto a ELET6
teve uma reducao de 10,20%. Outra mudanca que pode ser facilmente perce-
bida foi um aumento na variabilidade ou dispersao dos precos das empresas
que pode ser quantificado pela distancia interquartil. Na PETRA4, a distancia
interquartil passou de 2,18 em 2019 para 6,25 em 2020, ao passo que, para a
ELET®6, foi de 4,03 em 2019 para 6,49 em 2020.



Tabela 1: Dados do boz plot dos precos de fechamento (em reais) das agoes
preferenciais da Petrobras e da Eletrobras em 2019 e 2020.

PETRA4 (2019) PETRA4 (2020)

Minimo | 23,91 11,29
Q1 | 26,06 19,64
Mediana | 27,12 22,14
Q3 | 28,24 25,89
Maximo | 30,97 30,81
Média | 27,25 22,31
Outliers | Nenhum Nenhum

ELET6 (2019) ELET6 (2020)

Minimo | 32,14 21,36
@1 | 35,80 30,98
Mediana | 37,56 33,73
Qs | 39,83 37,47
Maéximo | 45,61 42,66
Média | 38,17 33,56
Outliers | 14 4

Além das medidas de localizacao e variabilidade, o box plot também é
util para analisar diferengas de simetria [12]. Em geral, a assimetria leva ao
surgimento de valores extremos e podemos avalia-la através da relacao entre
os quartis e a mediana. Para distribuigoes simétricas, a distancia entre )1 e
md é aproximadamente igual a distancia entre md e Q3 [12].

Para quantificar a assimetria, podemos utilizar o coeficiente de assimetria
de Bowley definido por [12]

(@3 —md) — (md — Q1) (1)
Q3 —

No caso da PETRA4, esse coeficiente passou de 0,03 em 2019 para 0,20 em
2020. Isso significa que, em 2019, a distribuicao de precos era praticamente
simétrica, ou seja, pregos de fechamento abaixo e acima da média ocorriam
com frequéncias semelhantes. Por outro lado, em 2020, a distribui¢ao passou
a ser assimétrica positiva, indicando que valores do preco de fechamento
abaixo da média ocorreram com frequéncia maior.

Para a ELETG6, o coeficiente de assimetria de Bowley manteve-se prati-
camente constante, indo de 0,13 em 2019 para 0,15 em 2020, e, portanto, a

gb =
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Figura 2: Box plot dos precos de fechamento das agoes da Petrobras e da
Eletrobras. As figuras a) e b) apresentam, respectivamente, os dados para a
PETRA4 e para a ELET6 nos anos de 2019 e 2020.

distribuicao dos precos de fechamento é assimétrica positiva. Ao contrario
da PETRA4, a ELET6 apresentou valores extremos tanto em 2019 quanto em
2020. No entanto, com a pandemia do coronavirus, os valores extremos pas-
saram a surgir abaixo do limite inferior, sendo resultado, provavelmente, de
uma maior desvalorizacao das agoes nesse periodo.

Conforme ja mencionamos, é interessante fazer uma analise do compor-
tamento conjunto de duas variaveis aleatérias numéricas distintas. Dessa
forma, apresentamos na figura 3 o diagrama de dispersao dos precos de fe-
chamento das acoes da Petrobras (PETR4) e da Eletrobras (ELET6) nos
anos de 2019 e 2020. Podemos observar de uma forma bastante clara que
em 2019, portanto, antes da pandemia do coronavirus, os precos das agoes
dessas empresas eram consideravelmente dispersos e, portanto, nao apresen-
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Figura 3: Grafico de dispersao mostrando os precos de fechamento das agoes
da PETRA4 (eixo horizontal) e da ELET6 (eixo vertical). As figuras a) e b)
representam as dispersoes para os anos de 2019 e 2020, respectivamente.

tavam nenhuma correlacao linear. Por outro lado, no ano de 2020, durante a
pandemia do coronavirus, ocorreu uma diminuicao na dispersao dos precos,
passando a apresentar uma correlagao linear positiva, ou seja, se o prego
das agoes de uma delas aumentasse (diminuisse) o prego da outra também
aumentava (diminuia). Do ponto de vista quantitativo, o coeficiente de cor-
relacao linear entre os precos em 2019 era -0,03, portanto, praticamente zero,
indicando auséncia de correlacao. Por outro lado, em 2020, p passou a ser
0,86, indicando uma correlacao linear positiva muito forte.



10.1 Retorno e Risco um Ativo

Sejam P, e P,_; os precos de um ativo nos instantes t e t — 1, respecti-
vamente. Dessa forma, o retorno relativo discreto de um ativo é dado por

[27]

P —P_
R, — —+ ~t1 2
! P4 @)

O risco de um ativo, por sua vez, é dado pelo desvio padrao dos retornos
relativos discretos em um determinado periodo, de acordo com a equacao
[27]

1 _
= R, — R)? 3
SR\ PSR )

Para calcular o risco anual (04,uq) @ partir do risco didrio (0giario) utili-
zamos a equacao

Oanual = V 252 x Odiario (4)

uma vez que no mercado financeiro considera-se que o ano tem aproximada-
mente 252 dias uteis.

Nas tabelas 2 e 3, apresentamos os retornos e os riscos da PETRA4 e da
ELETG6 nos anos de 2019 e 2020. Podemos observar que, ambas as empresas
proporcionaram, em termos de valorizacao das agoes, retornos consideraveis
aos acionistas que mantiveram suas agoes durante todo o ano de 2019, ao
passo que, em 2020, ocorreu uma desvalorizacao acentuada das agoes gerando
prejuizo aos acionistas. Além disso, os riscos aumentaram consideravelmente
como resultado das incertezas causadas pela pandemia do coronavirus.

Tabela 2: Risco e retorno das acoes PETR4 e ELET6 em 2019.

Ano - 2019 Ranual O anual
PETR4 | 25,44% | 28,43%
ELET6 | 18,54% | 37,36%

10.2 Diversificacao de Portfélios

Um investimento pode ser feito em apenas um ativo ou em uma carteira
(portfélio) com vérios ativos. Racionalmente, um investidor sempre quer
selecionar ativos que oferecam menor risco e maior retorno possivel. Nesse
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Tabela 3: Risco e retorno das agoes PETR4 e ELET6 em 2020.

Al’lO - 2020 Ranual O anual
PETRA4 | -7,69% | 68,45%
ELETG6 | -4,42% | 62,77%

sentido, o estudo de carteiras de ativos é muito relevante pois elas permitem
a reducao do risco através da diversificagao dos ativos que as compoem. Em
outras palavras, o objetivo do estudo de carteiras de ativos é selecionar a
carteira com o maior retorno possivel para um determinado grau de risco ou
selecionar a carteira que ofereca o menor risco possivel para um determinado
retorno esperado [27, 28, 18].

10.2.1 Retorno Esperado e Risco de um Portfélio

Sejam R4 e Rp os retornos esperados dos ativos A e B, respectivamente.
Se os percentuais da carteira aplicados em A e B sao wy e wp, respectiva-
mente, o retorno esperado dessa carteira é dado pela média ponderada do
retorno esperado de cada ativo em relagao a sua participagao no total do
portfélio, conforme a equagao abaixo [27, 28, 18]:

E(RC) = U)ARA + U)BRB (5)

Além disso, sejam o4 e op os riscos dos ativos A e B, respectivamente, e
p(A, B) o coeficiente de correlagao linear entre os retornos dos ativos. O
risco de uma carteira composto por esse dois ativos, de acordo com o modelo
de Markowitz [27, 28, 18], é dado por:

o \/wiafl + who% + 2wawpp(A, B)oaop (6)

Da equacao acima, podemos observar que o risco de uma carteira depende
nao somente do risco de cada ativo que a compoe e de sua participagao no in-
vestimento total, mas também da forma como esses ativos estao relacionados
entre si. Dessa forma, a diversificagao deve sempre ser elaborada observando-
se as correlacoes dos retornos dos ativos, de maneira a se estabelecer a melhor
composi¢ao de uma carteira. Uma consequéncia imediata da equacao acima
é que relacionando-se ativos com baixa correlagao é possivel reduzir-se o risco
total de uma carteira [27, 28, 18].
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10.2.2 Hipérbole de Markowitz e Fronteira Eficiente

Para obter o retorno esperado e o risco de um determinado ativo, € inte-
ressante considerar os possiveis cendrios economicos. Dessa forma, os profis-
sionais do mercado financeiro atribuem probabilidades de que determinados
retornos ocorram para cada situa¢ao econémica (crescimento, estabilidade e
recessao), com o intuito de fazer uma estimativa do retorno esperado e do
risco de um ativo [27, 28]. No entanto, como o nosso propdsito aqui é mos-
trar como a estatistica pode ser 1til no estudo da diversificacao de carteiras,
vamos assumir que Ry (04) e Rp (0p) sejam os retornos (riscos) anuais das
acoes da Petrobras e Eletrobras, respectivamente, em 2019, antes da pan-
demia do coronavirus. Com isso, de acordo com a tabela 2, Ry = 25,44%,
Rp = 18,54%, o4 = 28,43% e op = 37,36%. Considerando-se os retornos
diarios da Petrobras e da Eletrobras em 2019, o coeficiente de correlagao
linear é dado por p(A, B) = 0,471. Através das possiveis combinagoes das
participagoes da PETR4 e da ELETG6 na carteira, obtemos diferentes retornos
e riscos, conforme a tabela 4 e a figura 4.

Tabela 4: Retorno esperado e risco de carteiras com diferentes composicoes.

Carteira Wy wg | Retorno | Risco

1] 100,00% 0,00% | 25,44% | 28,43%
2| 95,00% 5,00% | 25,10% | 27,94%
3| 90,00% | 10,00% | 24,75% | 27,54%

19| 10,00% | 90,00% | 19,23% | 35,05%
20 5,00% | 95,00% | 18,89% | 36,18%
21 0,00% | 100,00% | 18,54% | 37,36%

A carteira 1 (ponto A do grafico), composta apenas pelas agoes da Petro-
bras, apresenta o maior retorno esperado, porém, nao é a carteira de menor
risco. Por outro lado, a carteira 21 (ponto B do grafico), constituida unica-
mente pelas acoes da Eletrobras, apresenta o menor retorno esperado e ainda
0 maior risco.

Partindo do ponto B, conforme vamos aumentando a participacao da Pe-
trobras na carteira, obtemos uma diminui¢ao do risco e um aumento do
retorno esperado. Entretanto, isto ocorre até o ponto M, onde temos a
carteira de menor risco, chamada carteira de minima variancia, dada por
wy = 74,40%, wp = 25,60%, E(R.) = 23,67% e 0. = 27,01%. A partir do
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Figura 4: Neste grafico vemos a hipérbole de Markowitz, com o eixo hori-
zontal representando o risco (medido pelo desvio padrao) e o eixo vertical
representando o retorno esperado, para diferentes composicoes.

ponto M, tanto o retorno esperado como o risco aumentam indo em diregao
ao ponto A. Nesse contexto, um investimento s6 faz sentido e deve ser con-
siderado se estiver localizado na curva MA, conhecida por fronteira eficiente
[27, 28, 18]. Qualquer investimento na curva MB deve ser descartado pois
além de um maior risco, obtemos também um menor retorno esperado.
Analiticamente, podemos obter a participagao de cada ativo na carteira
de minima variancia, substituindo wg = 1 — w4 na equagao 11, derivando a
variancia com relagao a wy e igualando o resultado a zero [27, 28]:

do?

nos da

0% — p(A, B)oaop
o4+ 0% —2p(A, B)oaop

Wwp =

lembrando que wg =1 — wy4.

11 Conclusao

Em resumo, este trabalho apresentou uma aplicacao pratica de grande
relevancia da estatistica no mercado financeiro, abordando conceitos funda-
mentais como risco, retorno esperado, fronteira eficiente e carteira de minimo
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risco. Esperamos que este trabalho seja util para os estudantes de estatistica,
permitindo-lhes compreender de forma mais clara e tangivel os conceitos
tedricos por meio de uma aplicacao real. Em ultima analise, acreditamos que
a utilizacao deste material didatico complementar possa ajudar a preparar os
futuros profissionais do mercado financeiro para lidar com as complexidades
e desafios que enfrentarao em sua carreira.
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16 Outro Trabalho Realizado Durante o Péds
Doutorado

Titulo: Modelo de Black-Scholes como caso particular
da equacao de Langevin

17 Resumo

Neste trabalho mostramos que o modelo de Black-Scholes pode ser visto
como um caso particular da equacao de Langevin. Para isso, consideramos
o movimento browniano de uma particula em um meio nao homogéneo e no
regime superamortecido. Obtivemos as solugdes analitica e numérica e as
comparamos para diferentes volatilidades.

Palavras-chave: Equacao de Langevin, Modelo de Black-Scholes, Eco-
nofisica.

18 Introducao

O botanico inglés Robert Brown publicou em 1828 um trabalho no qual
apresentou os resultados de suas observacoes, feitas com o auxilio de um mi-
croscopio, sobre o movimento irregular e incessante de particulas de pdlen
em suspensao em agua [1, 2, 4]. Brown notou que as particulas se moviam
de maneira erratica, sem um padrao aparente. De inicio, imaginou que o
movimento fosse causado por algum tipo de organismo vivo, no entanto, essa
hipétese foi posteriormente refutada logo apés a observagao do mesmo tipo
de movimento em particulas inorgéanicas de cinza [1, 7, 8]. A partir das ob-
servacoes de Brown, foi possivel mostrar que esse tipo de movimento, que
foi batizado em sua homenagem de movimento browniano, é um fenomeno

17



bem mais abrangente, ocorrendo com particulas macroscopicamente peque-
nas em suspensao em fluidos nao muito viscosos, porém muito maiores que
as moléculas do fluido [1, 2, 4]. Uma vez constatada a natureza fisica do
movimento browniano, varios cientistas propuseram teorias, como agitacao
térmica, correntes de conveccao e até mesmo forgas vitais. No entanto, ne-
nhuma dessas teorias era capaz de explicar completamente o comportamento
observado.

Uma das contribuicoes mais significativas veio do matemaético frances
Louis Bachelier, o qual fora orientado por Henri Poincaré. Em sua tese de
doutorado, desenvolveu a primeira teoria formal para o movimento browniano
aplicada em financas no ano de 1900. Bachelier, além de ser o primeiro a
inferir o uso da distribuigao normal no mercado financeiro, estruturando toda
a parte de cdlculo de risco [6], também investigou a dinamica da cotagao de
acoes na bolsa de Paris e a precificacao de opgoes introduzindo aspectos
aleatorios, propondo que o preco de um ativo financeiro fosse descrito por
um movimento browniano continuo [9, 10, 11, 14, 15].

Foi somente em 1905 que Albert Einstein publicou um artigo intitulado
”Sobre o Movimento Requerido por um Pequeno Elemento de Matéria de um
Liquido em Repouso”, no qual finalmente resolveu o enigma do movimento
browniano. Nesse artigo, Einstein propos uma explicacao baseada na teoria
cinética dos gases e no conceito de dtomos que além de fornecer uma dedugao
probabilistica para a equagao da difusao, ainda possibilitou uma estimativa
do nimero de Avogadro, o qual teve confirmacao experimental realizada pelo
fisico francés Jean Perrin poucos anos depois, facilitando a aceitacao da teoria
atomica por parte dos fisicos e quimicos [1, 2, 4, 7, 5].

Em 1908, o fisico francés Paul Langevin realizou estudos independentes
sobre o movimento browniano, obtendo resultados consistentes com a teoria
proposta por Albert Einstein. Langevin desenvolveu uma equagao diferencial
para descrever o movimento de uma particula em suspensao em um fluido
[1, 4, 16]. Ao considerar uma situagao unidimensional, a versao moderna da
equacao de Langevin é expressa como

2

m%:F—vé—f%—Fa (9)
onde x é a posicao de uma particula de massa m sujeita a uma forca de
atrito proporcional a velocidade e com coeficiente de atrito v relacionado
a viscosidade do fluido, a uma forca externa F e a uma forca aleatéria F,
devida ao bombardeio continuo das particulas em suspensao pelas moléculas
do fluido circundante que estdo em constante movimento térmico [1, 2, 3, §].
A equacao de Langevin é uma equacao diferencial estocdstica (EDE) que
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descreve o movimento browniano levando em consideracao a influéncia do
atrito viscoso e as forgas aleatoérias presentes no sistema.

Outra importante contribuicao para o entendimento do movimento dos
pregos das agoes no mercado financeiro, foi publicada em 1959 pelo fisico
M. F. M Osborne. Em seu artigo, intitulado Brownian Motion in the Stock
Market, Osborne se apoiou em métodos da mecanica estatistica utilizados
no estudo de um conjunto com numero grande de particulas para investigar,
de forma andloga, um conjunto grande de precos de acoes. Na verdade,
diferente de Bachelier, ele considerou um conjunto de valores dos logaritmos
dos precos, cada um variando em funcao tempo, e obteve como resultado
uma distribui¢do lognormal para os pregos das agoes [17]. Em 1973, Fischer
Black e Myron Scholes, também assumindo que o logaritmo dos pregos sao
normalmente distribuidos, modelaram a dinamica do prego de uma agao S(t)
como um processo de Itd [11], definido pela EDE

dS = a(S, t)dt + b(S, t)dW (10)

onde a(S,t) e b(S,t) sdo fungoes reais conhecidas, e W é o processo de Wi-
ener. Conforme veremos posteriormente, sob certas condigoes das funcoes
a(S,t) e b(S,t), a equagao 10 tem uma unica solugao S(t), que é um processo
estocastico de grande importancia em financas conhecido como movimento
browniano geométrico [11, 13, 14, 15]. No artigo The Pricing of Options and
Corporate Liabilities [18], Black e Scholes determinaram uma equagao dife-
rencial parcial muito usada no mercado financeiro na precificacao de opgoes
[11, 13, 14, 15]. No entanto, foi com Robert Merton que a equagao de Black-
Scholes se tornou mais compreendida e recebeu o nome de modelo de preci-
ficagao de opgoes [6]. Por essa contribuigao, Myron Scholes e Robert Merton
receberam o prémio Nobel de economia em 1997, pois Fischer Black ja havia
falecido [9, 6].

A busca por uma melhor compreensao do movimento browniano impul-
sionou, de certa maneira, o estreitamento da relacao entre fisica e financas,
o que contribuiu para o surgimento de um novo ramo de pesquisa multi-
disciplinar chamado de Econofisica [9, 11, 13]. Esse neologismo foi criado
pelo fisico H. Eugene Stanley para se referir a estudos realizados por fisicos
em problemas na area de economia [11]. Mesmo com as grandes possibi-
lidades de contribuicao dos fisicos em problemas econémicos, sao raros os
cursos de fisica onde a econofisica é estudada na graduacao ou até mesmo na
pos-graduagao. Nesse sentido, pretendemos fornecer aos estudantes de fisica
um material que lhes permita explorar e compreender os fundamentos da
econofisica e abrir novas perspectivas e oportunidades de pesquisa aqueles
interessados em aplicar os principios da fisica em problemas economicos e
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financeiros. Ao abordarem assuntos sobre econofisica, os estudantes podem
desenvolver habilidades analiticas e de modelagem, bem como aprender a
aplicar métodos quantitativos e estatisticos para analisar e interpretar da-
dos financeiros. Tal contetido pode ser de grande relevancia em um mundo
cada vez mais orientado por dados, no qual a compreensao dos fenomenos
economicos a partir de uma abordagem cientifica pode oferecer vantagens
competitivas.

19 Modelo

Consideremos o movimento em uma dimensao de uma particula de massa
m em suspensao num fluido. Conforme vimos na equacao 9, a particula estéa
sujeita a uma forca de atrito viscoso proporcional a sua velocidade, a uma
forca externa F', e a uma forca aleatoria F, atribuida as colisoes com as
moléculas do fluido e que varia rapidamente em comparacao com os tempos
de observacao. Aqui, vamos considerar que F, é modelada pelo ruido branco
£(t) com intensidade a(z(t)) que, de forma geral, pode depender do estado
do sistema [12, 19].

Considerando-se um conjunto de muitos sistemas semelhantes onde cada
um deles é constituido por uma particula em suspensao em um fluido e
uma forca aleatoria é aplicada a cada sistema individualmente, é igualmente
provavel que £(t) > 0 ou £(t) < 0 a cada instante, tal que

(€(t) =0 (11)

onde <> indica a média sobre um grande numero de realizacoes da varidvel
estocastica £(t) [7, 8, 12]. Além disso, supondo que o valor da forga aleatéria
em um instante qualquer é totalmente independente do valor que assumiu
em qualquer instante anterior, a funcao de correlacao do ruido branco em
dois instantes ¢; e to quaisquer é dada por [2, 4, 8, 12]

(€(t1)E(t2)) = (t1 — ta) (12)

Com relacao a intensidade do ruido branco, temos dois cénarios possiveis: o
primeiro deles ocorre se a = constante, caracterizando o ruido como sendo
do tipo aditivo e o segundo se o« = a(z(t)), que caracteriza o ruido como
multiplicativo [12].

O tamanho da particula browniana é muito maior que o das moléculas
do fluido e, como consequéncia, a particula sofre muitas colisdes quase si-
multaneamente. Dessa forma, a intensidade e a dire¢ao do impulso resul-
tante variam em tempos bem menores quando comparados aos tempos de
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observacgao, consequentemente, para levar em conta o efeito acumulado das
colisoes aleatérias que afetam o movimento da particula, utilizamos o pro-
cesso de Wiener W [12, 13, 14, 15, 20] que é definido como uma integral do
ruido branco em tempo continuo, ou seja,

W(t) = /0 £(s)ds (13)

Como W (t) é dado por uma integral, ou seja, um limite de uma soma de um
processo estocastico, temos pelo teorema do limite central, que a distribuicao
de probabilidades de W (t) é gaussiana com média zero e desvio padrao o =
Vit [12, 13, 14, 15, 20].

Supondo que a particula browniana se move no regime superamortecido,
o qual é tipico para particulas esféricas coloidais rigidas movendo-se em um
liquido de pequenas moléculas quando comparadas ao tamanho das esferas,
o termo de inércia é desprezivel e podemos fazer [22, 23, 24, 25, 26]

dx
m_
dt?

~ 0 (14)

Além disso, considerando que a difusao da particula ocorre em um meio nao
homogéneo, temos que o ruido é do tipo multiplicativo [19] cuja intensidade,
que depende do estado do sistema, suporemos da forma o = oz(t), onde
o é um parametro que mede a intensidade das flutuagoes aleatérias. Se a
particula estd sujeita a uma forga repulsiva do tipo F' = kx (k = constante
positiva) que é derivada do potencial V = —kx?/2, 0 movimento da particula
browniana, escolhendo v = 1, passa a ser regido pela equacao

dx

= (k+ ot (15)
a qual pode ser reescrita como
dr = kxdt + ox(t)dt (16)

Da defini¢ao do processo de Wiener W (t) descrito pela equagao 13, podemos
ainda escrever essa equacgao como

dx = kxdt + oxdW (t) (17)

que é conhecida como equacao diferencial estocastica de Ito, a qual é 1til
para modelar fenomenos sujeitos a incertezas ou ruidos aleatorios.
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20 Modelo de Black-Scholes

Idealizado pelos economistas Fischer Black e Myron Scholes em meados
dos anos 70, este modelo foi o primeiro a ser amplamente difundido e, con-
sequentemente, o mais conhecido sobre precificacao de agoes. Ele calcula o
preco tedrico da acao com base em algumas varidveis que estao sujeitas a
variacoes temporais e podem ter comportamento bastante complexos. Seja
B(t) o valor de uma aplicac¢do no instante t > 0 e B(0) = By o valor inicial
investido. Se a taxa de rendimento r for fixa, a taxa instantanea de cres-
cimento da aplicacao é proporcional ao valor investido e dada pela equacao
diferencial ordinaria (EDO) [13, 14, 15]

dB
— =1rB 18
cuja solucao é
B(t) = Bye (19)

Por outro lado, se o investimento for feito em renda varidvel como, por exem-
plo, em acgoes, a taxa de rendimento nao é constante e flutua aleatoriamente.
Dessa forma, considerando S o pre¢o de uma determinada acgao, podemos
escrever uma equacao para a taxa de crescimento de S andloga a equagao 18
como

ds

= RS (20)

onde R(t) = r + o&(t). Aqui, r é a parte ndo aleatéria que representa a
taxa média de rendimento, o é um parametro que, no mercado financeiro
é conhecido como volatilidade, que é uma medida estatistica de dispersao
relacionada ao desvio padrao dos retornos em um determinado periodo [27,
28], e £(t) é um processo estocdstico chamado de ruido branco, como ja
discutido. Assim, temos a equacao

as
= (r+oet)S 1)

que pode ser escrita também na forma
dS =rSdt+ oS¢(t)dt (22)

ou

dS = rSdt + o SdW (t) (23)

A equagao 22 é uma EDE conhecida como o modelo de Black-Scholes para
a cotagao de uma agao [13, 14, 15]. Observe que a equagao 23 é idéntica a
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equacao 17 e, portanto, possuem as mesmas solucoes numeérica e analitica,
conforme veremos a seguir. O modelo de Black-Scholes também é 1til para o
estudo do crescimento de uma populacao de seres vivos. Neste caso, S pode
ser, por exemplo, o nimero de bactérias no instante ¢, r é a taxa média de
crescimento e a aleatoriedade pode estar relacionada a pequenas variacoes
de temperatura que afetam a taxa de crescimento da populacao, sendo a
intensidade desses efeitos aleatérios dada por o [14, 15, 20].

21 Solucao Analitica

As variaveis estocasticas apresentam comportamentos aleatérios que tor-
nam as regras usuais do cdlculo diferencial e integral inadequadas para lidar
com elas e, por esse motivo, recorremos ao calculo estocéastico. Para nossos
propositos, utilizaremos o calculo de It0, que nos fornece ferramentas essenci-
ais, como as regras de diferenciacao de funcoes compostas ou regra da cadeia.
Essas ferramentas sao fundamentais para o desenvolvimento de modelos ma-
tematicos precisos em diversas areas, permitindo descrever de forma mais
eficiente e precisa os fenomenos regidos por processos estocasticos.

Teorema de It6: Seja x(t) um processo estocdstico descrito pela EDE

de = f(z,t)dt + g(x, t)dW (t) (24)

Seja y(t) = h(z(t),t), onde h(x(t),t) é uma fungdo continua com derivada
parcial continua com relacao a t e com segunda derivada parcial continua
com relac¢do a z. Entao y(t) é também um processo estocédstico com condigao
inicial yo = h(xg,0) dado na forma diferencial pela equagao

oh  Oh 10%h
dy(t) = [E + %f(%t) + 5@92(%75)] dt
oh
+%9($,t)dw(t) (25)

Considerando h = In(z/xo) e que f(x,t) = kz, g(x,t) = ox pelas equagoes
17 e 24, temos, pelo teorema de Ito, que a solucao da equacao 17 é dada por

2

2(t) = zo exp Kk - %) t+ aW(w] (26)

que é um processo estocastico chamado de movimento browniano geométrico

[11, 13, 14, 15].
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22 Solucao Numérica

Nesse ponto, é muito importante destacar que a trajetoria do movimento
browniano nao é diferenciavel em nenhum ponto e, por isso, a EDE 17 deve
ser tratada utilizando o cédlculo estocédstico que pode ser o de Ito ou de Stra-
tonovich [12, 14, 15]. Dessa forma, a EDE 17, apesar de ser escrita na forma
diferencial, é, na verdade, uma equagao integral dada por [12, 13, 14, 15, 20]

z(t) = x(0) + k/o x(s)ds + J/O x(s)dW (s) (27)

onde x(0) = z é a condi¢ao inicial que supomos conhecida e ainda que zq > 0
[14, 15]. A primeira integral, supondo que o integrando é uma fungao sufici-
entemente bem comportada, ¢ uma integral de Riemann-Stieltjes e podemos

utilizar a equagao
N

/O (s)ds =Y x(t;)At (28)

i=1
onde dividimos o intervalo de integracao [0,¢] em N intervalos de tamanho
At, com At — 0e N — oo [12, 20, 21]. Por outro lado, a segunda integral é
uma integral estocastica chamada integral de It6, que pode ser aproximada
pela equagao [12, 13, 14, 15, 20]

/0 z(s)dW (s) = Z z(ti_1 ) AW (t;) (29)

=1

onde
AW (t;) = W (t;) — W (ti-1) (30)

Como AW (t) é um processo estocastico gaussiano com média zero e desvio
padrao igual a VvV At, podemos escrever [12, 13, 14, 15, 20]

AW (t;) = e(t;) VAL (31)

onde €(t;) é um nimero aleatério, com distribuigao gaussiana, com média 0
e desvio padrao 1. Dessa forma, o i-ésimo passo de integracao da equagao 27
é dado por

T(tisn) = 2(t;) + ka(t) At + oz (t;)e(t;) VAL (32)
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23 Comparacao das Solugoes

A medida que refinamos os parametros de discretizacao (ou seja, reduzi-
mos o tamanho dos passos no espago e no tempo) na abordagem numérica,
esta solucao deve se aproximar cada vez mais da solucao analitica, fornecida
pela féormula de Black-Scholes. Em condicoes ideais, a medida que os passos
de discretizacao tendem a zero, a solucao numérica deve convergir para a
solucao analitica.

Vamos, portanto, considerar as equacoes 26 e 32, respectivamente, e escreve-

las em termos das varidveis do modelo de Black-Scholes como
2

S(t) = Syexp Kr - %) t+ UW(t)] (33)

Na forma discretizada, o i-ésimo passo de integracao da solugao analitica é

dado por
2

S(tisr) = S(t:) exp [(r . %) At + aAW(ti)} (35)

2

S(tii1) = S(ti) exp K ? ) At + ae(ti)\/Kt} (36)

T

onde substituimos as equacoes 30 e 31 na equacao 33 para obter este resul-
tado. Para mostrar que as solugoes analitica e numérica convergem, vamos
considerar, por exemplo, que o preco inicial da acao é de Sy = 10 reais, que
a taxa de juros é de r = 13.75% ao ano, e obter o preco em fungao do tempo
durante um ano para diferentes incrementos de tempo e diferentes volatili-
dades. Podemos observar nas figuras 5 e 6 que ja para dt = 0.05 as solucoes
analitica e numérica ja estao muito proximas uma da outra, o que nos permite
escolher qualquer uma das duas para a realizacao de simulagoes computacio-
nais. OQutro fato que vale a pena ressaltar é o papel da volatilidade no preco
das acoes. Como ja mencionamos, a volatilidade é uma medida estatistica
de dispersao que expressa a incerteza dos retornos de um ativo [27, 28]. Po-
demos observar nas figuras 5b e 6b, que conforme a volatilidade aumenta o
preco da acao oscila com mais intensidade e esta sujeito tanto a grandes altas
como a grandes baixas.

24 Conclusao

Em resumo, este trabalho apresentou o modelo de Black-Scholes como
um caso particular da equacao de Langevin e discutiu as solucoes analitica
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e numérica para diferentes volatilidades. Esperamos que este trabalho seja
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util para os estudantes de fisica, permitindo-lhes uma introducao de forma
mais acessivel e didatica no ramo da econofisica.
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