
Relatório do Estágio Pós Doutoral

Igor Rochaid Oliveira Ramos
E-mail:igor rochaid@uvanet.br

Supervisor: Dr. João Philipe Macedo Braga

26 de janeiro de 2024

1



1 Identificação

Nome: Igor Rochaid Oliveira Ramos
CPF: 961.548.023-15
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3 Sobre o Projeto de Pesquisa

Vamos inicialmente descrever o projeto de pesquisa, fazendo um breve
resumo sobre os modelos que abordam a dinâmica dos preços das ações no
mercado financeiro, as razões que motivaram o trabalho, bem como as jus-
tificativas, os objetivos iniciais, as etapas realizadas, os resultados obtidos,
as dificuldades encontradas e as considerações finais do estágio de pós dou-
torado.

T́ıtulo do Projeto: Estat́ıstica Aplicada no Mercado Fi-
nanceiro

4 Resumo

No projeto de pesquisa pretend́ıamos realizar uma aplicação da estat́ıstica
no mercado financeiro cujo intuito era fornecer aos alunos de graduação dos
cursos onde essa disciplina é ensinada um material didático complementar
que possibilitasse uma visão mais ampla dos conceitos estudados em sala
através de uma aplicação direta da teoria. Para isso, pretend́ıamos realizar
uma análise estat́ıstica dos preços de fechamento das ações da Petrobrás e
da Eletrobrás em 2019 e 2020 (portanto, antes e durante a pandemia do
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coronav́ırus) para obter, por exemplo, a fronteira eficiente de Markowitz e a
carteira de mı́nima variância.

5 Introdução

Nos anos recentes tem crescido o interesse por parte dos pesquisadores
de diversas áreas como a f́ısica e a matemática, no estudo da dinâmica dos
mercados financeiros [1, 9, 3]. Na f́ısica, por exemplo, modelos utilizados
no estudo de sistemas complexos, têm sido aplicados ao estudo das finanças
dando origem a um novo ramo chamado Econof́ısica [11].

Em 2019, Santos et. al. [1], utilizaram o modelo f́ısico denominado pas-
seio aleatório, introduzido a partir da probabilidade binomial, para avaliar o
comportamento do ı́ndice BOVESPA e de algumas ações que tiveram forte
influência na composição desse ı́ndice em 2018. Os autores verificaram, por
exemplo, algumas hipóteses da Teoria de Dow, como a ideia de que todos os
fatores que podem afetar um preço de um ativo são rapidamente refletidos
no preço do mesmo.

Além da dinâmica dos preços das ações, o estudo das opções de ações
(opção é um contrato que confere o direito de negociar uma determinada ação
a um preço estabelecido até uma data predeterminada) também desperta
muito interesse por parte da comunidade cient́ıfica. Em 2020, Lima et. al. [9],
estudaram a dinâmica das opções no mercado financeiro utilizando processos
estocásticos, apresentando e discutindo duas formas de gerenciar os riscos,
muito aplicadas pelos operadores das opções (traders).

Em 2021, ainda no intuito de capturar a dinâmica dos mercados financei-
ros, Nascimento et. al. [3], utilizaram simulação computacional para estudar
o mercado financeiro brasileiro e a a dinâmica da interação de compra e venda
entre agentes financeiros. Os pesquisadores mostraram que as simulações fo-
ram capazes de obter informação sobre os melhores e piores agentes de acordo
com a estratégia adotada na escolha dos limiares de venda e de compra.

Apesar dos avanços das tentativas dos estudiosos da f́ısica e da ma-
temática de entenderem os mercados financeiros, pouco se tem feito utili-
zando a estat́ıstica na análise dos preços das ações, o que não faz muito sen-
tido devido à grande quantidade de dados dispońıveis atualmente no mercado
financeiro, e sendo a estat́ıstica a principal ferramenta utilizada na análise
de dados.
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6 Justificativa

A estat́ıstica pode ser entendida como um conjunto de técnicas que per-
mite, de forma sistemática, organizar, descrever, analisar e interpretar dados
oriundos de estudos ou experimentos, tendo, portanto, um papel fundamen-
tal nas diversas áreas do conhecimento [12, 13, 14]. Além disso, devido à
grande quantidade de dados dispońıveis atualmente, a estat́ıstica tem muita
aplicação em ciência de dados, inteligência artificial, aprendizado de máquina
[15, 16] e também no mercado de capitais, pois o uso de técnicas estat́ısticas
apropriadas fornece informações que auxiliam no processo de tomada de de-
cisões [27].

Todavia, o estudo dessa disciplina é feito, em geral, de forma separada,
onde primeiro os alunos são apresentados à estat́ıstica descritiva e em seguida
à inferência estat́ıstica. Ao longo desse processo, os alunos estudam, por
exemplo, os conceitos de média, desvio padrão, probabilidade e testes de
hipóteses, sendo a regressão linear simples o último assunto a ser abordado.

Nesse sentido, no mesmo esṕırito da Ref. [5], pretend́ıamos nesse projeto
realizar uma aplicação da estat́ıstica no mercado financeiro cujo intuito era
fornecer aos alunos de graduação dos diversos cursos onde essa disciplina é
ministrada, um material didático complementar que possibilite uma visão
mais ampla dos conceitos estudados em sala através de uma aplicação direta
da teoria.

7 Objetivos

• Aplicar a estat́ıstica na análise dos preços de fechamento das ações
preferenciais da Petrobrás e da Eletrobrás em 2019 e 2020, e investigar
as correlações existentes entre esses ativos antes e durante a pandemia
do coronav́ırus;

• Aplicar os conceitos fundamentais da estat́ıstica no estudo da diversi-
ficação de portfólios de Markowitz, na obtenção da fronteira eficiente e
da carteira de mı́nima variância;

8 Cronograma do Projeto

Com a ideia de atingir os objetivos o trabalho foi realizado nas seguintes
etapas:
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Cronograma
2023.1 Leituras de artigos e construção do software. Obtenção

de resultados
2023.2 Análise dos resultados. Preparação de trabalhos para

apresentação em encontros e de resultados para pu-
blicação. Relatório Final.

9 Caracterização do Problema

O mercado de capitais é um dos mais relevantes para o desenvolvimento
econômico de um páıs pois efetua a ligação entre os investidores e aqueles
desprovidos de recursos de longo prazo para realizarem os seus investimentos,
sendo as ações um dos principais papéis negociados neste mercado [27].

O termo ação significa a menor fração do capital social de uma empresa.
Além do seus próprios recursos, toda empresa financia suas atividades com
dinheiro de seus proprietários (acionistas) por meio de ações, ou de terceiros
por meio de empréstimos. Quando uma empresa é de capital aberto, suas
ações podem ser negociadas numa bolsa de valores e qualquer indiv́ıduo pode
adquirir suas açoes. Geralmente, as ações possuem um código formado por
quatro letras e um número, podendo ser de dois tipos: ordinárias (ON) que
possuem o número 3 no final do código e dão direito a voto e à participação
nas decisões da empresa; ou preferenciais (PN), com código terminado em 4,
5, ou 6, e que não dão direito a voto, mas dão prioridade no recebimento da
distribuição dos lucros aos acionistas . Por exemplo, a Petrobrás possui tanto
ações ordinárias como preferenciais, cujos códigos são PETR3 e PETR4,
respectivamente.

Os preços das ações, de forma geral, variam bastante, principalmente em
peŕıodos mais turbulentos e incertos da situação econômica e poĺıtica de um
páıs ou global, fazendo com que o investimento em ações seja considerado
de alto risco. Um exemplo marcante disso, foi a chegada da pandemia do
coronav́ırus em 2020 que ocasionou um estrago na economia e nas bolsas de
valores do mundo todo [10, 11].

Para ilustrar o comportamento dos preços das ações, apresentamos na
figura 1, os gráficos dos preços de fechamento das ações preferenciais da
Petrobrás (PETR4) e da Eletrobrás (ELET6) em função do tempo nos anos
de 2019 e 2020, portanto, antes e durante a pandemia do coronav́ırus.

Podemos observar no gráfico que, em 2019, cada empresa apresentava
uma série histórica de preços com uma dinâmica própria, com, por exemplo,
subidas e descidas dos preços independentes uma da outra, o que faz um
certo sentido pois são empresas que atuam em setores diferentes da econo-
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Figura 1: Preços de fechamento das ações da PETR4 e da ELET6 em 2019
e 2020.

mia. Por outro lado, com a chegada da pandemia do coronav́ırus em 2020, os
movimentos dos preços de fechamento dessas ações apresentavam um com-
portamento muito semelhante, subindo e descendo concomitantemente, apre-
sentando maior correlação.

O que pretend́ıamos neste projeto era a partir de dados reais dos preços
de fechamento das ações mencionadas, fazer uma análise estat́ıstica mais
profunda desses dados antes e durante a pandemia do coronav́ırus, pois acre-
ditamos que a discussão da estat́ıstica do ponto de vista de uma aplicação
em dados reais possa fornecer ao aluno uma maior compreensão do conteúdo
ministrado e, consequentemente, uma melhor fixação do assunto.

10 Resultados e Discussões

Nesta seção vamos aplicar a estat́ıstica na análise das ações preferen-
ciais tanto da Petrobras (PETR4) como da Eletrobras (ELET6) em dois
peŕıodos, a saber: em 2019 e 2020, portanto, antes e durante a pandemia do
coronav́ırus, respectivamente.

Inicialmente, apresentamos na figura 2 o box plot dos preços de fecha-
mento e as medidas na tabela 1. Podemos observar que ambas as empresas
apresentaram uma redução no preço mediano durante a pandemia do coro-
nav́ırus. No caso da PETR4, a redução foi de 18,36% enquanto a ELET6
teve uma redução de 10,20%. Outra mudança que pode ser facilmente perce-
bida foi um aumento na variabilidade ou dispersão dos preços das empresas
que pode ser quantificado pela distância interquartil. Na PETR4, a distância
interquartil passou de 2,18 em 2019 para 6,25 em 2020, ao passo que, para a
ELET6, foi de 4,03 em 2019 para 6,49 em 2020.
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Tabela 1: Dados do box plot dos preços de fechamento (em reais) das ações
preferenciais da Petrobras e da Eletrobras em 2019 e 2020.

PETR4 (2019) PETR4 (2020)
Mı́nimo 23,91 11,29

Q1 26,06 19,64
Mediana 27,12 22,14

Q3 28,24 25,89
Máximo 30,97 30,81
Média 27,25 22,31

Outliers Nenhum Nenhum

ELET6 (2019) ELET6 (2020)
Mı́nimo 32,14 21,36

Q1 35,80 30,98
Mediana 37,56 33,73

Q3 39,83 37,47
Máximo 45,61 42,66
Média 38,17 33,56

Outliers 14 4

Além das medidas de localização e variabilidade, o box plot também é
útil para analisar diferenças de simetria [12]. Em geral, a assimetria leva ao
surgimento de valores extremos e podemos avaliá-la através da relação entre
os quartis e a mediana. Para distribuições simétricas, a distância entre Q1 e
md é aproximadamente igual à distância entre md e Q3 [12].

Para quantificar a assimetria, podemos utilizar o coeficiente de assimetria
de Bowley definido por [12]

gb =
(Q3 −md)− (md−Q1)

Q3 −Q1

(1)

No caso da PETR4, esse coeficiente passou de 0,03 em 2019 para 0,20 em
2020. Isso significa que, em 2019, a distribuição de preços era praticamente
simétrica, ou seja, preços de fechamento abaixo e acima da média ocorriam
com frequências semelhantes. Por outro lado, em 2020, a distribuição passou
a ser assimétrica positiva, indicando que valores do preço de fechamento
abaixo da média ocorreram com frequência maior.

Para a ELET6, o coeficiente de assimetria de Bowley manteve-se prati-
camente constante, indo de 0,13 em 2019 para 0,15 em 2020, e, portanto, a
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Figura 2: Box plot dos preços de fechamento das ações da Petrobras e da
Eletrobras. As figuras a) e b) apresentam, respectivamente, os dados para a
PETR4 e para a ELET6 nos anos de 2019 e 2020.

distribuição dos preços de fechamento é assimétrica positiva. Ao contrário
da PETR4, a ELET6 apresentou valores extremos tanto em 2019 quanto em
2020. No entanto, com a pandemia do coronav́ırus, os valores extremos pas-
saram a surgir abaixo do limite inferior, sendo resultado, provavelmente, de
uma maior desvalorização das ações nesse peŕıodo.

Conforme já mencionamos, é interessante fazer uma análise do compor-
tamento conjunto de duas variáveis aleatórias numéricas distintas. Dessa
forma, apresentamos na figura 3 o diagrama de dispersão dos preços de fe-
chamento das ações da Petrobras (PETR4) e da Eletrobras (ELET6) nos
anos de 2019 e 2020. Podemos observar de uma forma bastante clara que
em 2019, portanto, antes da pandemia do coronav́ırus, os preços das ações
dessas empresas eram consideravelmente dispersos e, portanto, não apresen-
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Figura 3: Gráfico de dispersão mostrando os preços de fechamento das ações
da PETR4 (eixo horizontal) e da ELET6 (eixo vertical). As figuras a) e b)
representam as dispersões para os anos de 2019 e 2020, respectivamente.

tavam nenhuma correlação linear. Por outro lado, no ano de 2020, durante a
pandemia do coronav́ırus, ocorreu uma diminuição na dispersão dos preços,
passando a apresentar uma correlação linear positiva, ou seja, se o preço
das ações de uma delas aumentasse (diminúısse) o preço da outra também
aumentava (diminuia). Do ponto de vista quantitativo, o coeficiente de cor-
relação linear entre os preços em 2019 era -0,03, portanto, praticamente zero,
indicando ausência de correlação. Por outro lado, em 2020, ρ passou a ser
0,86, indicando uma correlação linear positiva muito forte.
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10.1 Retorno e Risco um Ativo

Sejam Pt e Pt−1 os preços de um ativo nos instantes t e t − 1, respecti-
vamente. Dessa forma, o retorno relativo discreto de um ativo é dado por
[27]

Rt =
Pt − Pt−1

Pt−1

(2)

O risco de um ativo, por sua vez, é dado pelo desvio padrão dos retornos
relativos discretos em um determinado peŕıodo, de acordo com a equação
[27]

σ =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Ri − R̄)2 (3)

Para calcular o risco anual (σanual) a partir do risco diário (σdiario) utili-
zamos a equação

σanual =
√
252× σdiario (4)

uma vez que no mercado financeiro considera-se que o ano tem aproximada-
mente 252 dias úteis.

Nas tabelas 2 e 3, apresentamos os retornos e os riscos da PETR4 e da
ELET6 nos anos de 2019 e 2020. Podemos observar que, ambas as empresas
proporcionaram, em termos de valorização das ações, retornos consideráveis
aos acionistas que mantiveram suas ações durante todo o ano de 2019, ao
passo que, em 2020, ocorreu uma desvalorização acentuada das ações gerando
prejúızo aos acionistas. Além disso, os riscos aumentaram consideravelmente
como resultado das incertezas causadas pela pandemia do coronav́ırus.

Tabela 2: Risco e retorno das ações PETR4 e ELET6 em 2019.

Ano - 2019 Ranual σanual

PETR4 25,44% 28,43%
ELET6 18,54% 37,36%

10.2 Diversificação de Portfólios

Um investimento pode ser feito em apenas um ativo ou em uma carteira
(portfólio) com vários ativos. Racionalmente, um investidor sempre quer
selecionar ativos que ofereçam menor risco e maior retorno posśıvel. Nesse

10



Tabela 3: Risco e retorno das ações PETR4 e ELET6 em 2020.

Ano - 2020 Ranual σanual

PETR4 -7,69% 68,45%
ELET6 -4,42% 62,77%

sentido, o estudo de carteiras de ativos é muito relevante pois elas permitem
a redução do risco através da diversificação dos ativos que as compõem. Em
outras palavras, o objetivo do estudo de carteiras de ativos é selecionar a
carteira com o maior retorno posśıvel para um determinado grau de risco ou
selecionar a carteira que ofereça o menor risco posśıvel para um determinado
retorno esperado [27, 28, 18].

10.2.1 Retorno Esperado e Risco de um Portfólio

Sejam RA e RB os retornos esperados dos ativos A e B, respectivamente.
Se os percentuais da carteira aplicados em A e B são wA e wB, respectiva-
mente, o retorno esperado dessa carteira é dado pela média ponderada do
retorno esperado de cada ativo em relação a sua participação no total do
portfólio, conforme a equação abaixo [27, 28, 18]:

E(Rc) = wARA + wBRB (5)

Além disso, sejam σA e σB os riscos dos ativos A e B, respectivamente, e
ρ(A,B) o coeficiente de correlação linear entre os retornos dos ativos. O
risco de uma carteira composto por esse dois ativos, de acordo com o modelo
de Markowitz [27, 28, 18], é dado por:

σc =
√
w2

Aσ
2
A + w2

Bσ
2
B + 2wAwBρ(A,B)σAσB (6)

Da equação acima, podemos observar que o risco de uma carteira depende
não somente do risco de cada ativo que a compõe e de sua participação no in-
vestimento total, mas também da forma como esses ativos estão relacionados
entre si. Dessa forma, a diversificação deve sempre ser elaborada observando-
se as correlações dos retornos dos ativos, de maneira a se estabelecer a melhor
composição de uma carteira. Uma consequência imediata da equação acima
é que relacionando-se ativos com baixa correlação é posśıvel reduzir-se o risco
total de uma carteira [27, 28, 18].
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10.2.2 Hipérbole de Markowitz e Fronteira Eficiente

Para obter o retorno esperado e o risco de um determinado ativo, é inte-
ressante considerar os posśıveis cenários econômicos. Dessa forma, os profis-
sionais do mercado financeiro atribuem probabilidades de que determinados
retornos ocorram para cada situação econômica (crescimento, estabilidade e
recessão), com o intuito de fazer uma estimativa do retorno esperado e do
risco de um ativo [27, 28]. No entanto, como o nosso propósito aqui é mos-
trar como a estat́ıstica pode ser útil no estudo da diversificação de carteiras,
vamos assumir que RA (σA) e RB (σB) sejam os retornos (riscos) anuais das
ações da Petrobras e Eletrobras, respectivamente, em 2019, antes da pan-
demia do coronav́ırus. Com isso, de acordo com a tabela 2, RA = 25, 44%,
RB = 18, 54%, σA = 28, 43% e σB = 37, 36%. Considerando-se os retornos
diários da Petrobras e da Eletrobras em 2019, o coeficiente de correlação
linear é dado por ρ(A,B) = 0, 471. Através das posśıveis combinações das
participações da PETR4 e da ELET6 na carteira, obtemos diferentes retornos
e riscos, conforme a tabela 4 e a figura 4.

Tabela 4: Retorno esperado e risco de carteiras com diferentes composições.

Carteira wA wB Retorno Risco
1 100,00% 0,00% 25,44% 28,43%
2 95,00% 5,00% 25,10% 27,94%
3 90,00% 10,00% 24,75% 27,54%
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
19 10,00% 90,00% 19,23% 35,05%
20 5,00% 95,00% 18,89% 36,18%
21 0,00% 100,00% 18,54% 37,36%

A carteira 1 (ponto A do gráfico), composta apenas pelas ações da Petro-
bras, apresenta o maior retorno esperado, porém, não é a carteira de menor
risco. Por outro lado, a carteira 21 (ponto B do gráfico), constitúıda unica-
mente pelas ações da Eletrobras, apresenta o menor retorno esperado e ainda
o maior risco.

Partindo do ponto B, conforme vamos aumentando a participação da Pe-
trobras na carteira, obtemos uma diminuição do risco e um aumento do
retorno esperado. Entretanto, isto ocorre até o ponto M, onde temos a
carteira de menor risco, chamada carteira de mı́nima variância, dada por
wA = 74, 40%, wB = 25, 60%, E(Rc) = 23, 67% e σc = 27, 01%. A partir do
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Figura 4: Neste gráfico vemos a hipérbole de Markowitz, com o eixo hori-
zontal representando o risco (medido pelo desvio padrão) e o eixo vertical
representando o retorno esperado, para diferentes composições.

ponto M, tanto o retorno esperado como o risco aumentam indo em direção
ao ponto A. Nesse contexto, um investimento só faz sentido e deve ser con-
siderado se estiver localizado na curva MA, conhecida por fronteira eficiente
[27, 28, 18]. Qualquer investimento na curva MB deve ser descartado pois
além de um maior risco, obtemos também um menor retorno esperado.

Analiticamente, podemos obter a participação de cada ativo na carteira
de mı́nima variância, substituindo wB = 1− wA na equação 11, derivando a
variância com relação a wA e igualando o resultado a zero [27, 28]:

dσ2
c

dwA

= 0 (7)

nos dá

wA =
σ2
B − ρ(A,B)σAσB

σ2
A + σ2

B − 2ρ(A,B)σAσB

(8)

lembrando que wB = 1− wA.

11 Conclusão

Em resumo, este trabalho apresentou uma aplicação prática de grande
relevância da estat́ıstica no mercado financeiro, abordando conceitos funda-
mentais como risco, retorno esperado, fronteira eficiente e carteira de mı́nimo
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risco. Esperamos que este trabalho seja útil para os estudantes de estat́ıstica,
permitindo-lhes compreender de forma mais clara e tanǵıvel os conceitos
teóricos por meio de uma aplicação real. Em última análise, acreditamos que
a utilização deste material didático complementar possa ajudar a preparar os
futuros profissionais do mercado financeiro para lidar com as complexidades
e desafios que enfrentarão em sua carreira.
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https://www.calculadoradeestatistica.com/. Site criado pelo autor
I.R.O. Ramos. Acesso em 31/01/2023.

[18] H. Markowitz, Portfolio Selection. New York: John Wiley, 1959.

12 Participação em Eventos
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de 22 a 24 de agosto de 2023, com carga horária de 20 horas.
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14 Artigo Aprovado com Qualis B1

1. Artigo aprovado na revista Exatas Online. Ver documentação em
anexo.

15 Trabalhos Apresentados em Eventos

1. M.M Landa, R. N. D. Maia, I.R.O. Ramos e J.P.M. Braga, Incerteza
Mı́nima no Momento, IX Semana Universitária da Universidade da
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16 Outro Trabalho Realizado Durante o Pós

Doutorado

T́ıtulo: Modelo de Black-Scholes como caso particular
da equação de Langevin

17 Resumo

Neste trabalho mostramos que o modelo de Black-Scholes pode ser visto
como um caso particular da equação de Langevin. Para isso, consideramos
o movimento browniano de uma part́ıcula em um meio não homogêneo e no
regime superamortecido. Obtivemos as soluções anaĺıtica e numérica e as
comparamos para diferentes volatilidades.
Palavras-chave: Equação de Langevin, Modelo de Black-Scholes, Eco-
nof́ısica.

18 Introdução

O botânico inglês Robert Brown publicou em 1828 um trabalho no qual
apresentou os resultados de suas observações, feitas com o aux́ılio de um mi-
croscópio, sobre o movimento irregular e incessante de part́ıculas de pólen
em suspensão em água [1, 2, 4]. Brown notou que as part́ıculas se moviam
de maneira errática, sem um padrão aparente. De ińıcio, imaginou que o
movimento fosse causado por algum tipo de organismo vivo, no entanto, essa
hipótese foi posteriormente refutada logo após a observação do mesmo tipo
de movimento em part́ıculas inorgânicas de cinza [1, 7, 8]. A partir das ob-
servações de Brown, foi posśıvel mostrar que esse tipo de movimento, que
foi batizado em sua homenagem de movimento browniano, é um fenômeno
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bem mais abrangente, ocorrendo com part́ıculas macroscopicamente peque-
nas em suspensão em fluidos não muito viscosos, porém muito maiores que
as moléculas do fluido [1, 2, 4]. Uma vez constatada a natureza f́ısica do
movimento browniano, vários cientistas propuseram teorias, como agitação
térmica, correntes de convecção e até mesmo forças vitais. No entanto, ne-
nhuma dessas teorias era capaz de explicar completamente o comportamento
observado.

Uma das contribuições mais significativas veio do matemático francês
Louis Bachelier, o qual fora orientado por Henri Poincaré. Em sua tese de
doutorado, desenvolveu a primeira teoria formal para o movimento browniano
aplicada em finanças no ano de 1900. Bachelier, além de ser o primeiro a
inferir o uso da distribuição normal no mercado financeiro, estruturando toda
a parte de cálculo de risco [6], também investigou a dinâmica da cotação de
ações na bolsa de Paris e a precificação de opções introduzindo aspectos
aleatórios, propondo que o preço de um ativo financeiro fosse descrito por
um movimento browniano cont́ınuo [9, 10, 11, 14, 15].

Foi somente em 1905 que Albert Einstein publicou um artigo intitulado
”Sobre o Movimento Requerido por um Pequeno Elemento de Matéria de um
Ĺıquido em Repouso”, no qual finalmente resolveu o enigma do movimento
browniano. Nesse artigo, Einstein propôs uma explicação baseada na teoria
cinética dos gases e no conceito de átomos que além de fornecer uma dedução
probabiĺıstica para a equação da difusão, ainda possibilitou uma estimativa
do número de Avogadro, o qual teve confirmação experimental realizada pelo
f́ısico francês Jean Perrin poucos anos depois, facilitando a aceitação da teoria
atômica por parte dos f́ısicos e qúımicos [1, 2, 4, 7, 5].

Em 1908, o f́ısico francês Paul Langevin realizou estudos independentes
sobre o movimento browniano, obtendo resultados consistentes com a teoria
proposta por Albert Einstein. Langevin desenvolveu uma equação diferencial
para descrever o movimento de uma part́ıcula em suspensão em um fluido
[1, 4, 16]. Ao considerar uma situação unidimensional, a versão moderna da
equação de Langevin é expressa como

m
d2x

dt2
= F − γ

dx

dt
+ Fa (9)

onde x é a posição de uma part́ıcula de massa m sujeita a uma força de
atrito proporcional à velocidade e com coeficiente de atrito γ relacionado
à viscosidade do fluido, a uma força externa F e a uma força aleatória Fa

devida ao bombardeio cont́ınuo das part́ıculas em suspensão pelas moléculas
do fluido circundante que estão em constante movimento térmico [1, 2, 3, 8].
A equação de Langevin é uma equação diferencial estocástica (EDE) que
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descreve o movimento browniano levando em consideração a influência do
atrito viscoso e as forças aleatórias presentes no sistema.

Outra importante contribuição para o entendimento do movimento dos
preços das ações no mercado financeiro, foi publicada em 1959 pelo f́ısico
M. F. M Osborne. Em seu artigo, intitulado Brownian Motion in the Stock
Market, Osborne se apoiou em métodos da mecânica estat́ıstica utilizados
no estudo de um conjunto com número grande de part́ıculas para investigar,
de forma análoga, um conjunto grande de preços de ações. Na verdade,
diferente de Bachelier, ele considerou um conjunto de valores dos logaritmos
dos preços, cada um variando em função tempo, e obteve como resultado
uma distribuição lognormal para os preços das ações [17]. Em 1973, Fischer
Black e Myron Scholes, também assumindo que o logaritmo dos preços são
normalmente distribúıdos, modelaram a dinâmica do preço de uma ação S(t)
como um processo de Itô [11], definido pela EDE

dS = a(S, t)dt+ b(S, t)dW (10)

onde a(S, t) e b(S, t) são funções reais conhecidas, e W é o processo de Wi-
ener. Conforme veremos posteriormente, sob certas condições das funções
a(S, t) e b(S, t), a equação 10 tem uma única solução S(t), que é um processo
estocástico de grande importância em finanças conhecido como movimento
browniano geométrico [11, 13, 14, 15]. No artigo The Pricing of Options and
Corporate Liabilities [18], Black e Scholes determinaram uma equação dife-
rencial parcial muito usada no mercado financeiro na precificação de opções
[11, 13, 14, 15]. No entanto, foi com Robert Merton que a equação de Black-
Scholes se tornou mais compreendida e recebeu o nome de modelo de preci-
ficação de opções [6]. Por essa contribuição, Myron Scholes e Robert Merton
receberam o prêmio Nobel de economia em 1997, pois Fischer Black já havia
falecido [9, 6].

A busca por uma melhor compreensão do movimento browniano impul-
sionou, de certa maneira, o estreitamento da relação entre f́ısica e finanças,
o que contribuiu para o surgimento de um novo ramo de pesquisa multi-
disciplinar chamado de Econof́ısica [9, 11, 13]. Esse neologismo foi criado
pelo f́ısico H. Eugene Stanley para se referir a estudos realizados por f́ısicos
em problemas na área de economia [11]. Mesmo com as grandes possibi-
lidades de contribuição dos f́ısicos em problemas econômicos, são raros os
cursos de f́ısica onde a econof́ısica é estudada na graduação ou até mesmo na
pós-graduação. Nesse sentido, pretendemos fornecer aos estudantes de f́ısica
um material que lhes permita explorar e compreender os fundamentos da
econof́ısica e abrir novas perspectivas e oportunidades de pesquisa àqueles
interessados em aplicar os prinćıpios da f́ısica em problemas econômicos e
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financeiros. Ao abordarem assuntos sobre econof́ısica, os estudantes podem
desenvolver habilidades anaĺıticas e de modelagem, bem como aprender a
aplicar métodos quantitativos e estat́ısticos para analisar e interpretar da-
dos financeiros. Tal conteúdo pode ser de grande relevância em um mundo
cada vez mais orientado por dados, no qual a compreensão dos fenômenos
econômicos a partir de uma abordagem cient́ıfica pode oferecer vantagens
competitivas.

19 Modelo

Consideremos o movimento em uma dimensão de uma part́ıcula de massa
m em suspensão num fluido. Conforme vimos na equação 9, a part́ıcula está
sujeita a uma força de atrito viscoso proporcional à sua velocidade, a uma
força externa F , e a uma força aleatória Fa atribúıda às colisões com as
moléculas do fluido e que varia rapidamente em comparação com os tempos
de observação. Aqui, vamos considerar que Fa é modelada pelo rúıdo branco
ξ(t) com intensidade α(x(t)) que, de forma geral, pode depender do estado
do sistema [12, 19].

Considerando-se um conjunto de muitos sistemas semelhantes onde cada
um deles é constitúıdo por uma part́ıcula em suspensão em um fluido e
uma força aleatória é aplicada a cada sistema individualmente, é igualmente
provável que ξ(t) > 0 ou ξ(t) < 0 a cada instante, tal que

⟨ξ(t)⟩ = 0 (11)

onde <> indica a média sobre um grande número de realizações da variável
estocástica ξ(t) [7, 8, 12]. Além disso, supondo que o valor da força aleatória
em um instante qualquer é totalmente independente do valor que assumiu
em qualquer instante anterior, a função de correlação do rúıdo branco em
dois instantes t1 e t2 quaisquer é dada por [2, 4, 8, 12]

⟨ξ(t1)ξ(t2)⟩ = δ(t1 − t2) (12)

Com relação à intensidade do rúıdo branco, temos dois cénarios posśıveis: o
primeiro deles ocorre se α = constante, caracterizando o rúıdo como sendo
do tipo aditivo e o segundo se α = α(x(t)), que caracteriza o rúıdo como
multiplicativo [12].

O tamanho da part́ıcula browniana é muito maior que o das moléculas
do fluido e, como consequência, a part́ıcula sofre muitas colisões quase si-
multaneamente. Dessa forma, a intensidade e a direção do impulso resul-
tante variam em tempos bem menores quando comparados aos tempos de
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observação, consequentemente, para levar em conta o efeito acumulado das
colisões aleatórias que afetam o movimento da part́ıcula, utilizamos o pro-
cesso de Wiener W [12, 13, 14, 15, 20] que é definido como uma integral do
rúıdo branco em tempo cont́ınuo, ou seja,

W (t) =

∫ t

0

ξ(s)ds (13)

Como W (t) é dado por uma integral, ou seja, um limite de uma soma de um
processo estocástico, temos pelo teorema do limite central, que a distribuição
de probabilidades de W (t) é gaussiana com média zero e desvio padrão σ =√
t [12, 13, 14, 15, 20].
Supondo que a part́ıcula browniana se move no regime superamortecido,

o qual é t́ıpico para part́ıculas esféricas coloidais ŕıgidas movendo-se em um
ĺıquido de pequenas moléculas quando comparadas ao tamanho das esferas,
o termo de inércia é despreźıvel e podemos fazer [22, 23, 24, 25, 26]

m
d2x

dt2
≈ 0 (14)

Além disso, considerando que a difusão da part́ıcula ocorre em um meio não
homogêneo, temos que o rúıdo é do tipo multiplicativo [19] cuja intensidade,
que depende do estado do sistema, suporemos da forma α = σx(t), onde
σ é um parâmetro que mede a intensidade das flutuações aleatórias. Se a
part́ıcula está sujeita a uma força repulsiva do tipo F = kx (k = constante
positiva) que é derivada do potencial V = −kx2/2, o movimento da part́ıcula
browniana, escolhendo γ = 1, passa a ser regido pela equação

dx

dt
= (k + σξ(t))x (15)

a qual pode ser reescrita como

dx = kxdt+ σxξ(t)dt (16)

Da definição do processo de Wiener W (t) descrito pela equação 13, podemos
ainda escrever essa equação como

dx = kxdt+ σxdW (t) (17)

que é conhecida como equação diferencial estocástica de Itô, a qual é útil
para modelar fenômenos sujeitos a incertezas ou rúıdos aleatórios.

21



20 Modelo de Black-Scholes

Idealizado pelos economistas Fischer Black e Myron Scholes em meados
dos anos 70, este modelo foi o primeiro a ser amplamente difundido e, con-
sequentemente, o mais conhecido sobre precificação de ações. Ele calcula o
preço teórico da ação com base em algumas variáveis que estão sujeitas a
variações temporais e podem ter comportamento bastante complexos. Seja
B(t) o valor de uma aplicação no instante t ≥ 0 e B(0) = B0 o valor inicial
investido. Se a taxa de rendimento r for fixa, a taxa instantânea de cres-
cimento da aplicação é proporcional ao valor investido e dada pela equação
diferencial ordinária (EDO) [13, 14, 15]

dB

dt
= rB (18)

cuja solução é
B(t) = B0e

rt (19)

Por outro lado, se o investimento for feito em renda variável como, por exem-
plo, em ações, a taxa de rendimento não é constante e flutua aleatoriamente.
Dessa forma, considerando S o preço de uma determinada ação, podemos
escrever uma equação para a taxa de crescimento de S análoga a equação 18
como

dS

dt
= R(t)S (20)

onde R(t) = r + σξ(t). Aqui, r é a parte não aleatória que representa a
taxa média de rendimento, σ é um parâmetro que, no mercado financeiro
é conhecido como volatilidade, que é uma medida estat́ıstica de dispersão
relacionada ao desvio padrão dos retornos em um determinado peŕıodo [27,
28], e ξ(t) é um processo estocástico chamado de rúıdo branco, como já
discutido. Assim, temos a equação

dS

dt
= (r + σξ(t))S (21)

que pode ser escrita também na forma

dS = rSdt+ σSξ(t)dt (22)

ou
dS = rSdt+ σSdW (t) (23)

A equação 22 é uma EDE conhecida como o modelo de Black-Scholes para
a cotação de uma ação [13, 14, 15]. Observe que a equação 23 é idêntica à
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equação 17 e, portanto, possuem as mesmas soluções numérica e anaĺıtica,
conforme veremos a seguir. O modelo de Black-Scholes também é útil para o
estudo do crescimento de uma população de seres vivos. Neste caso, S pode
ser, por exemplo, o número de bactérias no instante t, r é a taxa média de
crescimento e a aleatoriedade pode estar relacionada a pequenas variações
de temperatura que afetam a taxa de crescimento da população, sendo a
intensidade desses efeitos aleatórios dada por σ [14, 15, 20].

21 Solução Anaĺıtica

As variáveis estocásticas apresentam comportamentos aleatórios que tor-
nam as regras usuais do cálculo diferencial e integral inadequadas para lidar
com elas e, por esse motivo, recorremos ao cálculo estocástico. Para nossos
propósitos, utilizaremos o cálculo de Itô, que nos fornece ferramentas essenci-
ais, como as regras de diferenciação de funções compostas ou regra da cadeia.
Essas ferramentas são fundamentais para o desenvolvimento de modelos ma-
temáticos precisos em diversas áreas, permitindo descrever de forma mais
eficiente e precisa os fenômenos regidos por processos estocásticos.

Teorema de Itô: Seja x(t) um processo estocástico descrito pela EDE

dx = f(x, t)dt+ g(x, t)dW (t) (24)

Seja y(t) = h(x(t), t), onde h(x(t), t) é uma função cont́ınua com derivada
parcial cont́ınua com relação a t e com segunda derivada parcial cont́ınua
com relação a x. Então y(t) é também um processo estocástico com condição
inicial y0 = h(x0, 0) dado na forma diferencial pela equação

dy(t) =

[
∂h

∂t
+

∂h

∂x
f(x, t) +

1

2

∂2h

∂x2
g2(x, t)

]
dt

+
∂h

∂x
g(x, t)dW (t) (25)

Considerando h = ln(x/x0) e que f(x, t) = kx, g(x, t) = σx pelas equações
17 e 24, temos, pelo teorema de Itô, que a solução da equação 17 é dada por

x(t) = x0 exp

[(
k − σ2

2

)
t+ σW (t)

]
(26)

que é um processo estocástico chamado de movimento browniano geométrico
[11, 13, 14, 15].
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22 Solução Numérica

Nesse ponto, é muito importante destacar que a trajetória do movimento
browniano não é diferenciável em nenhum ponto e, por isso, a EDE 17 deve
ser tratada utilizando o cálculo estocástico que pode ser o de Itô ou de Stra-
tonovich [12, 14, 15]. Dessa forma, a EDE 17, apesar de ser escrita na forma
diferencial, é, na verdade, uma equação integral dada por [12, 13, 14, 15, 20]

x(t) = x(0) + k

∫ t

0

x(s)ds+ σ

∫ t

0

x(s)dW (s) (27)

onde x(0) = x0 é a condição inicial que supomos conhecida e ainda que x0 > 0
[14, 15]. A primeira integral, supondo que o integrando é uma função sufici-
entemente bem comportada, é uma integral de Riemann-Stieltjes e podemos
utilizar a equação ∫ t

0

x(s)ds =
N∑
i=1

x(ti)∆t (28)

onde dividimos o intervalo de integração [0, t] em N intervalos de tamanho
∆t, com ∆t → 0 e N → ∞ [12, 20, 21]. Por outro lado, a segunda integral é
uma integral estocástica chamada integral de Itô, que pode ser aproximada
pela equação [12, 13, 14, 15, 20]∫ t

0

x(s)dW (s) =
N∑
i=1

x(ti−1)∆W (ti) (29)

onde
∆W (ti) = W (ti)−W (ti−1) (30)

Como ∆W (t) é um processo estocástico gaussiano com média zero e desvio
padrão igual a

√
∆t, podemos escrever [12, 13, 14, 15, 20]

∆W (ti) = ϵ(ti)
√
∆t (31)

onde ϵ(ti) é um número aleatório, com distribuição gaussiana, com média 0
e desvio padrão 1. Dessa forma, o i-ésimo passo de integração da equação 27
é dado por

x(ti+1) = x(ti) + kx(ti)∆t+ σx(ti)ϵ(ti)
√
∆t (32)
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23 Comparação das Soluções

À medida que refinamos os parâmetros de discretização (ou seja, reduzi-
mos o tamanho dos passos no espaço e no tempo) na abordagem numérica,
esta solução deve se aproximar cada vez mais da solução anaĺıtica, fornecida
pela fórmula de Black-Scholes. Em condições ideais, à medida que os passos
de discretização tendem a zero, a solução numérica deve convergir para a
solução anaĺıtica.
Vamos, portanto, considerar as equações 26 e 32, respectivamente, e escrevê-
las em termos das variáveis do modelo de Black-Scholes como

S(t) = S0 exp

[(
r − σ2

2

)
t+ σW (t)

]
(33)

e
S(ti+1) = S(ti) + rS(ti)∆t+ σS(ti)ϵ(ti)

√
∆t (34)

Na forma discretizada, o i-ésimo passo de integração da solução anaĺıtica é
dado por

S(ti+1) = S(ti) exp

[(
r − σ2

2

)
∆t+ σ∆W (ti)

]
(35)

ou

S(ti+1) = S(ti) exp

[(
r − σ2

2

)
∆t+ σϵ(ti)

√
∆t

]
(36)

onde substituimos as equações 30 e 31 na equação 33 para obter este resul-
tado. Para mostrar que as soluções anaĺıtica e numérica convergem, vamos
considerar, por exemplo, que o preço inicial da ação é de S0 = 10 reais, que
a taxa de juros é de r = 13.75% ao ano, e obter o preço em função do tempo
durante um ano para diferentes incrementos de tempo e diferentes volatili-
dades. Podemos observar nas figuras 5 e 6 que já para dt = 0.05 as soluções
anaĺıtica e numérica já estão muito próximas uma da outra, o que nos permite
escolher qualquer uma das duas para a realização de simulações computacio-
nais. Outro fato que vale a pena ressaltar é o papel da volatilidade no preço
das ações. Como já mencionamos, a volatilidade é uma medida estat́ıstica
de dispersão que expressa a incerteza dos retornos de um ativo [27, 28]. Po-
demos observar nas figuras 5b e 6b, que conforme a volatilidade aumenta o
preço da ação oscila com mais intensidade e está sujeito tanto a grandes altas
como a grandes baixas.

24 Conclusão

Em resumo, este trabalho apresentou o modelo de Black-Scholes como
um caso particular da equação de Langevin e discutiu as soluções anaĺıtica
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Figura 5: Solução anaĺıtica e numérica para o preço em função do tempo
considerando σ = 20% para (a) dt = 0.5 e (b) dt = 0.05.
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Figura 6: Solução anaĺıtica e numérica para o preço em função do tempo
considerando σ = 60% para (a) dt = 0.5 e (b) dt = 0.05.

e numérica para diferentes volatilidades. Esperamos que este trabalho seja

26



útil para os estudantes de f́ısica, permitindo-lhes uma introdução de forma
mais acesśıvel e didática no ramo da econof́ısica.
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